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INTRODUCCION 

En este trabajo estudiaremos los efectos de difusién y dispersién en la formacidn y propa- 

gacién de una onda de choque. Para ésto escogemos la ecuacién hiperbdlica mas simple que 

genera choques y que contiene un término ya sea difusivo o dispersivo, esto cs la ecuacién 

de Burgers y la ecuacién de Dobrokotov (o Burgers compleja). Usaremos el hecho de que 

estas dos ecuaciones se pueden resolver en forma exacta por medio de la transformacién 

de Cole-Hopf. El caso de la regularizacién del choque por difusién quedé entendido desde 

los 50’s, cuando Hopf resolvié en forma exacta la ecuacién de Burgers. 

La regularizacién del choque por dispersién es bastante mds compleja. Se logré una coin- 

prensién bastante clara del efecto de la dispersién sobre el choque hasta después de 1966 

cuando se desarrollé el método de dispersién inversa para resolver en forma exacta la 

ecuacién de Korteweg-deVries. El primer avance en este sentido se encuentra en el tra- 

bajo de Gurievich-Pitaevskii [4], y posteriormente en el de Lax-Levermore [7]. En este 

sentido es importante resaltar la diferencia de este trabajo con el de Gurievich-Pitaevskii 

donde los autores usan la teorfa de modulaciones para resolver la regién de choque para 

la ecuacién de KdV. Esto es, escogen desde. un principio usar una aproximacién para la 

region de choque. Este trabajo es en estilo mds cercano, aunque mucho mas simple, al es- 

tudio del limite de dispersién pequefia para la ecuacién de KdV de Lax-Levermore, donde 

los autores resuelven en forma exacta la ecuacién de KdV y después toman el limite de 

dispersién pequena. 

En el primer capitulo estudiaremos !a ecuacién 

Uy + uur = 0 (1) 

usando caracteristicas. Debido a la no linealidad, la solucién t de la ecuacién (1) se vuelve 

multivaluada para condiciones iniciales que decrecen en algun intervalo. Esta ecuacién la 

deduciremos a partir de un modelo fisico que involucra funciones univaluadas. Por este 

motivo, se construirdn soluciones univaluadas, aunque discontinuas, a partir de la solucién 

multivaluada. La solucion relevante esté determinada por la ecuacién de conservacién de 

la que se deduce (1). A largo de este trabajo consideraremos dos tipos de condiciones 

iniciales: una del tipo escalén como 1 — H(z), y otra general del tipo de funciones positivas 

con un solo maximo. Con las primeras pueden hacerse cdlculos explicitos que nos ayudaran 

a entender la solucién % con otras condiciones iniciales, en particular con el segundo tipo 

de condiciones que menctonamos. Las de} segundo tipo son condiciones iniciales generales 

que generan un solo cheque. 

Antes de estudiar las ecuaciones de Burgers y Dobrokhotov, analizaremws cl efecto de la 

difusién y de la dispersion en algunos ejemplos presentados en el segundo capitulo. En ese 
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capitulo examinaremos las diferencias en el mecanismo de decaimiento de la amplitud de 

las ondas al considerar difusién y dispersién; se mostrard que el decaimiento por efecto de 

la difusién es exponencial, y el debido a la dispersién es, en general, mds lento. 

La ecuacién de Burgers se estudiara en el tercer capitulo. Al incluir el término difusivo 

HUzz, 1a solucién aproxima en forma continua y diferenciable a la solucién discontinua 

del caso limite ~% = Q al considerar las condiciones iniciales mencionadas. Finalmente 

analizaremos la ecuacién de Dobrokhotov en el Ultimo capitulo. En este caso, la dispersion 

sera incluida en la forma ikuss, a diferencia de la ecuacién de KdV donde la dispersién 

proviene del término uzz.,. Se mostrara que el comportamiento es mas complejo, y que en 

la regién de choque sélo se tiene convergencia débil. 

 



CAPITULO 1 

Estructura de choque en una ecuacién con caracteristicas 

En este capitulo discutiremos una parte central del problema que nos interesa: la es- 

tructura de choque en la solucién de u, + uuz = 0. Esta ecuacién aparece en distintos 

contextos, por ejemplo, ondas en gases, transporte de particulas en fluidos y flujo de trafico. 

Histéricamente, la teoria que se tiene sobre ondas de choque y otros temas relacionados 

se desarrollé primero a partir de problemas no lineales de ondas en gases. Sin embargo, 

el flujo de trfico es uno de los fenémenos donde se pueden entender las ideas principales 

de las ondas de choque de forma més simple. El desarrollo que haremos del tema estd 

basado esencialmente en el segundo capitulo del libro “Linear and nonlinear waves” de G. 

H. Whitham. [5], [6] y {10]- 

Pensemos en autos que circulan en una carretera. A pesar de que las variables relacionadas 

con la descripcién del trdfico son cantidades discretas, es posible obtener una buena de- 

scripcién de los aspectos més relevantes del flujo de trafico considerando que las variables 

son continuas. Para la descripcién de este problema, necesitamos la densidad p y el flujo 

Q. La densidad p(z, é) es el ntimero de coches en el punto x al tiempo ¢ por unidad de 

longitud, mientras que el flujo Q(z,é) es el nuimero de coches que cruzan la posicién x 

al tiempo ¢ por unidad de tiempo. En un tramo de carretera donde no hay ni entradas 

ni salidas, se conserva el numero de coches. Esto significa que la rapidez de cambio del 

numero de coches es igual al flujo de coches que entra menos el flujo de coches que sale. 

Esto es, 
a ft 

Hf MS: 8) a = Qlzo,t) - Qa, 2). (1.1) 
to 

Tenemos una ecuacién para las variables p y Q. Para determinar a éstas supondremos 

que el flujo Q(z,t) depende de la densidad p. Esta hipdtesis es razonable, tal como lo 

experimentamos al viajar con trafico; antes de que haya un embotellamiento, los vehiculos 

pueden avanzar fAcilmente y la cantidad de ellos que pasa es alta, pero mientras mds coches 

hay, comienzan a ir mds despacio por lo que el flujo disminuye. Suponiendo que Q = Q(p), 

(1.1) queda expresada como 

d f® 
it P(E, t) dé = Q(p(xo, t)) — Q(o(z, t)). (1.2) 

Zo 

Una relacién de dependencia Q(p) de orden cuadratico aproxima correctamente las obser- 

vaciones. Cuando la densidad es muy pequefia, casi no hay autos circulando, por Jo que el 
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flujo serd. escaso. En cierte rango, el aumento de la densidad significa un aumento de flujo. 

Después de cierto valor de la densidad, hay demasiados coches, su velocidad disminuye, y 

con ello el flujo. Si la densidad sigue aumentando se llega a formar un embotellamiento (el 

flujo es cero). 

  

Figura 1.1 

Luego de derivar (1.2) respecto a x obtenemos 

r(x, t) + Q'(p)p2(z,t) = 0, -oo< 2 <0. (1.3) 

La distribucién inicial de coches p(z,0) = f(x) completa el problema. 

Como primer paso para estudiar el problema anterior, sdlo consideraremos densidades 

pequefias, p << 1. En tal caso, una buena aproximacién a Q(p) es Q'(0)p. Asi tenemos 

pi(tst) +.cp2(2,t)=0, co <2 < 00 (14) 
p(z,0) = f(z), ¢= Q"(0). 

La ecuacion diferencial en (1.4) es equivalente a (pz, pt) - (c,1) = G, es decir, la derivada 

direccional de p(x, é) en la direccién (c,1) es cero. Por lo tanto, p(x,t) es constante en la 

rectas paralelas al vector (c,1). La misma ecuacién en (1.4) puede interpretarse como 

dp 

dt 

d 
=0 con Gre. 

De nuevo, tenemos que p es constante en las rectas « = ct + £. Dado que por cada punto 

(x,t) en el plano x,¢ pasa una sola de estas rectas y p es constante en ella, entonces el 

valor de p en (x,t) es el mismo que en Ja interseccién de 

ca=ct+é (1.5) 

con el eje x. Por lo cual, p(z,t) = p(€,0). Por la condicién inicial, p(x,t) = f(€). 

Finalmente, despejando € en (1.5) obtenemos la solucién del problema (1.4): 

o(z,t) = f(x — et). 

La solucién a diferentes tiempos conserva la misma forma de Ja condicién inicial f(z), pero 

recorrida una distancia ct a la derecha. 

 



P (x,0)=f(x) p (x,t) 

     
Figura 1.2 

En términos del trdfico significa que éste se moverd a la derecha con velocidad c sin que se 

altere la distribucién de los coches. Las rectas x = ct + € sobre las cuales p es constante 

reciben el nombre de caracteristicas. En este caso, sdlo dependen de la ecuacién p;+cpz = 

0. Como vimos, este problema y su solucién es una aproximacién a (1.3) vdlida para 

densidades pequeiias. 

Analizemos ahora el problema (1.3) con la hipétesis mds realista presentada en la figura 

1.1, donde Q(p) es una funcién cuadrdtica. En ese caso, el problema es 

prt+(ap+ B)p,=0, p(x, 0) = f(z). 

Sin embargo, podemos hacer la translacién u = p+4, y luego el cambio de variable x = az" 

para obtener Ja ecuacién 

Up + tug = 0. (1.6) 

En lo sucesivo, escribiremos x en lugar de x’. Para encontrar la solucién, buscamos las 

curvas caracteristicas de (1.6): 

du =90 si oF U. 
dt dt 

Luego, u(z,t) es constante sobre las caracteristicas, y de también lo es. Otra vez, las 

caracteristicas son rectas parametrizadas por €. A diferencia del problema (1.4), aqui si 

dependen de la condici6n inicial; para la mayorfa de los casos no es posible despejar € en 

funcién de z y de ¢ para valores arbitrarios. De tal forma que en la solucién 

u(z, t) = u(€,0) = F(€), (1.7) 

€ esta definida implicitamente por « = € + f(€)t. Por el teorema de la funcién implicita. 

se puede resolver localmente en la forma € = €(z,t) si 1+ f’(€) # 0. Esto sucede para t 

pequefios en los puntos donde f’(€) es acotada, y para todo ¢ donde f'(€) es positivo. 

La evolucién de la solucién u(x,t) cn el tiempo se puede describir desplazando el valor 

f(€), correspondiente a la posicién inicial €, una distancia f(€)t hacia la derecha. Con 

tal descripcién podemos explicarnos cémo u(x, ¢) se vuelve multivaluada de una manera 
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intuitiva. Volvamos a la condicién Fa = u. Nos dice que los valores mds grandes de u 

viajan con una velocidad mayor. De csa manera si tenemos como condicidn inicial una 

curva de la forma 

f (x) 

    0 

Figura 1.3 

el punto maximo de la curva viajar mds rapido y después de cierto tiempo, alcanzard y 

rebasaré a puntos que antes estaban delante de él. Un bosquejo de la deformacién de Ja 

curva f(z) es la siguiente: 

f(x) u(X,tp) u(x,t) 

    ol K ol K 2 » 

Figura 1.4 

{Cudnto tiempo debe transcurrir para que la curva inicial se vuelva multivaluada? 

La solucién es multivaluada a partir de cuando u, es infinita. Si derivamos respecte a x 

en 

a= (x,t) + f(&(2,t))t, 

obtenemos 

Llc t fi(E)Ext. 

De ahi, 16) 

= 1 + __ fee Sipe Ye O%= Fer 

Por lo tanto, u(z,t} es multivaluada en ¢ = Fy para f’(€) < 0. La solucién se vuelve 

multivaluada a partir del menor tiempo ¢g en que se satisface tal relacidn, esto es cuando 

—f'(€) es maximo. 

Gabe notar que la ecuacién mds general 

us + clujuz =0 
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ge resuelve en forma andloga. Como puede verificarse, su solucién esta dada por 

u(z,t) = F(g) 

donde F(€) se define como F(€) = c(f(€)), y €(z,t) esta definida implicitamente por 

e=l+F(E)t. 

En la ecuacién u + cuz = 0, las caracteristicas son rectas paralelas de pendiente a en el 

plano (z,t); en cambio, para u, + wuz = 0, la pendiente de las caracteristicas en ese plano 

€8 Fa: Cuando f(€) es creciente, la solucién es univaluada; por el contrario, cuando Fé) 

es decreciente las caracteristicas se intersectan. Debido a que u(x,t) esté determinada por 

su valor en el punto (€,0), en los puntos donde se intersectan las caracteristicas habra dos 

valores asociados a u(x,t). Esto sucede cuando f’(£) < 0. 

Sabemos que la solucién es multivaluada en cierta regién donde las caracteristicas se inter- 

sectan. Veamos cémo encontrar esa regién. Dos caracteristicas cercanas. parametrizadas 

por €y&+h (h > 0), se intersectan cuando las siguientes condiciones se cumplen si- 

multaneamente: 

caE+ fe y ra E+hs f+ hye, 

\o cual implica 
+h) - 1+ LEAN = LO), 

En el limite cuando hk — 0, 

1+ f'()t=0 y cHE+ f(E)t 

de ambas condiciones, se obtiene la representacién paramétrica de la envolvente en el plano 

(az, t) de la region multivaluada de u(x,t): 

  
1 (20.0) = €- FO. a) 

que esta definida en los intervalos donde f'(£) < 0. De nuevo aparece t(£) = — pq que 

es la condicién para la interseccién de las caracteristicas. 

Veamos un ejemplo. Consideremos la condicién inicial 

f(z) = {i siz > 0, 

ua, siz<0. 

Tenemos dos familias de caracterfsticas en el plano z, t: 

para €<0, 2=€+ gt con pendiente 

para £>0, 2=€+ ut con pendiente 

 



Es necesario analizar dos casos: 

i) ue <u 

La pendiente de las caracteristicas con € < 0 es mayor. Las caracteristicas tienen la 

siguiente estructura: 

  

0 x 

Figura 1.5 

Por los puntos (x, t) tales que u2 < $ <u no pasan las caracteristicas. Es posible definir 

una solucién en esa regién asignandole a u(x,t) un valor constante en cada una de las 

rectas x = cf, con ug <c < w,, de manera que wu tome todos los valores intermedios entre 

ue y tu. A todas esas rectas les corresponde € = 0. Entonces, 

u(z,t)=c en z=ct, ugicium. 

Finalmente, una solucién para ug < u, es 

uo, siz < ut, 
u(z,t)= 4%, siut<sr<uit, 

uw, siz > wt. 

Aunque la condicién inicial no es continua en ¢t = 0, esta solucién es univaluada tal como 

sucede cuando la condicién inicial es creciente.   
      

4u(x,0} u(x, 

L——— u, uy 

wy _| 
ve aa 

4 n 
a x a Ugt ut x 

Figura 1.6 

i) ug > uy 

Como los valores mas grandes de u(x,t) viajan mds rapido, la estructura del escalén con 

ug > u, hace que inmediatamente la solucién sea multivaluada. De hecho, todas las 

caracteristicas se intersectan debido a que la pendiente de las rectas con € > 0 es mayor 

que la correspondiente a € < 0. 
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Figura 1.7 

En la regién donde z <t< 2, la solucién es multivaluada; con la convencidn de que, 

en z = 0, la condicién inicial toma todos los valores en [u2, ui}, obtenemos el segmento 

que une los puntos (tito, ui) y (uate, uz) en la grdfica de u al tiempo ty. Con ello para 

U2 > Uz, la solucién es 

    

ua, si § < ua, 
u(x,t) = uy + $(e- ut), site <F <u, 

uw, si ? > ur. 

u(x,0) u(x,t) 

yo Ug 

uy ay 

Ia t 0 x J ut ust x 

Figura 1.8 

Para terminar con los ejemplos, veamos la grdfica de la envolvente de la regién multivaluada 

de la solucién de uz + uu, = 0 con u(z,0) = we (-00 < x < oo). En este ejemplo, la 

envolvente esté parametrizada por 

2\2 

(6) = (216.10) = e+ ye EEE), 

Dado que f’(£) < 0 determina la existencia de choques, necesitamos que € > 0. Ademas, el 

primer choque sucede en el minimo de i(£) = =a = -aey que se alcanza en € = Wi 

donde t(€) =tz = sy3 El minimo de 2(f) = 3¢ + % tainbién se alcanza en € = we 

Con esta informacién se tiene la grafica de y(£). La solucién u(x, ¢} es multivaluada en la 

regién acotada por la envolvente, que aparece sombreada en la figura 1.9. 
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(6) 
  

2 
Jo
o 

a
 

0 B x(®) 

Figura 1.9 

La densidad del tréfico descrita por medio de uz + uu, = 0 es multivaluada a partir de 

t = tg en donde f'(€) < 0, e igualmente sucede en vu; + c(u)uz = 0 después de cierto 

tiempo. Esto no tiene sentido fisico, la densidad es una cantidad medible que sdlo puede 

tomar un unico valor en (x,t). Es por esto que construiremos una solucién univaluada a 

partir de la solucién multivaluada para t > tg. 

u(x, u(x,t) 

      

  

Figura 1.10 

Las tres secciones sefialadas en la primera grdfica de la figura 1.10 corresponden a funciones 

de x, consideradas por separado. Si omitimos alguna de ellas, el resto seguird siendo 

solucién. Para construir una solucién univaluada, omitiremos la parte punteada de Ja curva 

y elegiremos un valor xo(¢) en el intervalo (t,,, 2x], que determinara la discontinuidad. 

En Jo sucesivo, le Hamaremos choque al punto zo(t) (ver la segunda gréfica de la figura 

1.10). 

Aunque esta construccién tiene sentido matemadticamente, i qué significa en términos fisicos 

una discontinuidad en wna variable de naturaleza continua? La discontinuidad puede 

interpretarse como una aproximacién a un cambio muy brusco en la medicién de alguna 

variable, en este caso la densidad, de manera que en alguna escala no es posible apreciar 

el cambio continuo de esa variable. 

Veamos cuales son las consecuencias de aceptar soluciones discontinuas. Partimos de la 

hipétesis fisica de conservacién dada por la ccuacién (1.1), donde son aceptables las dis- 

continuidades de salto para la densidad p y para el flujo Q de coches. Considcraremos que 

= s(t) determina en forma continua la posicién del choque al tiempo t. Ademas elegimos 
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21 y T tales que ro < s(t) < x, para cada ¢. Por (1.1), 

Q(z, t) -— Q(21,¢) = an p(z,t) dz = 

d pe 
i p(x, t) dx + soe (x,t) 
dt ze we 

Para g(s(t),t) = {2 o(e,t) d 

s(t) 

Fatstt)t) = - + =p (sts +f aletiae 
donde 

p- (s(t), 2) = lim plz,t), 22 <2 < s(t) 
r4s— 

y andlogamente para pt. Entonces, 

s(t) ey 

Qe) Ast) = [Gs —oete+ [ pletyde+ f pxle,dae. 
22 s{t) 

Suponiendo que p y Q son continuas y que pz es acotada en tz < z < s(t) y s(t) <a<a, 

entonces las integrales anteriores tienden a cero cuando zz + s~ y x, ~+ st, y por lo tanto 

Q(s,t) — Q*(s,2) = [07 (s, 4) — o* (5, 4)18. 

Para representar los valores antes del choque usamos el subindice 2 y para después del 

choque el 1; la velocidad con que se mueve la discontinuidad la denotamos por U = ag. 

Con esto, en cualquier tiempo se debe satisfacer 

Q2 - Q1 = U(p2 - pr)- 

En cada parte continua (antes y después del choque) retenemos la hipstesis Q = Q(p). 

Por lo tanto, las soluciones discontinuas deben satisfacer que la velocidad del choque es: 

y= Glen) = Urn) 8) 
P2~ PL 

Es facil calcular la velocidad de choque cuando Q(p) es cuadratica. Para simplificar la 

notacidn, escribimos c(p) = Q'(p); luego, expandimos Q(p) y c(p) alrededor de p;, y eval- 

uamos en p2: 

(02) ~ Op) = e(0r)(02 — #1) + 5e'(01)(02 ~ An)" 
e(p2) — c(o1) = e'(p1)(p2 — A1)- 
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Entonces, 

Q(e2) - Q(p2) _ 1 U = See YY = fe tee 1.9 
P2~ Pi a 1+ ea) (19) 

donde c; = c(pi) y ce = c(p2). De esta manera, la velocidad del choque es el promedio de 

las velocidades de flujo antes y después del choque si Q(p) es cuadratica. 

Por la manera en que se construyé la solucién discontinua, se puede escoger cualquier xo(t) 

en el intervalo donde p es multivaluada al tiempo t. Podemos determinar una solucién por 

cada valor rp. {Como se puede resolver la falta de unicidad de la solucién discontinua? 

Recordemos que (1.1) es una ecuacidén de conservacién del numero de coches que circulan; 

de ella se obtuvo la ecuacién 

pr+ pps =0, p(z,0)= f(z) (1.10) 

para el caso en que Q(p) es cuadrdtica.* Tanto la curva multivaluada determinada por 

plz.t)= FG), e= E+ fle), 

como la curva discontinua la satisfacen. Por esta razén, el drea bajo ambas curvas debe 

ser la misma. Entonces se obtiene una unica solucién discontinua: el choque determinado 

por la linea que corta dos iébulos de drea igual en la curva multivaluada. 

P(x,t) 

Xoft) 

Figura 1.11 

Veamos primero una descripcién pictérica de cémo evoluciona la solucién desde el perfil 

inicial hasta el tiempo ¢ > tg cuando aparece el choque s(t). Sabemos que la solucién 

continua al tiempo t se construye a partir del perfil inicial f(€), trasladando cada punto 

€ la distancia f(€)t a la derecha. De tal forma, para cada t > tg hay dos puntos £,(t) y 

&2(t) (€2 < €,) en el dominio de f(€) que determinan el segmento vertical que corta l6bulos 

de igual drea en la grafica de p(x, t) (figura 1.13). Los puntos extremos de este segmento 

son (s(t), (x(t) y (s(¢), F(E2(t))) donde s(t) = €1(4) + f(Er(é))t = a(t) + F(Eo(é))t. Los 
valores £; y €2 determinan las caracteristicas que se intersectan en el choque s(t). Por 

Este es el caso que nos interesa estudiar. La ecuacién u; + uuz = 0 se obtiene luego de 

hacer u = p+ a y c= az’ en (1.3). 
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conservacién del numero de coches que circulan, el segmento con extremos (£1(t), f(&()) 

y (€9(t), f(€o(t)) en la grafica de p(x,0) también corta lébulos de dreas iguales. Este 

segmento corresponde al segmento vertical del choque s(£) en la grafica de p(x, t). En este 

sentido, el choque s(t) separa las partes continuas correspondientes a € < 2 y € > &1. 

En la gréfica de la figura 1.13 se muestra que ambos segmentos cumplen la propiedad de 

cortar dreas iguales, lo cual analiticamente se expresa como 

1 81 

iste + seater) = [He ae. a.m 
&a 

Al final de este capitulo se mostraré que los valores €;(t) y €o(t) que satisfacen Ja propiedad 

de dreas iguales para el choque s(t) determinan la condicién (1.9) de la velocidad del 

choque. En el sentido contrario, de esta tiltima condicién junto con la interseccién en 

s(é) de las caracteristicas determinadas por &(é) y €2(£) se deduce la propiedad de areas 

iguales. 

En base a lo anterior es posible obtener toda la evolucién de p(z, t) a partir del perfil inicial 

trazando las cuerdas que satisfacen la propiedad de dreas iguales. Al tiempo ¢ = tg, la 

solucién tiene pendiente infinita en rz = £5 + f(€s)tp y los lébulos tienen drea cero. Este 

choque corresponde al punto de inflexidn de f(€) (ver figura 1.12). 

£(8) 0 (x,t p) 

    
Figura 1.12 

Al transcurrir el tiempo para t > tg, el area G(é) de los Idbulos en la grafica de p{x,t) es 

cada vez mayor. Por la conservacién de 4rea, la secante debe cortar lébulos de area @(t) 

en el perfil inicial (figura 1.13). Por ello, el extremo £2(¢) se mueve hacia la izquierda y 

€,(t) hacia la derecha. Con esto, la cuerda (de pendiente negativa) tiende a Ja horizontal 

conforme t + oo. 
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i) (xd) 

    
    

Fe) D 

; £ (Ep be 

Pexty) bye) an x 

Figura 1.13 

Esta manera de captar la dindmica del choque nos ayudaré a entender ta solucién cuando 

la condicién inicial es de la forma mostrada en la figura 1.14. En ella f(€) = po fuera de 

0<&<Ly f(€ > po en ese intervalo. En el punto de inflexién de f(€) con pendiente 

negativa, £2 = £;. Conforme el tiempo avanza, £1(¢) aumenta hasta que en algiin momento 

esta adelante de ZL. A partir de ahf, f(€1) = po y el choque se mueve en la regién constante 

P= Po- 

  

  

Figura 1.14 

La propiedad de dreas iguales (1.9) se reescribe como 

L 

5Ust&e) — polée—&) = f 146) — plas 

Por la interseccién de las caracteristicas en el choque, 

pa O27 
F(&) — po 

Entonces, L 

5) ~ ool = f ste) ~ pol de (1.12) 
Mientras £ + 00, €o{t) se mueve hacia la izquierda, aproximandose a cero. Vedmos que 

£2(t) tiende a cero cuando t > oo. Supongamos que £2(t) es negativo a partir de algun 
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valor de ¢. En consecuencia, f(£2(¢)) = po; por la expresién (1.12), el drea entre la curva 

inicial y la recta p = py para 2 < € < Les cero, lo que es una contradiccién. Entonces. 

cuando t + 00, €& + 0 y f(€2) + po. Entonces la ecuacién (1.10) para £2(t) nos da la 

estimacién de cémo f (£2) tiende a po: 

Le 

sli(é)~polt~ A donde A= fi 14(6)— polat, 
{2A 

despejando f (£2) ~ pp + 

De esta manera, la formula asintética que se obtiene para el choque s(t) = £9 + f(E2)t es 

S(t) ~ pot + V2AE. 

El valor de p justo antes del choque es p = f(£2). Entonces, asintéticamente 

- 24 P- po - 

La solucién antes del choque esté dada por 

plz, t) = F(E), 

g=Et f(}i 

para 0 < € < &9. En ese intervalo, 

z-€ 
  alz,t) = (8) = 

Como £2 > 0 conforme t - 00 se tiene que € > 0. Ademds, r = € + f(£)t implica que 

£(O)t < a(€) < £2 + f(Ea)t = s(t) para 0 < € < &. Por lo tanto, la forma asintética de la 

solucién antes del choque es 

£ 
ena, pot <x < pot + V2At. (1.13) 

En esta aproximacion, los detalles de la distribucidn inicial no importan; el comportamiento 

asintético sdlo depende del drea A del perfil inicial sobre la recta p = po. En la figura. 

hemos tomado fp = 0. 

P(x,0) 

ps 

  

} Pgf=x() Pots Vat x 

Figura 1.15 
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Paraé<0, p= poy lo mismo para é > £ porque €1(t} se mueve hacia la derecha cuando 
z? 

t > oo, con lo que llega a la regién p = po. En el caso especial pp =O ¥ foie) = gige = 

{con a << 1), el resultado (1.13) nos da una aproximacién al problema en el que el dato 

inicial es la delta de Dirac. 

Para concluir, queremos mostrar que la propiedad de dreas iguales puede ser obtenida 

en forma analitica y que es consistente con la condicién de choque. Supongamos que 

la posicién del choque esta determinada por x = s(t). Ademas tenemos £;{t) y 2(t) 

que determinan los extremos (€1, f(£1)) y (2, f(€2)) de la cuerda de la grdfica de f(€) 

correspondiente al choque x = s(t). La velocidad del choque es 

5(0) = FEO) + F(Gel6)). (1.14) 
Por la eleccién de £1 y &, las caracteristicas que pasan por estos puntos del eje x se 

intersectan en s(t) 

s(t) = & + f(&)t 

s(t) = Eo + f(€2)t. 

Entonces -€ 
1 & 

t= -— 1.45 7a) - H@) (248) 
Derivamos las ecuaciones de las caracteristicas anteriores 

a(t) = & + FQ) + HG) (1.16) 
8(t) =o + f'(Ca)bat + FQ). 

Para mantener la simetria, tomamos el promedio de §(t) e igualamos a la condicién de 

choque 

M+ 6) + 1G + @e)e=0 
Luego sustituimos el valor (1.15) de ¢ en la interseccién 

MG + GHG) — HG) = FUE + EME ~ &) aan 
y reescribimos: 

BF ENE + F Eada) Es ~ &2) = —F Ga + Ea) CF CE) — F160) = 
~ FE Ee + 26) FE) + FE) ~ 246) = 5 Ea) + FE) Gr 6a) + FEE ~ HDB 
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Entonces, 

Bll ENE + (GENE ~ &) + 5G) + HENNE - &) = HEE ~ ede. 
Al integrar obtenemos 

£1 
(F(6x) + F(E2) (Ea - €2) = . FQ) aE + C. (1.18) 

D
i
e
 

Al evaluar (1.14) en €, = é2, la constante C de integracién es cero. 

La condicién de choque (1.14) se puede obtener a partir de la propiedad de Areas iguales 

(1.17) y de la interseccién de las caracteristicas 

s(t) =& + f(ét (1.19) 

s(t) = & + f(éa)t. 

Las ecuaciones (1.18) y (1.19) forman un sistema de tres ecuaciones con las incdgnitas €,(t), 

€2(t) y la posicién del choque s(t). La solucién existe. Para obtenerla expliicitamente, 

rehacemos los pasos de (1.18) a (1.14): la derivada de (1.18) respecto a t es equivalente 

a (1.17); derivando como antes (1.19), se calcula s(t) y (1.16), que se usa para obtener la 

condicién de choque (1.14). Con esto, se muestra que toda la construccién de la solucién 

discontinua es consistente. 

En este capitulo, obtuvimos como solucién de u; + uu, = O una funciédn multivaluada, 

que no corresponde a algo plausible fisicamente. ~Qué parte del modelo no es una buena 

aproximacién del fendmeno que queremos describir? La respuesta no est4 en haber con- 

siderado la densidad y el flujo de coches como funciones continuas, ni en la continuidad 

y la diferenciabilidad de ellas. Sabemos que con la misma ecuacién se pueden describir 

otros fendmenos que involucran la densidad y el flujo para un medio continuo; en ellos, 

la solucién solamente puede ser univaluada. En los siguientes capitulos, analizaremos la 

difusién y la dispersién como mecanismos con los cuales contrarrestar el efecto no lineal 

de uy + uu, = 0, y asi evitar soluciones multivaluadas. 
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CAPITULO 2 

Efectos dispersivos y difusivos 

Vivimos rodeados de fenémenos ondulatorios de muy diversos tipos: desde las olas del 

mar, pasando por las ondas de agua en estanques y lagunas y otras ondas faciles de 

observar en nuestro alrededor, hasta las ondas electromagnéticas emitidas y captadas por 

una gran variedad de aparatos. En muchos de estos fendmenos se aprecia un decaimiento 

de la amplitud de las ondas al transcurrir el tiempo. En este capitulo estudiaremos las 

posibles explicaciones de este efecto. Consideraremos las oscilaciones de una cuerda como 

motivacién para el desarrollo de este capitulo. [1], [9]. 

Un experimento que probablemente de nifio realizé al jugar, es producir una onda con el 

impulso dado en un extremo de una cuerda en la direccién de la misma. Es posible formar 

ondas que mantienen su perfil al recorrer la cuerda. Si la cuerda es suficientemente larga, 

se puede observar que la amplitud de la onda va disminuyendo mientras avanza hacia el 

extremo contrario, hasta desaparecer. {Por qué disminuye la amplitud mientras avanza? 

Podemos hacernos la misma pregunta en relacién a ondas formadas en el agua. {Qué 

mecanismo produce este efecto? Esta es la pregunta central en este capitulo, a través de 

ella queremos entender cémo distinguir la dispersién y la difusién. 

Comencemos por encontrar la ecuacién que describe deformaciones pequeiias, en forma 

localizada, de una cuerda tensa. Sabemos que en ese caso, las deformaciones se propagan 

a lo largo de la cuerda manteniendo su forma inicial. Tomemos una porcién pequefia de 

cuerda, entre las posiciones z y r-+h. T denota la fuerza de tensién que se cjerce en ambos 

extremos. 

  

x xX+h 

Figura 2.1 

En la figura (2.1), u(x,t) representa el desplazamiento vertical de la cucrda respecto de su 

posicién de equilibrio, el eje x. La densidad p de la cuerda se supone constante. Con ello, 
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aplicando la ley de Newton, se obtiene 

phuy, = T sin(@,) — T sin(@2) 

donde 8), #2 son los 4ngulos que forma ja recta tangente correspondiente con la horizontal. 

Para desplazamientos pequefios, sin(@) - tan(@), es decir que la componente vertical de la 

tensién puede aproximarse por el valor de la pendiente u, de la cuerda. Entonces, 

phuy = T[uz(& +h, t) — u2(z, t)] 

= Tuer (x + €h, €} 

para & € (0,1). Por lo tanto, al tomar el limite h + 0 obtenemos la ecuaci6n 

Un = CU, C= — (2.1) 

que describe desplazamientos verticales pequefios de una cuerda infinita. Ademéas, es 

necesario especificar la posicién y la velocidad inicial: u(z,0) = (x) y us(v,0) = ¥(z). 

Resolveremos la ecuacién (2.1) con estas condiciones iniciales.  Usando transformada de 

Fourier, se tiene 

Gn tenG =0, con G(n,0) = O(n), %(n, 0) = O(n). 

Entonces, 

He), etet ai ox) en text] pina gy. u(e,t) “wl. [5 (Glm) + Deen 4 Bx) — ME hyerienteine g 
ick, 

_ in(etct) de [ 2 inlet) dg slags [Beier acs Te f Gadeinone? ae 
1,1 f® Px) ix(a+ct) 1 f BE) intact) _—f— PMA) _ PUK) ain de 

a Le es Fe [Se "I 
1 = 5 l(a + of) + oe et)] + sible + ct) — U(x — ct)] 

donde W'(x) = y(z). De lo anterior, se obtiene la formula de D’Alambert: 

1 peoet 
u(x,t) = Tole + ct) + {x ~ ct)] + ral ' w(n) dy. 

+e 

Esto significa que el perfil inicial 6(z) se descomponc en dos ondas separadas. que viajan 

con velocidad c, pero en direcciones opucstas y con la mitad de la amplitud inicial si 

w = 0. El valor de u(z,t) depende del valor que toman las condiciones iniciales ¢ y » en 
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la interseccién de las rectas x — ct = € y c+ ct = € con la recta t = 0. Con esto, todavia 

no podemos describir la disminucién de la amplitud de las ondas en la cuerda. 

Figura 2.2 a) Perfil inicial, b) Perfil al tiempo t 

En la figura 2.2 se muestra la evolucién de la onda que se produce con las condiciones 
1 iniciales $(x) = tpg y (x) = 0. 

Analizemos los modos de Fourier. En lo sucesivo, « denotard un niimero de onda y w una 

frecuencia arbitrarios. La onda plana ¢(2,t) = e(**~**) es solucién de la ecuacién (2.1) 

si w(«) = tex. En tal caso, los modos ¢(z, t) = e**(@+**) oscilan y son ondas viajeras con 
velocidad de propagacién c. 

Antes de continuar veamos un fendmeno tipicamente difusivo: la disipacién de calor. Pense- 

mos en un material que ocupa una regién 2 C R® y que D C Nes un volumen encerrado 

por la superficie C. Denotamos por 7 a la normal unitaria a la superficie. En cada punto 

& = (x,y,z) del material estan definidas la densidad p(#), el calor especifico c(Z}, la con- 

ductividad térmica k(£) y la temperatura u(Z,t) al tiempo ¢. De tal manera que el calor 

en el sdlido esta dado por 

ai = ff emuav. 

Si la regién es acotada o no es todo #° , se necesitan condiciones de frontera: por 

ejemplo, 

u=0en 62 (temperatura constante en 82), 

a . 
ae =0en OQ (no flujo a través de 0). 

Si el material es isotrépo, el flujo de calor es proporcional a —grad(u). Para describir la 

conduccién de calor en el material se aplica la conservacién de calor: la tasa de cambio del 

calor Q(t) es igual al flujo de calor a través de la frontera C. Entonces, 

d . Fl) = [ #0u nas. 

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado derecho, suponiendo que c, p y & son 

continuas, 
d 
> coudv = f div(kVu) dV. 
dt Jp D 
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Como la frontera de D no cambia en el tiempo, tenemos que 

| [cote — div(kVu)] dV = 0. 
D 

Si suponemos que el integrando es continuo y usamos que el dominio D es arbitrario, 

concluimos que 

cpu, — div(kVu) = 0. 

Finalmente, en un material homogéneo, c, p y & son constantes. Entonces. obtenemos la 

ecuacién de calor 
k 

ty = vAu, v=—, 
cp 

En una dimensién, la ecuacién de la difusién de calor es 

Up = Vise. (2.2) 

Si sustituimos ¢(z,t) = e**-~) en (2.2), se encuentra que ¢ es solucidn si y sdlo si 

w = —ivx?, Por lo tanto, los modos de Fourier 

(a, t) = ecu thine (2.3) 

de (2.2) decaen a cero cuando t — 00 para « # 0; en este sentido, los modos de difusién son 

disipativos. Como la ecuacién de calor es lineal, cualquier otra solucién es 1a superposicién 

de los modos de Fourier; en consecuencia, decaerd a cero exponencialmente para t + co. 

Esto nos muestra que en un fenémeno difusivo, el decaimiento es extremadamente rapido, 

sobre todo cuando | « |>> 1. 

Volvamos al experimento de la cuerda. Uno puede pensar que la amplitud de las ondas en 

la cuerda disminuye debido a la disipacion de energia. Veamos qué pasa si incluimos en la 

ecuaci6n de onda un término de amortiguamiento 

Ug — Uge tom =0, a> 0. (2.4) 

Los modos ¢(z,t) = e“(**—*) satisfacen la relacién w? + iaw — x? = 0. Entonces, poniendo 

w(x) = if(«), se encuentra una ecuacién cuadratica para f(«) que tiene como soluciones 

fils) =-S 4 Vara y fal) = -$ - 

Ambas soluciones cumplen Re(f;(x)) < 0 para cualquier «. Entonces, los modos ¢(z, t) = 
efis)teise decaen. Para | « |< §, el decaimiento del médulo de ¢(z,t) es exponencial, 
mientras que para | « |> $ se tienen oscilacioncs en cl tiempo acotadas por e~ Z*, Cuando 

| «|< §, el efecto del amortiguamiento introducido por el parémetro a es suficientemente 

grande para que no haya oscilaciones en el tiempo; la evolucién de los modos es similar 
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a la observada en la ecuacién de calor: el decaimiento es muy rapido y sin oscilaciones 

temporales. En nuestro experimento con la cuerda, las ondas van decayendo mientras 

avanzan, lo que es diferente de lo que veriamos si tal comportamiento se debiera a la 

disipacién como sucede en (2.3); ahf los modos no se propagan (no hay ondas viajeras). 

Un ejemplo de esto ultimo se observa si el experimento se realiza dentro del agua. 

Podemos modificar de otra manera la ecuacién de onda e incluir un término correspondiente 

a una fuerza de restitucién proporcional a u(z,t). Ahora nos interesa la ecuacién uy — 

ote, + Bu = 0. Esta ecuacién aparece en el estudio de fluidos y en Mecanica Cuantica, 

donde se le conoce como la ecuacién de Klein-Gordon lineal. Como los coeficientes de la 

ecuacién pueden ser normalizados*, basta estudiar 

Uit — Ure USO. (2.5) 

Primero veamos si una onda plana de la forma Acos(kz — wt) es solucién. A denota una 

amplitud de onda constante. Sustituimos la onda plana (z, t) = Ae***-“*) en la ecuacién 
(2.5). Como (2.5) es una ecuacién lineal y la constante A es distinta de cero obtenemos: 

[—w? + 6? + tJeilse-o) = Q, 

Entonces, w? = «? +1 determina la relacién entre la frecuencia w y el numero de onda x, 

que se le llama relacién de dispersién. Tenemos dos soluciones 

(x,t) = efleed(e)t), (2.6) 

donde W(x) = Vx? +1. Entonces, Re(¢(zx,t)) es solucién de (2.5) cuando w = W(x). 

Ahora, busquemos la solucién general al problema w%4 — tse + u = 0 con condiciones 

iniciales u(x, 0) = f(x) y u(x, 0) = 0. Resolvemos usando transformada de Fourier: 

fut (l+0°)@=0 GK,0)= f(x) &(«,0)=0. 

Su solucidn es 1 . / 

B(x, t) = gl F(nye* + f(aje*}. 

Invirtiendo la transformada de Fourier se tiene: 

ula t) _ 1 t LF pjeilee-W)d dx + af. a Flnjetiost oe dk. (2.7) 

, V2n Jo 2 

El siguiente paso es entender la solucién obtenida. Un caso interesante cs analizar el 

comportamiento en una vecindad pequena de un niimero de onda particular, digamos 

ko. Esta situacién se presenta cuando experimentalmente se quicre generar una onda de 

* Se hace un escalamiento cn las variables: 2! = 8a, Uv = ft. 
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un nimero de onda particular, pero el problema tiene espectro continuo. En ese caso, 

es prdcticamente imposible elegir exactamente el nimero de onda deseado. Ahi surge 

la necesidad de estudiar paquetes de ondas, es decir, ondas con nimero de onda « € 

(%o — €, Ko + €) en conjunto. Por ello, analizaremos integrales de la forma 

Kote 1 i 

[ ailsjetlee Weed de 
o-€ 

donde se ha puesto f(«) = 0 fuera del intervalo (kp — €,Ko + €) y s6lo se ha considerado 

w = W(k). Nos interesa saber el comportamiento para valores grandes de t. Luego de 

expandir W(x) alrededor de « = Ko, 

uz, t) = efltson—W(n0)¢] “ "Fn)efllmr0}e—(W" (no —no)~ FW" eo )(e— Ho)? OCR) HE de, 

Ko~e 

Haciendo el cambio de variable s = Ur ~ Ky), 

x ~ 

u(x,t) =€ cies wove) f (to + es) eile —W" (wo et] o~ $W" (eo) #7 e889) ds. 
-1 

Al hacer este cambio de variable, u(x,t) queda expresada en las variables ex, ef y €7t. 

Debido al pardmetro ¢, tenemos tres escalas: la escala rdpida corresponde a las variables 

originales z y t; a la escala lenta corresponden las variables y = ex, T = ef y o = et. De 

hecho, o esta en una escala atin mds lenta que y y 7. Definimos 

1 
Aly, 7,056) = / Flo + es)ettiv—W' (wo) r]e— §W" (no)os? +O(s") ds 

-1 

en términos de las variables lentas y = ex, r = et y o = €?t. La lentitud de estas variables 

depende del ancho ¢ de la vecindad. Hemos supuesto ¢ > 0 muy pequefio. De esta manera, 

hemos obtenido 

u(x,t) = eAly, 7, 0; c)etlot—W (so) 4h (2.8) 

Esta ultima expresién muestra que u(zx,£) se comporta como una onda plana, correspon- 

diente al ntimero de onda «9, que se propaga con velocidad Wea) y cuya amplitud es 

modulada por una funcién A(y,7, 7; €) complicada. 

A primer orden en ¢, tenemos la siguiente aproximacién (por la expansién de W(), & = 

Ko + Ofe)): 

ula.)  eAgly, 7; e)elltor Wo 
donde Ao{y,7;€) = flxo + eset —W'(w0}"] gy. 

-21 
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De manera que a orden € se obtiene que la amplitud Ao es funcién de y — W’(xo)r, es 

decir que Ap es una onda que viaja con la velocidad de grupo W'(o). Esto significa que 

todas las ondas con nimero de onda « € (K — €, 9 + €) viajan como un solo paquete con 

la velocidad W'(9). Viajando con la velocidad de grupo, la amplitud de la onda centrada 

en el numero de onda & es constante en esta aproximacién. 

A orden e?, A; aproxima la amplitud A(y,7,¢;¢) en la forma 

1 ~ : t t a 2 

Ai(y, 7,05 €) -/ f(Ko + eset -W (ko)7]e— 3 W" (w0)8"o ge 
-1 

En un marco de referencia que se mueve con la velocidad de grupo W"(xo), Ai es de la 

forma 
1 

Ax(y, 7,03 €) = | f (to + es)e7#™ (wo)os? ye (2.9) 
-1 

Hay que notar que s = 0 es un punto estacionario del exponente W"(«)os?, por lo cual 
la mayor contribucién de Ai(y,7,0;€) proviene de integrar en la vecindad de s = 0. Por 

esta razdn, es adecuado aproximar f(g + ¢s) por f(«9). Entonces, 

1 

Axly, 7,05 €) io) [ eH BW" moles? de, 
~1 

Haciendo el cambio de variable r = as con a = 4/3 | W"(ko) | a, se encuentra que 

2 ° isgn(W"' (g))r? Ayn: ® feo ramay rs | en aM(W' (Ko) dp, (2.10) 

la integral que queda es alguna constante compleja. Para valores muy grandes de | r |, las 

oscilaciones de e-##97(W"(*0))r” se cancelan y podemos aproximar la integral de (2.10) con 
las integrales de Fresnel: 

2 oo 7" “ 2 
Ary, T.03€) © f(x wate | en tsgn(W' Ceo)" dp iy )= fC | Tite) le os 

an " * _ ~isgn(W" (Ko) 
Meo Tam noyTa° : 

Lo interesante del resultado (2.10) es que a orden e?, la amplitud que modula la onda plana 

e'l*ot—WI0)!] es proporcional a ws (o = et) si W" (xo) # 0. Este decaimiento se debe a 

la variable més lenta ¢ = ¢7t en la amplitud A(y,7,0;¢). En resumen, la amplitud A que 

modula la onda plana se comporta como una onda viajera (a orden e) en las variables lentas 
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y y T. En la escala o, atin més lenta, es posible apreciar el decaimiento en la amplitud al 

viajar con la velocidad de grupo W‘(x9). 

iCual es el mecanismo que hace decrecer a cero la amplitud cuando t -> 20 ? 

Para observar el decaimiento de la amplitud de las ondas a tiempos grandes. se necesita 

que W"'(«o) # 0, es decir, que la velocidad de fase c(xg) = Also) no sea constante. Esto 

significa que diferentes niimeros de onda dan lugar a velocidades de fase distintas. A este 

mecanismo se le conoce como dispersién. De ello resultard que para tiempos grandes, 

la diferencia entre las distancias c(«1)t y c(«2)t, dados K1 # K2 positives, aumentard. 

Entonces veremos las ondas correspondientes a kK; y #2 muy separadas, atin cuando ambos 

nimeros de onda estén en el intervalo (Kp — €,%9 + €). Esto se refleja en el decaimiento 

de la amplitud cuando f > oo. En la aproximacién dada por (2.10) y en lo siguiente se 

muestra que el decaimiento de un fenémeno de naturaleza dispersiva es mucho mds lento 

que el decaimiento por difusién. 

  

Hemos examinado el comportamiento de la solucién de la ecuacién (2.5) para paquetes de 

ondas. Veremos el caso mds general que aparece en la ecuacién (2.7) 

= [ F(wle de, O(s;2,t) = «= — W(n). 

Recordemos que W(x) = V1 + «2 para la ecuacién (2.5). El término e*®*) es oscilatorio; 

mientras mayor sea el valor de t, las oscilaciones seran mds densas, y habra cancelaciones 

entre las partes positivas y negativas. Asi la principal contribucidn a I(t) provendra de la 

vecindad de los puntos kp donde @(«) no cambia de signo: en los maximos y minimos de 

6(«). Ahi, 6(«) — (Ko) = O((k — ko)”). De manera que 

5 

me Flap reitttto) fo” 9486! (no) eo)? I(t) ~ f («ode e dk 
Ko 6 

es una buena aproximacidn. 

i oe 
Figura 2.3 a) Grdficas de 6(«)} y cos(t19(«)). 
b) Graficas de 6({«) y meray ) para t) < te 

Para cada z y t solamente hay un punto estacionario (8/(k9) = 0): Ko = yr (valido 

para |z| < ¢) que satisface @”(Ko) < 0. Como en una vecindad pequetia de so es valido 

1 B(r) = Bro) + 56" (n0)(s— 8o)* y Mw0) > O(K), 
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podemos definir el cambio de variable 

L 
—s? = O(K) - O(Ko) = 52 (wo)(« — Ko)? + O((K - Ko)°). 

Entonces, 

  

~ Fi it@(x0) O Hits? i HE) ~ Foe) Fema 

Con la aproximacién 

obtenemos 

co 
* (xz —-W 3 Qn i _w Ls J feereto WO dem Hoo spas beter MOOD 

En forma andloga con los cambios apropiados, 

OO 

Fig eine t W (n)é) Bye \f 2 yd (oz +W(—wo)t +E [Fee da ~ Fn peep OD. 

Por lo tanto para la solucién de (2.5) (ver(2.7)), 

Qn . 
u(x,t) ~ leo) Wt Wim) 3 gilxor—W (wo )t—F) 4 

1; Qn lige ~K, x telce ae Rot t+W(—no)t+F) (2.11) 

De las ecuaciones (2.3) y (2.6) se observa un contraste significativo entre los efectos difusivos 

y dispersivos. En (2.3), el decaimiento exponencial de la solucién es consecuencia directa de 

que la amplitud de los modos de Fourier tiende a cero. En cambio, para (2.6) la amplitud 

de los modos es constante; sin embargo, como puede verse en la ecuacién (2.11), la solucién 

decae a cero en la forma > FSi hay dispersién (W"(+ko) # 0). 
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CAPITULO 3 

Regularizacién por difusién 

En este capitulo queremos mostrar cémo se regulariza la solucién mutivaluada de 

ue t uu, = 0 {3.1) 

en el sentido de obtener una solucién univaluada al incluir un término difusivo. Estudi- 

axremos la ecuacién de Burgers teniendo como referencia el cuarto capitulo del libre de 

Whitham. [9], [10]. 

En el primer capitulo obtuvimos la ecuacién de conservacién del niimero de coches 

pe+Q, = 0 (3.2) 

donde p(z, t) es la densidad y Q(z, t) es el Aujo de coches en el punto « al tiempo t. Luego 

de usar la hipdtesis de que Q es funcién de p, vimos que la parte de pendiente negativa 

de p(x,0) = f(x) da lugar a la parte multivaluada de p(z,t) para t > tg. En esa regién, 

fz toma valores muy grandes. Para mejorar la descripcién del trdfico, queremos tomar 

en cuenta que al aumentar la densidad, los conductores deben reducir Ja velocidad de sus 

coches. Ahora, Q dependera de la densidad p y del cambio pz: 

Q=ulp)— ype, p>. (3.3) 

Sustituyendo la relacién anterior en (3.2), se tiene 

pr tu'(p)bz = Upzs- (3.4) 

Para el caso en que u(p) es cuadratica basta estudiar la ecuacién de Burgers 

ty + UUs = fer, p>. (3.5) 

En esta ecuacién se combinan los efectos no lineales y de difusién. La no lincalidad aparece 

en (3.1) y la difusién en la ecuactén de calor u, = jugs. Compararemos la solucién de 

ambas usando la condicién inicial 1 — H(x). Como vimos en el primer capitulo, la soluciéu 

de (3.1) es multivaluada en el intervalo [0, t] al tiempo ¢. 
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u(x,0) u(x,t) 

  

      0 x 0 t xX 

Figura 3.1 La solucién de u+ uu, = 0 con u{z,0) = 1 - H(2) 

En cambio, la solucién 
1 ee 2 

u(x,t) = — e® dé 

de la ecuacién de calor es univaluada y diferenciable para cualquier (sx, t). 

u(x,0) uG,t) 

li'~-=-—_——" 1 

    0 x “vol Oe 

Figura 3.2 La solucién de 4% = pvzz con v(x, 0) = 1 — A(x) 

Como hemos visto, el término uu, tiene el efecto de deformar la solucién hasta volverla 

multivaluada para condiciones iniciales que decrecen en algun intervalo, mientras que tug 

introduce el efecto difusivo que suaviza los datos iniciales y caracteriza a la ecuacién de 

calor. Posteriormente veremos cémo se combinan los efectos de ambas ecuaciones en (3.5), 

en particular para este ejemplo. La ecuacién de Burgers es la ecuacién mas simple que 

combina propagacién no lineal y difusidn. 

Mediante la transformacién de Cole-Hopf 

Us = 2, u an 

la ecuacién no lineal de Burgers se puede reducir a la ecuacién lineal de calor. Si sustituimos 

u = oz en (3.5) e integramos respecto a z, 

1 
det zee = Ube. 

Si definimos v por medio de ¢ = —2plog(v) se encuentra que 

Ve = PVex- 
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De la misma forma se calcula el valor incial para esta ecuacién: 

v(z,0) = q(x) =e dy ian 

correspondiente a u(x,0} = f(z). De este modo, con la tranformacién de Cole-Hopf hemos 

cambiado el problema (3.5) de condici6n inicial u(z,0) = f(x) por vy = pvzr, v(z,0) = 

q(x). La solucién a esto ultimo es 

  

(4= a)? 
So in = ~ (Stk fF Hyves 4 u(z, t) am a ane = * dn = a | n- 

Entonces, 

  
= Te-am) dn ele.) = ses [CE et Ou fart Joo 

donde 
_n)2 

Ginest)= [1)dy+ SS. (3.6) 
Finalmente, 

u(x,t) = —H¥= = [Ro Bprle 
nn fe wom aa 
  (3.7) 

es la solucién de la ecuacién de Burgers con u = f(z) en t = 0. La solucidn es continua y 

toma un solo valor en cada punto (s, t). 

Estamos interesados en mostrar que cuando 2 — 0 la solucién u(x,t) de la ecuacién de 

Burgers se reduce a la solucién de (3.1) con discontinuidades en s = s(£) que cumplen la 

condicién de choque 
1 

U= pics + ca), ey <U <e9, 

y satisfacen la propiedad de dreas iguales. 

Para pt 0, tas contribuciones dominantes de la integrales en (3.7) provienen de la vecindad 

de los puntos estacionarios de G(7): 

  

aG - 86 <9 e p(n) = 22. 
3n (3.8) 

Noétese que los puntos estacionarios corresponden a la interseccién de las caracteristicas 

= + F(n)é con el eje z. Sea y = n(z,t) tal que satisface (3.8). Con el método de 

maximo descenso (ver Apéndice 1) se obtiene aproximaciones asintdéticas de la forma 

| Ane" 2AM dy xTe"w) h(ee72F) para a 3 
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en la vecindad del punto estacionario 7 = €. Entonces, las contribuciones alrededor de 

= € son: 

© BAGO) ay wf ATH (2A) hoe) 
[ot rene 7 

oo 4a 1 a Gla) B - 2 G(s) e a di — ee . 
I 7 VTG"®] 

Por lo tanto, 

u(e,t)~ 24 = 708). (39) 
De esta manera, hemos obtenido en forma asintética la solucién de (3.1), a la cual deno- 

taremos &. Esta se vuelve multivaluada después de cierto tiempo tg si la condicién inicial 

f(€) decrece en algiin intervalo. Esto no sucede con la solucién (3.7) (que es univaluada y 

continua) para js > 0, sin importar lo pequeiio que se considere el parametro pu. Debido a 

esto, la aproximacidn (3.9) es vdlida para ¢ < tg (antes de que @ sea multivaluada) y para 

valores s = € + f(E)é para los cuales £ est4 fuera de los intervalos donde f(€) decrece si 

t > tg. Esto nos muestra que debe considerarse la estructura de las caracteristicas de (3.1) 

en el andlisis asintético de u(x,t). Para los puntos (2,t) donde w(x, t) toma dos valores, 
se debe considerar los contribuciones de dos puntos estacionarios €, y 2, (£2 < €). Sin 

ambas contribuciones, no se puede recuperar la solucién continua (3.7). Al tomarlo en 

cuenta se tiene 

u(x,t) ~   2 LOE) [Fe RE) 4 2582 | GE) {Fo EE) (3.10) 
|e") [7 en OE |G" (Eq) [74 en BE CUE2) 

Cuando G(é1) # G(s), la presencia del pardmetro : > 0 (muy pequefio) en eT OK), 

hace que uno de los exponentes sea mucho mayor que el otro conforme yz — 0. Entonces, 

para G(é1) < Gléz), eT # EO) sy eo FE) foo _ f(E.), 

para G(E) > GE), eo FOE) cc eh) 5 yw PHB = 7Q), 

Notese que el mismo andlisis funciona al considerar las contribuciones de tres puntos esta- 

cionarios (cuando u(z, ¢) toma tres valores). 

Vedmos que sucede en los puntos estacionarios donde G(€,) = G(€z2). De acuerdo con la 

definicién de G{n) (ver (3.6)), 

€1 oe 2 Ea _ 2 

Psa) dy + SSE = pony ane SSE 
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Entonces, 

Sa — _ 

fen)dn= 2a & +8 ~ &) ~ fe - 6?) = SN t= §2) 

fa 2 t , E 

que es la condicién de dreas iguales que se obtuve en el primer capitulo. Por lo tanto, el 

cambio de u(z,t) del valor f(€1) a f(€2) se da en el choque 

s(t) = 44) + FEM) = GO) + F(E()t 

donde se cumple la propiedad de cortar reas iguales en la solucién multivaluada t(z, ¢) al 

tiempo t: 
ra 

UG) + HG) &) = [Flan 
Por la parte final del capitulo uno, sabemos que si las caracteristicas se intersectan y 

- simult4neamente satisfacen la condicién de choque, entonces se cumple la igualdad anterior. 

Esta aproximacién muestra que, cuando j: > 0, u(z, t) tiende asintéticamente a la solucién 

discotinua de (3.1) a través de funciones continuas (u(x,t) es continua). En la figura 3.3 

tenemos un ejemplo de la convergencia de u(x,t) a t(z,t) donde u(z.0) = 1 — H(z) 

(compérese con las figuras 3.1 y 3.2). 

u(x,0) u(x,t) 

    0 x ol x 

Figura 3.3 

Vedmos si la ecuacién de Burgers tiene ondas viajeras como solucién y si con ello se tiene 

una mejor descripcién. Sea u = u(X) donde X = x — Ut y la constante U, la velocidad 

de la onda, se quieren determinar. Sustituimos u = u(X)} en la ecuacién de Burgers e 

integramos. De ahi, 

—Uu+ 5 _M = pux (BAL) 

Para determinar las constantes U y M, usaremos las condiciones u > u, cuando X -> 00 

y U— ug cuando X — co. M y U son solucién del sistema 

1 
~Uuy+ zu =M 

1 
—Uu2+ 5 =M, 
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de donde U = (uy +u)yM= — duu. Con estos valores, (3.11) queda escrito como 

(u — u)(u — ug) = —2pux. 

Integrando, 

    = log{ ). 
x 2 ug — wu 

B U2 — U1 U- Ut 

De aqui despejamos u: 

U2 — Uy 1 1 
u(z,t) =u + Wa = Uy + (ue — uy)[1 + tanh(— (ue ~ u)X (x, #) = uy eee 9 (v2 ~ wa) mh (3 (ue 1X) 

donde U= ze +u2) y X=xn-Ut. 

u(x,t) 

wy 

“i 
Xx   

Figura 3.4 Grafica de u(x,t) para u2 > ui 

Hasta aqui hemos resuelto la existencia de ondas viajeras. A continuacién estudiaremos el 

problema con valores iniciales. 

Es posible ver en forma exacta el comportamiento de u(x,t) si consideremos la condicién 

inicial 
uw, siz >0; 

uo, sir <0. 

para u, < ug. En ese caso, 

Gln) = 4 7+ eo" para 7 > 0, 
= a 

ust + ea para 7 < 0. 

Con esto podemos reescribir el denominador de (3.7) 

co. 0 « ay)? oO, a nj? 

/ ee) dp -/ eon Se dn +f ena SGP dn 
-00 00 0 

Con el cambio de variable 

    

z.t)= It gk &(y; x,t) = Jit c= { 
ul, sin> Oo, 

uz, sin< 0. 
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tenemos 

oo . “ ‘0° u “ ~ 

[ eS) dy = Vale BO f en dé + Vanier He 49 f ef dg. 
00 ut tou) 

yan Just 
  

Para el numerador. 

  
  

0 

eo HO) dp -[ (ZB yen aaluant Sa? Plant [EG cH Jew alin ae lan 
oot 

0 _ _ 
(w— = : eter Sl dy — | (wm — oon, en trl SS 7 dn 

00 
0 0D 

+ taf en tlt 252") dnt fe Aluint Sf oy? Vay. 

0 0 

    
  

  

  

Para las dos primeras integrales del lado derecho de la ultima igualdad, usamos el cambio 

de variable 

s(t) = on + So 
2t 

lo que muestra que se cancelan; las dos ultimas integrales son una combinaci6n lineal de 

las que aparecen en el denominador. De manera que 

  

° £2 16%) u2(z— Bt) ( ; Je dy = V/4ut{ui[e ae 
-o 

  

pe (e- Ft) “tecns ef dé] + (uz — uwy)e™ Byue(a— Pe) ef dé}. 

Vint aut 

Por lo tanto, 
_ ug — Uy 

MD = + Te nemo ne Ta (3.12) 
donde 

fre uyt) € -¢ d€ 
vat 1 

Mad = Jegset da ¥ Um g(t + 2). 
Aue 

El punto x = Ut es especial. Este valor de x es condicién necesaria y suficiente para que los 

extremos de integracién de h(z, t) sean iguales, esto es que h sea 1. Sustituyendo z—Ut = 0 

y h=1 en (3.12), se encuentra que u(x,t) = U para todo t e independientemente del valor 

de pw. Paraa < Uth<ly X =z -Ut es negativo, por lo cual cuando p: tiende a 0, la 

exponencial decae y u ~ u2. En cambio para x > Ut, la exponencial crece cuando > 0 

y u— t,. De esta manera, la solucién discontinua del caso limite » = 0 se recupera. Por 

otro lado, tomando y: fija, u ~+ ug cuando X + —oo, y u— u, cuando V > x. 
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Un caso interesante de analizar es una funcién positiva con un solo maximo como condicién 

inicial. Esta seria una aproximacion a la delta de Dirac. 

f(x) 

Figura 3.5 

Consideraremos la condicién inicial u(x, 0) en la forma f(x) = Aé(z) para z < Oy f(z) = 

para z > 0. 

De tal forma, 

  

0 _n)2 
G= -{ Aé(s) ds + —~—— (e= a) = = _ A paran <0, 0 2 2 

_ ny)? 
G= (2 =e para 7 > 0. 

Entonces, para el numerador de (3.7) tenemos 

oO _ | en Je “BOM dy = Duet [ (gn om” nem [OS (722 oe” dn 
00 

= 2ufete Te, oP py. 
Por lo tanto, 

  

oo _ x 

/ (= Ty gm G(M) dn = Qulete - le Hr, 
_o t 

En cuanto al denominador de (3.7) 1 

20 0 zany? coy een)? 
[ eG) dy = ot [ oA an+ ff 0 FR ay 

~ 00 0 co ~ ‘ 
= Vintets [ e® dé + vin [Y™" es dé 

vn = 
oe 2 A oo 2 = Vint | en ® dé +(e -y f ede} 
oo Ze 

Vat 

= Vania +(e 1) [oF ag), 
ant 
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Definimos R = #. Entonces, 

z 
md 

ule, = Pata ae Fe 7 e-§ dé} (3-13) 

es la solucién de 

Up + Ug = Ure 

con condicién inicial f(z) = Ad(x). 

Queremos verificar que la difusi6n domina sobre la no linealidad cuando R + 0 (R= A). 

La integral que aparece en (3.13) es convergente ya que 

OO 

Cae [ of ag si p00 
0 

00 

Vase 

Come e® — 1 = O(R), entonces el denominador de (3.13) es igual a /7 + O(R) uniforme- 
mente en z,t,p para R << 1. Entonces, 

I 

Bb Re we A e- z 

tfr+O(R) /4mpt 

As{, la solucién de la ecuacién de Burgers es aproximada por la solucién de Ja ecuacién de 

calor up = pez con la condicién inicial f(z) = Ad(x). Efectivamente, la difusién domina 

en (3.13) cuando R << 1. 

u(x,t) ~ 

iCémo se comporta la solucidn (3.13) cuando R >> 1? Por conveniencia, definimos la 

variable z = > para reescribir (3.13): 

ule,t)= yA ota: k) 

(2K SR Ee ee ae ret OO WTR SE (BAT) Poppe ede By 

donde 

Para R>> 1, 
efl-z7)R 

2 ~ eee ye (3.14) 

Ahora analizaremos el comportamiento de g cuando R -+ oo para diferentes valores de z. 

Para z <Q, 
oO 2 rOO 2 

| es ae | e8 d= S/n, Rox; 
2VR 00 
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por lo cual 

elt-27)R 1 

g(z;R) ~ WOE ~ Oak 

Por lo tanto, 

1 
g= OR) uniformemente para z<0 y R>>1. 

Para z > 0, necesitamos una mejor aproximacién de la integral 

ool 
a) 

[ee ‘ 

para no perder informacién. La forma asintética de esta integral viene del siguiente limite: 

06 

bo 
. 2 

lim ne” 
00 

Paes 5. 

Entonces para 7 —> 00, se tiene la aproximacién 

1 

1 &F 
ee df ~ Be +(e" 

Sustituyendo lo anterior en la aproximacién (3.14) obtenemos 

e(l-27)R z 
z,R)~ SSS: 

92 R) ~ NRG EE Ty e/a Ree Uk 

Por lo tanto, 

z, siO<z<], 

g 0, siz>t1. 

Lo anterior, reescrito en las variables originales, es 

u(x,t) = [24, woe sid<a< V2AE 
t 0, en el complemento. 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

En este andlisis, que se hizo para I —> oo, hemos recuperado el comportamiento de up + 

uu, = 0, obtenido en (1.11), con un choque en c = V2AE. A es el drca bajo el perfil inicial, 

que puede ser una aproximacién a la delta de Dirac. 
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u(x, t) 

    xX=V2At 

Figura 3.6 

x 

Analizemos la transicién de g en z = 0 y en z = 1. De (3.14) g es proporctonal a z ysu 
comportamiento alrededor de z = 0 es de la forma 

—Rz? 

9~ SRT Pe 

En la vecindad de z = 1, z? - 1 = 2(z - 1) + O((z ~ 1)®). Ahora tenemos (ver (3.16)) 

1 

| + V4 Re2Rle-1)’ 

alrededor de z = 1, g es de orden O(Fg) . 

  

Figura 3.7 

Cuando el pardmetro R = A/2y es grande, la franja de transicién de g(z) en z = 1 es muy 
angosta; en ese caso, la solucién discontinua de u, + uuz = 0 es una buena aproximacién. 

De hecho, u(z, t} = 2A g(x, t) converge a la solucién discontinua (1.13) conforme R > oo. 
En el siguiente capitulo veremos que el caso dispersivo es totalmente distinto: la franja de 
transicién alrededor del choque no tiende a cero. 
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CAPITULO 4 

Regularizacién por dispersién 

En este capitulo nos interesa estudiar el efecto de la dispersién en la solucién de la ecuacién 

ut + uz = 0. Una forma simple de incluir efectos dispersivos, como veremos a contin- 

uacién, es sumarle iduze a la ecuacién anterior [2], [3], {7]. Obtenemos asi la ecuacién de 

Dobrokhotov 
ih 

ty + UU, = Siew: (4. 

Consideraremos esta ecuacién con la condicién inicial u(z, 0) = p(z). Mostraremos que la 

solucién de (4.1) oscila y aproxima, cuando A -> 0, la solucién de u, + uuz = 0 en la region 

donde no hay interseccién de caracteristicas. En la regién de choque, la solucién oscila con 

oscilaciones crecientes en el tiempo. 

Como veremos, la ecuacién (4.1) es de caracter dispersivo. Esta ecuacién es satisfecha por 

cualquier constante ug. Hacemos una expansion de u(x,t) alrededor de uo: 

u(x,t) = ug + eu (zx, £) + Of?) 

Utls = {ug + ets (z,t) + OC )Ifeur s(x, t) + O(C)) = evo, + Ol). 

Entonces, a orden e, la ecuacién (4.1) implica 

A 
Ue + Unt, = ty tla 

Como la ecuacién anterior es lineal, proponemos una onda plana uw, (x,t) = e'("*-“4) como 

solucién; sustituyendo, tenemos 

h 
i(w — tok — oo ee =0. 

De esta manera la relacién de dispersién de la aproximacion lineal de la solucién de (4.1) 

es w(K) = ugk + Bx. El término bn? hace que c(«) = wie) dependa de «: por lo tanto, el 

término ifuze, que lo origina, es por esta razén de caracter dispersivo. 

La ecuacién (4.1) es sdlo un modelo de estudio, el cual analizaremos sin intentar relacionarlo 

a algun modelo fisico. Esta ecuacién nos ayudara a entender en un caso integrable el efecto 
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de la dispersién en una onda de choque. De nuevo, como en la ecuacién de Burgers, con 

la transformacién de Cole-Hopf 
-) Ur 

us —-ih— (4.2) 
v 

podemos transformar la ecuacién no lineal (4.1) en una ecuacién lineal. Definimos u = vz. 

De (4.1), 
wh 

bat + PePer = ty Vere 

Integrando respecto a x, 

1 A 
wat ave = igves- 

Integrando (4.2) y usando u = #, se obtiene = —ihlog(v). Sustituyendo en la ecuacién 

anterior, obtenemos la ecuacién de Schrédinger en una dimensién (para un electrén libre) 

wh 
Y= tye: (4.3) 

Para la ecuacién (4.1) consideraremos una condicién inicial u(x, 0) = p(x). Calculamos la 
nueva condicién v(z,0) con la transformacién de Cole-Hopf de p(x): 

v2) = wa(2,0) + (2,0) = [pln dn = —ihtog( (2,0) 
0 

= v(a,0) = ek fo rian, (4.4) 

Resolvemos, (4.3), 0, = zz, v{z,0) = g(x) (e = 4) usando transformada de Fourier: 

i = -€in76, 8(«,0) = G(x), 

por lo cual (x,t) = Gower tert, 

Tomando la transformada inversa de , obtenemos 

Lf (e~ent) u(x,t) = Kee) dig (ot) = Fee [ ate) 
1 OD 00 | . 

if a(ye7**# dyle*(e—est) ds 

2m I co' Ico 
1 fe fe ; 

= x | | g(y)eis 2-9) ext] dx dy. 

—o0 Y-o0 

Reescribimos el exponente 

cy 

2et 

27 4p + (a= y)? 
2et det 

  yr —(   «[(a — y) - ext] = —et[n? — an) +( 

= —et[« — ( 
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para hacer el cambio de variable €(«) = « ~- (424). Entonces, 

-2[% [ow niet gi ae dy 

evict dg “ aly dy 

aa ie -o= f “atv dy. 

Finalmente después de sustituir la condicién inicial (4.4) obtenemos 

== 

  

  et f” stow) wt)= & d 45 Und = Tae (#8) 
donde se ha definido y ye 

in y 

GWyz, y= f p(n) dy + Gow (4.6) 
0 

Usando otra vez Ja transformacién de Cole-Hopf se encuentra la solucién del problema 

dado por la ecuacién (4.1) y la condicién inicial u(x, 0) = p(x): 

fe ZV)ehSW) dy 
u(x,t) = £, SES) dy (4.7) 

Cuando A — 0, las contribuciones dominantes de Jas integrales en la ecuacién (4.7) 

provienen de e vecindad de los puntos estacionarios de G(€;z, t), es decir de los pun- 

tos € tales que & a = 0. La definicién de G implica que los puntos estacionarios satisfacen 

p(é) = zs Sea € = €(z,t) uno de tales puntos. Usamos el método de la fase estacionaria 

para obtener una aproximacién asintética de u(x,t) para h > 0 (es necesario que p(x) sea 

Cc): 

[Bet ay ~ oe eta = 8) G2 +s9n(G""8)) 4] 

eG Qah s yey ECW) dy Wf ce et YB ton een) 1 
[80 ar reer ‘ (48) 

Por lo tanto 
z-€ 

u(x,t) ~ > = pl(é). (4.9) 

Si sdlo hay un punto estacionario, entonces u(x,t) es aproximado por p(£) cuando h -+ 0; 

€(x,t) esta definido implicitamente por x = € + p(€)é. Por !o cual, u(z,t) aproxima a la 

solucién de 

ty, + titiz =O con u(z,0) = plz). (4.10) 

4l 

 



Sabemos que conforme pasa el tiempo, la solucién de la ecuacién anterior se vuelve multi- 

valuada, si p’(€) < 0 en algun intervalo, por la interseccién de caracteristicas: sin embargo. 

la solucion exacta, dada por (4.7), es univaluada y continua. Por ello la aproximaci6n an- 

terior sdlo es valida cuando t toma un tinico valor. Por la continuidad de la expresién en 

(4.7) con respecto a x y t, tampoco se puede considerar Ja solucién discontinua de (4.10). 

La dificultad proviene de la interseccién de las caracteristicas, y que ello da lugar a mas de 

un punto estacionario para cada a, en lugar de uno solo. Recordemos que por cada valor 

que toma ti(x, t) hay un punto estacionario (x,t). Debido a esto es necesario modificar el 

andlisis del comportamiento asintdtico. 

En lo siguiente, se hard el andlisis del comportamiento de la solucién (4.7) con la condicion 

inicial 
» if ; u(z,0) = p(t) = {we te s 6 (4.11) 

con ug < u;. Con esta condicidn inicial, se tiene que G(y) = cy + (oy? donde c = p(y). 

Calcularemos la solucién explicita de u(x, t) con la condicién (4.11). A diferencia de (4.8) y 

(4.9), aqui no necesitaremos que p(x) sea C!. El argumento de la exponencial que aparece 

en (4.7) puede reescribirse completando cuadrados en la forma 
. . 2 

2 2 Cc 

Gly) =? + —(ce - St FG(y) = i€? + Fler - 54) 
donde (y) = ee define un cambio de variable. Esto permite reescribir el denominador 

de la ecuacién (4.7) de la siguiente manera: 

°° oo (==)? ~ (2-9)? / tO ay = f eklusus S53 lay + [ obtuse ay 
00 0 

    

00 
=(z—-uyy) 

_ eile? +h “FO) /ope dé+ VEO te +E (ue 01 ong dé(4,12 
poze oo (4.12) 

2he 

El numerador lo reescribimos como 
oO 

[. (ZoBeh Ody = - | (aug — DY yetlvavt 5P) dy ; : 
—0° ~90 

    

  

0 -~ i z—y)? 0 zy)? ec x-y)? - | (u, -= ; Deh SP) dy uy f etter Pl dy xu, [ ehtuvt #41 gy 
0 -o 0 

para hacer el cambio de variable s(y) = cy + ey" en las dos primeras integrales y 
wy) = Epcot atti 5 i &(y) = he en las dos tltimas. Con esto se obtiene 

OO “ 0 . 

| (= Byeto dy = Viki uzetoor Ef eff det 
—o 

uy? oc 

wekine Ef ei? de}. (4.13) 
hese it 
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Ahora definimos C,; = et y D, = uaz — u,*t. Entonces, 

ugek Pa Je ef dé + uzek Ds Lo, elf? dé 
u{z,t) = z - z oo 
(m4) es Soe dé + ek Pr fh ei? dé 

U2 — Uy 
= uy + ———__——_ 4.14 

“4 1+ g(x, them 2K H2-ui x (414) 

donde 0 2 
frtenwe ef dé 1 

g(z,t) = —S*———, X= 2-Ut, U = 5 (ur + ua). (4.15) 

[Eee ag” 

Veremos cémo se comporta la parte real de u(z, t) cuando el pardmetro h > 0 se aproxima 

al caso limite h = 0. La parte de u(2,t) que tiene la informacién relevante es g(x, t), y 

el valor de ésta cuando A ~+ 0 depende del signo de los limites inferiores de integracién. 

Consideremos t fijo, digamos tp. Cuando h tiende a cero tenemos lo siguiente, si: 

& E(-0,m) Hh auto <0, r— uate <0 g 70 us U2 

gam r—wuto=0, r-utp<0 gh 

Bem) eh E—tmlo>0, r-mtp<0 gol urvUu (4.16) 
% = ue z—uyto >0, r—tgtp = 0 g72 . 

& Eta, ~) Sly &— tuto >0, r—taty > 0 g7o usu. 

£ Notese que para B= U (X = 0) se deduce que g(z,f 9) = 1, por lo cual u(x,t) = U 

independientemente de h. 

Rescribiremos (4.14) para analizar su comportamiento. Dado que g(z,¢) es una funcién 

compleja, g(x, t) = r(z,t)re’(*") se puede representar en la forma g = e con ¥(z,t) = 
O(x,t) — tlog(r(z,4)), donde O(x,t) y r(z,t) son funciones reales. Ahora definimos ¢ = 

pr (ue) X, Con ello resulta de la ecuacién (4.14) que 

  

Entonces, 

    

Para encontrar las partes real e imaginaria de u(x,t) definimos 

_ 6, _ 1, wer 

As Re(5) = 300 - —*) 

Bs im($) =- ; log(r) (4.17) 
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para escribir u(x,t) como 

U2 — ty B cos(A) — isin(A) 
  u(x,t) = uy +( 2 e cos(A) cosh(B) ~ isin(A)sinh(B) (4.18) 

De donde 

1 inh(2B 
Re(u) =U + qi - SSC 

Fru) = + A(eey — 4) —— 24 _. (4.19) 
4 ' cos?(A) + sinh?(B)’ 

ambas oscilan debido a las variaciones del angulo @(z, t). Para la parte real se tienen las 

siguientes cotas: para B > 0 

1 
U+ giv ~ us) tanh(B) < Re(u(z,t)) <U+ (ue — tu) coth(B}, (4.20) 

para B < 0 las cotas quedan invertidas ya que 

sinh(2B) 

H(A, B) = cos?(A) + sinh?(B) 

es impar respecto a B. 

Re(u) 

  

    

  

  
Figura 4.1. Grafica de la parte real de u(z, €) 

La variable B determina la envolvente de las oscilaciones de la parte real de u(x,t). Por la 

continuidad de g{z, t), su médulo r recorre todos los reales positivos; como B = -} log(r), 
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entonces la funcién H(A, B) esta definida para todo B real. Conforme & recorre los reales. 

pasando por los intervalos J, k = 1,2,3, B recorre de +oo a —90. Por otra parte, si A 

tomara todos los valores reales quedaria determinado el cardcter oscilatorio de Re(u) para 

todo (x,t). En tal caso, las oscilaciones de Re(u) para valores de = fuera del intervalo 

{u1,t2} serdn de amplitud cada vez més pequefia conforme h tiende a cero. Recordemos 

que para # en el intervalo I,, los extremos de integracién del numerador y del denominador 

en la ecuacién (4.15) tienden a too y —co respectivamente cuando A -~+ 0. Eso significa 

que B tiende a +00; por (4.16) estamos en la regién donde Re(u) tiende asintoticamente 
z au. Para los valores de # en el intervalo J; la situacién es andloga: Re(u) tiende 

asintéticamente a u;. Esto coincide con la aproximacién (4.9). 

Qué informacién se puede obtener acerca de los valores que toma A? La variable A se 

definié en (4.17) como A = }3[6(2,t) — 3-(u2 — u)X]. Sea ¢ fijo. En el punto z = wit, g 

tiende a 3 cuando h > 0; en z = uet, g tiende a 2. En estos puntos, @ = 0 cuando h > 0. 

La variable X la podemos reescribir: 

1 
Xex-Ut=(s-wmt)—- Pit —u)t = (x - ust} + sue —uy)t. 

Entonces, 

_ t arn en z= ut, 

= t ays) en 2 = Ut 

A(z,t) = 5[0C2,4) - ( 

Alz,t) = 5{6(2,) + ( 

De manera que al tomar el limite h > 0, A(uié,t) tiende a —oo y A(ugt.t) tiende a +00. 

Por la continuidad de g, A también es continua. Entonces, para z en el intervalo (ut, wet), 

las oscilaciones también tienen la amplitud dada por las cotas y es creciente porque g tiende 

a 1 cuando h -+ 0. La igualdad en las cotas (4.19) se alcanza para B > 0 en A= (n+ 4)z, 
y para B <0 en A= 2nz. 

Por otro lado, cuando la dispersiédn domina sobre la no linealidad, el comportamiento esta 

dado principalmente por 
ao 

Ut = i<Ure- 

Su solucién para la condicién inicial (4.11) puede escribirse en la forma 

  
e7tt vat 

u{a,t) = ug — (u2 - uw) [ mM ie? dé. 
soo 

Fe 

de donde u(x,t) oscila para todo x y para todo t ya que 

  

 



Ademas, cuando A > 0, 

uz, siz <0 
u(z,t) 390? * , 

uz, six>d. 

Con esto vemos que la solucién de la ecuacién (4.1) con la condicién inicial (4.11) siempre 

oscila, y que en los intervalos J, e Jz las oscilaciones tienden a cero si h + 0. 

Las oscilaciones de la parte real de u(z,t) son no acotadas en la vecindad de B = O (ver 

figura 4.1). Veamos cémo se comporta Re(u) al tiempo t fijo para valores distintos de x 

(véase (4.16)y (4.17)): 

¢ Para x € (~00, uit) fijo, B(x, t; Wh) tiende a too cuando h > 0, por lo que estamos 

en la regién donde la envolvente tiende asintéticamente a uz. Entonces, Re(u) oscila con 

amplitud decreciente conforme h -+ 0. 

e Para x € (uyt, Ut) fijo, el médulo de g(z, t;h) estd entre 1/2 y 1, que es equivalente a. 

0 < B < log(/2). Al tender h a cero, B(x,t; /h) tiende a 0, sin importar que x y t estén 

fijos. Esto significa que el valor de Re(u(x, ¢)) oscilard con amplitud creciente y no acotada 

conforme h + 0. 

« Para x € (Ut, wat) fijo, la situacién es andloga: — log(V/2) < B <0 y B tiende a 0 si 
h + 0. Las oscilaciones de Re(u(z,t)) son de amplitud creciente y no acotada cuando h 

tiende a cero. 

e Para z € (ugt, +00) fijo, B tiende a —oo cuando A — 0. En este caso, la amplitud de la 

envolvente decae a cero y oscila alrededor de uj. 

Re(u(x,0)     
    

Figura 4.2 

Debido a que ti(#, t) es univaluada para x en (—00, uit) U (uel, oo) al tiempo ¢, la aprox- 

imacién (4.10) es valida. Esto muestra que u(z,#) tiende puntualmente a p(€) para esos 
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valores de cuando h > 0. Para la condicién imicial (4.11), significa que u —» uz si 

c~ut=€<O0yu-— uy si x — ugt = € > 0. Esto es consistente con el comportamiento 

descrito en el pdrrafo anterior. 

Como ya se mencioné, para valores de x en el intervalo (uit, ugt) (1/2 < r < 2) la amplitud 

de las oscilaciones de Re(u(x, ¢)) crece conforme h — 0. Por esto, u(z, t) no puede converger 

puntualmente a la solucién discontinua de (4.11): 

~ _ fuga, ifa< Ut, 
iat) = {32 ifn > Ut (4.21) 

para x € [uit,ugé]. Este es el intervalo donde % es multivaluada al tiempo ¢. Abajo 

mostraremos que en este intervalo hay convergencia en promedio al valor correspondiente 

dado por @ en (4.21). Calcularemos el promedio respecto a la variable X = x — Ut en 

intervalos de la forma [a, @]. Escribiendo 

1 1 
ge-wmt=X+ glue —uyt, £-ugt=X- giv —uyt, 

vemos que a x en (ut, ugt) le corresponde X en (—(ug —u1)t/2, (ug —u1)t/2). Por Jo cual, 

mostraremos, con « y G arbitrarios, que para x € (ut, Ut), 

lim 
h0 B~ a 
  ff Re(u) dX = up (4.22) 

con [a, J) C (—(u2 — u1)t/2,0); y para x € (Ut, ust], 

mgt | Re(u) dX = uy, (4.23) 

con [a, 6] C (0, (uz — w)t/2). 

En las ecuaciones (4.19), se mostré que la parte real de u(z, t) es 

sinh(2B) 1 

Re(u) =U + q( ~ 4) A) + sinh?(B)" 

Las variables A y B, que fueron definidas en (4.17), son funciones complicadas de x y 

t. La variable A esta relacionada con las oscilaciones de Re(u), y B con la envolvente 

de las oscilaciones. Respecto al pardmetro h, B depende de V/h. En cambio, 4 depende 

tanto de Vh (a través del argumento @ de g(z,t)), como de h. Por esto, A varia inds 

rdpidamente que B, tal como se observa en las oscilaciones de Re(u) (figura 4.1). B 

tnicamente determina la amplitud de las oscilaciones de Re(u), pero no las oscilaciones 

mismas. La dependencia en Vh nos motiva a considerar B y @ como constantes. De esta 

manera, A = 3/8 + (ua — u1)X/h] es una translacién que no modifica el valor de Re(u) 
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al tomar el promedio. Tampoco el factor (w2 ~ u1)/2 altera el promedio. Por esta razon 

tomaremos A = X/h como tinica variable para aproximar el calculo de los promedios (4.22) 

y (4.23). 

Queremos evaluar el siguiente limite: 

lim af Re(u)dX = on + g)+ 

1   hig — a) jim L3 — sinh(2B) 

2? ) 40 B—a 2 cos?(X cos?(~) + sinh?(B) , (4.24) 

El integrando 
sinh(2B) 

cos?(z) + sinh?(B) (4.25) 

es una funcién periddica, de periodo z. Por lo cual, usaremos el siguiente lema para evaluar 

(4.24): 

Sea f(x) una funcién periédica, de periodo T e integrable en el periodo. Entonces, para 

hoody Boa, 

lim 1 
0 B-—a@ 
  

B T 

[ s(A)ax =F donde F = z[ P(X) dx. (4.26) 

Para demostrar este resultado, escribiremos el limite anterior como 

tim “A ~ FldX =0. (4.27) 
h0 jg 

Con el cambio de variable y = ¥, 

ax & 
f(=)- F]dx =h fly) — F) dy. [ng - max an [v0 Pau 

Como nos interesa que 4 tienda a cero, podemos restringirnos a h < fg con hg suficien- 

temente pequeiio para que as > T. Entonces, el intervalo [f, 2] contiene un intervalo 

de la forma [rT, sT], r y 5 enteros, tal que los intervalos {%,rT} y [sT, g tienen longitud 

menor que T,, por lo cual 

2 Tv sT 2 

[um -Fliav= [rer Flav [ua Fla [Pw - Fie. 
a 2 rT 3T 
bh 
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En el intervalo [rT, sT], el drea bajo la funcién f(y) — F es cero porque F es el promedio 

de f en un perfodo. Nos queda 

E +P g 

mf (re) —Fidel= ir [ [s) — Flv +h fre) — Fla 

T 

son f lf(y) ~ Fldy 2 0,cuando hk 0. 
0 

Por lo tanto, para a y @ arbitrarios 

B 

lim [ UG — Flax =o. 

Debido a este lema, para evaluar (4.24) es suficiente calcular el promedio de la funcién 

(4.25) en un periodo de longitud 7. Calcularemos el limite 

os ___sinh(2B) 
dX. 4,28 

im T im > [5 2 cos?(z) + cos*(z) + sinh?(B) (4-28) 

El integrando es de la forma 
b 

cos?(z) +c 

Por otro lado, 
_ sé 
ct d 

gp larctan(c cot(z))} = wee) ay 

La Unica constante para la cual se recupera el integrando (4.25) es c = coth(B). Para 

verificarlo es suficiente escribir wo = sinh*(z) y despejar c. De esta manera se obtiene 

que 
[5 sinh(2B) 

x Jo 2cos?(z) + sinh?(B) 

Esto significa que el promedio del integrando en el intervalo [0,7] es 1. Para x € [w,#, U¢], 

et modulo de g(z,£) es menor que 1, es decir que B es positivo. Pero si z € [Ut, ust}, Bes 

negativo (r > 1). Como el integrando (4.25) es impar respecto a B, entonces el limite en 

(4.29) es igual a -1 cuando B es negativo. Esto cs, 

dz= ~= arctan(coth(B)cot(z}) |p= 1. (4.29) 

1 f™4. sinh(2B) ax= fh si B>0, 
lim — Se : 
10 0 2 cos?(% ) +sinh?(B) -1l, siB<0. 

En consecuencia, por la ecuacién (4.24) 

lim — ” Re(u) aX = uz, si B> 0, 
at B -ady u “Vu, siB<0. (4.30) 
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La convergencia en promedio a (4.21) que obtuvimos es valida para |B| > 6 > 0. Sabemos 

que para z = Ut (X = 0,B = 0), u(x,¢) = U. Atin hace falta mostrar que en la vecindad 

del choque X = 0, el limite 

im 
_ 1 ff 

jim 5 | Re(u) dX 
a 

  

es continuo, Sin embargo, hasta aqui dejaremos ¢] andlisis de la soluciéu u(x,t) de la 

ecuacién (4.1) con la condicidn inicial (4.11) cuando A ~> 0. 

Ahora estudiaremos cémo se comporta la solucién de la ecuacién de Dobrokhotov (4.1) 

cuando h -» 0 al considerar una condicién inicial u(z,0) = p(x) positiva con un solo 

maximo, como la mostrada en la figura 4.3. 

f(x) 

      
Figura 4.3 

Para ello necesitamos obtener una aproximacién de u. En lugar de buscarla para la ecuacién 

(4.1), lo haremos para la de Schéedinger wy, = ives cuya solucién esta dada por (4.5). 

Después usaremos la transformacién de Cole-Hopf para obtener la solucién de (4.1). Por 

ahora buscaremos una aproximacién asintética de 

00. 

I(h) = / eh OW) dy (4.31) 
-o 

cuando h > 0. La aproximacién depende tnicamente de los puntos estacionarios de G(y). 

Es de notar que tanto la fase de u como la de v dependen de G(y) (ver (4.5) y (4.7)). Como 

los puntos estacionarios y satisfacen r = y + p(y)é, el numero de ellos correspondientes al 

punto (z,t) esté determinado por las intersecciones de las caracteristicas de 

uptuez, =0, u(z,0) = f(x). (4.32) 

En lo sucesivo, denotaremos por & a la solucién de la ecuacién anterior. En cl semiplano 

t > 0 tenemios dos regiones: ta regién 2 (lo sombreado en la figura siguiente) corresponde 

a valores de « y t donde t es multivaluada; @ toma un solo valor en el complemento. 
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18) 

0 x) 

Figura 4.4 

Fuera de la regién 2, las caracteristicas no se intersectan. A cada punto (z, ¢) de esa region 

le corresponde sélo un punto estacionario. En tal caso, la aproximacion asintética dada 

por el método de la fase estacionaria es la siguiente: 

°° 2nh Gu) trey) 
KGW) dy ~ el SE ts9n(G"(€)) F] 4.33 € . . 

I. ¥ ie" (4-38) 

para cada punto estacionario €. 

Volviendo a la ecuacién (4.5) y usando (4.33), para puntos (x, t} donde t < tg se tiene que 

o(z,t) = “Ih 4 22+s9n(o" EL (4.34) 
Jaane) ~ om ta] 

Para un tiempo to posterior a tg, la recta ¢ = to intersecta la regién Q en el intervalo 

[zo(t), ai (¢)] (figura 4.4 y 4.5). Fuera de este intervalo % sélo toma un valor, toma dos 

valores en los extremos del intervalo y tres valores en el interior. Recordemos que hay un 

punto estacionario asociado a cada valor de w. 

a 

  

  

Figura 4.5 

Para distinguir las diferentes contribuciones de (+, to) definiremos los siguientes intervalos: 

Qy = (—00, 2 — A), Q2 = (22 - 9,004 4), Q3 = (2+ A,2,—A), Qa = (21 — S,a.+ 3), 
Qs = (2, + A, oo) donde A es un nimero positive arbitrariamente pequcho. Todos estos 

51 

 



intervalos dependen del tiempo. Para z en los intervalos 2; U Qs le corresponde un punto 

estacionario £, por lo cual éste contribuye a u(z,to) en la forma dada por (4.34). Por lo 

tanto, de la ecuacién (4.9) se tiene que 

u{z,t)}+&% cuando h-0 

para los puntos (a, ¢) en el complemento de 2. 

Para cada valor x en 923(tg), le corresponde tres puntos estacionarios distintos &(to). 

k = 1,2,3. Como G”(£) = 0 se cumple tinicamente en la frontera de 9, los puntos &, son 

ceros de G de primer orden. Ahora tenemos tres contribuciones: 

3 -it 
ty) ~ oil GR +s9m(G'(E))F ), 4.35 o(z ‘0 l= Iwo | 

( ) 

Veamos cual es la contribucidn de x en 22(é9). A z = 22 le corresponde dos puntos 

estacionarios £1 y £7, Para xz en el intervalo (2,22 + A) estan asociadgs tres no 

estacionarios que los denotaremos por ef), 1), e). Cuando x > 2 los puntos (9 

é tienden a €() (figura 4.6). 

         

  

a 

Figura 4.6 Estructura de los puntos estacionarios 

Si se observa la figura anterior, hay dos puntos (w(Eo), wu!) (é = 1,2) que se aproximan 

au) cuando x — x2; en cambio, a u) sdlo se aproxima ul). Con esta descripcién se 

explica el origen de las contribuciones para x = £2. La contribucién de € ®) es de la forma 

mostrada en (4.33). 

Para obtener la segunda contribucién (proveniente de et) y ef), transformaremos G(y) 

en una funcién lo mds simple posible que preserve la estructura de esos puntos. Ambos 

son ceros simples de G’(y) que estan en una vecindad pequena de 29(t). Por esta razéu. 

se propone un cambio de variable de la forma 

Gly) = 2(s) = a9 +08 ~ 55° (4.36) 

 



donde €@) corresponde a s = 0. Las constantes ao y o se determinan de la siguiente 

manera: 7(s) tiene dos ceros simples en -ta1/*, entonces evaluando 7(s) se tiene 

G(g() = e(6'?) = ay + 30%”? 
G(el) = 1-08) = ag ~ 50%! 

De lo anterior se encuentra que 

ag = SIG(”) + (2) 

o = (21ate?) - Ge”. (4.37) 

Con el cambio de variable G(y) = 1(s), 

I(h) = [ ” f(s)e®™™ ds 

donde f(s) = # = Bey" (4.38)   

Para mantener la regularidad de J(A), el numerador y el denominador de f(s) deben tener 

ceros del mismo orden. Los puntos estacionarios el?) y ef) son ceros de primer orden de 

G(y), al igual que sus puntos correspondientes -to!/? lo son para T(s). Esto es otra razén 

por la cual r(s} se eligié de grado cbico. Entonces la aproximacién a primer orden para 

la ecuacién (4.38) es 

I(h) ~ —f(0) f. eb) ds. (4.39) 

Esta aproximacién es valida para valores pequefios de a, esto cs para ef) Re @, La 

integral de Ja derecha en la ecuacién anterior se expresa en términos de la funcién de Airy 

1 fie 3 
Ai(A) = — eh? 13 da, 

271 J ico 

aplicando el cambio de variable s = ih!/32: 

oO —too 

[ ek) dg = indcte [ enh 3? at = Ih deh Ai(—oh-7/?), (4.40) 
00 +100 

De la ecuacién (4.39) atin falta evaluar f(0). Con la hipdtesis de que f(s) es regular y que 

varia lentamente en la vecindad de s = 0, se puede escribir de manera aproximada como 

 



Como 7(s) y G{y) se anulan a primer orden en t./o y a 

regla de L’H6pital para evaluar f(s) (Ec.4.38): 

= him 2). lim ws) t"a) 
sve Gly) aye ary) G"(n)a 

dy _ rs). r'(s) r'(- Jo) 
= lim _o lim _ ade = Gig) soyeG'y) save Gy G"(y2)ha 

respectivamente. usaremos la 

  hye @ i a, leeve= 

  he = 7) lex-ve= 

Entonces, 

—2a V2 Iq l/2 

Verh) "Vary 
Finalmente se obtiene 

e‘« our e2yy x 
o(z,t)~ ee cI tH 9(6" (EF) FI 

“on(e?”)| 
  

ett Lg =2 
+ hi t ho} ths er? Ai(-oh aah 1 2} ( ) (4.41) 

al sonsidsrar la contribucién del punto @) y la contribucién de fos puntos estacionarios 

® y ef} que colisionan (véase la figura 4.6). 

A manera de resumen, escribiremos la aproximacidn asintética de la solucién v(x, t) de la 

ecuacién (4.5): 

Para t< tg (ec.4.34), 

et 

Velen(é)| 

Para t > tg fijo, la aproximacién depende del intervalo 0,, i = 1, 2,3, 4,5. donde esté x: 

Siz € 2,095, 

ell FE te9n(6'(e)) 4), v(z,t)~ 

(a, t) pel 500A, 
1G" Oi 

Si x € Ng UNs (ec.4.35), 

it (ay 

u(t) ~ eel SE toon QP 
veiere”)} 

ett lia =2 
+ ig +ho}ahser™ Ai(—ohT ). 

 



Siz € Q3 (ec.4.41), 

3 iz e-it Glee) 1 z 
v(x, to) ~ Y ptt FE + 90 (GER) EL, 

gar VEG" (Ee) 

Vimos que en los intervalos 2; y Qs, la convergencia es puntual. En la siguiente parte, se 

mostrard que u(x,t) converge débilmente (en promedio) en el intervalo 23. 

Consideremos z y ¢ fijos. Para a en el intervalo 23, hay tres puntos estacionarios €)(z, t), 

n= 1,2,3. Definimos las funciones 

Vn(2, t) = G(En) + sgn(G" (En))—h 

e
l
s
 

Ademés definimos F' (4 a 2, 38a, t) como el cociente de las aproximaciones asintoticas de 

las integrales que aparecen en (4.7): 

GE GNIAA Met + 16" GI7 EB)eh + 1EGI(EGE tM 
  ; 4.42 [G"(E)[-ek + |G" (Eo)[- 1/2 + |G" (é3)[ ek ¥s ( ) 

de manera que 

dr Yo Os, 
u(z,t)~ F hk ;a,t). (4.43) 

La funcién P(e, a, ¥3; 2, t) es continua y 27-periddica en las variables Ha, n= 1,2,3. 

Entonces podemos expandir F en serie de Fourier: 

wi be os. 5 ky -4ly-tmy: 
PC Rh = 3) SYS Auim(e,tjektvertvetm 

k=~00 l=-co mM=—00 

con los coeficientes ‘nt t) dados por 

Antm(2x, t) = [ [ [re re te, a, thet RVs + Wa +m¥a) dy dypadabs. 
aay endenJon 

Nos interesa saber si F(#, 2, e. x,t) converge en promedio para valores de x tales que 

U(x, t) con u(x, 0) = p(x) es multivaluada, tal como ocurrié con la condicién inicial (4.11). 

Usando el lema de Riemman-Lebesgue, al tomar e! siguiente limite con 8 > a arbitrarios 

lim P* ued, t) da(z, t) t) , Yalet} t). 

hao h hk 
x, t)dX 

solamente queda el término correspondiente ak=l=m2=0. Aunque haya contribuciones 

de los puntos estacionarios de kyi (x,t) + dye(z,t} + my3(x,t), éstas no son significativas 

porque son de orden he, Entonces, 

lim "9. it) Ya(z,t) wale) 
hoo h Th | ok 

B 

yax= [ Aooo(,t) dX. 
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La funcién Aggo(z, t) es el promedio de FU, B, #3, t) en el cubo (—7, 7] x [-7, a] x 
{-x, 4]: 

1 a a a a 
Aooo(s, ¢) = as! [fF Fp pitt) thaddadys. 

Esto muestra que la solucién u(x,t) de la ecuacién de Dobrokhotov converge débilmente 

(en promedio) a Aogo(x,t) cuando h — 0. El imite débil Apoo(x,t) es una integral triple 

sobre un compacto que depende continuamente de los par4metros z y t; por lo tanto, 

Aooo(x, ¢) es continua en (2, t). 

En resumen, cuando / — 0, la solucién de (4.1) tiende puntualmente a la solucién (4.10) 

en los intervalos 2) y Qs. En el intervalo 3, la solucién de (4.1) converge débilmente 

cuando k — 0. Resta por estudiar la convergencia de la solucién en los intervalos {2 y Qs. 
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APENDICE 

Método de maximo descenso 

El método de maximo descenso se utiliza para obtener la principal contribucién de inte- 

grales convergentes del tipo 

f= [ a(z)e™™ az 
cuando A - oo. Suponemos que g(z) y /(z)) son funciones analiticas en algtin dominio que 

contiene al contorno C; g(z) y h(z)) no dependen de A. La idea del método es deformar el 

contorno C a uno que pase por el punto zg donde la parte real de A(z) alcanza el maximo 

y decrece lo mds rapido posible a lo largo de ese contorno. De manera que al integrar en 

una vecindad de zo, se tenga la contribucién mds importante de f(A). 

Sea A(z) = ¢(c,¢) + i(z,t). El mdximo relativo z = to + iyo de A(z) esté dado por 

V (zo, ¥0) = 0. Por otro lado, las partes real e imaginaria de h(z) son analiticas en cierto 

dominio D, por lo cual satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann: 

6 _ 8b 6 _ Ob 
bc by by bx” 

Entonces, Vi(zo, yo) = Oy 

N(z)= ds tive =0 en z= 2. 

Por el teorema del médulo maximo, ¢ y # no pueden tener un maximo (o un minimo) en 

el dominio de analiticidad de A(z}. Como A’(z} = 0, entonces zp debe ser un punto silla de 

A(z}. Supongamos que h(zo) # 0. * De nuevo, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann se 

satisface 

Vd- Vp = 0. 

De aqui tenemos que las lineas ¢ = constante y = constante son ortogonales. Nos 

interesa la direccién en la cual ¢ decrece lo mds rapido posible: ésta es la direccién de 

V¢, que es perpendicular a las curvas de nivel ¢ = constante. Por lo tanto, ¢ cambia lo 

mas rapido posible a lo largo de las lineas ¢ = constante. Sin embargo. hay dos de estas 

curvas porque zp es un punto silla. Para elegir la curva de maximo descenso que pasa por 

Zg, basta ver en cual de las dos 

(x,t) < $(x0, to). 

* Con los cambios adecuados, et método puede aplicarse a puntos silla de orden mayor. 
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Veamos cémo obtener una aproximacion asintotica para f(A) cuando A - oo. Expandemos 

en serie de Taylor alrededor del punto silla zo 

(2) = (20) + 5h" (z0)(2~ 20)? + O((z ~ 20)°) 
y escribimos h'(zp) = ae** y z~ 2) = re”, (a > 0,r > 0). Entonces, 

A(z) = $(e,#) + tla, t) = (Go, to) + iV (ao, to) + parteterte) +00") 

de donde las partes real e imaginaria de A{z) son 

$= Re(h(z)) = do + ar? cos(20 + a) + O(r>) 

wv = Im(h(z)) = Yo + ar? sin(20 + a) + O(r°). 

Para r pequefias, las curvas ¢ ~ $p que se obtienen al tomar cos(2 +a) = 0 son tangentes 

a las rectas determinadas por tal condicién: 

  

1) @=-5 junto con G=n-S 

2) 0=5-5 junto con g= 2. 

La region ¢ < $o corresponde a F — $ <0 < an - Gy -¢$ 

e=3t_ a 
4 2 

= 09 v = og 

Figura | 

Hay que notar que las oscilaciones del término e*¥ reducen su efecto si ¥: es constante en 

la vecindad de zp. Esto sucede alrededor de zp (r pequefia) con la condicién sin(29+ a) = 0 

(a,r # 0) que determina las dos rectas ortogonales: 

. a 
junto con @=m- 5 

2 

‘unt 8 3n a 
nto con = >-T 

a ° 2 2 
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De ellas, la segunda recta esta en la region ¢ < ¢o; a esta recta es tangente la curva b= vo, 
para la cual ¢ decrece de manera mas rapida. 

Ahora usando el teorema de Cauchy podemos deformar el contorno C a la trayectoria 

W = yo de maximo descenso. En tal curva en la vecindad de zo, 

hz) ~ h(z0) = (2) + (2) - 6(20) - (20) = 62) - 
Por estar sobre la trayectoria de mdximo descenso, a orden cuadratico 

0.> (2) bo = A(z) — h(20) = 5h" (zo)(z — 20), 
por lo que #”(z)) <0. Por esto, definimos una nueva variable real 

h(z) — h(zo) = —s? (1) 

para s real, la cual determina implicitamente a z como funcién de s. Entonces, 

Ha) = 2M) [e-¥ g(a(0)) ds 

donde sq y s» corresponden a los extremos del contorno original bajo la transformacién 

s = s(z). Dado que la contribucién dominante de f(A) proviene de la vecindad de s = 0 

correspondiente a zo, podemos tomar g(z) ~ g(0) como primera aproximacién. En una 

vecindad pequetia de 29, 

—s? = A(z) — (zo) = sh" (eo) 2 ~ 2)? + O(8?). 

De lo cual, 

2 
t= WG) + O(s*), 

a((8)) = 910) + 9 Oy] gaeenye + OC), 

Asi 

Sy -~2 2 2 _ ,An(z0) ' 2\,,-As . yee [ [9(0) + 9 Oy] areaex s+ OC6E fae a 

= Mito) , lan Wee) =f, (9 ) + O(s) ye” ds 
0 

2 Sb jelz0) Mh nae? ds+ eMoioy f se7*** ds) 

8 
  

Esva TESS 0 GER 
a ae 

 



Cuando A 00, 
St 

~As? a [ € ds fi 

2a = Ah(z0) J) = 9101 

Por lo que la principal contribucién est dada por 

2 
f=) [ g(z)er) dz w aloe f Wal 

Entonces 

1 + e)0(5). 

  

60 

 



CONCLUSIONES 

Al inicio de este trabajo, nos propusimos entender el efecto de ta difusién y de la dispersién 

en una onda de choque. Para ello, trabajamos con la ecuacién 

uz + uu, = 0. (1) 

con condicién inicial u(x, 0) = p(x). En el primer capitulo, utilizamos la estructura de las 

caracteristicas para comprender la formacién de ondas de choque. Estas aparecen por la 

existencia de intervalos donde la condicién inicial es decreciente. Consideramos condiciones 

donde sélo se produce una onda de choque. 

Para entender el efecto de la difusién, analizamos la ecuacién de Burgers (3.5) debido a que 

ésta combina no linealidad y difusién en la forma mds simple. Para la dispersién estudiamos 

la ecuacién de Dobrokhotov (4.1). Ambas ecuaciones se resuelven en forma exacta (ec. 

(3.7) y (4.7) usando la transformacién de Cole-Hopf. En el tercer capitulo, vimos que la 

difusién es un mecanismo que aproxima continuamente la discontinuidad de la solucién t 

de (1) para la condicién inicial (4.11). En este caso, como para u(x, 0) = Aéd(z), La franja 

de transicién alrededor del choque es mds angosta mientras menor sea el parametro yp del 

término difusivo en (3.5). 

Al introducir la dispersién se encuentra un comportamiento radicalmente distinto al del 

efecto difusivo. La solucién %z,t) al tiempo ¢ es multivaluada en un intervalo, que de- 

notaremos J. Primero estudiamos la solucién u(x,t) de la ecuacién de Dobrokhotov con 

la condicién de escalén. En este caso, los cAlculos se hicieron explicitamente. El com- 

portamiento de Re(u(z,t)) varia dependiendo del intervalo donde se encuentra x. Esto se 

describe en la pdégina 8. Al tiempo t, Re(u(x,t}) converge puntualmente en el complementa 

de I (4.9). Las oscilaciones de Re(u(x,¢)), para £ en I y ¢ fijo, crecen en amplitud y la 

envolvente es no acotada. Mediante el lema en (4.26) se probé que hay convergencia en 

promedio para x en el intervalo J al tiempo t. Para x € I, el promedio de las oscilaciones 

antes del choque converge a 12, y después del choque a u;. De esta manera, se mostré 

que la solucién u(z, ¢) converge, aunque en distintos sentidos, a la solucién discontinua de 

(4) que se contruye con la propiedad de dreas iguales. En este trabajo no se demostrd 

la continuidad del limite débil de u(x,t) para dispersién pequefa, en el caso del escaldn. 

porque hizo falta analizar el comportamiento en vecindades arbitrariamente pequefas en 

el punto medio de J. 

En cuanto a la condici6n inicial mds gencral del tipo mostrado en la figura 4.3 se obtuvo la 

aproximacién asintética de la solucién v(x, t) de la ecuacién de Schrédinger. En la pagina 
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(54) y anteriores, se muestra cual es la aproximacién dependiendo del nimero de puntos 

estacionarios €(z, t) correspondientes a (x,t). Para la aproximacién asintética de u(x, t) 

hay que tomar derivada logaritmica de Re(u(z, t)). De nuevo, fuera del intervalo J, donde 

la solucién de (1) es multivaluada, 1a solucién de la ecuacién de Dobrokhotov tiende a la 

solucién de (1) puntualmente. En el intervalo I el comportamiento es mas complicado. 

Mostramos que la solucién de la ecuacién de Dobrokhotov converge débilmente en un 

subintervalo propio de J. Qued6 por analizar lo que sucede en los extremos del intervalo 

I. 
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