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CAPITULO 0 

Introduccién 

El producto de Kronecker x* ® y* de dos caracteres irreducibles del 
grupo simétrico S(n) es en general un cardcter reducible de S(n). El 
problema central de esta tesis es describir la descomposicién de di- 
cho producto en caracteres irreducibles, o equivalentemente, para cada 
cardcter irreducible x” de S(n), calcular la multiplicidad c(A, ,v) de 
x” en x* @ x". 

Este es un problema cldsico de interés tanto para la teorfa de re- 
presentaciones del grupo simétrico, como para la del grupo general 
lineal complejo. Dados un espacio vectorial complejo V de dimensién 
finita y una particién 4, mediante el producto tensorial se construye un 
GL(V)-médulo conocido como la potencia de Schur del espacio vecto- 
rial complejo V, denotado por S,(V). Con ello obtenemos una manera 
de generar nuevas representaciones del grupo general lineal complejo 
con aplicaciones en el estudio de los grupos de Lie. La multiplicidad 
del GL(V) x GL(W)-médulo S,(V) g S,,(W) en 8,(V g W) es igual a 

e(A, u,v) (([FH91, p.80}). 
Estos nimeros aparecen también en otros problemas mateméaticos 

como el estudio de caracteres multiplemente transitivos ({JS75]), la 
descripcién de los caracteres irreducibles del grupo simétrico S(n) que 
permanecen irreducibles al restringirlos a subgrupos de permutaciones 
([JS87]) y el estudio de los ntimeros cubrientes de caracteres de los 
grupos alternantes ([IZ92]). 

Los grupos de permutaciones y los productos tensoriales también 
tienen importantes aplicaciones en la fisica, en particular, el producto 
de Kronecker de dos caracteres juega un papel fundamental en la teorfa 
de sistemas acoplados y en la derivacién de reglas de seleccién ([MH89, 
p.128,147]). 

Aunque existen férmulas y algoritmos para calcular c(A, »,v), nin- 
guna de ellas es completamente satisfactoria, por lo cual este problema 
se considera abierto. 

El presente trabajo es una revision de los resultados conocidos més 
importantes sobre el tema, incluidos varios encontrados en la ultima
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década, presentados de manera unificada y con demostraciones nuevas 
de algunos de ellos. 

Debido a que la teorfa de representaciones de grupos no se imparte 
de modo generalizado en la licenciatura, fue necesario dedicar los dos 

primeros capftulos de la tesis para desarrollar las ideas basicas de la 
misma. Asf, en el primer capftulo se establecen nociones preliminares 

y se sintetizan los resultados sobre caracteres de un grupo. 

El segundo, se enfoca en la teorfa de caracteres en el grupo simétrico 
S(n). En él compilamos los elementos que, pese a ser esenciales para 

dicha teorfa, se encuentran dispersos en diversos libros y articulos. 

Ademés, incluimos resultados manejados por los especialistas en el 

tema, pero que en la bibliograffa cldsica sobre el mismo no se desa- 

trollan, como por ejemplo, la generalizacién de la Regla de Littlewood- 
Richardson. 

En suma, con el objeto de no dejar cabos sueltos, en estos primeros 
capf{tulos se presentan todos los resultados que fueron utilizados poste- 

riormente para abordar el problema antes planteado. Se incluyen sdlo 

las demostraciones de algunos de ellos, pero se buscé remitir al lector 
a las fuentes adecuadas para justificar cualquier afirmacién no probada 

a lo largo de este trabajo. 

Los capftulos siguientes se refieren al problema central de la tesis. 

En el capftulo tres se definen los ntimeros c(A, jz, v) y se presentan algu- 
nas de sus propiedades bdsicas. Asimismo, se explican ciertos métodos 

y formulas para descomponer un producto de Kronecker que se derivan 

de la Regla de Littlewood-Richardson; destaca, en especial, la descrip- 

cién de los mimeros c(A,4,v) en funcién de multitablas, tomada de 

{EV97, p.4], la cual es utilizada posteriormente para obtener las fér- 
toulas del capftulo seis. 

En el capftulo cuatro reunimos las condiciones necesarias para que 

c(A, #,v) # 0 establecidas por diversos autores en términos del ancho, 
la altura o la profundidad de estas particiones. La recopilacién de 

dichos resultados muestra que existen planteamientos diferentes sobre 
las condiciones mencionadas que, sin embargo, mantienen una. estrecha 

relacién. Por otro lado, se buscaron ejemplos para ilustrar que estas 

condiciones son necesarias, pero no suficientes, asf como para realizar 

el andlisis comparativo de los distintos planteamientos. También se 
establecen formulas recursivas para c(A, #,). 

En el capftulo cinco se describen los productos de Kronecker en 

los que las particiones involucradas son escuadras. Se da una prueba 

distinta de un resultado de Remmel [JR89, p.108] a partir de una 

nueva aplicacién de las formulas recursivas de Dvir presentadas en el 
capftulo anterior.
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En el ultimo capftulo se incluyen férmulas para calcular los ntimeros 

ir(A, uv) y c(A,H,v) en el caso en que A = p y la profundidad dev 

es menor que cinco. Cabe destacar que las formulas para profundi- 

dad cuatro son aportaciones de la autora de esta tesis e implicaron la 

realizacién de cdlculos laboriosos. 

Para concluir se anexa una bibliografia bdsica sobre el tema.
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CAPfTULO 1 

Nociones preliminares 

En este primer capitulo se establecen los conceptos preliminares nece- 

sarios para el presente trabajo, relacionados con particiones, diagramas 

y tablas de Young, grupos de permutaciones y caracteres de un grupo 

finito G. . 

1. Particiones 

Una particién es una sucesi6n \ = (\1,A2,--. ,Ar,---) de enteros 
no negativos tales que A; > Ag >... > A,,..., que contiene sdlo un 

numero finito de términos no cero; las 4; son las partes de ». Por 

convencién abreviaremos la escritura de una particién del siguiente 

modo: 4 = (a, az,...), donde m; es el ntimero de partes de \ que 

son iguales a a; y omitiremos las partes iguales a cero; por ejemplo, 

(5,3, 3, 1) = (5,37, 1). La particién (0,0,...) se conoce como la parti- 

cién vacia. 

El peso de una particién 4, denotado por |A| es la suma de sus 

partes, es decir, |A| = 5°; Ai. Si |A] =n decimos que A es una particién 
de n y lo denotamos por AF n.! 

A base de particiones dadas podemos construir otras nuevas como 

las que se mencionan a continuacién. Dada la partici6n A = (Aq, A2,.--) 

la particién conjugada de » se define como 1’ = (A4,A3,--- AL.) 

donde dj = card{j|A; > i}. 
Sean A = (Aj,A2,..-) y # = (f1,H2,---) particiones. La inter- 

seccién de A y p, que denotaremos por AM p, es la particién tal que 

AQ pw = (%1,%,...) con vy, = min{r;, #;}. Por ejemplo, si tomamos 
d = (7,4,2,1) particién de 14 entonces 1’ = (4,3, 2?, 15) y por tanto 

ANN = (4,3, 2,1). Sea [A — pf = > |Ai — pi], tenemos que 
iB1 

IAL + lal — 21 9p] = So [Oe + as — min{d,, w3}) — min{d,, p49] 
i21 

= Y= fmax{ Ai, pi} — min{As, #:}] = > [Ai — wil = [A — pl 
i21 ‘1 

1En este trabajo n, m y | denotardn ntimeros naturales. 

1
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en el caso en que A y yu son particiones de n, 2|\AN wl + [A — pl = 
|A| + |#] = 2n, o enunciado de otro modo: 

Observacién 1.1. Dadas A, win, [AN pl =n- Bout, 

Diremos que una particién 4 es una escuadra si es de la forma (a, 1°) 

con a y 6 enteros a > 1 y b > 0, una escuadra doble si es de la forma 
(c,d, 2°, 1/), con c,d, e, f enteros no negativos y2<d<c. 

Dadas 4 = (Ai, A2,...) y # = (t1,H2,...) particiones se dice que 
ut esté contenida en , p C A, si py < A; para toda i. Esto da pie a 

buscar formas de comparar las particiones en la medida de lo posible; 

una manera de hacerlo es la que se da a continuacién. Consideremos 

el conjunto de todas las particiones de un natural n. Podemos definir 

en él un orden parcial de la siguiente forma: dadas \, » F n decimos 

que » domina a p cuando Ay +---+A; > i +--+; para toda i y lo 

denotamos por \ > y. Al conjunto de todas las particiones de n junto 

con este orden de dominacién lo llamaremos P(n). 

Observacién 1.2. El orden antes definido no es total, por ejemplo, 
las particiones (3, 1°) y (25) no son comparables. 

Observacién 1.3. Ab y si y sdlo si pz’ & 2’, ver el libro de Mac- 
donald [[M95, p.8]. 

Requeriremos también del llamado orden lexicogréfico en el conjunto 

de todas las particiones de un natural n, que resulta ser un orden total. 

Diremos que \ > si \ = » © bien si la primera diferencia no cero 
Ai — fi eS positiva. 

Observacién 1.4. Si 2 4 entonces p < 4. El recfproco es falso. 

Por ultimo mencionaremos algunos conceptos asociados a una par- 
ticién que se requerirén posteriormente. 

Dada A = (A1,A2,.-.) una particién, definimos el ancho de A, w(A), 

como 4, y su altura, h(A), como el niimero de partes distintas de cero 
de 4 o equivalentemente h(A) = w(i’). La profundidad de 4, d(A) es 
la suma de sus partes excluyendo la primera, es decir, d(A) = 7,9 As; 

denotaremos por 4 a la particién de d(A) que se obtiene quitando a 4 su 
primera parte, esto es, \ = (Ao, A3,-..). Por ejemplo, si A = (4,2?, 17) 
tenemos que w(A) = 4, h(A) = 5, d(A} =6 y A = (27, 1’). 

2. Diagramas y tablas de Young 

Hay una manera natural de visualizar las particiones de un nimero 
mediante diagramas.
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El diagrama de Young de una particidn d es una coleccién de cuadros 

o celdas acomodados en renglones alineados a la izquierda de modo que 

el renglén i tiene ; cuadros, por ejemplo, el diagrama de Young aso- 

ciado a la particién (3, 2, 1?) es el siguiente: 
  

  

    

    
Podemos formalizar este concepto definiendo el diagrama de Young 

asociado a A, denotado por D*, como el conjunto 

D ={(i,j)E NLS 5 SA}: 

al dibujarlo se adopta la convencién, como en las matrices, de que la 
primera coordenada i (que indica el renglén) crece conforme bajamos y 

la segunda coordenada j (que indica la columna) aumenta al movernos 

de izquierda a derecha. 
Le llamaremos tabla a cualquier llenado de las celdas de un diagrama 

de Young con enteros positivos; \ seré entonces la forma de la tabla. 

Una tabla semiesténdar es una tabla tal que: 

1. Sus renglones son débilmente crecientes. 
2. Sus columnas son estrictamente crecientes. 

Una tabla esténdar es una tabla semiesténdar cuyas entradas son los 

mimeros de 1 a n (siendo n el peso de la particién en cuestién) presentes 
una sola vez.? Por ejemplo, dada 4 = (6, 4,3, 2), 
  

  

    
  

  

    
    

i[2]3]31415] [3,7 [27375] 
2/3|4[8 2[5} 10/14 
4/4|5 > patsy 
5[7 6/9             
  

  

son tablas semiestandar y estandar respectivamente, de forma 4. 

El Uenado canénico de un diagrama se da colocando los nimeros de 
1 an de manera creciente, de izquierda a derecha y comenzando por el 

primer renglén. El llenado candnico del diagrama del ejemplo anterior 
es: 
  

  

    

1[2|3] 4156] 
7/8] 9 [10 
11 { 12] 13 

14 [15 
  

          

2E1 nombre genérico para todos estos tlenados es el de tablas de Young, aunque 
a veces el término tabla de Young denota lo que en este texto se define como tabla 

semiestandar [WF97, p.2]. 
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La descripcién de estos datos combinatorios en el plano permite 
tener construcciones simples y utiles con las cuales se pueden visualizar 
ciertas propiedades de las particiones. Por ejemplo, podemos obtener 
 girando el diagrama asociado a A sobre su diagonal principal? y 
tomando la particién correspondiente a este nuevo diagrama: 

| Od 
A= (3,2,12) & Ww m N= (4,2,1). 

  

  

  

    

      

    LJ     
También es posible determinar cudndo una partici6n domina a otra 
analizando sus correspondientes diagramas: \ > y si y sélo sik = 20 
bien D* puede obtenerse de D“ moviendo cuadros que se encuentran 
en el extremo derecho de algtin renglén y colocdndolos en el extremo 
derecho de renglones superiores. Por ejemplo, dada p = (4, 17) se tiene 
que: 

  

a               

son todos los diagramas que se obtienen de D* mediante el procedi- 
miento antes descrito; asf, {A+ 6|\ & ys} = {(4, 17), (4, 2), (5,1), (6}}. 

Dadas 4 y p particiones tales que » C 2 el diagrama sesgado de 
forma X/1 es el diagrama que se obtiene de remover el diagrama de 
del diagrama de A que lo contiene. Una tabla sesgada semiesténdar es 
un llenado de un diagrama sesgado con enteros positivos de forma que 
se cumplan las propiedades 1 y 2 antes mencionadas. Por ejemplo, si 
A = (57, 4,3,2) y » = (47,1) el diagrama sesgado de forma A/j y una 
tabla sesgada semiestdéndar de forma A/j se muestran a continuacién: 

6 
, 2/44 Q) 

2/3[6 
5|6 

  

      

    

  

              
  

Observamos que al tomar pz como la particién vacfa, A/p = » asf que 
hemos generalizado la definicién de tabla semiest4ndar mencionada an- 
teriormente. 

3Este diagrama se conoce como el diagrama transpuesto de D>.



2. DIAGRAMAS Y TABLAS DE YOUNG 5 

Un diagrama sesgado de forma \/} es una tira horizontalsi X, — py <1 
para toda i. Por ejemplo: 

  

    

  LI 
Diremos que un diagrama sesgado FE es conezo si dos cuadros cua- 

lesquiera en & pueden ser conectados por una sucesién Zo, 2}, ..., Zm 

de cuadros en E donde z;_; y 2; tienen un lado en comin para toda i. 

A Ese le llama una escuadra sesgada cuando es un diagrama conexo 

y no contiene bloques de 2 x 2, por ejemplo: 

  

      

    

    
A un subconjunto FE de un diagrama de Young D se le Nama una 

escuadra sesgada especial si es una escuadra sesgada que tiene al menos 
un cuadro de la primera columna de D. Diremos que una tabla T es 
una tabla de escuadras sesgadas especiales cuando: 

1, Sus columnas y renglones son débilmente crecientes, y 
2. Todas las i en T forman una escuadra sesgada especial.4 

Por ejemplo, 
  

ws
: eo 

  

  oe
 

» 

  

      PB
! 
C
O
]
 
C
O
]
 

Re 

Ha
] 

Bs
] 
C
o
]
 
G
o
 

a
 

  

we
} 
G
o
]
 G
o
]
 
D
O
T
 

4]
 

4 

es una tabla de escuadras sesgadas especiales. 
El signo de una tabla T de escuadras sesgadas especiales con es- 

cuadras sesgadas F se define como: 

sgn(T) = T] (1h 
EeT 

        

con h(E) el niimero de renglones de E. En el ejemplo anterior tenemos 

sgn{T) = (—1)°(~1)°(-1)3(-1)8 = 1. 
Fijémonos ahora en los nimeros que Ilenan un diagrama para, for- 

mar una tabla. Dado 7 = (m,72,...,7-) un vector de enteros no 
negativos diremos que una tabla T de forma \/p tiene contenido = si 

‘Esta definicidn es la que presenta Sagan en [BS91, p.181).
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i aparece 7m; veces en el Ilenado de T. El contenido de la tabla del 

ejemplo (1) es (0, 3,1, 2,1, 3). 

A cada tabla sesgada T se le puede asociar una palabra w(T) 

leyendo los nimeros que aparecen en T de derecha a izquierda comen- 
zando por el primer renglén. En el ejemplo (1) tenemos que 

w(T) = 2644263265. 

A una palabra w(T) = w,w...w, se le llama una permutacién de 

celosta® cuando la cantidad de veces que aparece el mimero j hasta un 

momento arbitrario de la palabra es mayor o igual al mimero de oca- 

siones que aparece j + 1 hasta dicho momento, es decir, si m;(w<,) de- 

nota el numero de veces que ocurre el simbolo j en Ja palabra w,w2 ... w,, 

w(T) seré una permutacién de celosfa cuando 

m;(wer) < mj_1(we,) para toda 1 <r < s y para toda j > 2. 

Por ejemplo, la palabra 11232 es una permutacién de celosia. 

Sea x = (m,72,...,7%,-) un vector de enteros positivos tales que 
Mt +... +a, = ny pi) + 7m para toda i. Una sucesi6n T = 

(T,,Te,... ,T;) de tablas es una multitabla de Littlewood-Richardson 

de forma X/u , contenido (p(1), p(2),... ,p(r)) y tipo m ( ver [EV97, 
p.3]), si: 

1. Existe una sucesién de particiones 

w=X(0) CAI) C--- CAT) =A 

tal que |A(i)/A(i — 1)| =; para todal <i<ry 
2. Para toda 1 <i < r, 7; es una tabla semiestandar de forma 

A(i)/Mé— 1) y contenido p(i), tal que w(T;) es una permutacién 
de celosfa. 

iq) [1] | 
; {3{ 2], 1 

22 7213 
34 

es una multitabla de Littlewood-Richardson de forma (5?, 4,3, 2), con- 

tenido ((3, 2), (2, 17), (5,27, 1)) y tipo (5,4,10). Es comin representar 

Por ejemplo, 

  
  

                
  

  
  

        

5En inglés el nombre usado es lattice permutation, dado que desconozco si existe 

ya alguna traduccién de este término utilizaré lo que me ha parecido la traduccién 

més apropiada al espanol.
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la multitabla del siguiente modo: 
  

  

  
  

        

1{1j,1]1] 4 

21213, 2) 2 

1{i| 1} 1 

1{2|3 

34         
Estamos ahora en condiciones de definir los lamados coeficientes 

de Littlewood- Richardson que son bésicos en el desarrollo del problema 

a tratar: 

Definicién 1.5. Sean \F n, ub mcon m <n, pi) una particién 

para toda 1 < i < 1, con |p(1)| + |p(2)| +... + le(r)]| = n-—m 

Denotaremos por oh, o(2),..,e(r)) a ntimero de multitablas de Little- 

wood-Richardson de forma A/y y contenido (p(1), p(2),... ,e(r)). Si 

ug A definiremos clay, al2)s..,p(r)) COMO Cero. 

Observacién 1.6. El caso mds usado se da cuando yp es la parti- 

cién vacfa y r = 2. En éste, para que Coa), (2) (que por comodidad se 

escribiré como ony (2)) Sea distinto de cero se requiere que p(t) Cd. 

La contrapuesta de dicha afirmacién es falsa. 

. Mu — pA 

Observaci6n 1.7. c(501),6(2),..,o(7)) = St0(1).0(2).-- 06r))" 
Otros nuimeros importantes que se requeriran en el desarrollo de 

este trabajo son los denominados ntimeros de Kostka: 

Definicién 1.8. Sean X tn, pb] mconm<n,vtn-m. Si 
p © A denotaremos por K,,, al mimero de tablas semiestandar de 

forma A/p y contenido v; en caso de que # ¢ A definiremos Kyjyy 
como cero.® 

En general se usan estos mimeros en el caso en que p es la particién 

vacia. 

Observacién 1.9. K), = 1 para toda AF n. 

Ademés, si Ky, # 0 entonces existe una tabla semiestandar T de 

forma 4 y contenido v, por lo cual para cada r > 1 hay +--+ + 

stmbolos menores o iguales a r en T’ que deben estar en los primeros r 
renglones. Entonces 1) +--- +, < A, +---+ A, para toda r, es decir, 

v <4. Esto se resume en el siguiente enunciado: 

Observacién 1.10. Si Ky, #0 entonces AB v. 

6Esta es la definicién que presenta Macdonald en ([IM95, p.73]. 
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Usando lo anterior y la observacién 1.4 se tiene también lo siguiente: 

Observacién 1.11. Si \ < v entonces Ky, = 0. 

La matriz de tamafio n x n que tiene por entradas a los nimeros - 
Ky, con A y v particiones de n, con columnas y renglones arreglados 

en orden lexicogrdfico decreciente se llama la matriz de Kostka y la de- 
notaremos como K := (K),). Por las observaciones 1.9 y 1.11 sabemos 
que K es una matriz unitriangular superior. Denotaremos por K~! 

a su inversa y por KS» a las entradas de ésta. Existe una formula 
explicita para calcular estos coeficientes dada por Egecioglu y Remmel 
en [ER90): 

Teorema 1.12. Sea C' el conjunto formado por todas las tablas 

de escuadras sesgadas especiales de forma v y cuyo contenido es un 

reordenamiento de X. Entonces: 

Ko» = YS sgn(T). 
TEC 

3. El grupo simétrico 

Una permutacién de un conjunto A es una funcién biyectiva de A en 
A. Si A es no vacfo denotaremos por S', al grupo formado por todas las 

permutaciones de A, con la composicién de funciones como operacién 

binaria. Cuando A es el conjunto finito {1,2,... ,n}, el grupo de todas 

las permutaciones de A es el grupo simétrico de n letras y se denota 
por S(n). 

Como es costumbre, denotaremos por (a;a2---a,), con a; € A para 

toda i y a; # a; para toda i # j, al elemento de S(n) que manda a a; 
en aj4, paral <i <t—1, aa en a, y deja fijos a los demas elementos 

de A. La composicién de tales elementos, llamados ciclos, se hard de 
derecha a izquierda’, por ejemplo, en S(8) : 

(1456)(215) = (16)(245). 

Toda permutacién en S(n) tiene una descomposicién en ciclos ajenos, 

como se prueba en el libro [JF87, p.50] podemos entonces escribir a 
cualquier o € S(n) como 

o = (al---ah.)(ad---a2,)--- (af ---af.) 

con ky > ky > +++ > ky, a} € AVi,jy {aj,--- a }N{al,--- ah }= 
Vi #7. A (ky,-.. ,ks) se le llama la forma cfclica de o. 

7Existen muchos autores que manejan la composicién de izquierda a derecha, 

en cuyo caso (1456)(215) = (142)(56).
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Un ciclo (a;a2) con a, # ag es una transposicién. Como observa 

Fraleigh en [JF87, p.53], toda permutacién puede expresarse como 

producto de transposiciones. Definimos entonces el signo de 0 € S(n), 
sgn(c), como 1 sia puede expresarse como producto de un nuimero par 

de transposiciones y como —1 en caso contrario. 
La clase de conjugacién de o en S(n), denotada por conjs(ny(a), es 

el conjunto de todos los elementos de la forma pap™! con p € S(n), y 
consiste de todas las permutaciones en S(n) que tienen la misma forma 
cfclica que ¢ como se prueba en [JL93, p.110]. Por ejemplo, las clases 

de conjugacién de $(4) son: 

{1}, {(12), (18), (14), (23), (24), (34)}, 

{(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)}, 

{(12)(34), (18)(24), (14){23)} y 

{(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)} 

cuyas formas cfclicas asociadas son (1,1,1,1), (2,1,1), (3,1), (2,2) y 

(4) respectivamente. 
Dada una tabla de Young T donde el lenado se realiza con ntimeros 

menores 0 iguales a n y o € S(n) podemos construir una nueva tabla 

oT poniendo el nimero oi en el cuadro de T donde aparecfa i, por 

ejemplo, 

    

es
 

3] 
entonces (123)(76)T = 

1]. 
    

fe
     siT =     

        f
o
l
n
]
~
 

me
 

[
o
f
e
s
 

OH
] 

bo
 

Lo anterior define una accién de S(n) en el conjunto de tablas de Young. 
Dada una tabla de forma A = (\1,... ,A,} podemos preguntarnos qué 

elementos del grupo simétrico preservan los renglones de la tabla, es 

decir, actian en ella sin intercambiar ntimeros de distintos renglones. 

La respuesta es que este conjunto resulta ser isomorfo a un producto 

de grupos simétricos de la forma S(A,) x S(A2) x --- x S(A,). De modo 
mas general, dado un vector 7 = (m,...,%,), CON M +--+ +7, = 7, 

el correspondiente subgrupo de Young de S(n) es el conjunto de todas 

las permutaciones en el grupo simétrico que preservan la particién 

{1,...,m}Uf{mt1,...,m +tmpu---Ufn—7,+1,...,n}. 

 



10 1. NOCIONES PRELIMINARES 

El subgrupo de Young asociado am, denotado por S(m) = S(m,... , Tr) 
es entonces 

S(t) = Soy.my X Stati. mm} X00 * Stamey tt... sn} 

S(m) x S(m2) x --- x S(t) Me 

Por tiltimo mencionaremos una propiedad del grupo simétrico cono- 

cida como ambivalencia. Consideremos ¢ = (a)a2-++a,) un ciclo en 

S(n) (con k <n). Mediante un cédlculo directo podemos ver que 

(ap ax) . += @2Q) (a, a2 +++ @Qp-10K) = (0,02 +++ 4) (@x04-1°- +01) = 1, 

de donde o~! = (a,a,_1---@). Probemos ahora que o y o~! son conju- 

gados en S(n). Si k es par tomemos p = (a,a,)(a2a%~-1) +: (ax Og 41) y 

si k es impar definamos p = (a)a,)(@2a,-1)--- (a4-1 0443). En cualquier 

caso se tiene que 

pop- = (p(ai)p(a2)- +» plax)) = (axan-1---a1) = 07%, 
donde la primera igualdad se obtiene de un resultado que se puede 

revisar en [JL93, p.109]. 
Sabemos que cada o en S(n) se descompone como producto de 

ciclos ajenos, 9 = 0)...0,. Por lo anterior existen p,,... ,p, € S(n) 

tales que pjo,p,' = a7! para toda i € {1,... ,t}. Usando el hecho de 

que ciclos ajenos conmutan y observando en Ja construccién del parrafo 

anterior que las p; son ajenas, tenemos lo siguiente: 

(pr... pr)o(pe?...py') = proipy?... owe? = op! ...aph = or}. 
Todo elemento de S(n) es por tanto conjugado de su inverso en el grupo 
simétrico. Se dice entonces que S(n) es un grupo ambivalente. Como 
consecuencia se tiene lo siguiente: 

Observacién 1.13. Sea y = (41,%2,... ,%) un vector de entradas 

enteras positivas. El subgrupo de Young asociado, S(y), es ambiva- 
lente. 

4. Caracteres 

Definicién 1.14. Se dice que p es una representacién por matrices 
del grupo finito G si es un homomorfismo del grupo en el grupo de 

matrices invertibles de tamafio n x n, p: G + GL(n,C) (en este caso 
trabajaremos con el campo de los ntmeros complejos i.e. C = C). 

La importancia de las representaciones radica en la posibilidad de 

estudiar al grupo G a partir de su imagen bajo el homomorfismo p.
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Existe un concepto fntimamente ligado a las representaciones que 

constituye de hecho una forma alternativa de estudiar los homomorfis- 

mos antes mencionados: 

Definicién 1.15. Sea M un grupo abeliano con notacion aditiva 

y Rum anillo. Diremos que M es un R-médulo izquierdo si es posible 
definir un producto rm de manera que la aplicacién de R x M en M 

dada por (r,m) ++ rm cumpla las siguientes propiedades: 

1. r(my + m2) = rm, + rm, 

2. (ri trejm =rym+rom 

3. (rire)m = ri(rem) 
4. 1m=m 

para toda m,m,m2 € M,1,11,r2 € R, siendo 1 el elemento identidad 

del anillo #8 
Andlogamente M es un R-médulo derecho si es posible definir un 

producto mr de manera que la aplicacién de M x Ren M dada por 

(m,r) + mr cumpla las siguientes propiedades: 

1. (my + m2)r = myr + mer 
2. m(r1 +12) = mr; +mr2 

3. m(rire) = (mri)re 

4.ml=m 

para toda m,m,m2 € M,71,1r1,r2 € R, siendo 1 el elemento identidad 

del anillo FR. 

Cuando no se especifique si un médulo es derecho o izquierdo en- 

tenderemos que se trata de un mddulo izquierdo. 

Observacién 1.16. Cuando R es un algebra sobre un campo C y 

M es un R-mddulo izquierdo, M tiene una estructura de espacio vec- 

torial si definimos un producto por escalar del siguiente modo: am = 

(a@1)m, donde a € C,m € M y 1 es el elemento identidad del Algebra 

R. Lo mismo ocurre para los R-mddulos derechos. 

En este escrito se trabajaré con mdédulos sobre un anillo muy par- 

ticular, construido a partir de un grupo G al tomar todas las sumas 

formales del tipo )),¢¢49 con ay € C, donde la suma y el producto 
estén dados por: 

> 499 + Yo bg = Yes + bs)g, 
g6G g6G géG 

8Observamos que si R es ademés un grupo multiplicativo, el producto rm define 

una accién de este grupo en A/.
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Yo ag9 > 299 = S> andag 
geG gC h,heG 

hh=g 

con a,,b, € C para toda g € G. Esta estructura es de hecho un Algebra 
asociativa, conocida como el dlgebra de grupo y denotada por C{G]. 

A partir de este momento trabajaremos sélo con C[G]-médulos que 
sean espacios vectoriales de dimension finita. Los C[G]-médulos juegan 
un papel primordial debido a que se encuentran en correspondencia 
con las representaciones de G sobre C. Veamos ahora cémo es tal 
correspondencia: 

i) Dada p : G > GL(n,C) una representacién de G sobre C, V = 

C™ puede ser visto como un C(G]-médulo si definimos gv := p(g)». 
ii) A la inversa, si tenemos V un C{G]-mddulo de dimension n, 

tomamos % una base de V, T, : V — V tal que T,({v) = gu y definimos 

p:G—GL(n,C) como p(g) := [Ty]4. De este modo p resulta ser una 
representacién del grupo G. 

Como sefialamos antes, dada una representacién p : G  GL(n,C) 

es posible estudiar al grupo a partir de un subgrupo de matrices (su 
imagen bajo el homomorfismo p); més atin, es posible estudiarlo en 

términos de la traza de dichas matrices. Esto da lugar a lo siguiente: 

Definicién 1.17. Dada p : G + GL(n,C) una representacién de 

G, el cardécter asociado a p es la aplicacién x : G > C tal que x(g) = 

tr [p(9)}. 
De acuerdo a Jo que se observé anteriormente el correspondiente 

enunciado para médulos es: 

Definicién 1.18. Dado V un C[G]-mddulo se define x el canicter 
de V como la aplicacién x : G — C donde x(g) = tr(T,}., siendo B 
una base de V. 

Observacién 1.19. (g) no depende de la base de V elegida. 

La posibilidad de trabajar con caracteres en vez de hacerlo directa- 
mente con mddulos radica en la estrecha relacién que existe entre estos 

dos conceptos como se puede apreciar en el siguiente resultado cuya 
prueba aparece en [(JL93, p. 143]: 

Teorema 1.20. Sean U y V dos C[G]-mddulos con caracteres xu 
y Xv Tespectivamente. Entonces U y V son isomorfos como C[G]- 
médulos st y sdlo si xy =xv- 

El estudiar un objeto en términos de ciertos elementos que no 
puedan descomponerse a su vez en estructuras mds pequefias es un
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procedimiento muy usado en matemiaticas. Siguiendo esta idea tene- 

mos: 

Definicién 1.21. Un subgrupo W de V se llama un C(G]-submo- 
dulo de V cuando gw € W para toda w € W y g € G, esto es, es 

un subgrupo de V donde la multiplicacién por elementos del grupo es 

cerrada. 

Definicién 1.22. Se dice que un médulo V # {0} es irreducible 
o simple si sus tnicos submédulos son {0} y V; una representacién 

p es irreducible si su correspondiente médulo lo es. Andlogamente el 

cardcter x de un C[G]-médulo es irreducible si dicho médulo lo es. 

Uno de los resultados mds importantes en la teorfa de las repre- 

sentaciones es el llamado Teorema de Maschke, ya que reduce dicha 

teorfa al estudio de los C[G]-médulos irreducibles. A continuacién ex- 
plicaremos sus consecuencias y enunciaremos sin prueba este resultado, 

el cual puede revisarse en [JL93, p.70-75]. 

Teorema 1.23. Sea G un grupo finito y V un C[G]-médulo® Si 
U es un C[G]-submddulo de V entonces existe un C{G]-submddulo de 
V, W, tal que 

V=UeW. 

Para trabajar en condiciones en que podamos aplicar el teorema 

anterior, de aqui en adelante consideraremos sélo grupos finitos. 

Definicién 1.24. Se dice que un C{G]-médulo V es completamente 
reducible si se puede descomponer como suma directa de C[G]-subm6- 

dulos irreducibles, es decir, si V = U; @--- @U,, donde cada U; es un 

C[G}-submédulo irreducible de V. 

Como consecuencia del Teorema de Maschke tenemos que todo 

C[G]-médulo no cero es completamente reducible. 
El algebra de grupo C{G] es en s{ misma un C[G]-médulo; por lo 

anterior se descompone como la suma de C{G]-submédulos irreducibles 

C[G]|="10---@U, 
y resulta ser que todo C[G]-médulo irreducible es isomorfo a alguno de 
los U;, ver [JL93, p.91]. Tenemos asf que hay solamente un ntimero 

finito de C[G]-médulos irreducibles no isomorfos. Entonces, dado G 
siempre es posible hallar C[G]-médulos U,,... ,U, tales que U; % U; 

Vi # j y todo C[G]-médulo irreducible es isomorfo a algun U;. Se dice 

9EI resultado puede escribirse de manera mas general, ya que es vdlido si en vez 

de trabajar con C se toma cualquier campo C tal que su caracterfstica no divida al 
orden del grupo.
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en tal caso que {Uj,... , Ux} es un conjunto completo de C[G]-moddulos 
irreducibles no isomorfos [JL93, p. 101}. Agrupando los médulos 
que aparecen repetidos, cualquier C[G]-médulo V se puede escribir del 
siguiente modo: 

V =d,U; ® dU. @--- Bd,Uy, con d; € N para toda 1 <i < k. 

Podemos considerar x1,... , 4 los caracteres correspondientes a dichos 
médulos que son todos los posibles caracteres irreducibles del grupo G. 
Entonces, si xy es el cardcter asociado al C[G]-médulo V tenemos que 

xv = 4x1 + doxo +--+ +dexe, cond; € N paratodal <i<k 

por lo que {x,}*_, genera al conjunto de todos los caracteres asociados 
a un grupo G. 

Se puede probar que un cardcter es una funcidn de clase, es decir, 

constante en clases de conjugacion, ver [JL93, p.119]. Podemos definir 

ademés un producto interno de caracteres como sigue: 

Definicién 1.25. Dados ¢ y w caracteres de G, el producto interno 
de d y w esté dado por 

(OW) = gy =. 9)09)- 
geG 

E] producto interno de dos caracteres puede darnos mucha infor- 

macién como se aprecia en el resultado enunciado a continuacién cuya 
demostracién se encuentra en [JL93, pp.141,143}: 

Teorema 1.26. Si yw son caracteres irreducibles de G entonces 

(0,0) = Sy 
més atin, un cardcter en G es irreducible si y sdlo si (¢,¢) = 1. 

Con lo anterior obtenemos que {x;}£, es un conjunto ortonormal 

que genera al conjunto de todos los caracteres de G. La cardinalidad 

de este conjunto, k, es precisamente el ntimero de clases de conjugacién 
de G [JL93, pp. 119,152]. 

Observacién 1.27. Si xy = dix1t+dexe+-::+dex, es el cardcter 

asociado al C[G]-médulo V entonces (xv, xi) = di para todal <i<k. 

Observacién 1.28. x; corresponderé a la llamada representacién 

trivial de G, i.e. p; : G + GL(1,C) con pi(g) = (1) Vg € G, por lo 
cual x, :G— C con xi(g) =tr(1) =1 Vg EG. 

Dados dos caracteres de G, xu y xv, asociados a C[G]}-médulos UV 
y V respectivamente, es natural considerar la funcién yy xy definida 

como xuxv(g) := xu(g)xv(g); con esta construccién obtenemos una
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funcién de clase pero no es evidente ver que se trata en realidad de un 

carécter. En este punto es necesario introducir un nuevo concepto, el 

producto tensorial, para formar a partir de U y V el C[G]-médulo cuyo 

cardcter sea precisamente dicha funcién de clase. 

4.1. Producto tensorial. Daremos a continuacién una construc- 

cién general del llamado producto tensorial. Sean R un anillo, U un 

R-méddulo derecho y V un R-mddulo izquierdo. Obtendremos a partir 

de ellos un grupo abeliano denotado por U @ V al que llamaremos 

el producto tensorial de U y V sobre R. Requeriremos del siguiente 

concepto: , 

Definicién 1.29. Dados R un anillo, U un R-mddulo derecho, V 

un R-médulo izquierdo y P un grupo abeliano con notacién aditiva, 
diremos que f : U x V > P es una aplicacién R-balanceada si ocurre 

que: 

1. flu + tz, ¥) = f(u,) + f(u2,v), 

2. f(u,v +2) = f(u,r) + f(u, v2), 
3. f(u,rv) = f(ur,v), 

para toda r € R, uw, U2 € U, 11,02 € V. 

Definamos F' como el grupo abeliano con notacién aditiva que con- 

siste de todas las sumas formales finitas SY iui, ¥y) con 4; € Z, 

i 

(ui,vj3) EU x V. 
Sea H el subgrupo de F generado por las sumas formales 

(ur + Ue, v) — (ui, v) — (ua, v), 

(u,v1 + v2) — (uu) — (u, 2%), 

(u,rv) — (ur, v) (2) 
para toda r € R, u,u2 € U, v1,% € V. El cociente F/H es el pro- 

ducto tensorial de U y V sobre Ry lo denotaremos como U @ V. La 

demostracién detallada de este hecho y las propiedades que se men- 

cionardn a continuacién aparecen en {CR62, pp.59-73]. . 

El producto tensorial esta determinado de modo tinico por las si- 

guientes propiedades: 

1. U@V es un grupo abeliano. 
R 

2. Existe ft: UxV—>U g V una aplicacién balanceada tal que 

todo elemento de U g V es de la forma S> tui, v5) con u € U 
ig 

yu eV.
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3. Dado P un grupo abeliano con notacién aditiva, toda aplicacién 
R balanceada f : U x V — P puede ser factorizada a través de 

U g V, es decir, existe un homomorfismo f* : U g V — P tal 

que el siguiente diagrama conmuta: 

UxVv f P 

oN | 
USV 

R 

Denotaremos por u®v a Ja clase lateral (u,v) + H. Se sigue de las 

relaciones dadas en (2) que 

    

(uy + u2) Sv =u @vu+uz.®@y, 

us (y+) =uQvy+u@v, 

u@rv=ur@v 

para todar € R, uj, ue CU, u,m EV. 

Tomemos ahora U y V C[G]-médulos y consideremos su producto 

tensorial sobre el campo C, U @ V. Bajo la accién definida por 

gu @v) = gu gv, 
extendida linealmente a elementos en el Algebra de grupo, tenemos que 

U @ V es un C[G]-mddulo.!° 

Retomemos ahora la idea que motivé la construccién del producto 

tensorial en el presente trabajo. Siendo U g V un C[G]-médulo como 

se observé lf{neas arriba, tiene sentido considerar su cardcter asociado: 

Definicién 1.30. Dados U y V C[G]-médulos, xy y xv sus carac- 
teres correspondientes, el producto de Kronecker de xu y xv, denotado 

por xy ® xv es el cardcter del C(G]-mddulo U ® V. 

Estudiando cémo son la representacién p asociada al C[G]-médulo 
U @ V y la estructura y traza de la matriz p(g) para g € G, podemos 

saber cémo es el cardcter previamente definido. Se tiene asf el siguiente 
resultado, probado en [JL93, p.192]: 

10Fsta definicién no implica que a(u % v) = au av para toda a € C[G], de 
hecho esto ultimo no da a U g V estructura de C[G]-médulo ya que no es una 

aplicacién bien definida; es por ello que se define primero la accién del grupo y 

después se extiende al Algebra de grupo.



4. CARACTERES 17 

Teorema 1.31. Sean U y V C[G]-médulos, xu y Xv sus caracteres 
correspondientes, el producto de Kronecker de xu y xv, se comporta 

del siguiente modo: (xu ® xv) (9) = xu(9)xv(g) para toda g € G. 

Algunas propiedades del producto de Kronecker que se desprenden 

del teorema anterior son las siguientes: 

Teorema 1.32. Sean y, , € caracteres deG ya un natural. En- 

tonces: 

L. (POP @E=HO(¥Os), 

2. p@p=YPey, 
3. ~O(Y+E) = POvtyos, 
4. p ® (ap) = (ay) @ p = ale @ ¥). 

Hemos definido asf un producto de caracteres asociados a un mismo 

grupo. Si ahora tomamos otro grupo H, U un C[G]-médulo y V un 
C[H]-médulo, el producto tensorial U g V puede ser visto como un 

C[G x H] médulo mediante la llamada accién diagonal: (g,h)u@v := 
gu@hv. 

Definicién 1.33. Dados U un C[G]-médulo y V un C[H]-méddulo, 
xu Y Xv sus caracteres correspondientes, el producto xy x xv ¢s el 

caracter de U g V visto como C[G x H]-médulo a través de Ja accion 

diagonal. 

El comportamiento de dicho producto queda descrito con el siguien- 

te resultado (ver [DK73, p.97]): 

Teorema 1.34. Si U es un C[G]-mddulo y V un C[H]-médulo, 

se tiene que (xu x xv) (9,4) = xu(g)xv(h) para toda pareja (g,h) € 
GxdH. 

De aqui que: 

Teorema 1.35. Sean G y H grupos, y, ~ caracteres de G, &, ¢ 

caracteres de H y a un natural. Entonces: 

lL px(E+C)=pxEtyx?, 
2. (pty) xE=pxl+yxé, 
3. p x (a€) = (ay) x f= aly x €), 
De la definicidn del producto interno de caracteres y el Teorema 

1.34 tenemos lo siguiente. 

Teorema 1.36. Dados G y H grupos, ¢ y  caracteres de G, & y 

¢ caracteres de H, se tiene que 

(6x €b x C) = (6, 8) (6,0).
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Finalmente enunciaremos un resultado que involucra a los dos pro- 

ductos de caracteres que se han definido hasta el momento, consecuen- 

cia de los Teoremas 1.31 y 1.34: 

Teorema 1.37. Sean G,, Go,...G, grupos, con y;, W; caracteres 
en G; paral <i<p. Entonces: 

(Yr K +++ X Gp) Br x & Up) 

= (91 Ser) X--+ X (Hp @ vp) 

En el siguiente capitulo se trabajar con estos dos productos de ca- 

racteres aplicados al grupo simétrico y se introduciré un tercer producto 

para este caso particular. 

4.2. Médulos inducidos y restringidos. Consideremos a H co- 

mo un subgrupo de un grupo G. Si W es un C[G]-médulo podemos 
restringir la accién de G a los elementos que pertenecen a H para ver 

a W como un C[H]-médulo. 

Definicién 1.38. Dados W, un C[G]-médulo, y H un subgrupo de 

G, la restriccién de W de G a H, ResG(W), es el C[H]-médulo que se 
obtiene al restringir la accién de G en W al subgrupo H. Si xw es el 

cardcter del C[G]-médulo W, entonces Res (xy) denotard al cardcter 
de la restriccién de W deG a H. 

Observacién 1.39. Res$(xw)(h) = xw(h) para toda h € H. 

Si ahora tenemos V un C[H]-médulo, es posible construir un C[G]- 
médulo utilizando el producto tensorial: 

Definicién 1.40. Dados V, un C[H]-médulo, y H un subgrupo de 
G, la induccién de V de H a G designada por Ind§(V) se define como 

el C[G]-médulo dado por: 

IndG = nd#(V) := C[G] fh Vv 

con la accién g(a @ v) := ga @v para todo g €E G, aE C[G}, ve V. Si 
xv es el cardcter del C[H]-médulo V, entonces Ind$(xy) denotaré al 
cardcter de la induccién de V de Ga H. 

Existe una f6rmula para la evaluacién de este cardcter en un deter- 

minado elemento del grupo G; como no se ocupard para el desarrollo 

del presente trabajo remitiremos al lector interesado en ella al libro de 

James y Liebeck [JL93, p.232]. 
Hasta ahora hemos trabajado con caracteres asociados a un deter- 

minado grupo, pero es factible tomar combinaciones lineales enteras
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de caracteres para trabajar en un marco mds general; aunque dichas 
combinaciones son también funciones de clase (i.e. constantes en clases 
de conjugacién) no son necesariamente caracteres asociados a un cierto 

médulo.!? El conjunto de todas estas combinaciones lineales es un 
anillo como consecuencia del Teorema 1.32. 

Definicién 1.41. Sea {x:}#, un conjunto completo de caracteres 
irreducibles de un grupo G. Al conjunto 

k 
R(G) := o> aixila; € Z} 

junto con las operaciones 

k k k 
(x. oa) + (>> Axx) = lai + Bix: 

i=] i=1 

k k 

(> ons] ® (> Aas) = So (0:8;)xi Qx; 
i=1 i=l aj 

se le conoce como el anillo de caracteres del grupo G. 

El producto interno de caracteres se extiende de manera natural a 

elementos de R(G). 

Observacién 1.42. {x,}£, es una Z-base ortonormal del anillo de 
caracteres del grupo G. 

Debido a la observacién anterior tenemos que: 

k k k 

(> OX: Sax) = Sai} (xixs) = Yo ashi. (3) 
i=1 i=l iy f=1 

Observacién 1.43. Si ¢ y # son caracteres entonces (¢,%) > 0. 

Extendemos también de modo lineal la induccién y la restriccién 
de caracteres!?: 

k k 
Resi; (> ons] = S> aiResf (x:) 

i= i=l 

k k : 

Ind& (x: ons] = Ss a;Indg (xi) - 

i=1 t=] 

114 una combinacién lineal entera de caracteres se le llama un caricter virtual. 
12F sta extension es posible ya que para V; y V2 C[H]-médulos se tiene que 

Ind§ (Vi @ Ve) y Ind} (Vi) & Ind (V2) son isomorfos como C[G]-médulos debido a 
las propiedades del producto tensorial probadas en [CR62, p.64]; esto es andlogo 
para la restriccién de médulos.
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Terminaremos este capitulo con algunos resultados que se requeririn 
posteriormente; el primero es un resultado cldsico de caracteres cono- 

cido como el Teorema de reciprocidad de Frobenius que relaciona los 
conceptos de induccién y restriccién. 

Teorema 1.44. Sean G un grupo y H un subgrupo deG, ¢ € R(H) 
yw € R(G) se tiene que’: 

{Ind} (9), ¥) = (6, Res#()) - 
Otro resultado obtenido por Frobenius, cuya prueba aparece en 

[CR62, p.268], es: 

Teorema 1.45. Sean H un subgrupo de un grupo G, ¢ € R(H) y 
p € R(G). Entonces: 

Ind (4) @ p = Indy (Resf(p) @ @) . 
A continuacién se presenta una aplicacién del Teorema 1.44 que 

resultard util posteriormente al aplicarlo al grupo simétrico. 

Teorema 1.46. Sean H y G grupos con H un subgrupo de G. 

Supongamos que cada elemento de H es conjugado en H a su inverso 
(i.e. H es ambivalente). Sean @ y w caracteres de G y 1y el cardcter 

trivial de H. Entonces: 

(Indj(1u),@@¥)= > (Resi(¢), x) (Resi (¥), x) - 
x carécter 

irreducible de H 

DEMOSTRACION: 
Utilizando e! Teorema de reciprocidad de Frobenius 1.44 y la defi- 

nicién del producto de caracteres 1.25 tenemos que 

(Indi(1n), Ov) = (lar, Resfi($@¥)) = TF 7] eR) BUR) 
er 

= - pol mae )s 

donde esta ultima igualdad se da ya que €(g) = €(g7') para todo 

cardcter de un grupo y para todo elemento g del mismo (ver [JL93, 

p.123]). Por hipétesis, H es ambivalente y sabemos que los caracteres 

13La demostracién de este resultado no se incluye en este trabajo pero puede 

encontrarse en la mayoria de los libros de teorfa de caracteres, por ejemplo en 

(JL93, pp.230-231].
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son constantes en . clases de conjugacién entonces ¢(h-!) = o(h) para 

toda h € H y asf esta ultima expresion es igual a 

1 a nw") = Gy 7 Rest $(h) Rest; (v(h)) & | ket 
= (Res$(¢), Resy(¥)) . 

Por otro lado sabemos que Res%(¢) y Res(y) se descomponen en 

términos de los caracteres irreducibles de H del siguiente modo: 

Res§(g)= J (Res(¢),x) x 
x cardcter 

irreducible de H 

Resi(v)= J) (Resi(¥), x) x 
x cardécter 

irreducible de H 

y por la ecuacién (3) se tiene que: 

(Resf(4), Rest (¥)) 

= SY (Res¥(),x) (Res$(W),x) 
x cardcter 

irreducible de H 

con lo cual 

(IndG(1y),6@v)= >> (Resi($),x) (Resi(W), x) - 
x cardcter 

irreducible de H 
im] 

Finalmente concluiremos con un resultado que aplicado al grupo 

simétrico nos permitird obtener una cota para los nuimeros ¢(A, #, v) a 

estudiar en esta tesis. 

Lema 1.47. Dado ¢ un cardcter de un grupo G, se tiene que 

|e(9)l < o(1). 
DEMOSTRACION: 

Sea p la representacién asociada al cardcter ¢. Necesariamente 

p(1) = In, y por tanto ¢(1) = tr(In) = n. Sea g € G, es posible 

pensar que p(g) es una matriz diagonal ya que en caso de no serlo 
podemos hallar M € GL(n,C) tal que p(g) = M~'DM con D una 
matriz diagonal (ver [JL93, p.83]), asf que $(g) = tr (p(g)) = tr (D) = 

d,+---+d,, donde los d; son las entradas en la diagonal de D. Ademés 
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gl = 1 y p es un homomorfismo, por lo que DIGI = J,; esto implica 
que las d; son rafces de la unidad y por tanto |d,| = 1 para toda i. 
Entonces: 

lola) = Idi +--+ dal S [di] +--+ [dnl = 2 = (1). 
El enunciado que se presenta a continuacién aparece como ejercicio 

en el libro de Isaacs, [M194, p.61]: 

Teorema 1.48. Sean €, » y ¢ caracteres de un grupo G, los dos 
primeros irreducibles, entonces 

(€ @¢,¥) < (1). 
DEMOSTRACION: 

Recordemos primero que por el Teorema 1.26, como € y w son 
caracteres irreducibles, entonces (£,¢) = (#,v) = 1. 

Mediante la desigualdad de Cauchy-Schwartz, la observacién 1.43 
y la definicién del producto interior de caracteres 1.25 tenemos 

(E@o,v) < Gee. £4), o. boo £84) 
= 27 Do E(a)ot0)8 Eo)69) = x DIE) Fol)? 

Ie] g€G ~ 1G g96G 

usando el Lema 1.47 resulta que 

Eady’ < a => l&(9)?6(1)? = 6(1)? (€,€) = 62)”, 
g¢G 

de donde se concluye el resultado.



CAP{TULO 2 

Caracteres en el grupo simétrico 

En el presente capftulo se establecerdn las definiciones, propiedades 

y resultados bdsicos de caracteres del grupo simétrico. Se enunciard 

la Regla de Young y se esbozard una prueba de la Regla de Little 

wood-Richardson, mencionaremos consecuencias de este resultado que 
se requerirdn en capitulos posteriores. 

1. Caracteres asociados a una particién 

A partir de este momento concentraremos nuestra atencién en el 
grupo simétrico. En el capitulo precedente se mencioné que es posible 

hallar un conjunto completo de caracteres irreducibles de un grupo. En 

el caso del grupo simétrico S(n) tal conjunto se construye a través de 

tablas asociadas a las distintas particiones de n, de la siguiente manera: 
Dada 4 + n, sea T° la tabla estandar de forma 4 con llenado 

canénico. Consideremos el elemento de C[S(n)] 

e(T):= > sgn(p)op 
oéR(T*) 
pec(T) 

conocido como simetrizador de Young, donde 

R(T’) := {o € S(n)|o preserva los renglones de T*} 

C(I) := {p € S(n)|p preserva las columnas de T*}. 

C{S(n)]e(T) es un $(n)-mddulo con el producto o(pe(T*)) = (ap)e(T*) 
para o € S(n) y p € C[S(n)]. Tiene sentido entonces hablar del caréc- 
ter asociado. 

Definicién 2.1. Dada \ + n, denotaremos por x” al cardcter de 
S(n) asociado al S(n)-mddulo C[S(n)]e(T) con el producto o{pe(T)) : 
(ap)e(T*) para toda p € C[S(n)], o € S(n). 

. Las propiedades de esta construccién pueden revisarse en [CR62, 

p. 197]. 
En Jos casos en que A = (n) o A = (1") la evaluacion del cardcter 

x resulta bastante sencilla como prueba Fulton en [FH91, p.46-47]: 

23
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Teorema 2.2. Sea a € S(n). Entonces: 

1. x(a) =1, 
2. x(a) = sgn(c). 

Los caracteres x™ y x") se conocen como los caracteres trivial y al- 
ternante de S(n) respectivamente. 

A continuacién estableceremos cémo se comportan estos dos carac- 
teres como factores en un producto de Kronecker: 

Teorema 2.3. Sea \t n. Entonces: 

1. xX @x =x, 
2. XO) @ xr =X, 
El primer inciso se verifica usando el teorema previo y el Teorema 

1.31. El segundo inciso, que establece la relacién existente entre el 
cardcter asociado a una particién y el correspondiente a su conjugada, 
puede revisarse en [FH91, p.47]. Este resultado nos leva a lo siguiente: 

Definicién 2.4. Dado € € R(S(n)), € = €@ x0”). 

Se prueba que x* es un cardcter irreducible de S(n) para toda 
At n, que x* # x* para toda y particién de n distinta de y que 
todo caracter irreducible en S(n) es de esta forma (ver (CR62, p.197]), 
entonces: 

Teorema 2.5. {x°|A + n} es el conjunto completo de caracteres 
irreducibles de S(n). 

De acuerdo con ello el anillo de caracteres del grupo simétrico queda 
descrito del siguiente modo: 

R(S(n)) = {} > aax*lan € Z} 
Arn 

siendo {x*|\ + n} una base ortonormal de R(S(n)). Dado un cardcter 
€ en S(n), podemos escribirlo en términos de esta base como £ = 
Darn @ax*, donde los a, € Z son enteros no negativos. 

Observacién 2.6. Los caracteres de los grupos simétricos toman 
siempre valores enteros (ver [JL93, p.251)). 

Posteriormente requeriremos la siguiente versién generalizada del 
Teorema 2.5 probada en (MI94, p.59]: 

Teorema 2.7. Dado = (m,...,7:) un vector de enteros posi- 
tivos, B={xP) x... x x] pl} Fk m,... p(t) k m} es el conjunto 
completo de médulos irreducibles de S(m).
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Es posible hablar del ancho y la altura de un cardcter en el grupo 
simétrico; se entiende por ellos al ancho y la altura mdximos de las 

particiones involucradas en la descomposicién de € en caracteres irre- 

ducibles;, dicho de otro modo: 

Definicién 2.8. Sea € € R(S(n)), denotaremos por w(£) y por 
A(€) al ancho y a la altura de £, respectivamente donde 

w(€) = méx{w(6)| (,x°) # O}, 

h(E) = max{h(8)] (€, x") # 0}. 
Consideremos ahora una estructura més amplia dada por’ 

R:=@R(S(n)). 
n=0 

En el capftulo anterior se definieron dos productos de caracteres y se 

mencionaron algunas de sus propiedades. A continuacién definiremos 

un producto en R. Dados  y €, caracteres en S(i) y S(j) respectiva- 
mente, sabemos que y x £ es un cardcter en S(2) x S(j) & S(z, 7), grupo 
que puede pensarse como un subgrupo de S(i + j). Podemos entonces 

considerar el cardcter que se obtiene al inducir y x € a S(i+ 7). 

Definicién 2.9. Sean ¢ y € caracteres en S(i) y S(j) respectiva- 
mente; el producto externo de y y £, denotado por ye €, esté dado 

por 

ypebi= Ind sti) (yp x €). 

Este producto se extiende a elementos de R: dados (an), (bn) € R 
definimos 

(@n) © (bn) = ( Ss aon) 
itjen n=0 

Bajo este producto, y con la suma coordenada a coordenada FR es un 
anillo conmutativo con uno, ya que: 

Teorema 2.10. Seany € R(S(l)), €,¢ € R(S(m)), p € R(S(n)) 
ya un entero. Entonces: 

1. (pegjed=ye (Fey), 
2, peE=Eey, 
3. pe(EtC)=pel+yed, 
4. pe (ae) = (ap) ef = alpeé). 
La prueba puede revisarse en [DK73, p.128]. 

Con este producto definiremos un nuevo carécter: 
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Definicién 2.11. Sean n > m, Ab n, wt m. El cardcter x" es 
aquél tal que 

(x XH) = (xt ext x4) 
para toda vie n—m. 

Observacién 2.12. Dado que {x*|\ + n — m} es una base de 
R(S(n-—m)) y el producto externo de caracteres distribuye la suma 
se tiene que 

(Ex) = (Ee x4, x*) 
para todo € € R(S(n — m)). 

Denotemos por 1, al cardcter trivial del subgrupo de Young S(v). 
Introduciremos ahora otros caracteres importantes del grupo simétrico 
y analizaremos su relacién con los x°. 

Definicién 2.13. Dado 7 = (m,...,7,) un vector con entradas 
no negativas tales que 7; +---+7, =n. Sea ¢” := Indg(* (1x); aeste 
caracter se le conoce como el cardcter de permutaciones asociado a 7. 

Por el inciso 1 del Teorema 2.2 tenemos que: 

Observacién 2.14. Dado = (m,7,... ,%-) un vector de en- 
tradas no negativas tales que 7, +--+ +7, =n tenemos que 

Gitar ste) = x™ e x™ e.-e x), 

De aquf que al usar la conmutatividad del producto externo de 
caracteres se tenga que: 

Observacién 2.15. Si y = (j1,... , 7) tiene las mismas entradas 
que 7 salvo por su orden entonces ¢7 = ¢”. 

Estos caracteres son importantes ya que forman también una Z- 
base del anillo de caracteres de S(n), ver [JL93, p.39]. Un resultado 
muy util en la teorfa de caracteres, conocido como la Regla de Young, 
establece la relacién entre estas dos bases y se enunciaré en la siguiente 
secci6n. 

2. Reglas de Young y de Littlewood-Richardson 

A continuacién enunciaremos dos versiones de la Regla de Young, 
que como se mencioné anteriormente establece la relacién entre las Z- 
bases {x*|\ F n} y {¢|A F n}. Las demostraciones de estos resultados 
se encuentran en los principales libros sobre el tema, por ejemplo en 
(JK81, 2.8].
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Teorema 2.16. Sean v yt particiones den. La multiplicidad de 

x7 en ¢” es igual al nimero de tablas semiesténdar de forma T y con- 

tenido v, es decir, 

¢ =o Kx". 
Toy 

A la inversa, 

x= KE". 
vor 

Una segunda versién de este resultado, mds general que la anterior 

es la siguiente: 

Teorema 2.17. Seanm<n,thkn, p> myvin—m. Entonces: 

(b’ x7!) = Krjp ve 

Observacién 2.18. Cuando p es ja particién vaca, recuperamos 

la informacion de la primera versién de este teorema. 

Es posible calcular la descomposicién de un cardcter irreducible x” 

en términos de caracteres de permutaciones con ayuda de un determi- 

nante, y a veces este método, conocido como la Regla del determinante 

[JK81, p.53], resulta mds sencillo que el uso de la Regla de Young: 

Teorema 2.19. Sea tT = (11,72,-.- Tr) una particién den. En- 

tonces: 
x) xint) wee xtr-D) 

xia) x) tee x(rtlr-2)) 

x= : . : 

(tr-1—(r2)) xfrtD 

xe) tee xed) x) 

donde se aplicarén las reglas usuales para el cdlculo de un determinante 

y el producto de las entradas del mismo seré el producto externo de 

caracteres. Se haré la siguiente convencién: x™) es uno sim =Oy 

cero sim <0. 
Escrito de otro modo 

x7 = Ss sgn(a)x 7-1 ° xt)? ee xrreay—r 

ot S(r) 

= Ss sgn(o)o™ +o(1)—1,724+0(2)—2,...,Tt9(r)—1) . 

or S(r) 

esta ultima igualdad gracias a la observacidn 2.14. 
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Ejemplo 2.20. 

nas x) x yD xO) x8) 4 
XRD = | y@ YO YM la] yO yO Yu) 

xe yO ya) oO 1 x 
= x? 0x — x x4 4 x @ ® e x2 _ x6 ° x?) 

= x?) e x _ x® ex 4 x xe x8) ~ xD x? ox) 

g™) _ go) + got) _ gO), 

Ahora enunciaremos un resultado que aparece en (IM95, pp.143- 
148] que seré esencial para la demostracién de uno de los resultados 
més importantes en la teorfa de los caracteres del grupo simétrico. Sélo 
se dard un esbozo de su prueba: 

Teorema 2.21. Seanm<n,thn,vtmyptn—m. Entonces: 

7 = ) Cop Ky = Krjpv. 

ney 

DEMOSTRACION: 
Por las definiciones 1.5 y 1.8, basta dar una biyeccién entre los 

siguientes conjuntos 

A := {TT es una tabla semiestandar de forma r/p y contenido v} 

B := {(P,Q)|P es una tabla de Littlewood-Richardson de forma t/p 
y contenido 4 y Q una tabla semiestandar de forma yp y conte- 
nido v para alguna yt m}. 

Para ello se toma una tabla T € A y se va modificando hasta que se llega 
auna tabla P de la misma forma, tal que w(P) es una permutacién de 
celosfa. Simultaneamente se construye una tabla semiestandar Q que 
registra la secuencia de movimientos hecha en T. 

Recordemos que a una palabra w(T) = wiwe...w, se le lama 
una permutacién de celosia cuando m;(we,) < mj-1(we,) para toda 
1<r<sy para toda j > 2, donde m;(we<,) denota el mimero de 
veces que ocurre el simbolo j en la palabra w;wo...w,. Para seguir 
la notacién de Macdonald a m,(we,) — mj-1(we,) le Hamaremos el 
j-tndice de we, as{ que la condicién para que una palabra sea una 
permutacién de celosfa es que todos los fndices sean menores 0 iguales 
a cero. 

Definamos dos operaciones: 

1. Spy, 9 > 1. 
Dada T una tabla semiestandar, sea m el maximo valor de 

los j-indices en w(T) y supongamos que m > 0. Tomamos el
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primer elemento de la tabla en que se alcanza este maximo (que 

debe ser igual j) y lo substituimos por j — 1. 

2. Ryan gid >1. 

Dado un arreglo M, R,;~:(M) denota al resultado de colocar 

al elemento que se encuentra en el extremo derecho del renglén 

j, en el extremo derecho del renglén j — 1. 

Dada T € A, se le aplica la funcién S;,2 hasta obtener una tabla 

T, donde no haya 2-indices positivos; simultdneamente se le aplica la 

funcién Ry al arreglo M que consta de p; nlimeros 7 en el renglén i Vi, 

construyendo asf un arreglo M,. A continuacién se aplican las funciones 

S23 y Si2 aT, hasta obtener una tabla T, donde no existan 1-indices 

ni 2-{ndices positivos; al mismo tiempo se aplican a M, las funciones 

R correspondientes, obteniendo un arreglo M3. Al continuar con este 

proceso se obtiene una pareja de tablas (T;, M,) € B. Ejemplifiquemos 

este algoritmo: 
  

  
  

  

            
  

  
  

  

  
  

  

                              
  

  
              

  

  

  
  

        
    

           

   

  

       

    

    
  

   

    

  
  

            
  

  
  

    
  

  

1[2[3] 11] 3} 1[1]3] 

1/1])2]4 Suz, 141/214 523, 1/1)2/4 523, 

1] 2/3]3 1, 2{3|3 1], 2,2/3 

4 | 4 [4] 

1] 1] 2) 1[1]1] 1]1]1] 
1)1]2/)4 Siz 1/1]2)4 S34 1/1/2,3 S23 

1] 2] 213 1/2|2)3 1[2{2]3 

a d cy 
1]1]i] 

1j1{2[2 
1/2/213 

4 
La correspondiente secuencia que contabiliza estos cambios es: 

1/1] i]1 1j{1j{ij1]2 Tyif1pij{2 
2/2|2 Ria] 2) 2 Rag} 2}213 Rag 

3 rm ee _— 

4 

1[ijifi]2] if1]1]1[2]3] 1]1[1]1[2]3] 
2/243 ]3 Fiz | 2] 213 Poa | 21213 Poa 
3 3 314 
4[4 4/4] [4]             
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1/1] 1] 112]3} 
2/2/34 
3] . 

[4] 
Asf podemos hacer la siguiente asociacion: 

1{2]3] T]iyit} [1fififif2[3] 
1/1/2]4 1f/1]2];2 21213 

1/2/3]3 1] 2;2/3 "13 

4) 4 [4             
Se prueba en (IM95, pp.143-148] que este algoritmo define una biyec- 

cién entre los conjuntos A y B. 

QO 

Tenemos ahora las herramientas necesarias para probar uno de 

los resultados mds importantes de la teorfa de caracteres del grupo 

simétrico, conocido como la Regla de Littlewood-Richardson. Exis- 

ten numerosas pruebas de este resultado; la que aquf se presenta fue 

obtenida del libro [JK81, p.93]. 

Teorema 2.22. Seanm<n,tkn, ph myptn-—m. Entonces: 

Oy = xX), 
o, de modo equivalente, 

x? e x? = Sox" 

tha 

DEMOSTRACION: 
Sea v una particién de m. A partir de los Teoremas 2.17 y 2.21 se 

obtiene que 

Kw = Aripy = (¢”, xy , 

Hey 

ademas por 2.16 y la linealidad del producto interno: 

(¢”, xy = Ss Kus Ot, xy . 

Hey 

Juntando estos hechos tenemos 

De uke = 2 Kw (xt xl?) 
Hoy a 

Como esto ocurre para toda v Fk m podemos escribir la condicién an- 

terior del modo 

DK = EK,
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donde K es la matriz de Kostka, D es la matriz cuyo tinico renglén 
consta de los niimeros c/,, con 4 + m arreglados en orden lexicogréfico 

decreciente y E es la matriz cuyo unico renglén consta de los nimeros 
(xt, x7/") con # F m arreglados en orden lexicografico decreciente. 
Como K es una matriz invertible entonces D = E, i.e., ch, = (x",x7/") 
para toda p+ m. 

Oo 

Un resultado importante obtenido de la Regla de Littlewood-Richard- 

son es: 

Corolario 2.23. Dadasm <n, tk n, pE myprn—™m se tiene 

que 

DEMOSTRACION: 
Por el Teorema 2.22 tenemos que 

Oy = (Sex) = (x? # x", x"), 
Ten 

y por la conmutatividad del producto externo de caracteres, Teorema 

1.32, podemos intercambiar los papeles de p y p. 
oO 

Sean AF novk lat mconn=limy pli) + m para 
todal <i<tym+---+m™ =. De la observacién 1.7 te 

nemos que Cf), p()°ra = Chay, ptt) *, Esta ultima cifra es el 
niimero de parejas (S,T) de multitablas de Littlewood-Richardson de’ 

forma (v,4/v), S de contenido (p(1),... ,e(t)) y T de contenido a. 
Al hacer correr v sobre todas las posibles particiones de ! obtenemos 
el ntimero de multitablas de Littlewood-Richardson de forma A y con- 

tenido (p(1),... ,p(t),@) es decir, cha), p(t)a): Lo anterior queda re- 
sumido en la siguiente igualdad: 

Observacién 2.24. 5 cfaia,.. (ty) Coa = Colt)mu ta) 
vet 

Generalicemos ahora la Regla de Littlewood-Richardson. 

Teorema 2.25. Seant > 2, n,™,72,... , 7% enteros positivos tales 

quen=m™m+7m+---+m™ y p(t) m para toda0 <i <t. Entonces: 

17 0 PP) 00) = PV chery 9). 000) 
Abn 
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DEMOSTRACION: 

La prueba se hard4 por induccién sobre ¢. Para t = 2 el resultado es 
precisamente el Teorema 2.22. 

Tomemos ahora t > 2 y supongamos que 

XP) 0 PO oo MED = ~ (o(1),0t2),--,ott—1y)X"» 
phn—m, 

entonces 

1 2 t) — . XA 0 x7) 0-0 x) = ( » dean ot-0?) ox” 
prn—m 

= 
. 3 = oanecah. ater Xt ox. 

pbn—me 

Por el caso £ = 2 se tiene que esta Ultima expresién es igual a 

a aA\_ » d 
> o(1),0(2).~alt-2)) (Sosox } ~ > Co), 0(2)--.0(t-1)) note) X 

pbn—7, Atn Bbn=te 

Arn 

y por la observacién 2.24 sabemos que 

A a 

> C(1),0(2).-- (t—1)) Sunt) = (o(1),0(2),... olt=1),a(t))* 
Ben~m 

Al juntar todos estos hechos se tiene que 

X00) 0 PP 00 9 = Schoen (2), o> 
Arn 

0 

Corolario 2.26. Seant > 2,n,m,72,... , 7 enteros positivos tales 
quen=m™m+%+---+™ y pli) F a; para toda 0 <i < t, no im- 

porta el orden en que aparezcan las particiones p(i) en el coeficiente de 
Littlewood- Richardson cf.) (2),..,p(t))° 

Existen también pruebas combinatorias del resultado anterior como 

la que presentan Benkart, Sottile y Stroomer en [BS96, p.31]. 

3. Consecuencias de la Regla de Littlewood-Richardson 

A continuacién mostraremos algunos resultados que se desprenden 
de la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 que serén usados en el si- 
guiente capitulo para calcular la descomposicién de un producto de 
Kronecker en caracteres irreducibles. 

Lema 2.27, Sean \ + n ya = (m,...,7) un vector de enteros 
positivos tales quem, +---+7 =n. Tenemos que:
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S(n)¢ dy _ » 1 
Ress) (x4) = S2 etacay..otey) (x?) x -- x xP). 

plier; 
1<ice 

DEMOSTRACION: 

Sabemos por el Teorema 2.7 que B={x) x --- x x | p(1) F 

™,.-. p(t) F m} es el conjunto completo de caracteres irreducibles de 

S(x). Por tanto, podemos escribir a Resst" (x 4) como combinacién de 

los elementos de 8; mas ain, el coeficiente que multiplica a on x. 

x € % en dicha combinacién lineal es (x00) x + Xe x Plt), Resi) (y0 0). 

Con el Teorema de reciprocidad de Frobenius 1.44, la Definicién 2.9 y 

la Regla de Littlewood-Richardson 2.25, tenemos que éste es igual a 

(Ind $3 (40) x «++ x x), x) = (xP 0-0 xl, x) 

= a _ r 

= Eee ) = (6(1),..,0(8)" 
ven 

Por lo tanto Resgiy(x" => Cheyne salty) X00) X + x xed), 

plijhms 
1ist 

Con base en este resultado podemos obtener una versién més gene- 

ral, para caracteres sesgados: 

Lema 2.28. Sean \tn, abt mconm<nyn=(m,...,%™) un 

vector de enteros positivos tales que m +---+™=n-—m. Tenemos 

que: 

S(n—m) 7.2, _ Af 1 t 
Resse) OM) = S> ctheay. ote OPO) x x x7). 

pijhmy 
I<ist 

DEMOSTRACION: 

 



34 2. CARACTERES EN EL GRUPO SIMETRICO 

A partir del Teorema 2.22 y del Lema 2.27 concluimos que: 

S(a- S(n— Stn— 

Ress, Moa) = Ress”, ™) ( > au’) = > cA, Ress”, ™) (x") 
ven—m ven-—m 

= kL SS chon. steyy (0 & x PY) 
ven—m (ER, 

W<e<t 

= be cboa..-.otoy (0 x -. x x). (4) 
ven—-m 

pli}hR; 
1<i<t . 

Asimismo, las observaciones 1.7 y 2.24, junto con et Corolario 2.26 

ven—-m 

convierte entonces en 

S(n—m)/ day _ a \ alt 
Ress (X™*) = »~ Catt) oe okey) OP % x XP) 

ptihm 
sist 

Ocuparemos lo anterior y el Teorema de reciprocidad de Frobe 
nius 1.44 para describir parcialmente cémo se comporta el producto 
de Kronecker al combinarse con el producto externo de caracteres. El 
resultado es una especie de propiedad distributiva que aparece en el 
articulo de Littlewood [DL56, p.91], enunciada a continuacién. 

Teorema 2.29. Sean Xt 1, pt myuvk n conn =l+m. 
Entonces: 

(x00 xt) @x" = Sk (7° Bx") © (x4 By’). 
ort 
otm 

DEMOSTRACION: 

El Teorema 1.45 nos dice que 

(x* # x") @x! = Inds (Resin (x’) @ Oe xx"). (5)



3. CONSECUENCIAS DE LA REGLA DE LITTLEWOOD-RICHARDSON 35 

Apliquemos e] Lema 2.27 al lado derecho de la igualdad anterior y 

utilicemos la linealidad de la induccién: 

Inds, (Res$t(x") @ Oc x x*)) 

= Inds m) So k(x? x x7) @(x* x x4) 
pet 
ahem, 

= 1 Goolnd st, (Ox? x x7) @ (x? x x4)). 

an 

Gracias al Teorema 1.37 inciso 3 para el caso p = 2 sabemos que 

este ultimo sumando es igual a 

Se ct Inds”), (0? @ x”) x (x" ® x”)) 
orm 

= kai @ x?) 0 (x4 @ x"). 6) 
pri 
okm 

Al substituir (6) en la ecuacién (5) obtenemos el resultado deseado. 
0 

Podemos generalizar este hecho: 

P 
Corolario 2.30. Sean X(i) Fl; paral <i <p con va =ny 

i=l 
ul n. Entonces: 

(20) 00?) By” 

dQ BN 
= Kotte oto OC @ XM) 0-0 OM @ xP). 

(irl 
1stsp 

DEMOSTRACION: 
La prueba es andloga a la del caso p = 2. 

oO 

Como se verd a continuacién, en el caso particular en que A(i) = (1;) 

para 1 <i < p, la ecuacién del Corolario 2.30 se simplifica ® modo 

notable.
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Corolario 2.31. Dadav tn conn= +l2+---+lp, se cumple 

que 

pltrtan he) @ y¥ = (x) oo y)) @y” 

_ 
: . 

~ » Clp(1).- CB) (xh Yer ex? 0) ; 

plih i 
1Sigp 

DEMOSTRACION: 
La primera igualdad se sigue de la observacién 2.14. La segunda se 

sigue directamente del Corolario 2.30 y del siguiente hecho: 

x) @ xr = xP), Vl<i<p, 

que se establecié en el inciso 1 del Teorema 2.3. 
oO 

Otra proposicién importante que se deduce de este ultimo teorema 

y que nos ayudaré en el manejo de los coeficientes de Littlewood-Ri- 

chardson es: 

Corolario 2.32. Seaann >m,prn, Eb myvbn—m. En- 

tonces: 

Le Ciy = ey Y 
2. Hl = (xw/ey', 

DEMOSTRACION: 
Por la Regla de Littlewood-Richardson 2.22, el Teorema 2.3 y la 

simetrfa de las entradas de c(A, p, v) se tiene que 

a = (8 0x? xt = Ck 0 xx Ox) = (xh 0 x”) @ x0, x") 
y por el Teorema 2.29 

(xf ex”) ex = Sf (x* @x°) © (x” ox’) 
ptm 

okn-m 

= (xf @ x0) e (x" @ orn) = xbox’, 

por lo que 

Chis = (x8 0 x", x") = chy. 
Por la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 se sigue de lo anterior que 

xv = (lf), 

a



CAPITULO 3 

Algunos resultados importantes 

En este capitulo se definirdn los mimeros c(A, #, v) y se darén propie- 

dades bdsicas de‘los mismos. Con los resultados del capitulo anterior 

se desarrollarén métodos para calcular la descomposicién de un pro- 

ducto de Kronecker en términos de caracteres irreducibles, los cuales 

se ejemplificardn con el cdlculo de los productos x82) @ y82)); el mds 

dificil de peso 6, x!) @ x? y x2") @ x° para ) arbitraria. Tam- 

bién se presentard una f6rmula que describe a los niimeros c(A, #,v) en 

términos de multitablas de Littlewood-Richardson. 

1. CAlculos clasicos 

Pensemos en el producto de Kronecker x* ® x" de dos caracteres 

irreducibles del grupo S(n). Este es en general un cardcter reducible 

del grupo simétrico, lo cual da lugar a Ja siguiente definicién: 

Definicién 3.1. Sean \, #7 y yt n. Denotaremos por c(A,#,v) & 

la multiplicidad del cardcter x” en el producto de Kronecker x @ x, 

es decir, c(A, 2,7) = (x? @ x4, x"). 

Estos ntimeros pueden ser descritos con la férmula 

1 
o(A,2,v) = Y) x*o)x*(o)x"(o), 

aES(n) 

consecuencia del modo en que se definié el producto interno de carac- 

teres 1.25 y de la observacién 2.6. La férmula, que aparece en el libro 

de Murnaghan [FM38, p.765], tiene la virtud de mostrar la simetria 

de c(X, »,v) en las tres entradas pero no es muy eficiente para calcular 

c(A, #,v) en casos particulares de A, py v. 

Como consecuencia del Teorema 2.3 y las propiedades del producto 

tensorial 1.32 tenemos que: 

x" @ xe = (x Q x) @ (x* @ xo") = (x* @ x") Q (xo ® xo") 

= (x @x") Ox =x Ox", 
por lo cual: 

Observacién 3.2. c(X',n',v) = c(A, u,v). 

37 
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Debido a las relaciones de ortogonalidad entre caracteres 1.26 y al 
Teorema 2.3 tenemos que: 

Od Q x, x#) = OA x") = Oxy 

be @ x"), x4) _ (x x") = by. 

Escrito de otro modo: 

Observacién 3.3. c(A, 44, (n)) = bay. 

Observacién 3.4. c(d, 1, (1")) = dy. 

Antes de iniciar con célculos explicitos daremos una cota para los 
numeros c(A, 2,1”) que aparece en [RS99, ej.7.83}. 

Teorema 3.5. Scan X,  y v particiones den. Entonces': 

eA, 2,4) $ mén{x*(1), x*(1), x“(1)}. 
DEMOSTRACION: 

El resultado se sigue del Teorema 1.48, de la observacién 2.6 y de 
la simetria de los nuimeros c(A, 2, v). 

Oo 

Realicemos ahora algunos calculos. Mostraremos con el siguiente 
ejemplo un método para calcular la descomposicién de un producto 
de Kronecker; aplicaremos para ello los resultados de la Secci6n 3 del 
capitulo anterior. La importancia de este método recae en que puede 
ser usado para cualquier producto de Kronecker, puede decirse incluso 
que se trata del clculo clasico de tal descomposicién. Sin embargo, esto 
no puede considerarse como una respuesta satisfactoria al problema a 
tratar en esta tesis ya que incluso para ejemplos sencillos los cAlculos 
necesarios para desarrollar el método suelen ser largos y tediosos. 

Ejemplo 3.6. A continuacién calcularemos la descomposicién del 
producto x3?) @ y@2) en caracteres irreducibles?. Con dicho ob- 
jetivo expresaremos a x) como combinacién lineal de elementos 

"Dada pt n, x?(1) es igual a la dimensién del médulo asociado a py también 
es igual al ntimero de tablas estAndar de forma p, denotado por f¢ (ver [BS91, 
p.73]). Asi, c(A, u,v) < min{f*, f#, f’}. 

*Parte del desarrollo de este ejemplo fue tomado del libro de James y Kerber 
[JK81, p.96]. En este trabajo se desglosan los célculos correspondientes y para ello 
se hace uso del Corolario 2.31.



1. CALCULOS CLASICOS 39 

de {¢*|A F n}; recordemos que este conjunto forma una Z-base de 

R(S(n)). Aplicando la formula del determinante 2.19 tenemos que: 

os x) xO x) x9 yA x8) 
O29 = [YM YQ yO] =] xO yO yo 

0 x ya) oo1 yf 
HD 0 — yo 7) 4 7A) 0 (7) 0 02 — x « y() 

Do 6) — 7) 0 4 7) 0 7 o 72 — yO) 9 yo 

go) _ go”) + gh) _ gh?) 

También es posible calcular la descomposicién anterior mediante la 

Regla de Young 2.16 y la descripcién combinatoria de los coeficientes 

de K~! dada por Egecioglu y Remmel 1.12. 
Tenemos as{ que 

2 xO2) @ BAD = (ee — gO) 4 g@an _ gs) @ 2a 

= G2 g B21) _ gO) @ G20 4 gOAD g B20 _ get) g@ (B20), 

(7) 
Es factible usar ahora el Corolario 2.31 para desarrollar cada sumando 

como una combinacién lineal de productos externos: 

GED BB me 2) wD 4 BI) 9 yD 4 yl) g yf) 

GO) & BPN) we 224) @ yD 4 Dy) @ (21) 4 Dy (21) @ (1) 

GOD @ yB2M Bg (02) wll) 4 9765) wy) o 1) 4.32) 9 yl) « yf!) 

+ 3x2) » 3) Dh 4b) 0 9 0 yl x0) e x) ox) 

BEAT gy BPH) me Dy (BND oy) yl) 4 Dy 2) a yl) ow yell) 4 2227) 0 OY oy), 

(8) 
Con ayuda de la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 es posible 

expresar cada uno de estos productos externos a partir de caracteres 

irreducibles. En el primer caso tenemos: 
2 x2?) ox) = Sed nayx® = x42) + xO) 4 yan 

AF6 

2 2 3 9) 0 xD = Sed ayeayx? = xl) + B20) 4 I) 
Aré 

2. a 22 XPD a 0) Schon reayx® = OF + 2) 4 PY, 
AKG 

de modo que 

BOND BAN me 462) 4 (47) 4 BD 4 3 B20) 4 BUD 4 2) 4 FPA),
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De manera andloga: 

og x82) 

2(x1) + x2) + x4!) + x 32)) 

$252) At) 4. 87) 5 Dy GBA 4 Bl) 4 V2) 4 09) 

+ 2(x82) + x3") + xn?) + ty, 

GO2) @ G20 

(99) 4 Dy) 4 242) 4 47) x) + 820) 

+ (xO) + x42) + aya?) + x82) + 2) 

+ B(x) 4 242) 4 oy (417) 4 x8) + By GAD 4 xr) + x) 4. xt) 

$ B(x 42) 4 (41) x2) + By G2) 4 2x82) 4 x) $2) 4 x(t) 

+ (x4?) + 2d) 4 2x3) + xP) + (2d) 

(GD 4 BP) 4 VAD 4 ay PID 4 gy BI) 4 yA) y 

gtr g 820) 

Q(x 4 Dy) ay AID 4 yD 4 Dy BPD 4 GID) 

2x42) 4 yO) 4 2yB2Nd 4 lB) 4 F179) 

$.2(xOP) 4 Qe BAM 4 ay (BAD 4 2) 4 gy 2A?) 4 BY). 

Al substituir todos estos resultados en las ecuaciones (8), reem- 
plazarlos a su vez en la ecuacién (7) y asociar términos comunes obte- 
nemos que 

BAD BOP Hy) 4 2) 4 342) 4 gy (AI) 4 287) 4. 5 (3.20) 

$482) 4 ay) 4 By) 4 9729 4 19), 

Observamos que en esta descomposicién aparecen como sumandos los 

caracteres asociados a todas las posibles particiones de 6. Es por eso 
que se trata del producto mas diffcil de peso 6. 

Como ya se mencioné, el método descrito en el ejemplo anterior 

funciona en todos los casos pero no siempre es el mds conveniente, 

porque de acuerdo al producto de Kronecker con el cual estemos traba- 

jando, podemos valernos de ciertos elementos para acortar el camino 

que nos lleve al resultado deseado. Con esta idea en mente vamos 

ahora a calcular la descomposicién de los productos de Kronecker del 
tipo xh) @ x3 y x2") @ x4 para cualquier n, con A una particion
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de n, de acuerdo al planteamiento que establece Littlewood-Richardson 

en [DL56, p.92]. 
Gracias a la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 sabemos que 

OD 9 yD a BD 4 yl), 

lo cual implica que 

x gy = (x29 0x — x”) @x 

(xo ex) @x-x™ @x*. (9) 
El primer sumando se descompone como combinacién lineal de ca- 

racteres irreducibles con la ayuda del Corolario 2.31 y de la Regla de 
Littlewood-Richardson 2.22; cabe recordar también que por la obser- 

vacion 1.6 ch, = Osi p £ A por lo que: 

(xO Pex @x = YA (ex = Yo day (xox) 
pen-1 pen 
orl por 

= S (x? ex) = > So hax” 
von pen~1 pen 

pga pCa \v2e 

Observamos que sip n—1,A,y- ny pC Any, entonces p= ANV 

o bien \ = v. Asf, podemos separar esta ultima suma y reescribir la 
ecuacién anterior como: 

(xe) ° x) ex= SS Onyx? + Ss; Cxn(1yX” 
nl vpn 

Oe janvj=n-1 

= a v =~ ert Do x 
pkn-1 vin 
pGr nvj=n-1 

Introduzcamos nueva notacién que nos permita visualizar la formula 

anterior a través de diagramas de Young: 

Definicién 3.7. Dada X particién de n para cada unién disjunta 

D = D\U---U Dy de diagramas sesgados, n(\, D) denotard el nimero 
de maneras en que el diagrama asociado a , D?, contiene al diagrama 

D de forma que al quitdrselo a D> se obtiene un diagrama de Young. 

Por ejemplo, si 4 = (3,2,1) tenemos que n(A,P Ua) = 2. Los 

dos modos en que D* contiene al diagrama FP Un de forma que al 

quitaérselo a D* se obtiene un diagrama de Young estén indicados a 
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continuacién de manera punteada: 

| | 

  

  

      

        
En estos términos 

(KOVMexMaxranQro r+ So x’. 
vir 

pnvl=n-1 

Ademds x“) es el cardcter trivial de S(n), como se establecié en el 
Teorema 2.3. Al juntar estos hechos y substituirlos en la ecuacién (9) 
tenemos que: 

x Marc=nQox+{[ So x] -x 
ven 

JAnv|=n--1 

=(n(A,0)~1x*+ SO x” 
wen 

jAnv|=n-1 

Hagamos un desarrollo anélogo para x"~?#") @ y>, Por la Regla de 
Littlewood-Richardson 2.22 sabemos que 

x?) e x) = xen) + fr?) " (10) 

asf que 

2,12 — 2 _ x2) BP = (x Vg 7) _ yin 0) @x 

= (xo e x") @x* = x) @Y. (11) 

El segundo sumando es el que acabamos de analizar algunas I{neas 
arriba y el primero se desarrolla con ayuda del Teorema 2.29 : 

(xox) ax = La Pex)e (x @ x’) 
pt-n—2 
ob2 

= > e, (x?*x”) , 

' ptn—2 
or2 

donde esta iiltima igualdad se justifica con el Teorema 2.3. Las tinicas 
particiones de 2 son (2) y (1°), asf que es factible separar esta ultima 
suma del siguiente modo: 

— 2 2 (x0? 0x0) x = [ede (x? #x%) + any (xP x®)]. 
pPn-2
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Nuevamente con la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 tenemos: 

(x2 . x?) ev=-> [a (= ex) + cpa) (x gox’)| i 
prn—2 ven ven 

al substituir en (11) y asociar de otra manera obtenemos la siguiente 

formula: 
2.2 x” 2,1 ex 

= SOLD cerca + che XxX MO? 
ven a2 

Para que x” aparezca en la suma anterior necesitamos que Crayon) # 

0 o bien que Cha2yCh(2) # 0; en cualquier caso p C ANv. Ademés 

pt n—2, entonces n —2 < |ANv|. A partir de este hecho y al asociar 

adecuadamente es posible expresar dicha suma como: 

x » A Pn(douls)— n.d +Ix+ TS YL fdotasy + tance] x” 
ven, pbn—-2 

lAnvle 
{n—1,n—2} 

->yx 
pAnv|=n-1 

Observemos que n(A,oUo) = ("29 = 4n(A,0) [n(A,0) — 1]. Ast, los 

resultados anteriores se pueden escribir de la siguiente forma: 

Teorema 3.8. Dada X una particién de n se tienen: 

1. xen @x* = (n(A,0) _ 1)x7 + Ss x”. 

ven 
[Anv|=n-1 

2 

2. x!-2") @ x? = (n(A,0) — 1)? x* 

» a» 

+d [edeayehany + Pa0)¢%] v- yd x. 
ate prn—2 [Anvj=n-1 

{n-1,n-2} 

2. Primeros resultados 

A continuacion aplicaremos el Teorema 1.46 al grupo simétrico, lo 

que daré la pauta para obtener resultados que nos ayudaran a describir 

en cierta medida el comportamiento de los ntimeros c(A, 12,7) en tér- 

minos de multitablas de Littlewood-Richardson. 
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Teorema 3.9. Seann >m, 4, pin, a, BE myuvern—m con 
= (4, %,...,U,). Tenemos que: 

v Ale gy pHi) ele 
(87x18 @ xP) = SO cle... olen ColDeote)) 

plihy; 
l<i<r 

Observemos que en el caso particular en que a y 8 son la particion 

vacta, el resultado anterior nos dice que 

X 

CBB") = DP elec. enol ol" 
pik; 
1<igr 

DEMOSTRACION: 

Tenemos S{v) < S(n—m) con S(v) ambivalente por la observacién 
1.13; consideremos 7/2, y#/° € R(S(n — m)). Mediante la aplicaci6n 
del Teorema 1.46 obtenemos 

(Inds, (sy) °° @ x"/#) 

= (alse) (Reds Oe. 
p cardcter 

irreducible de S(v) 

Por el Teorema 2.7, {x°) x --- x x) | pli) F 4,1 < i < 7} 
es el Conjunto de todos los caracteres irreducibles de S(v) y ademés 

Ind §(0) (1s(.)) = ¢” por definicién, asf que 

($, x @ x“/#) = 

> (Resse), PO x coe x x) (Resgtry (xe"/#), x0 KX xen) 

pl)hys 
ist<r 

(12) 

Al usar el Lema 2.28 tenemos lo siguiente:
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(Ress) (™"), xP) x vs x x00) . 

A, TI 

= ( Se Mey tex? oe KO, XPD x oe x xv) 
T(i)hy 
isi<r 

1 = Y ¢ otlty,. _r(r) (x7 : yr ,xPl Ye .eex xe?) 

r(i)hwy 

1<i<r 
Mea 

= €(p(1),... CP)" 

Andlogamente: 

Stn— 

(Rest ™) (HP), XPD x - +x x0) = Ei) 
Al substituir estos resultados en (12) obtenemos lo deseado. 

oO 

El teorema anterior nos lleva de manera natural a lo establecido 

por Vallejo en [EV98, p.3]: 

Definicién 3.10. Sean n > m, 2 y p particiones de n, a y 8 

particiones de m, y v = (41,... ,Y,) particién de n — m, entonces 

ey) exe Asa 1B 
In(d/er, w/Bsv) = So ey... ory) “oad. -sote)) 

pry 
1<i<r 

Observacién 3.11. Se sigue de la definicién anterior y del Teo- 

rema. 3.9 que 

Ir(A/a,, 2/8; v) = Cb", x* @ xh/F). 

Es importante tener siempre presente la interpretacién de los coefi- 

cientes de Littlewood-Richardson en relacién con las tablas de Young. 

Recordemos que ota... a(t) Cuenta la cantidad de multitablas de Little- 

wood-Richardson de forma A/a y contenido (p(1),... , e(t)}. En estos 
términos Ir(A/a, 11/8; v) denotard el ntimero de parejas (S,T) de multi- 
tablas de Littlewood-Richardson de forma (A/a, 4/8), igual contenido 
y tipo v. 

Observacién 3.12. Ir(\/a, 1/8; v) es simétrico inicamente en las 
primeras dos entradas, de ahf el uso del punto y coma para separar la 

tercera entrada de las dos primeras.
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Ejemplo 3.13. Consideremos n = 5, X = (3,17), wp = (2?,1), 
v = (3,2) particiones de 5. Asimismo tomaremos a y # como la parti- 

cién vacia. En este caso 

(Bx Bx") = DSO Payorayeocarera) = 
pliyhy 
1<i<2 

Esto se debe a que las tinicas parejas (S,T) de multitablas de Lit- 
tlewood-Richardson de forma (A, 4), igual contenido y tipo v son las 
  

  

        

                

Wij tifa 
siguientes: 2 2] 1 2 wae! 

[7 1 2 2 
La primera pareja de tablas tiene contenido ((2,1),(2)) y en la 

segunda el contenido es ((2, 1), (17)). 

Finalmente reescribiremos e] resultado del Teorema 3.9 para obtener 

una versién de! mismo en la cual se relacionan los ntimeros de Kostka, la 

multiplicidad c(A, u,v) del carActer irreducible de y” del grupo simétrico 

S(n) en el producto de Kronecker x* @ x# y los mimeros tr(A, 4:7) 

definidos con anterioridad. Este resultado se encuentra en el articulo 

de Vallejo [EV97, p.4]. 

Teorema 3.14. Seanv,r, pp n conv =(%4,¥,...,U¥,). Tenemos 

que: 

1. me a7) = tr(A, sv), 
Tey 

2. c(A, w.Y y= SKE Dir(A, us7). 
roy 

DEMOSTRACION: 
Expresemos a ¢” en términos de los caracteres irreducibles x7 con 

tT} n utilizando la Regla de Young 2.16: 

¢ = > Kywx". 

toy 

Tenemos entonces que 

(O°, Ox") = So Ka (XX? @ x"), 
my 

pero (x7,x* @ x") es por definicion c(A, z,7), por tanto 

(°° @x") = S> Keve(d, 7). (13) 
roy 

Por otro lado, la observacién 3.11 indica que
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(8°57 @ x") = Ir(A, Hiv). (14) 

Al juntar los resultados de (13) y (14) se tiene probado el primer 
inciso del teorema. La demostracién de la segunda parte se realiza de 
manera anéloga, partiendo del siguiente hecho: 

= KG dg 

establecido en el Teorema 2.16. 
QO 

Un caso util del teorema anterior se da cuando v consta de dos 
partes, ya que en estas circunstancias la ecuacién para expresar a 

c(A, 4, v) en términos de los nimeros Ir(A, 4; 7) con 7 & y se simplifica 
de manera notable (ver [EV97, p.5]). 

Corolario 3.15. Paral <5 < 3, beEN, 

c(A, pw, (n — 6, b)) = Er(A, ps (n — 6,b)) — Ir, ps (n — 64+:1,0-1)). 

DEMOSTRACION: 

Sabemos por el Teorema 3.14, inciso 1 que 

So Ken—opyc(A, 1,7) = br(A, y(n = 8,8). (15) 
72 (n—0,6) 

Observamos que para 0 <i <b, (n—i,i) B (n—-6, b). Ademés, si 
7 & (n—b,b), cont =(n,... ,%) se Ce que 7, +72 > (n—b)+b=n, 

lo cual obliga a que ¢ < 2 es decir, r = (n —i,7) para algun 0 <i < §; 

mds atin, como n —i = 7, > n — 6, entonces i < b. Recordemos que 

Kin-iiy(n—bs) eS el ntimero de tablas semiestAndar de forma (n —i,i) y 

contenido (n — 6,5), por lo cual K(n-isyn—oe) = 1 paraO <i <b. De 

aquf que 

b 

D> Ketnsaye(s #7) = Sef. 4, (n ~ 4). 
rb (n—bb) =0 

Al reemplazarlo en (15) tenemos 

6 

Ir(A, wi (n ~B,b)) = SQA, w, (n —4,4)). (16) 
i=0 
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Si procedemos de manera andloga para la particién (n — 6+ 1,6 — 1), 

resulta que 

b-1 
In(, u5 (n — b+ 1,b-1)) = Do e(A, 2, (n - 4,8). (17) 

i=0 

Una vez que resolvemos el sistema de ecuaciones anterior, al restar 

a la ecuacién (16) la ecuacién (17) obtenemos 

Ir, (n—6,b)) - Ir(A,ps(n-64+1,6—-1)) 
® b-1 

= eld, z,(n-4,4)) - De, u,(n 4,4); 
i=0 : #0 

el tinico sumando que no se cancela es c(A, #, (n — 6,b)), por tanto 

c(A, pt, (n — b, b)) = Er(d, ws (n — 6, b)) — Ir(A, p(n — b+ 1,6- 1)). 

Comentario 3.16. Otra manera de demostrar este ultimo resul- 

tado se da mediante la segunda parte del Teorema 3.14 y la descripcién 

combinatoria de los coeficientes de K~} 1.12. 

Comentario 3.17. Durante el trabajo de tesis se busc6 una fun- 

cién inyectiva del conjunto de parejas de multitablas de Littlewood-- 

Richardson de forma (A, ), igual contenido y tipo (n—b+1,b—1), enel 
conjunto de parejas de multitablas de Littlewood-Richardson de forma 

(A, #), igual contenido y tipo (n ~ 6,6). Al hallar una funcién inyectiva 
con tales dominio y codominio, el problema de calcular la diferencia 

Ir(A, 3 (n — 6,8) — lr(A, pw; (n — 6 +:1,5— 1)) queda reducido a contar 
el ntimero de elementos del codominio que no pertenezcan a la imagen 

de dicha funcién. La utilidad de este procedimiento radicarfa entonces 

en que Ja descripcién combinatoria de estos elementos fuera sencilla. 

El problema queda abierto ya que no se encontré un modo natural de 

dar tal inyeccidn.



CAPITULO 4 

Condiciones para que c(i, u,v) #0 

A lo largo de este capitulo se establecerén condiciones necesarias so- 

bre v para que c(A,#,7) sea distinto de cero, es decir, para que x” 

aparezca en la descomposicién de x* ® x# como combinacién lineal de 

caracteres irreducibles. Tales restricciones se expresaraén en funcién de 

la altura, el ancho y la profundidad de dichas particiones. Incluiremos 

también formulas recursivas para c(A, #,/) que servirén para calcular 

tales ntimeros en términos de particiones de peso menor que A, py v. 

1. Ancho y altura 

Definicién 4.1. Sean AF ny pt k. Si p © 4 denotaremos por 

f’/e al mimero de tablas esténdar de forma A/p, o equivalentemente 

el ntimero de tablas semiestandar de forma 4/9 y contenido (1"-*). Si 

p¢ d definiremos f /° como cero. En resumen, 

PM? = Kyjpar-n). 

Esta definicion es la que utiliza Vallejo en [EV97, p.5]. 

Observacién 4.2. f?/? > Osi y sdlo si p € A. 

Otra forma de escribir lo anterior es: 

Ae Al a, 
PP = Ca) us) = COM DD) (18) 

donde la particién (1) aparece n — k veces. 
n— k veces 

Ol 

Si identificamos a S(k) con S(k, 1"-*), a x? con x? x x) x +++ x x) 

y usamos el Lema 2.27 tenemos que x? aparece con multiplicidad 

Cots.) en la descomposicién en irreducibles de Resse) 02), 
ecir, : 

(Res Oe).x") = FY", (19) 
la cual es una forma equivalente de definir f?/? utilizada por Dvir en 

fYD93, p.128]. 
La siguiente es una reformulacién de un resultado de Dvir fYD93, 

p.129], realizada por Vallejo en [EV97, p.5]. 

49
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Proposicién 4.3, Dadas 4, p+ n yk <n, se tiene que 

> fare 6x8, x? @ x") = > fre pele, 

pek Brn 

(k)CB pany 

DEMOSTRACION: 
Observemos primero que dada 7  n se tiene que (k) C B si y sélo 

si 6 & (k,(1"~*)). Ademés hemos dicho que f?/ denotard al nimero 
de tablas semiestdndar de forma 6/(k) y contenido (1°-*) 0 equiva- 
lentemente al mimero de tablas semiestandar de forma 6 y contenido 
(k, (1"-*)), por lo cual 

DPM OP Pex) = Yo Keim Fx @ x") 
Btn Br «ce po(kl"-) 

= DS Kawar-rye(8,A,u). (20) 
prn 

Be (ki"-*) 
Por otro lado, mediante la ecuacién (18) y la Definicién 3.10 con- 

cluimos que , 
A, _ A 

De Pep = Bava... aye...) 
pbk ptk 

pGAny pCany 

= Ir(d, yu; (k,1°7*)). (21) 

Finalmente, a través del Terorema 3.14 se tiene 

DS Kareare(B, A, w) = br(d, 1; (k, 1-4); 
Brn 

Be (k1"-*) 

obtenemos entonces el resultado deseado a partir de las ecuaciones (20) 
y (21). 

Oo 

Recurriremos a la proposicién anterior para describir el ancho yla 
altura de un producto de Kronecker, lo que impondré ciertas restric- 
ciones sobre el ancho y la altura de un cardcter irreducible x? para que 
aparezca en la descomposicién de dicho producto. Lo enunciado a con- 
tinuacién aparece en el articulo [YD93, p.130] y con una formulacién 
distinta en [EV97, p.5] 

Teorema 4.4. Sean \ y pu particiones den. Entonces: 

1. wo? @ x#) = [AN yl, 
2 AON @x#) = Any.
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DEMOSTRACION: 

Si \ = p entonces, por la observacién 3.3 se tiene que: 

e(A, #, (n)) = np =1, 

esto es, x) aparece con coeficiente distinto de cero en la descomposi- 

cién del producto x* @ x# en irreducibles, de donde 

w(x @x*) =n = [ANI 
Cuando A # p, sabemos que [AN] < n; consideremos k := |ANy|+ 

1, entonces k < n. Observamos que para pt k se tiene que p ZAN yp, 

ya que [AN p| = kK~1< k = |p}. De aquf que al aplicar la Proposicién 
4.3 obtengamos: 

> pole OF, x’ @ x") = > pre pele =0. 

btn ptk 

(ce Ear 

Sabemos también por la observacién 4.2 que f4/(*) > 0 si (k) C G, por 
lo cual (x, x* @ x“) = 0 para toda 8 D (k), o equivalentemente para 
toda Z tal que w(8) > k. Esto implica que 

w(x* @ x") = max(w(6)| (x?,x° @ x") FO} <k 

= w(x @x#) <k-1= Ang. 
Tomemos ahora & := |A 1 p|, la unica particién posible de k que 

contiene a AM » es AN pw misma, asf que al utilizar nuevamente la 

Proposicién 4.3 encontramos que 

Bik) (8 VA wy Ale pulp — pMANY pu/ANBE DE POOP xt) = DT ple gele = proowperen o> 0. 
Brn prk 

(eC pO ANE 

Existe entonces 6 + n con (k) € 8, es decir, con w(8) > k = [AN yl, 
tal que (x°,x* @ x") #0, de lo cual se desprende que 

w(x? ® x") = max{w(v)] (x’, x7 ® x") # O} > w(8) > IAN uh; 
por lo tanto w(x* @ x#) = [AN pI. 

La prueba de 2 se deduce de 1 al aplicar la Definicién 2.4, la aso- 

ciatividad del producto tensorial y el Teorema 2.3: 

AC? @ x4) = w(x? @ x4)) = wo? @ x”) = ANY, 
a 

Comentario 4.5. Es posible invertir el orden de la demostracién 

anterior, probar primero el inciso 2 y deducir de él el inciso 1. 
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Como consecuencia del Teorema 4.4 se tienen condiciones necesarias 
para que c(A, 4, v) #0: 

Corolario 4.6. Sean d, 4 yy particiones den. Si eA, z,v) #0 
entonces 

L wv) <Any, 
2. hiv) < [An yp. 

Las condiciones anteriores son necesarias para que c(A, u,v) # 0 
pero no suficientes: 

Ejemplo 4.7. Sean \ = 1s = (2?) y v = (3, 1), entonces: 

wd) = w(u) = 2 <3 = |(2,1) = |uno| = |Anl, 
w(v)=3 <4 =|(27)|=|Anyl, 
AA) = A(u) = 2 <3 = |(2,1)| = env] = [Ane 
h(v) =2<4= Any}. 

Sin embargo, ¢(A, #1,/) = 0 como se puede comprobar con las férmulas 
presentadas en el ultimo capitulo de este trabajo. 

Este corolario es muy titil en la prdctica pero hay que resaltar que 
el Teorema 4.4 proporciona més informacién, pues no sélo indica que 
todas las particiones que aparecen en la descomposicién de x* @ x# 
tienen ancho menor o igual a [AM |, sino que asegura que existe una 
particién donde este ancho m4ximo se alcanza. Andlogamente para la 
altura. 

Es importante hacer notar que el Teorema 4.4 establece una forma 
exacta para expresar a h(y* @ x“) como el drea de la interseccién de 
los diagramas de Young de 4 y del conjugado de yt. Yoav Dvir probé 
este resultado motivado por la desigualdad A(x? ® x") < A(?)A(x*) 
encontrada previamente por su asesor de tesis doctoral, Amitai Regev 
{AR80]. El teorema de Dvir convierte esta estimacién en una formula 
precisa y del mismo se coneluye fécilmente la afirmacién de Regev que 
estableceremos a continuacién: 

Corolario 4.8. Sean 4, t particiones den. Entonces: 

AO @ x4) < AL )AC"). 
DEMOSTRACION: 

Como AN p! C A, yp’, entonces h(AN BH) SAQA) y wAnp) < 
w(u’) = h(u), por lo cual JAN p'| < AAA) = A(xXA)ACy#). Ast, 
Negamos al resultado mediante el Teorema 4.4. 

Q
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Como se mostraré enseguida, al tratar de generalizar el Teorema 4.4 
al producto de caracteres sesgados la precisién se pierde y obtenemos 
tinicamente cotas del ancho y la altura de dichos caracteres: 

Corolario 4.9. Sean m,,m2,! > 0, ny = m +1, no = m2 +1, 

Arm, 7m, wh na, €F me. Entonces: 

1. w(x" @ x/€) < JAN, 
2. AO Q xe/8) <A ny'|. 

DEMOSTRACION: 

Por la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 tenemos que . 

wl? @ x#8) = max{w(o)| x!" @ x8, x7) # OF 

= maéx{w(a)] (5 ax’) @ (x ax) ~) # 0} 
veL pet 

= max{w(o)| 5° deh, (x” @ x", x7) # 0}. 
ppl 

Sea & una particién de / donde se alcanza ese maximo, y 7, pF I tales 

que 

ch ces (x7 @x*, x7) #0 

=> TOA oCpy (x @x*, x") £0, 
de lo cual se concluye que 

w(x? @ x*) = max{w(h)| (x7 @ x*, x”) #0} > w(F) = w(x" @ x¥/*). 

Por el Teorema 4.4 sabemos que w(x” @ x*) = |r N@|; ademas rT C Ay 
@  p, entonces [TN¢} < [AN yI. Por to tanto w(x @ x#/£) < [ANY 

La prueba del segundo inciso se obtiene del primero y del Corolario 

2.32 del siguiente modo: 

A(X @ xH8) = w (x @ x/*))) = W(X" @ (XY!) 
= w(x @ XH) < AN gl. 

2. Profundidad 

Los siguientes resultados aparecen en [JK81, 2.9]; como se men- 
ciona en este texto, Klemm los probé con anterioridad en [MK77, 
p.457]. Se dardn pruebas distintas a las que ahf se presentan ya que se 

verdn como consecuencias del Teorema 4.4.
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Lema 4.10. Sean \, » y y particiones den. Entonces wiv) < 
AN pl si y sdlo si [A — pl $ 2 d(v).! 

DEMOSTRACION: 
w(v) = < [ANI siy sdlo sin — d(v) < [ANy|. La aplicacion de 

la observacién 1.1 nos indica que esto ocurre siempre y cuando: 

n= adv) sn —~ Aol orien ja — yl <2 atv). 

o 

Podemos entonces reformular el Corolario 4.6 en términos de la 
profundidad de una particién: 

Corolario 4.11. Sean , 4 yv particiones den. Si cA, u,v) #0, 
entonces 

A = wl = SOA — wl S 2 dv). 
#1 

Cabe notar que el recfproco de la afirmacién anterior es falso: 

Ejemplo 4.12. Sean A = (2%), u = (3,2,1) y v = (1) particiones 
de 6. Sabemos que: 

JA — pl] =2 < 10 = 2d(v), 

|A—v] =6 <6 = 2d(p), 

lu —v| =6 <8 = 2d(d); 

sin embargo, c(, 2,v) = 0 por la observacién 3.4, ya que A ¥ p’. 

Como consecuencia del Corolario 4.11 hallamos: 

Corolario 4.13. Sean A, pyy =(r,... :¥,) particiones den. Si 
IrQ, uy) #0 entonces 

IA— pl = SOA wl $2 d(v). 
i> 

DEMOSTRACION: 

Como Ir(A, wy v) = So Kes os, T) por el Teorema 2.16, entonces 
Toy 

el hecho de que ir(A,4;7) 4 0 implica que existe r > v tal que 
c(A, #,7) # 0. Gracias al Corolario 4.11 sabemos que [A — pl < 2 d(r), 

1Recordemos que al principio de esta tesis se definié d(y) como el niimero de 
nodos de -y que no pertenecen al primer renglén.
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pero 7 & v, en particular 7; > 1; entonces d(r) < d(v), lo que nos 

conduce al resultado buscado. 
Oo 

En la anterior demostracién observamos que |A — | se encuentra 
acotado superiormente por la profundidad de alguna r & v, y 7; puede 

superar por mucho a 1, lo cual implicarfa que d(r) es mucho més 

pequeiia que d(v). En este caso la cota dada en el corolario anterior no 

es muy buena.” 
Mediante los resultados previos es posible estimar las componentes 

irreducibles x” que aparecen en la descomposicién de x* ® x" en tér- 

minos del numero de nodos de que no pertenecen al primer renglén, 

es decir, en términos de la profundidad de v, d(v). 

Teorema 4.14. Sean A,  y v particiones de n. La profundidad 

d(v) de cada componente irreducible x” de x*@x" satisface las siguien- 

tes desigualdades: 

|d(A) — d(u)| < dv) < d(A) + d(x). 

DEMOSTRACION: 
Sea x” una componente irreducible de x*@x", entonces c(A, p1, 7) # 0 

y por el corolario anterior |A — | < 2 d(v). Por otro lado: 

A= al =D — mal + SO = al > Da ~ al +1 SOO - Hl 
i>2 #22 

= |(n— A) = (n= w+ 10 -— Dail = 2A) — d(w)). 
ip2 22 

Al juntar estos hechos observamos que 2|d(\)—d()| < |A—p} < 2 d(v), 
de donde |d(A) — d(z)| < d(v). 

Para probar la segunda parte de la desigualdad recordemos que 

c(A, 4, ”) es simétrico en A, 4 y v por lo cual del razonamiento previo 

podemos concluir que |d(v) — d(j}| < d(A); entonces 

d(v) — d(u) < |d(v) —d(u)| <a) > dv) < dQ) + d(y), 
Oo 

Es importante notar que el resultado anterior se probé a partir 

del Corolario 4.11 (que es una reformulacién del Corolario 4.6), pero 
se requiere ademds la simetria de c(A, »,y) en sus tres entradas para 

2Es posible probar el Corolario 4.13 usando tinicamente la interpretacién de los 
numeros ir(A, #; v) en términos de tablas de Littlewood-Richardson y la observacién 
1.1; entonces el Corolario 4.11 se sigue como consecuencia ya que el hecho de que 

c(A, #,v) 0 implica que Ir(A, 4; v) # 0, invirtiendo asf el orden de la presentaci6n.
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verificar la segunda desigualdad. Si nos olvidamos de esta simetrfa, 
es posible encontrar particiones n tales que w(v) < |AN ye] (condicién 
necesaria para que c(A,,”) # 0 por el Teorema 4.4), pero que no 
cumplen con la segunda desigualdad del Teorema 4.14 y por tanto tales 
que x” no aparece en la descomposicién en irreducibles de x @ xt. 

Ejemplo 4.15. Sean n > 8 y A = (n — 1,1), entonces 

w(xe*) =n-4 Sn =|ANA = u(x @ x) 

A(x™"49) = 2<3=/ANA|=AOA @X’). 
Sin embargo, d((n — 4,4)) = 4 > d(A) + d(A) = 2; por el Teorema 4.14 
se tiene que c(A, A, (n — 4,4)) = 0. 

El Teorema 4.14, que presentaron Klemm en [MK77, p.457-458], y 
James y Kerber en [JK81, p.99] establece condiciones necesarias para 
que c(A, u,v) # 0 en términos de la profundidad de dichas particiones. 
Sin embargo, es un resultado més débil que el Corolario 4.6, o bien su 
reformulacién, el Corolario 4.11, como se vera a continuacién: 

Ejemplo 4.16. Sean A = (37), » = (3,13) y v = (5, 1) particiones 
de 6. Entonces: 

|d(A) — d(u)| = 0 < d(v) = 1 <6 = d(A) + d(y), 
|@(A) ~ dv) =2 < d(u) =3 <4 =d(d) +a), 
|d(u) ~ d(v)| = 2 < dA) =3 <4 = d(u) + d(v); 

sin embargo w(v) = 5 > 4 = |(3,1)| = |ANyl y por el Teorema 4.4 se 
tiene que c(A, u,v) = 0. 

Con miras a estudiar el caso en que se da la igualdad d(v) = d(\) + 
d(1), estableceremos a continuacién dos lemas técnicos que aparecen 
en [YD93, pp.134-135] y que serdn usados en la siguiente seccién: 

Lema 4.17. Dadas \, 4 y v particiones den se tiene que’: 

Lo n—|Ay- ml] > jAny| 
2. Si d(v) = d(A) + d(u) entonces 

(a) w=n-d4+y 

(b) A> 
(c) |ANv| = pr siy sdlo si A Cv. 

3Recordemos que J := (2, p3,..-) como se definié en la primera seccién de esta 
tesis.
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DEMOSTRACION: 

1. Como 4 y v juegan papeles simétricos podemos suponer sin 
pérdida de generalidad que A, > 4, entonces 

n-|A-vl=u-Atn=nH-AFS Nant Dd 
iDi ee 

> So min{r:,4} = ANY, 
i21 

2.(a) Por hipétesis d(v) = d(A) + d(yz), es decir, 

nm-wyen-At+N—-w S pan—-AV+H. 

2.(b) Por lo anterior n ~ A, +11 = py <n; entonces 4, — A; <0, es 
decir Ay >. 

2.(c) Usando 2.(a) y la definicién de AN vy tenemos que [ANY| = 
si y sdlo si 

S_ min{\i, 44} = (= ») +y 
i>1 i>2 

como A; 2 % por 2.(b) la igualdad anterior se da si y sdlo si min{A;, 4} = 
A; para toda i > 2, es decir, 4; < 4% para toda i > 2, lo cual ocurre si 
y sdlo si A Cp. 

Oo 

Lema 4.18. Dadas 4, p yu n tales que d(v) = d(\) + d(z) y 
c(A, 4, ¥”) #0 Entonces: 

iy =[ANy|. 

DEMOSTRACION: 

Como e(A, 1,v) 4 0 entonces p, = w(p) < wlx* @ x”) y por el 
Teorema 4.4 sabemos que w(x* @ x”) = [AN v| asf que py < ANY. 
Ademés por el! Lema 4.17 se tiene que : 

Any| sn— [i - ml | = wT tY "GM 

con lo cual py = [AN y|. 

El recfproco de la afirmacién anterior es falso:
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Ejemplo 4.19. Sean A = (5,2, 1), » = (3,2, 13) y v = (6,2) parti- 
ciones de 8. Tenemos que p, = 6 = [(3,2,1)| = |A Ny]. Sin embargo 
e(A, 4, ¥) = 0.4 

3. Férmulas recursivas para c(A, 11,1) 

Enunciaremos ahora un teorema que aparece en el articulo [YD93, 
p.133], dando una prueba distinta a la que se presenta en ese trabajo. 
Requerimos para ello de un resultado previo: 

Lema 4.20. Sean y = (11,%2)---) y p = (01, 62,-..) particiones 
den con, = p,. Entonces Ki» = KS”. 

DEMOSTRACION: 

Sean C := {T|T es una tabla de escuadras sesgadas especiales de 
forma p y cuyo contenido es un reordenamiento de 7} y D := {T|T es 
una tabla de escuadras sesgadas especiales de forma f y cuyo conteni- 
do es un reordenamiento de 7}, sabemos por el Teorema 1.12 que 

KG = sgn{T), KS» = s sgn(S). 
TEC SED 

Si T € C, su contenido es un reordenamiento de 7 = (p1,72,.-. 7s) 
y tiene forma p, asf que la escuadra sesgada de longitud p, debe estar 
a lo largo de todo el primer renglén de T. Removiendo este primer 
renglén, obtenemos una tabla T€ D. La aplicacién THT es una 
biyeccién de C en D tal que sgn(T) = sgn(T), de lo cual se concluye 

que KG) = KS? 
Qo 

Teorema 4.21. Sean d, 4 y p = (pi,-.. , pe) particiones den, con 
w(p) = pi = |AN pl. Entonces: 

CAs Hy 2) = (x* @ XX?) = OCA @ HPO, Pr). 
DEMOSTRACION: 

El Teorema 3.14 nos indica que 

OC @ x42?) = $2 KOMI, 157). 
yee 

Si y & p tenemos que 7, > p; = |AN yp]. Observamos ademas que si 
Ir(A, 2,7) #0, con y = (m,... , Ys), debe existir una pareja de tablas 

Esto puede revisarse en las tablas que se encuentran al final del libro (JK81, 
p.457] o bien, con el Teorema 4.23 que se presentaré en esta misma seccién se tendré 
que c(A, v7) = Oa =0.



3. FORMULAS RECURSIVAS PARA c(A,2,v) 59 

de Littlewood-Richardson (5,T7’) de forma (A, 4) e igual contenido (ver 
la Definicién 3.10), digamos (¢(1),... , @(s)) con di) Fy VI<iss. 
Entonces necesariamente ¢(1) C AM wu, por lo cual » = [¢(1)| < 
|A.Q zl = pi; al juntar estos hechos concluimos que ¢(1) = AN py 

n = pr. Ast, 

(x @ x4, x?) = SO KEM, Hs): (22) 
yp 
NAL 

Por otro lado, al expresar a ? en términos de la base {¢”|v F d(p)} 
y usar la observacién 3.11 obtenemos: : 

oon @ xen ye) = (or @ thn > X55") 

TRA 

= > KG? (OPM @ HAM APY = SO KG Osa Np, p/AN ps7). 
Tp 1p 

(23) 
Notemos que existe una correspondencia biyectiva entre los conjuntos 
A:= {yk nly2 p,m =m} y B= {7 - d(p)|7 & p} sobre los cuales 
corren las sumas en (22) y (23), dada por y + ¥. Por el Lema 4.20 

sabemos que KG» = KG y y se probardé también que Ir(A, us) = 
ir(A/AN p, w/AN 45), lo. ‘cual completaré el resultado, pues entonces 
podremos igualar las ecuaciones (22) y (23). 

Sabemos que Ir(A, ;7) es el nimero de parejas (S,T’) de multi- 
tablas de Littlewood-Richardson de forma (,, 4), tipo y e igual con- 
tenido, pero como se mencioné al inicio de la prueba, si. S = (51,... , Ss) 

T =(T,...,7;), entonces S, y T, tienen forma 1M p, por lo cual 

dr(A, 457) es igual al ntimero de parejas de multitablas de Littlewood- 
Richardson de forma (A/A NM p, u/AN p), tipo 7 e igual contenido, es 

decir, ir(A, p57) = Ir(A/A0 , H/AN B57). 
og 

Mencionaremos a continuacién una versién del teorema anterior 
que involucra a las particiones conjugadas que presenta también Dvir 

en [YD93, p.134]: 

Teorema 4.22. Sean A, uw, pt m+l, con h(p) = [AN p'| = 
sea&t I tal que £' = p’. Entonces’: 

(A, 1p) = (x & x".x") = (erm @ xhiXOH, x) 

5La particién € se obtiene de p eliminando la primera columna del diagrama 

asociado a p.
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DEMOSTRACION: 
La prueba se sigue del Teorema 4.21, y la aplicacién del Teorema 

2.3 y el Corolario 2.32: 

(As 4p) = CA, Hp!) = 22H @ HW, 
é f é ’ oy! - Ul a ' = (io @ x" ow) , (x”) ) = (vom ® (x" pew’) 2) 

= (xd g xe/OOwy x8) = (erry @ ytlXOm x*). 

o 

En la seccién anterior, con el Teorema 4.14 se probé que cada com- 
ponente irreducible x” del producto x* ® x" satisface las desigualdades 
|d(A) — d(u)| < d(v) < d(A) + d(x). A continuaci6n analizaremos 
qué ocurre cuando se da la igualdad d(v) = d(A) + d(); en este caso 
c(A, u,v) queda descrito como un coeficiente de Littlewood-Richardson 
que involucra a las particiones que se obtienen de A, u y v al quitarles 
el primer renglén. El teorema que presentamos a continuacién estd 
contenido en el artfculo [YD93, p.136]. 

Teorema 4.23. Sean 4, p yu n tales que d(v) = d(d) + d(u). 
Entonces: 

c(A, wv) = Gi. 

DEMOSTRACION: 
Caso 1- y= [AN YI. 

Por el Teorema 4.21 sabemos que 

e(A, 1, v) = Odor Q@ yep x") . (24) 

Asimismo por el Lema 4.17, incisos 2 (b) y (c) tenemos que 

ANv = (min{A;, %}) io1 = (M1, A2,A3,.--)- 

De aquf que A/ANv = (A; — 1) y ANY =A, por lo que 

v/\Nu =o/XNy = d/d. 

Entonces, al usar el Teorema 2.3 y la Regla de Littlewood- Richardson, 
la ecuacién (24) se convierte en: 

e(A, p42) = (xen 8 P,P) = (x p By) = a. 

Caso 2.- 41 # [AN I. 
Del vema 4.18 podemos concluir que c(A, z,v) =0 y del Lema 4.17 
inciso 2 (c) \ ZB, por lo cual cf, es también igual a cero. 

go
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E] siguiente resultado aparece en el articulo [YD93, p.132] y se 

usard para dar nuevas pruebas de algunos resultados de Remmel. 

Proposicién 4.24. Seanm<n, A, phn, @F n—m. Entonces: 

1. (Resg(t n-m) (x2 @ x") x x x’) = ¥ cw), 
vey (8m) 

2. (Pessina (x* @ x") 1x0") x x°) = ox"! x"), 
aim 

donde Y(@,m) = {p+ n|p/@ es una tira horizontal}. 

DEMOSTRACION: 

1. Por linealidad se tiene que 

Ss 
(Ress am) a @ x*) xi) x x’) 

= (Ream (= eA, Hs ox’) xe) x x) 
wn 

= Yel, 1,0) (Resse my OX") 1x0 x); 
vn 

(25) 

sabemos por el Lema 2.27 que Res  (x”) = hg (x% x x*). 
‘S(mn—m) ap 

atm 
Brn—m 

Como 8 = {x x x4la F m, 8 n— m} es el conjunto completo de 
caracteres irreducibles de S(m,n — m) por el Teorema 2.7, entonces 

YA 2) (ResS am OX) x! xx") = De Hs Meme (28) 
ven ven 

Y Cnyo # O siempre y cuando v/@ pueda ser llenado con m unos de modo 

que se obtenga una tabla de Littlewood-Richardson, lo cual ocurre sélo 

cuando v/@ es una tira horizontal. Por ello, de las ecuaciones (25) y 
(26) se concluye que 

(Ress mam) (x* @ xt) x x x) = SS cr,n,r). 
veY(6,m) 

2. Por propiedades de la restriccién se tiene que 

s (Reston (x° @ x4) x! x x°) 
s Ss 

= (Rest) mm) (x*) @ Ress” am) (xP) x x)
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pero por Lema 2.27 y la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 se deduce 
que , 

Ressin) ‘my (x’) 

= YS da (x® x x9) = Sox" x > 2x) = So xt x 7, 
abm mom wee, 

atm 

Andlogamente 

5s 
Resim nam (X") = Sox" x xt/* 

mbm 

por lo cual 

s s 
(Ressfmnemy (x) © Ress, (x4) 4x0" x x) 

= (= x" x x) ® (x x" x ve") xh) x *) 
arm ahem 

= Xx XM) (7 x Hl) lm) x 38), E (e+e) 0 (e a0") ae) 
Finalmente, por los Teoremas 2.3, 1.37 y 1.36 sabemos que 

E (eo ef ea a,ntm 

= 3) (ot @x")x (x @ xt), xl) x x’ 
a,rbm 

= > (x @ x", x) (xv @ xH/*, x9) = > (x¥0 @xH/2, 9°). 
azthm akm 

A partir de este desarrollo Ilegamos al resultado. 

Al igualar los incisos 1 y 2 y usar la Definicién 2.11 tenemos: 

Corolario 4.25. Seanm<n,d, win, 0H n—m. Entonces: 

>» e(A, 4, v) = ¥ 2 CooCare Cr) 

veY(8,m) atm o,r-n-m 

donde Y(0,m) = {p+ nlp/@ es una tira horizontal} .



CAP{TULO 5 

Escuadras y escuadras dobles 

- En este capitulo se describe a los numeros c(A, 4, ) cuando las parti- 

ciones involucradas son escuadras. . 

Para comenzar utilicemos el Corolario 4.25 para obtener un sistema 
de ecuaciones que nos permita describir a los ntimeros c(A, p,v) en el 

caso particular en que v es una escuadra. Recordemos que el corolario 

nos indica que sim <n, A, pbk ny 8 n—™m entonces: 

YS AmM= DS Gaciecla. 7,8) 
veéY(8,m) atm o,rrn—m 

con Y(6,m) = {p + nlp/6 es una tira horizontal}. Analicemos qué 
ocurre al tomar @ = (1"-™): 

Sea @ = (1""™) con m # 0,7n; en este caso 

Y(0,m) = {((m+ 11-4), (mm, yj. 

Ademas, si o,7 | n — m son tales que c(o,7,@) #4 0, sabemos por 

la observacién 3.4 que og = 7’, en cuyo caso c(o,0’,(1""™)) = 1. En 
consecuencia: 

ofA, Hy (m,1"-™)) + (A, 4, (m+1,1°™)) = SOY dyck, 
atm otn—m 

= > > CoaCao! . 

akm otn—m 
aang 

Para abreviar esta formula denotaremos por D(A, z,m) a esta ultima 

suma de manera que 

e(A, p, (m, 1°") + c(A, w, (m +1,1°7"71)) = DO, p,m). (27) 

63
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Al definir D(A, u,n) := c(A, u,(n)) = 8, y hacer variar m podemos plantear el siguiente sistema de ecuaciones: 

e(, 4, (1")) + c(d, 4, (2,1°7)) = D(A, u,1) 
(As Hs (2,1°°7)) + (A, (8,1"°9)) = D(A, n, 2) 

(A, #, (n — 2,17) + e(A, 4, (2 ~ 1,1) = D(A, ,n — 2) 
eA, 2, (n-1, 1) + c(d, y, (n)) = DiO,pn- 1) 

eA, (n)) = D(A, y,n). (28) 
La matriz aumentada asociada al sistema de ecuaciones anterior es 

1100+. 00 D(\\u,1) 
0110 --- 0 0 D(\u,2) 

0000-- 11 D(iAun-1) 
0000.--- 01 D(A, p,n) 

A través de la resolucién de este sistema obtenemos que 
nm 

(A, H(,1°')) = S (1) D(A, n, 4) (29) 
i=t 

para toda0 <t<n. 

Simplifiquemos esta formula con ayuda del Teorema 4.4. 
Si [AN wl < t <n el teorema nos indica que c(A, y, (¢,1"-')) = 0 

por lo cual 

O= eA, 1, ()) = eA, 1, (m ~ 1,1)) = ++ = e(A, pw, (ANB +1, 12-P%HI-3)). 
por el sistema (28) esto implica que 

O= D0, 4,7) = Dun - 1) =-- = Dw, |AN wl +1), 
y también que o(A, p1, (|A 9 py], 1°-P#l)) = DO, 4, |AN ul). 

Por el mismo teorema sabemos que si JAN p/| <n —t+ 1, 0 equi- 
valentemente si t < n — [AM p'}, entonces c(A, w, (t,1"-*)) = 0, de 
donde 

O = fA, w, (1")) = ofA, (2,177) = = (A, (n= [AN y'|, 1P%'l)) 
gracias entonces al sistema (28) sabemos que 

0 = D(A, 4,1) = D0, 4,2) =--- = D0A,u,n- [AN] — 1). 
¥ que c(A, 4, (n= [AN py! +1, 1h) = DO, pn [An y')). Al usar lo anterior y la formula (29) obtenemos Io siguiente:
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Proposicién 5.1. Seanr, pEnyO<tsn 

0 sitsn—-[ANp'l, 
lang] ; 

c(A, p, (t, 1") = So (-1) DQ, 1,4) sin-|[Anpi| <t<|Anyl, 
i=t 

0 sit > [AN pl. 

Observacién 5.2. c(A, ,(t,1%')) = DOA pn - jANnp|) sit = 

n— [Anvil + ly cA, (t,1°')) = DA, |AN wl) sit = ANY. 
Observacién 5.3. Sean A, uk n. Sin-|ANp'| > |ANp|.entonces 

c(A, #, (¢,1*-*)) = 0 para toda 0 <t <n. 

Al estudiar el comportamiento de los D(A, u, i) conn—|ANp’'| <i < 
|AM |, podemos sacar conclusiones sobre Jos mtimeros c(A, y, (£, 1°"). 
Estamos ahora en condiciones de dar otra prueba de algunos resultados 
presentes en [JR89, p.108}: 

Teorema 5.4. Sean \, win, O<t,c,e<n 

1. Stc(A, p, (£,1°-4)) 40 y A es una escuadra , entonces p es una 
escuadra o una escuadra doble. 

2. Sean A = {c,1"*), uw = (e,1"-*), entonces 

1 sin—|Anp'| <t <Any, 

0 en caso contrario. 
(A, #, (1°) = { 

DEMOSTRACION: 

1. 

Si c(A, u, (£,1°-*)) A 0, en donde A es una escuadra, tenemos por 
la ecuaci6n (27) que D(A, u,t) # 0 y por la definicién de D(A, p,t) 
deben existir a, una particién de t contenida en AN p, y o, particién 

de n — t, tales que cach: # 0. Por la interpretacién con tablas de 

los coeficientes de Littlewood-Richardson se tiene que a y o deben 

estar contenidas en Ja escuadra 4, asf que también deben ser escuadras. 

Como ci, # 0 entonces el diagrama sesgado que se obtiene al remover 

la escuadra a del diagrama yz debe poder llenarse con un contenido a’ 

(que es a su vez una escuadra) de modo que se obtenga una tabla de 

Littlewood-Richardson. Entonces necesariamente jz es una escuadra o 
una escuadra doble. 

2. 

Caso i) 
Si ¢ =n sabemos por la observacién 3.3 que c(A, p, (t,17~*)) = 1 si 

ys = (t,1"-*) y cero en caso contrario. Pero esta condicién se da si y 

sdlo sie — 1 < t < e, o de modo equivalente si y sdlo sin — |AN p'| <
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t<[Anyl, pues AN pl =e y [ANp’| =n-—e+1. El casoe=nse 
trabaja de modo andlogo. 

Caso ii) 
Supongamos que 0 < c,e <n. Analicemos cémo son los ntimeros 

D(A, ym) con n—|ANp'| < m < [ANp| (fuera de este rango hemos visto 
que estos ntimeros son cero) para saber qué ocurre con c(A, y, (t, 1"~*)). 

Como 4 y p juegan papeles simétricos podemos suponer que c < e. 
Observamos que 2(n + 1) = (ct+e)+(n-—c+1+n—e+1), asf que 
w(A)+w(p) = cte > n+1o bien w(1’)+w(p’) = n—c+lt+n-e+1> 
n+1. Ademés, c(A, p, (t,2-')) = c(A’,y’, (t,"-*)), por lo cual no se 

pierde generalidad al suponer que c+ e > n+ 1. Bajo estas hipotesis 

ANp=(¢,1%*) yANpw =(n-e+1,17*). 
Si D(A, uz, m) 4 0, por la definicién de estos ntimeros tenemos que 

deben existir a, una particién de m contenida en AN pw y a, particién 

den —m, tales que 2, ct, # 0. Entonces a debe estar contenida en 
A, que es una escuadra y por tanto es de la forma (k, 1-*). 

Cuando m = |A NM pI, la unica posibilidad es quea = AN p = 

(c,1"*), por lo cual la unica opcién para o es (1°) y entonces se 
tiene que D(A, p,m) = 1. 

Si m = |AN p| — 1 ocurre que a = (c,1"~*-!), marcada de manera 
sombreada en la siguiente figural: 

ee 
por lo cual necesariamente o = (1""™) y o’ = (n—m), 0 bien, a = 
(e-—1,1"*), 

ot 
en cuyo caso requerimos que o = (1°-™) y a’ = (n-—m). Tenemos 

entonces dos posibilidades para a, cada una con una sola scion para 
a y en ambos casos se tiene que Oc, = 1, asf que D(A, p,m) = 2. 

‘En los siguientes diagramas, el punto representa un solo un cuadro.
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Sim=n—|ANyp'|, es decir, sin —m = |AMp'], observemos que al 

usar el Teorema 2.32 se tiene que 

D(A, p,m) = > Ss Coaty = > > cy (30) 

otn—-m abm atn-m abm 
aan aQanyp 

as{ que ¢ sélo puede tomar el valor de AN p’ = (n—e+ 1,1") yael 

de (c — (n — e + 1)), por lo cual D(A, 2,m) = 1. 

Cuando m =n — |AN p'| + 1, esto es, cuandon—-m=fANp'|—1 

usamos nuevamente la ecuacién (30) para describir a D(A, z,m). En 

este caso sucede que o = (n — e,1"~°), marcada de modo sombreado 

en la figura, 

entonces a = (m) y a’ = (1™), o bien, o = (n-e + 1,17"), 

re 
y necesariamente a = (m) y a’ = (1™). Tenemos entonces dos posibles 

valores de o, cada uno con una tinica con para a y en ambos ocurre 

que ch, c”,, = 1. En consecuencia D(A, p,m) = 2. 
Estudiemos ahora qué ocurre sin —|ANp|+b<m<|ANpi—-1. 

Como se mencioné antes, si D(A,p,m) # 0, deben existir a f my 

oh n—m tales que ci,c%,, # 0 con a de la forma (k,1"-*). Existe 
entonces una pareja de multitablas de Littlewood-Richardson de forma 

(A, #) con contenido (a,¢) y (a,o’), respectivamente. Visualicemos
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este hecho con el siguiente diagrama: 

donde la zona sombreada corresponde a la partici6n a. Hay en conse- 

cuencia dos opciones: 
a) 0 =(e—k, 17M (4), 

Esto implica que o’ = (n ~ m — (c— k) + 1,1°°*"!); mediante la 
observacién de la figura anterior, necesariamente 

e=kt+n—m-—(c-k)+1 0 e=k+n-m-(c—k), 

o de modo equivalente 

1 1 
k= 5(e+m—nt+e-1) o k= s(et+m—n+tce). 

b)o=(c—k+ 11m #3), 

Lo cual! implica que a’ = (n ~ m — (c — k), 1°-*). Observando de 
nuevo la figura anterior, necesariamente 

e=k+n—m-—(c—k) 0 e=kt+n—m-—(c—k)-1, 

o de modo equivalente 

1 1 
k= s(etm—nte) ° k= sletm—ntett). 

Por todo ello si e+ m—n-+c es par, la tinica a que contribuye 

a la suma que define a D(A, y,m) es (k,1™*) con k = d(e+m— 
n +c), siendo dos los posibles valores para a, (c — k, 1"~™-(e-*)) y 
(c- k+1,1"-™-©-8-1)_ Para cualquiera de ellos ,c4,, = 1. Asi 
D(A, p,m) < 2. 

Si e+-m—n-+c es impar, hay dos posibles valores para a = (k, 1™~*), 

aquéllos tales que k = 3(e+m—n+ce~-l)yk=}(e+m—nt+c+]). 
Cuando k = }(e+m—n-+c-— 1), la tnica o tal que ch,ch,, £ 0 es 
(c—k, 17-9), y ademas c,, = 1; cuando k = $(e+m—n+c+1) 
la tinica o tal que ch, #0 es (c— k+1,1"-™---1), y también 
cach. = 1. Se tiene nuevamente que D(A, p,m) < 2. 

Para probar que D(\, p,m) > 2 es necesario verificar que la con- 
struccién anterior es factible para lo cual basta observar que 0 < 
k<cy que0 < m—k < n-e, condiciones que se cumplen ya
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que n-|AN pw] +1 < m < [AN pl — 1 o de modo equivalente 

c—(n—e)<m<c+n-—e-—l, como se verd a continuacién: 

‘)O<k. 
Como n+1<c+ey0<™m entonces 

n+l<ctetm es decir, 

O<e—-nte-ltm 

lo cual indica que 0 < & parak = $(e+m—n+c—1), k= 3(e+m—n-tc) 

o bien k = }(e+m—n+ert+l). . 

hk <e. 

Sabemos que 

m<c+tn—e-—1_ entonces 

mte-n+l<c lo cual implica que 

etm—ntct+1 < 2c. 

Con ello tenemos que k < c parak = }(e+m—n+e-—1),k= 

We+m-—nte)obienk=3j(e+m—nt+e+]). 

ii) OS m—k. 
Por hipdtesis 

c—nte<m ast, 

e+m—n+c<2m__ por locual 

e+m—n+ct+1< 2m. 

Por este desarrollo 0 < m—k parak = }(e+m—n+c-1), k= 

d(e+m—n+c) obienk=j(e+m—ntetl). 
iv) m—k<n-e. 

Tenemos que 

m<c+n—e-l 1.€., 

m—2@n+2e<c—nt+e-l1 en consecuencia, 

2m—n+e)<e+tm—nt+c-—l. 

Esto implica que m —n +e < k, o de modo equivalente que m — k< 

n—e, parak = Me+m—n+c-—1), k= f(et+m—nte)o bien 

k=t(et+m—ntctl). 
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En resumen: 

2 sin-[Anp'| <m<|Anyl, 

DA, n,m) = C1 sim=n-|Anpjom=[Anyl, 

0 en caso contrario. 

Ast: 

Sin —|ANp'| <t < [AN pT la Proposicién 5.1 nos indica que 

ow 
(A, H,(t,1"-4)) = $7 (-1) "D(A, 4,3) 

ist 

y por lo observado acerca de los mimeros D(A,u,m) se tiene que 

c(A, , (t, 1~*)) es una suma del tipo 

Q-Qe---4+2-1 0 Q-24----241 
(la primera expresién con un mimero impar de doses y la segunda con 
un nttmero par) y el total es uno, sit = [AN wl, c(A,p, (t,1%*)) = 
D(A, u,|ANyz|) = 1 por la Proposicién 5.1 y las observaciones anteriores, 
y finalmente si t <n — [AN p'| 0 bien [AN p| < #, c(A, p, (£,17*)) = 0 
por la Proposicién 5.1. 

Esto concluye la prueba. 

Oo



CAPITULO 6 

Férmulas 

En este capitulo se establecerén formulas para calcular explicitamente 

los ntimeros c(A, p, ”) en el caso en que A = py d(v) < 4.con A una par- 

ticién arbitraria de n. Ocuparemos para ello la Definicién 3.7 que nos 

permitiré dar dichas férmulas en términos del nimero de maneras en 

que podemos quitarle a D* una union disjunta de diagramas y obtener 

un diagrama de Young. 

Los resultados presentados a continuacién son consecuencia de la 

definicién de los nimeros Ir(A, y; v) 3.10 y de la definicién de los coe- 

ficientes de Littlewood-Richardson 1.5. 

Proposicién 6.1. Dada \ una particion den se tiene que: 

i) &rQ,A;(n)) =1, 

wi) Ir(A, A; (n — 1,1) =n(A,o), 

iii) Ir(A,d;(n — 2,2)) =n (Aco) +2(A,8) + 2(°9), 

tv) brQA,A(n-2,2)) =n (Qo) +2 (,8) + 47°29), 

vy) IrQ,A;(n—3,3)) =n (Aon) +79) +2Q,P) +208) 

+2[n(,0) — 1] [n (co) +2.(A,8)] +6(°2, 

vi) Ir(QA,A(n—3,2,1)) =n (Aon) +2(,8) +22 Q,P) +7(,c8)] 

| +5 [n (A,0) — 1] [n (A,o) + 2 (A,8)] + 18(°39), 

vii) IrQ,d;(n—3,1)) =n Q.on) +2(,8) +42 OP) 420,8)] 

49 [n(A,9) — 1] [n (Aco) +n (A,8)] + 36(78), 

7i
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viii) Ir(A, A; (n — 4,4)) = 0 (4g) +n(A,cro) +2 (AG?) +n(A,)) 

+n(A,fP)+n(A,o8) + 2[n (0,8) +7(,cP)} +2 (A,B) 

+2(n(A,0) — 1) [n(A,8) +2 (,cn)] + 3(n(A,0) — 1) 20,8) 

+3(n(A,0) — 2)n (AP) + 3 [r (A,ca) (n (A,p) — 1) +2. (A,B) (2 (A,B) - 1D] 

+2[n(A,o)n(A,8) -—n (0,8 )} +7 (C °°) — (n(A,o) - 5) [n (A,eo) + 2.(,8)] 

+24 (* “), 

i) Ir(A,ds(n~ 4,3,1)) =n (Acum) +n (2,8) + 5[n (Ae) + 2d?) 
+2{n (0,07) 470,89) +20.) +2 0,c8))+2(0,8) 

+5 (n (Ao) — 1) [2 (A,8) +2 (Aran) + 11 (n(A,0) ~ In (8) 
+1 (n (Aa) ~ 2) (AP) + 4 [0 Ayo) (2 (Ap) ~ 1) +2 A,B) (n(8) — 1)] 

+ 6(n(x)n(,8) —(a,c)} +25 (" “ °) - (n(A,0) =1)] bn (yn) +2(A,8)] 

+96("G), 

z) ir(d, A; (n — 4,22) =n (Aa) $0 (8) +7[n (AB) +n QdP)] 

+3[n(Q,6)400,8) +n0,P) + n(0,c8)] + 2n (A,B) 

+6(n(A,0) — 1) [2 (AQ) + 2(,c0)] + 16 (n(A,0) — 1) n (Ac) 
+16(n(A,0) — 2)n(A,P) + 6[n (A, cn) (2 (A,o) — 1) +72.(A,8) (2 (A,B) - 1)] 

+ 10 fn (Aen) 2 (A,B) — 2 (A,B) +38 (a) = (n(A,0) — 0 [n(Ao) +.2(0,8)] 

+ 14a(” “),
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ai) Ir(A, A; (n ~ 4,2,1?)) =n (Aen) +0 (2B) +13 in gi) +2 dP )] 
+5[n OF) 40(A,f) +20) + 20,08 )] +27 0,8) 

+ 10(n(A,q) — 1) (2 ,B) +2 A,cm)] + 32 (2 (0,0) — 2,8) 

+ 32(n(A,0) — 2)n (AP) + 10[n (A,co) (n (Ac) ~ 1) +2. (0,8) (2,8) — 1] 

+ 18[n (Aan) n(A,8) —2 (A,B) +74 IC" °°) = (n(A,o) — »| fn Qcc) +2(A,8)] 

+ 2ae(" 9), 

ii) OA; (n — 4, 14)) =n (amp) +2 (6) +25[n (0,8) +n (,dP)] 

+9[n 0,52) 400,88) +n QP) +20,c8)] +42 0,8) 

+16 (n(A,o) — 1) [n (A,B) +2 (A, cn) + 64 (2 (A,0) — 1) 00,8) 

+ 64(n(A,0) — 2)n (AP) + 18 [2 (A,c0) (2 (A,co) — 1) + n(A,8) (2 (0,8) - 1)] 

+ 36 [n (A,u) 2 (A,B) — 2 (A,B) + 144 IC “) = (nQjo) — »| PO.) +72(A,8)) 

+ s7o(" C). 

Usando la proposicién anterior, el Teorema 3.14 y el Corolario 3.15 

podemos calcular ahora los correspondientes numeros ¢(A, A, v). 

Teorema 6.2. Sea 4 particién den. Entonces: 

t) A,A,(n)) = 4, A;@)) = 1, 

ii) e(A,A,(n = 1,1) = Ir, As, (n -1,1)) — Fr, A; (2)) = 2 Ag) - 1, 

tit) (A, A, (n — 2,2)) = Ir(A, d; (n — 2,2)) — Ir(A, A; (vn — 1, 1)) 

= n(d,o)+n(d,8)+7(A,0) [n(A,0) — 2], 

iv) ¢ (A,A,(n — 2,1) = Ur(A, A; (n)) - Er, A; (2 — 1,1) 

= Ir(d,d;(n — 2,2)) + r(Q, A; (n - 2, 17) = [2 Q,0) - 1), 
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uv) ¢(A,A,(n — 3,3)) = rQ, Ay (n — 3,3)) — Ir, As (n — 4,4) 

= n(A,qn) +2(4,8) +2 (,P) +700) 

+ [2n(A,0) — 3] [n (A,o) + 2 (A,8)] + 2 (A,0) [n (A,0) — 1} fr (0,0) — 3}, 

vi) (AA, (n - 3,2,1)) = QA (2 - 1,1) — OA (n - 2,17) 
— dr(d,d;(n — 3,3)) + irQ, A; (n - 3,2, 1) 

= n(\,P)tn 0.9) + [8n (Ao) - 4] [n (A) +2.(,8)] 

+ In(A,o) {n(A,o) - 1} [2 Q,o) - 3] 420,90), 

vit) -¢ (A, A, (n — 3, 15)) = —Ir(A, A; (n)) + trQ, A; (n — 1,1) 

+ Ir(A,d;(n - 2,2)) — ir(A, A; (n — 2, 1) + Er(A, A; (n — 3, 3)) 

2ir(A, A, (n — 3,2, 1) + Ir(A, A; (n — 3, 1°) 

= (Ap) +208) + [2 (0,9) - I(r (Am) +7. (A,8) + 1] 

+ n(A,o)[n(A,0) — 1] [2 (A,0) - 3), 

iti) c (A,A,(n ~ 4,4)) = ir(A, As (n - 4,4) - ir, As (n — 3,3) 

n(A,anp) +7 (8) +2[n (A,B) +n (A,dP)] 

nQ,FF)+n0,4)+n (a) +7208) +2 0,8) 
(2n (A,0) — 3) [2 (A,9) + 2 (A,cc)] + (32 (0,0) - 6) 2 (0,08) 

(3n(A,0) - 7)n (AJP) + ; fn (Aco) (n (Aen) — 1) +2. (A,8) (2 (A,B) — 0] 

Qn (A,cn) 2 (A,B) + [ (" O°) -9(n(A,9) - »| [n (Ax) + 2(A,8)} 

+ 24(*C)) -9(" °°), 

+ 
+
4
 

+
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iz) ¢(A,A,(n—- 4,3,1)) = Ir(A, A; (n — 2,2)) — Ir, A (n — 3,2,1)) 

+ 
+ 

+ 
+ 
+
+
+
 

+ 
& ~~
 

+ 
+
e
 

t¢
¢4
¢ 

01
 

+ 

Ir(A, Ay (n — 4,3, 1) — bra, As (n — 4, 4)) 

3A) +n, )] 

nQ,67)+20,8) +2 OP) +2 (cH) 

(3n (A,0) — 4) {n,B) +2 A.cco)] 
(8n (A,0) — 14)n (A,B) + (87 (A,0) — 18) n (AF) 

5 [n (Asc) (n (A) ~— 1) +28) (n (8) - DI) 

4n (A,co)n (A,B) 

re () = 24n (A,0) + 25 In (Ao) + 0(A,8)] 

7" oo) - 6("3) + (°°), 

¢ (A, A, (n — 4,27) 

=Ir(A, A; (n — 2,2) + lr(A, As (n - 2,17) + IQ, d; (0 — 3,3) 

ir(A, A; (n — 3,2, 1)) — F(A, Ag (9 — 4,3, 1) + Fr, As (2 - 4,2")) 

22,8) +2 (.dP)] 
n(0,F7)+n(,9) +2 QP) +2008) +2 0,8) 

(n(A,0) — 1) [(h(,8) +2 A.co)] 
(5n (A,0) — 10) n (A, ) + (5n (A, 0) — 11) nV, P) 

2[n(A,m) (n,n) — 1) +n (4,8) (2 (0,8) - DI 

4n(A,c0) n (0,8) 

fi2(*9) -15(m 0.0) -1] me +9048 

- 0(°0%) nf) 4)
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zi) 

+ 
+ 

I 

zit) 

+ 
t
t
 
+
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(A, A, (n ~ 4,2, 17)) 

~ir(A, A; (2 — 1,1) + (A, A; (n ~ 2,17) + Ir(A, Ai (n — 3, 2,1) 

ir(A, A; (n - 8,19) + Ir, A: (n ~ 4.4) — FQ, A: (n — 4.3,1)) 

ir(A, A; (n — 4,2?) + ir(A, A; (2 — 4,2, 17) 

3[n (0,8) +n (dP) +20.) +20,8)4+20,F)+2(0,c8) 

(n(A,) — 1) [2 (0,8) + 2 (A, an)] + (82 (A,0) — 14) 2 (A,B) 

(8n (A,0) — 18) n (0,8) + ; (n (A,co) (2 (A,cp) - 1) +2.(A,8) (2 (A,B) - 1)] 

4n (Aon) 0 (A,B) + fe °°) = 21n(A,o) + 2 [n (Aco) +2. (A.B) 

HC) 0%) 8") na 

c(A,A,(n — 4,14) = br(A, A; (n)) - Ir(A, Aj (2 — 1,1) — (A, Ay (n ~ 2,2)) 

ir(A, Ay (n — 2,17) — Ir(A, A; (n — 3, 3) + 2ir(A, A, (n — 3,2, 1) 

Ir(A, A; (n — 3, 19) — ir(A, A; (n — 4,4) + 2ir(A, A, (n — 4,3, 1)) 
ir(A, A; (n — 4,2") - 3ir(A, A, (n — 4,2, 17) + Er(A, A; (n — 4,14) 

n(0, 8) +n Q,dP)+n2(,8) + 3n(d,9) - 6)n 0,8) 

(Bn (A,0) ~ T) MAP) + 5 fa (Aves) (n(,c9) — 1) +8) (n(A,8) —H)] 
2n (An) n(A,8) + [5(" “) —6(n (Ao) — »] [n(A,o) +2(A,8)| 

(0s , -6(*") +2(°O°) —n(A,o) +1. 

Observacién 6.3. La complejidad de las férmulas anteriores se 
incrementa de manera notable a medida que Ja profundidad de v au- 
menta. 

En Ir(A, 4; (n — b, )) aparecen siempre los sumandos n(A, D?) con 
coeficiente uno, para toda p! 6. En consecuencia todos ellos aparecen 
en c(A, A, (n — 6, 8)). Se sabe que el mimero de particiones de 6, i.e. 
|P(b)|, crece exponencialmente en funcién de b (ver {[FH91, pp.44-45]),
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por lo cual, si A es tal que para toda p particién de 6, n(A, D’) > 0, 

ir(A,A, (n — 6, 6}) > |P(b)| creciendo asi de modo considerable. 

Comentario 6.4. En los trabajos de Zisser [[Z92, pp.361-363] y 

de Vallejo [EV97, pp.12-17] aparecen los calculos anteriores de ir(A,A;¥) 

y c(A,A,v) para d(v) < 4. Saxl presenta en [JS87, pp.214-215] cotas 

inferiores para Ir(A, \; (n—4, 4)) y c(A, A, (n—4, 4) sin dar una formula 

exacta para los mismos.
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D(A, p,m), 63 
D3 
K,8 

K7,8 

KiajuurT 

KG”, 8 
R(T), 23 
R(S(n)), 24 
Rya15, 29 
S(), 10 
551,53, 28 
T, 23 
U@V,15 

R 

Y(6,m), 62 
A, 2 

x, 12 
r/#, 26 

x, 23 
xu @xv, 16 
xu xxv, 17 
Xu, 12 
My1 
A/u, 4 
A> pw, 2 
AFR 1 

ANB, 1 
AD pw, 2 

81 

(9,0), 14 
CG}, 12 
BOA,2 

$", 26 
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A(E), 5 
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Algebra de grupo, 12 
altura 

de un cardcter, 25, 50 

de una particién, 2 

ancho 
de un cardcter, 25, 50 

de una particién, 2 

anillo de caracteres 
de un grupo, 19 

de] grupo simétrico, 24 
aplicacién R-balanceada, 15 

cardcter, 12 
alternante, 24 

altura de un, 25, 50 

ancho de un, 25, 50 

asociado a una forma sesgada, 26 
asociado a una particién, 23 
de la induccién de un médulo, 18, 

19 
de ja restricci6n de un médulo, 18, 

19 
de permutaciones asociado a una 

particién, 26 

irreducible, 13 

producto externo de caracteres, 25 

propiedades del, 25 
producto interno de caracteres, 14, 

19 
trivial, 24 

virtual, 19 

ciclos, 8 

clase de conjugacién de una permutacion, 

9 
coeficientes de Littlewood-Richardson, 

7 
conjugada de una particién, 1, 4 

conjunto completo de C{G]-méddulos 
irreducibles no isomorfos, 14 

contencién de particiones, 2 

contenido de una tabla, 5 

diagrama de Young, 3 
Ilenado canénico de un, 3 

sesgado, 4 
conexo, 5 

Dvir, 52, 59 

Egecioglu, 8 

escuadra, 2, 63 

doble, 2, 63 
sesgada, 5 

especial, 5 

forma ciclica de una permutacién, 8 

Frobenius 
teorema de reciprocidad de, 20 

grupo 
algebra de, 12 
ambivalente, 10 

anillo de caracteres de un, 19 

representacion por matrices de un, 

10 
simétrico, 8 

induccién de un médulo, 18 

interseccién de particiones, 1 

James, 56 

Kerber, 56 

Klemm, 53, 56 

Kostka 

matriz de, 8 

numeros de, 7 

Kronecker 
producto de, 16, 17 

Littlewood-Richardson 
coeficientes de, 7 

multitabla de, 6 

Littlewood-Richardson 
regla de, 30, 31 

médulos, 11 

C[G]-médulos, 12 
C[G]-submédulo, 13 
completamente reducibles, 13 
conjunto completo de C[G]-médulos 

irreducibles no isomorfos, 14 

inducidos, 18 

irreducibles o simples, 13 
R-médulo derecho, 11 
R-médulo izquierdo, 11 
testringidos, 18 

Maschke 
teorema de, 13 

matriz de Kostka, 8
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multitabla de Littlewood-Richardson, 

6 

ntimeros de Kostka, 7 

orden 

de dominacién, 2 

lexicografico, 2 

palabra asociada a una tabla, 6 

particion, 1 

altura de una, 2 

ancho de una, 2 

caracter asociado a una, 23 

cardcter de permutaciones asociado 

a una, 26 

conjugada, 1, 4 
contencién de particiones, 2 

interseccién de particiones, 1 
peso de una, 1 

profundidad de una, 2, 53, 55 

permutacién, 8 
clase de conjugacién de una, 9 
forma ciclica de una, 8 

signo de una, 9 

permutacién de celosia, 6 

peso de una particién, 1 
producto 

de Kronecker, 16 
propiedades del, 17 

externo de caracteres, 25 

interno de caracteres, 14, 19 

tensorial, 15 

profundidad de una, 53, 55 
profundidad de una particién, 2 

R(G), 19 
Regev, 52 
tegla 

de Littlewood-Richardson, 30, 31 
de Young, 26 
del determinante, 27 

Remmel, 8 

representacién 

irreducible, 13 

por matrices de un grupo, 10 

trivial, 14 

restriccién de un médulo, 18 

signo 

de una permutacién, 9 

de una tabla, 5 

simetrizador de Young, 23 
subgrupo de Young asociado a una 

particién, 10 

tabla, 3 

contenido de una, 5 

de escuadras sesgadas especiales, 5 

estandar, 3 

palabra asociada a una, 6 
semiestandar, 3 
sesgada semiestandar, 4 
signo de una, 5 

teorema 

de Maschke, 13 

de reciprocidad de Frobenius, 20 
tira horizontal, 5 

transposicién, 9 

Young 

diagrama de, 3 
regla de, 26 

simetrizador de, 23 

subgrupo de, 10
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