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PROLOGO 

En el mundo moderno practicamente todo lo en él utilizado para comodidad del ser humano tiene 

que ver con el movimiento. es decir, con la dinamica de los cuerpos o particulas Si tenemos en 

cuenta que estos cuerpos o particulas son los automdviles. aviones, cohetes. trenes. planetas, 

satélites.etc.también las partes constituyentes de las maquinas mencionadas pueden ser 

consideradas como particulas por lo que es obvio que practicamente en todas partes nos las 

encontramos; en la industria en el hogar, en 1a ciudad, en el campo. es decir. en la vida cotidiana. 

Por lo antes dicho es importante conocer las particularidades de los movimientos que describen 

dichos méviles, para predecir su movimiento e introducir las mejoras y modificaciones pertinentes 

para hacer 6ptimo su funcionamiento y por ende su aprovechamiento por el ser humano. 

JUSTIFICACION DE ESTE TRABAJO DE TESIS 

El principal objetivo que pretende este trabajo es el de coadyuvar al desarrollo de la preparacion 

profesional de los alumnos de la carrera de ingenieria mecanica eléctrica. 

Con el fin de lograr dicho objetivo se han elaborado estos apuntes de la manera mas entendible y 

accesible posible para que los alumnos se sientan atraidos y despertar e incrementar el interés en 

los conocimientos de la cinematica en particular. 

En este trabajo se concentra la informacién necesaria para el curso de cinematica lo que le dard al 

alumno una gran ventaja ya que en un solo tomo encontrar toda la informacion para salir adelante 

en el estudio de la materia. Con esto. no descartamos que deba consultar mas bibliografia
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TEMAI. "CINEMATICA DEL PUNTO Y DE LA RECTA" 

OBJETIVO: Explicar los conceptos cinematicos lineales y angulares basicos, las relaciones entre 

ellos y su aplicacién en el andlisis y resolucién de problemas de movimiento de puntos y rectas. 

1.1.-CINEMATICA .- Parte de la mecanica que estudia ef movimiento de los cuerpos 

prescindiendo de su masa y de las causas que lo producen. Su objetivo fundamental es establecer 

las ecuaciones de movimiento que relacionan las distintas variables cuyos valores condicionan las 

caracteristicas del movimiento. 

; ESTATICA / 
MECANICA : CINEMATICA 

DINAMICA ; 
CINETICA 

LIQUIDOS Y GASES 

FISICA CALOR 

ACUSTICA 

OPTICA 

ELECTRICIDAD 

En el cuadro sindptico anterior se ilustra una parte del campo de estudio de la Fisica al cual 

pertenece la Cinematica. 

'FISICA.- Ciencia que tiene por objeto el estudio de la materia y la energia, sus propiedades e 

interrelaciones. Trata también de ja elaboracién de las leyes que rigen los fendémenos fisicos y su 

evolucién con el tiempo; en términos generales puede decirse que la Fisica intenta una explicacién 

del universo tanto global como individualizada, tanto en fo que atafie al macrocosmos como en lo 

que se refiere al microcosmos, 

MECANICA.- Parte de la fisica que estudia el estado de reposo o de movimiento de los cuerpos. 

La mecanica, como todas las disciplinas que tienden a la consecucién de un conocimiento exacto 

del mundo natural, se presenta bajo dos aspectos, a la vez distintos y paralelos: 

a) Te6rico o Racional 

b) Experimental o Aplicado. 
En el teérico, la mecanica, opera con nociones ideales tales como las de masa puntual, cuerpo 

rigido. velocidad instantanea, cantidad de movimiento. fuerza, aceleraci6n, etc. Las leyes fisicas se 

representan por medio de modelos matematicos. 
Bajo el aspecto experimental, la mecanica trata de hallar la explicacién de los fendmenos con elia 

relacionados comprobando el modelo matematico establecido por la teoria y el experimento 

"Definiciones de Fisica y Mecanica del Diccionario Enciclopédico Bruguera México, 1979. Pags. 870 y 1355



realizado. En lo que se refiere a la Mecdnica Cldsica, es necesario mencionar, ante todo, el 

principio de inercia debido a Galileo, y las leyes de Newton. 

? Primera Ley de Newton o Ley de Ia Inercia 0 de Galileo. 

" Todo cuerpo conserva su estado de reposo o de movimiento rectilineo uniforme mientras 

no exista una fuerza que se oponga 0 altere ese estado." 

* Segunda Ley de Newton 

“ Cuando sobre un cuerpo actita una fuerza Ia aceleracién que experimenta éste es directamente 

proporcional a la magnitud de la fuerza e inversamente proporcional a la masa del cuerpo".Se 

representa asi: 
  

  

            

‘Tercera Ley de Newton 

” A toda fuerza o accién se opome una reaccién de igual magnitud pero de sentido 

contrario.” 

5ESTATICA.- Estudio del equilibrio y de ia accién de tas fuerzas sobre cuerpos en reposo. 

CINETICA.- Estudia las relaciones que existen entre las fuerzas que acthan sobre un cuerpo, su 
masa y su movimiento. 

L1.- ‘CINEMATICA.- Estudia la geometria de! movimiento de los cuerpos prescindiendo de su 

masa y de las causas que lo producen. 

7CINEMATICA RECTILINEA.- Una particula se puede desplazar sobre una trayectoria recta 

o curva; la cinematica en el movimiento rectilineo se caracteriza por especificar en un momento 

determinads la posicidn, velocidad y aceleracién de la particula. 

12.- ’ TRAYECTORIA.- Se define como trayectoria, deserita por una particula o punto, al lugar 

geométrico que se forma por las distintas posiciones ocupadas por la particula durante su 

movimiento. 
Dicha trayectoria puede ser curva o recta. 

1L3.- "POSICION .- Se puede definir Ja trayectoria en linea recta de una particula usando un solo 

eje de coordenadas s. En un movimiento rectilineo, la direccion de r es siempre a lo largo del eje s. 

? Fisica General. Ing. Salvador Mosqueira. Pag. $2. 
* Guia Para Ingresar a Preparatoria y CCH. Pag. 289. 
* Fisica General. Ing. Salvador Mosqueira. Pag. 54. 
* Mecanica Para Ingenieros. Estatica.T.C. Huang. Pag. 7. 
° Cinematica y Dindmica Basicas para ingemeros Jorge Solar Gonzalez Pag. 87. 

T Ingenieria Mecanica. Dinamica. R.C. Hibbeler. Pag. 4 
* Cinematica y Dinamica Basicas para ingenieros. Jorge Solar Gonzdlez. Pag. 90.



  

  

    
Fig.L1 Posicién 

Para el andtisis es conveniente representar r por medio de un escalar s, que representa la 

coordenada de posicion de Ia particula de 0 a P; se mide en metros 0 en pies y el sentido se define 

por medio del signo algebraico de s. 

Arbitrariamente, a la derecha del punto 0, s es positivo y si la particula se encuentra a la 

izquierda de 0, s es negativo. 

1.4.-DESPLAZAMIENTO.- Se define como un cambio en la posicién, es decir, si la particula 

ge mueve de P a P’, en la figura (1.2), el desplazamiento es Ar =r‘ -r . Utilizando el escalar s para 

representar r, se tiene 

As=s'-s 

BP’ ——nneme 5 

  

  

Fig. £2 Desplazamiento 

En este caso As es positiva ya que la posicién final de la particula es a la derecha de la que 

tenia al inicio, es decir, s’ > s . Si Ja posicion final de la particula es a la izquierda de Ja posicién 

inicial As es negativa. 
Debido a que el desplazamiento de una particula es una cantidad vectorial debe distinguirse de 

la distancia que recorre. De manera especifica, la distancia recorrida es un escalar positivo que 

representa la longitud total de Ja trayectoria que recorre {a particula. 

1.5.- VELOCIDAD.- Si Ja particula experimenta un desplazamiento Ar de P a P’, durante el 

intervalo de tiempo Ar, ver figura (1.2), la velocidad media de la particula es 

_ Ar 
Vinedia hp 

Tomando cantidades cada vez mas pequefias de As, la magnitud de Ar dismunuird 

gradualmente. Entonces, la velocidad instantanea se define como 

v= lim ( Ar/Ar) 

Apo 

  

° Ingenieria Mecanica. Dinamica. R.C. Hibbeler. Pag. 4.
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Representando v como un escalar algebraico,ver figura (I. 3), es posible escribir la velocidad 

Fig.L3 Velocidad 

instantanea como 

  

vee (1.1) 
      

Como Az, df, es siempre positivo, el signo que se emplea para especificar el sentido de la velocidad 

es el mismo que el de As ods. Es decir, si la particula se mueve a la derecha como en Ia figura 

(1. 3), la velocidad es positiva, en tanto que si lo hace a la izquierda es negativa.. 

1.6.- ACELERACION.- Conociendo la velocidad instantanea de la particula en los puntos P y P’, 

la aceleracién media de la particula durante el intervalo de tiempo At se define como 

Av 
A med = avy 

Aqui, Av es igual a la diferencia de las velocidades durante el intervalo de tiempo Ar, 0 sea, 

Av=v'-v, como se representa en la figura (I. 4). 

a 
———_—_> 

P P 
ann nee One S 

v v 

Figl4  Aceleracién



La aceleracidn instantanea en el tiempo ¢ se determina tomando valores cada vez mas pequefios 

de Ar y valores cada vez mas pequefios de Av, de manera que 

a= lim( Av/ At) 

Ar? 0 

o, si utilizamos escalares tenemos que la aceleracién instantanea es 

  

a== (1.2) 
      

  

La aceleracién puede ser positiva o negativa, en la figura (1.5) se representa una particula que 

esté reduciendo su velocidad, es decir,esté frenando;cuando ésto acurre se dice que la particula 

desacelera. 

-a 
<< 

P Pp’ 
0) foennennnnenet O-nn--—— 0 === § 

v v 
Fig. 15 Desaceleracién 

Eneste caso v’ <v por lo tanto, Av=v’ -v_ sera negativo y actuard hacia la izquierda en sentido 

opuesto a la velocidad v. 

1.7.- “RAPIDEZ.- La magnitud de la velocidad se conoce como rapidez y por lo general , se 
expresa en m/s o pies/s .En ocasiones se emplea el término "rapidez media". La rapidez media es un 

escalar positivo y se define como la distancia total Sr que viaja la particula, dividida entre el tiempo 

transcurrido At; es decir : 

Sr 
Vrap media = a 

18.-''ACELERANTE LINEAL.- Recibe el nombre de acelerante lineal la magnitud de la 
aceleracién. 

* Hasta aqui, los conceptos estan basados en el libro: Ingemeria Mecdnica. Dindmica. R.C. Hibbeler.(Salvo 

donde se indica lo contrario). Pag. 5. 
4 Cinematica y Dinamica Basicas para Ingemieros. Jorge Solar Gonzalez. Pag. 93.



1.9.-COMPONENTES CARTESIANAS DE LOS VECTORES DE POSICION, VELOCIDAD 

Y ACELERACION LINEALES PARA: 

1.9.1.-MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO 

1.9.2.- EN EL PLANO Y 

1.9.3.- LINEA RECTA. 

1.9.1.- -MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO 
Consideremos el sistema de coordenadas rectangulares xyz de mano derecha mostrado en la 

figura (1.6) y el punto P. 

  

La posicién de P quedaré determinada, para cualquier valor de ¢, por la funcién vectorial 

r=r()=xi+ yj +ck (1.3) 

Derivando la ecuacién (1.3) respecto al tiempo obtenemos la velocidad 

  

=P=dityj+zk (1.4) 
    

  

Derivando ahora la ecuacién (1.4) respecte al tiempo nos queda la aceleracion dada por 

  

a=veditjjtik (1.5) 
      

De acuerdo con lo anterior podemos decir que: 

" Cinematica y Dindmica Basicas para Ingemeros. Jorge Solar Gonzalez. Pag. 93.



r =vector de posicién de P. 

i,j,k. = vectores unitarios asociados al sistema coordenado x, y, z. 

x,¥,2 =componentes cartesianas de r. 

x.y,2. = componentes cartesianas de la velocidad. 

=componentes cartesianas de la aceleracién. 

  

1.9.2- "MQVIMIENTO EN EL PLANO 

Para un movimiento de P en un plano cartesiano xp tenemos: 

  

  

  

  

    

Posicién.- r=r()=xit yj (1.6) 

Velocidad.,- v=r(t) =xit+yj (1.7) 

Aceleracion.- a=Vv=xityy (1.8)   
  

19.3.- “MOVIMIENTO RECTILINEO. 

Para un movimiento rectilineo de P en un eje, en este caso el eje x, tenemos: 

  

  

  

  

  

Pasicién.- r=rgj=xi (1.9) 

velocidad.- VERO =x (1.10) 

<celeracién.- a=v =i (1.11)     
  

? Cinematica y Dindmica Basicas para Ingemeros. Jorge Solar Gonzalez. Pag. 93 
* Ibid.



1.10.- -MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME 

Este es un movimiento en linea recta que se encuentra con frecuencia en aplicaciones practicas. 

En este movimiento la aceleracién a de la particula es cero para cualquier At. Por consiguiente, la 

velocidad v es constante, es decir, Av = v -v = 0, por Io tanto 

ds 
v= — =constante 

a 

la coordenada de posicién s se obtiene integrando la anterior ecuacidn. Sea s = $0 , cuando ¢ = 0, 
entonces 

fav [ar 
0 

S—Sq = Vt 

Sy tvt (1.12) 

Esta ecuacién sélo es utilizable cuando la velocidad de la particula es constante 

  

1.11.- *"MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE ACELERADO 

Este tipo de movimiento también es muy comin. En él Ia aceleracién de la particula es 
constante, es decir 

dav 
a=— = constante 

at 

por lo tanto Ia velocidad v de la particula la obtenemos integrando la ecuacién anterior: 

fev =a, far 
2 

Vr Vg = at 

  

    v=v,) tat (1.13) 
  

donde yv representa la velocidad inicial. Sustituyendo el valor de yen la ecuacién (1.33) 

'S Mecdnica Vectorial Para Ingenieros. Dinamica Ferdinand P. Beer Pag. 487. 
'© Thid. Pag 488.
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tenemos ds =HVotae dt o e 

sea s=s) cuando t=0 integrando nos queda 

[a= foo+anat 
0 

= La y2 S~Sy = Veit zat 

  

      
$=s,tVotttal? (1.14) 

2 

Como a= a = vee constante (eliminando dt) e integrando 
it 

a fas = [vav 

a, (s~ 59) =4(v? -¥G) 

despejando v? nos queda 

  

    
y? = vg +2a,(s—59) (1.15) 
  

Las ultimas tres ecuaciones nos proporcionan relaciones utiles entre las coordenadas de posicion, 

velocidad y el tiempo en el caso de un movimiento uniformemente acelerado. 
Una aplicacién importante de este tipo de movimiento es el de un cuerpo en Caida Libre. 
La aceleracion de un cuerpo en caida libre, representada por g es igual a 9.81 m/s? 0 32.22 fi/s?. 
NOTA: Las tres ecuaciones anteriores sdlo pueden utilizarse cuando se sabe que la aceleracién 

de Ja particula es constante.



  
EJEMPLO RESUELTO 1.1 

Un automévil arranca desde el reposo y alcanza una rapidez de 80 pies/s después de 

recorrer 500 pies a lo largo de un camino recto. Determine su aceleracién constante 

y el tiempo de recorrido. 

  

  Solucion: 

CAlculo de Ja aceleracién 

Como sabemos que so = 0 ,vo= 0 y después de recorrer 500 pies su rapidez es de 80 pies/s, 

tenemos 

vi =ve +2 a(s-s0)= 0+2 a(500) 

(80)? =2 ae (500) = 1000 a. 

(80) 
a = 

1000 _ 1000 

ac = 6.4 pies/s* 

  

  

C4lculo del tiempo de recorrido 

Ahora ya conocemos la aceleracién y la rapidez después de recorrer los 500 pies, por lo 

tanto podemos utilizar la siguiente ecuacion: 

y como ve = 0, despejando 7 nos queda: v=vot at 

v 80 pies/s 
pee Se _ 

ae 6.4 pies/s* 

  

    
      
 



  

EJEMPLO RESUELTO 12 

Desde una torre de 50 pies de altura. se arroja hacia abajo una pelota de béisbol con una 

rapidez de 18 pies/s. Determine la rapidez con la que Ilega al suelo y el tiempo del reco- 

trido. 
  

  

  

Solucién: 
Tt T 

Sistema de coordenadas.- En este caso consideremos un eje y vertical = yy S0pies 

de sentido positivo hacia arriba, ver esquema. 

  

    CAiculo de la rapidez 9   

En este caso conocemos yo = 50 pies , vo= 18 pies/s y a= g=-32 pies/s’ [esto es asi 

porque la aceleracién se dirige hacia abajo, es decir, en sentido contrario al del eje y 

considerado positivo hacia arriba], y sabemos que cuando la pelota llega al suelo y=0, 

por lo tanto tenemos: 

vi =¥) -2g(v- yo) 

Y= (18 - 2 (32.210 -50 ) 

y= 324 + 3220 = 3544 pies’/s? 

v=\| 3544 pies*/s? 

59. 53 pies/s 
  

C4lculo del tiempo del recorrido 

Como ahora ya conocemos v= 59.53 pies/s, vo= 18 pies/s y ae= 32.2 pies/s?, tenemos: 

v=wt at 

despejando ft nos queda 

v-vo 59.53 - 18 

act 32.2 

  
  

  

  
 



  

EJEMPLO RESUELTO L3 

Viajando con una velocidad inicial de 70 km/h, un automovil acelera a 6000 km/h? en 

un camino recto. 2 Cudnto tiempo le tomaré alcanzar una rapidez de 120 km/h? También, 

g cual es la distancia que recorre el automévil en ese lapso? 
  

  

  

Solucién: 

Calculo del tiempo 

Conocemos v= 7Okm/h = 19.45 m/s 
v=120km/h == 33.34 m/s 

ae = 6000 kuv/h? = 0.463 m/s? 

Utilizando v = vo+ act 

y despejando ¢ nos queda 

v-Vo 33.34 - 19.45 13.89 
  

  

30s 

CAleulo de ja distancia recorrida durante este tiempo 

Para la distancia tenemos s=so+ vot + (2) ae t? 

so= 0, por lo tanto: 

s=O0+ wo t+ (4) act? = 19.45 (30) + (4)(0.463)(30) 

s = 583.5 + 208.35 

  

s= 792 m| 
    
    
 



L12.- "CAIDA LIBRE 

Si hacemos o permitimos que wn cuerpo o particula caiga en un vacio, de modo que la 

resistencia del aire no afecte su movimiento, se encontrara que todos los cuerpos, 

independientemente de su tamaito, forma o composicién, caen con la misma aceleracién. 

Convencionalmente, esta aceleracién se denota por g, y se llama aceleracién en caida libre o 

aceleracién debida a la gravedad. . 

La aceleracién depende del lugar donde nos encontremos, es decir, varia con la latitud y la 

altitud, en riuestro caso utilizaremos el valor de g = 9.81m/s? o 32.2 pies/s?, 

La direccién de la aceleracién en un punto determina lo que queremos significar con las 

palabras " hacia abajo " (hacia el centro de la tierra) en ese punto. 

1.13.- " TIRO VERTICAL 

Ahora bien, los cuerpos con movimiento hacia arriba experimentan o se vert afectados con la 

misma aceleracién en magnitud y direccién. Esto es, sin importar que la velocidad de la particula 

sea hacia arriba o hacia abajo, Ja direccién de su aceleracién bajo la influencia de la tierra es hacia 

abajo. 

Como 1a aceleracién es constante se utilizan las ecuaciones obtenidas anteriormente para el 

movimiento rectilineo, es decir 
veVgtat (1.13) 

sasytvtttae? (1.14) 

v? = ve + 2a, (8-59) (1.15) 

‘Utilizando la convencién de que el sentido hacia arriba es positive y marcando la direccién 

come eje y tenemos: 
v=vVy—gt (1.13.1) 

Y=yotvot-fat? (1.14.1) 

v? = vg -2g(y—¥o) (1.15.1) 

Estas ecuaciones se usan tanto en caida libre como en tiro vertical. 

1.14.- “TIRO PARABOLICO 

Este movimiento trata del movimiento bidimensional de una particula, la que debido a la 

gravedad terrestre desctibe una trayectoria parabolica, por lo tanto es un movimiento con 

aceleracién constante g, dirigido hacia abajo. 

Atn cuando puede haber una componente horizontal de la velocidad, no hay una componente 

horizontal de ja aceleracién. 

En este caso, como en algunos otros. suponemos que podemos despreciar el efecto del aire en 

el movimiento. 

  

"Fisica General. Ing. Salvador Mosqueira. Pag. 39. 
"tid. Pag. 40. 
‘9 Ingenieria Mecanica. Dindmica. R.C. Hibbeler Pag. 36.
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yo 

b x 

iE x 
x 

Fig.1.7 Tiro parabdlico 

MOVIMIENTO HORIZONTAL 

Aplicando las ecuaciones de aceleracién constante, es decir, 

v=vg tat 

Xaxy)+Votttat? 

vs va +2a,(s—59) 

y ya que a= 0 nos queda: 

v, =(V, Jo = ¥9cosd 

X =X +(V, Jol =%o + (v_cosO)e 

v, = (¥,)9 = V_cosd 

Esto nos indica que la componente horizontal de Ja velocidad permanece constante durante e] 

movimiento. 

MOVIMIENTO VERTICAL 

En este caso y debido a que e! sentido hacia arriba es positive y ya que marcamos la direccién 

como eje y, entonces a@=-g. Aplicando las ecuaciones de aceleracién constante tenemos que:



vy = (yo —gt =v,sen0 —gt 

V=YVo + (vy of -F t? =o +vysend - 4 gt? 

v? = v9 —2g(v- yo) 

La componente vertical de Ia velocidad en el tiro parabdlico es la de la caida libre. 

MAGNITUD 

La magnitud del vector resultante de 1a velocidad en cualquier instante es : 

5 
vay? ty; 

ANGULO 

El éngulo 6 que el vector de Ja velocidad forma con la horizontal esta dado por 

B i ls
 

# 

El vector velocidad es tangente a ia trayectoria de la particula en todo punto. 
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EJEMPLO RESUELTO 14 

La nifia arroja siempre los juguetes con un angulo de 30° a partir del punto A, segiin se 
. ilustra. Determine el tiempo entre los lanzamientos de modo que ambos juguetes golpeen 

jos extremos de ja piscina, B y C. en el mismo instante. ;Con qué rapidez debera arrojar 

  

      

  

  
  

  

  

  

        

la nifia cada juguete? 

iLAn 

Im cl. 

\ | B Sees 025m 

2.5m 
4m 

Solucién: Por lo tanto _vaz 18.66 

Movimiento horizontal + vas = 4.32m/s 

Para el movimiento AB 
(vax)B = vaB Cos 30° = 0.866 van (1) Para el movimiento AC 

XAB = XA + (VAx)B f4B (2) (VA y)e = vac sen 30° = 0.5 vac (9) 

2.5 = 0.866vas [AB ye=yat (vay)e tact (2)g Pac (10) 
2.5 2.89 Sustituyendo ya= 1m, ye = 0.25m 

tg = ———- = (3) g = -9.81m/s’ y las ecuaciones (6) y (9) 

0.866 vaB vaB en (10) tenemos 

0.25 = 0.25 + O.5vac(4.62/ vac} 
Para el movimiento AC + (4)(-9.81)(4.62/ vac)® 

(VA x)e = Vac COS 30° = 0.866 vac (4) Despejando v’acnos queda 

Ac = XA t+ (Vax)e tac (5) Vac = 34,2 m/s”, por Jo tanto 

2.5 = 0,866vac tac 

4 4.62 vac=\| 34.2 m?/s? 
the Sane = (6) 

0.866 vac VAc 

Movimiento vertical 4 Sustituyendo vas en vac en (3) y (4) 

Para el movimento AB respectivamente nos queda: 

(vay)B = vas Sen 30° = 0.5 vap (7) tap™ 2.89/4.32 = 0.669 s 
yp = ya t+ (vay)B tap ('A)g f7aB (8) 
Sustituyendo ya= im, ya = 0.25m, 

g=-9.81m/s? y las ecuaciones (3) y (7) 

en la (8) 

0.25 =1+ 0.5van (2.89/ vaB }H(14)(-9.81)(2.89/( vas? 
Despejando y*s2 nos queda 

v24e = 18.66 m?/s* 

  

tae = 4.62/5.85 = 0.790 s 

Tiempo entre lanzamientos 

t= tac - fan = 0.790 - 0.669 

f=0.121s   
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Lis. “CARACTERISTICAS CINEMATICAS DE PUNTOS QUE DESCRIBEN 
MOVIMIENTOS RECTILINEOS CON ACELERACION VARIABLE. 

Generalmente, la aceleracién de una particula se puede expresar como una funcién de una o mas 

de las variables x, v y ¢. Para conocer la coordenada de posicién x 6 s en términos de t ser necesario 

realizar dos integraciones sucesivas: ain cuando existen varios movimientos de este tipo, sdlo se 

consideraran los tres casos siguientes: 

a) a=f(- 
b) a=f(x) =f(s) 
ce) a=f() 

a) a=f(f). Laaceleracién est4 en funcidn del tiempo f. 

Podemos escribir a= s => adt = dy, después integramos para encontrar v. 

fav= fade > v= fadt+e 

vat ds_ dx kes . 
Ahora escribimos v= 7 = a => vdt =dx = ds, después integramos para encontrar x 0 s. 

fds= frat > s fydt+e 

b) a=fx) = f(s). La aceleracién esta en funcién de la posicién x 6 de s y se nos pide encontrar 

algo relacionado con velocidades 0 distancias recorridas usaremos las ecuaciones (1.1) 

y (1.2): 

  vs ee , después separando De(1.1) a= & , sustituyendo en (1.2) tenemos, a = 
v dsiv 

variables e integrando encontramios v 6 s. 
y2 

fra= fads => = |ladste 
2 

c) a=fiv), La aceleracién est4 en funcion de la velocidad v 

“ne av : : 
En este caso podemos escribir a = Re separar variables e integrar para encontrar v,; 

far = fade > vs fadt+e 

ape as : : 
luego escribimos = v= Tn separamos variables e integramos para encontrar s. 

It 

fas= foar > s= foarte 

© Mecdnica Vectorial Para Ingenieros. Dinamica. Ferdinand P. Beer. Cinematica y Dinaémica Basicas para 

Ingenieros. Jorge Solar Gonzalez. Pags. 480 y 110.



1.16.2" MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

Ciertos movimientos se repiten de un modo regular y confiable como ejemplos tenemos el 

latido de nuestro corazén, el ciclo de las estaciones debido al movimiento repetido de la tierra 

alrededor del sol, el tipo mas fundamental de movimiento ritmico esta presente una y otra vez en el 

mundo fisico. Es el Movimiento Arménico Simple. Ejemplos de él son el movimiento de una masa 

en el extremo de un resorte, y el movimiento de un péndulo. 

El movimiento arménico simple se define como “aquel en el cual Ja posicién de un punto varia 

a través del tiempo, en forma de una funcion de un seno o de un coseno”. Ademds como un cuerpo 

cuya posicion tiene una dependencia senoidal con respecto al tiempo tiene también una aceleracién 

con dependencia senoidal del tiempo; su aceleracién es proporcional a su posicion. 

Veamos ahora una grifica sen @ en funcién de 0, y otra de cos @ en funcién de 8 para describir 

mejor 1a dindmica de] movimiento arménico simple. 

DINAMICA DEL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

sen @ 

ANAL. 
EPS 

NAL. 
TT 

Fig.L8 

Ambas funciones se repiten cuando el angulo @ varia 21 rad. Cuando = 0, la funcién seno es 

cero, mientras que la funcién coseno es +1. Como se ve en las figuras, Jas funciones son idénticas si 

se desplaza el origen del eje @ . Las curvas se desplazan en el eje horizontal, y en particular se 

mueven entre las funciones seno y coseno. 

  

“Ingenieria Mecanica. Dinamica. B.C. Hibbeier. Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dinamica. Ferdinand P. 

Beer. Pags. 558 y 952.



MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

Considérese un bloque que tiene una masa m y esté unido a um resorte de rigidez k. El 

movimiento de vibracién ocurre cuando el bloque se libera desde una posicién x , de tal modo que 

el resorte jala al bloque. Este, entonces, tendré una velocidad que hara que se mueva fuera de su 

posicidn de equilibrio cuando x = 0. Si suponemos que la superficie donde se desplaza el bloque es 
lisa, la oscilacién continda en forma indefinida. 

a 
VS 
HULL 

  

  

        
  

Fig. L9 Posicion de equilibrio 

Determinaremos la trayectoria de movimiento dependiente del tiempo del bloque por medio de 

Ja ecuacién del movimiento cuando el bloque se halla en Ia posicién desplazada x. 

  
Fekx! t 

      

Ne 

Fig. 1.10 Diagrama de cuerpo libre 

La fuerza elastica de restauracién F = kx se dirige siempre hacia la posicidn de equilibrio, en 
tanto que la aceleracién a suponemos que actia en direccién del desplazamiento positivo. -Como 

Q t | g
y we
 

u He 

& %
 

tenemos ( del diagraina de cuerpo libre):



—* 2 Fk=ma, —ke = mit (1.16) 

ordenando términos tenemos 

mi+ke=0 aay 

dividiendo entre m nos queda 

gteyno (1.18) 
m 

La ecuacién anterior es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden. Escogiendo o 
haciendo 

  

P u* (1.19) 
m 

nos queda 

E+ p'x=0 (1.20) 
      

Et movimiento definido por la ecuacién anterior se Hama Movimiento Arménico Simple. 

Se caracteriza por el hecho de que "Ia aceleracién es proporcional al desplazamiento y de 
sentido opuesto” 

La constante (4.21) 

  

es conocida como frecuencia circular, y se expresa en rad/s . 

Cada una de las funciones x: = sen pt y Xz = cos pt satisfacen la ecuacién del movimiento 
arménico simple. Por lo tanto, estas ecuaciones son dos soluciones particulares de la ecuacion 

diferencial. La solucién general se obtiene miultiplicando las dos soluciones particulares por 

constantes arbitrarias A y B, y sumandolas. Es decir, para la posicién tenemos: 

x= Ax, + Bx, = Asenpt + Beospt (1.22) 

derivando respecto a t obtenemos sucesivamente la velocidad y la aceleracién: 

v=x= Apcospt - Bpsenpt (1.23) 

a= X= —Ap’senpt ~ Bp’ cospt (1.24) 
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EI valor de las constantes A y B depende de Jas condiciones iniciales del movimiento, por ejemplo, 

tenemos que A = 0) si la particula es desplazada desde su posicién de equilibrio y se suelta en t= 0. 
En general si sustituimos ¢= 0 y x0, ve encontramos que 

A=— y B=x%. 

La ecuacién (1.22) se puede expresar también en términos de un movimiento senoidal simple, 
es decir, 

A=Ccosd (1.25) 

B=Csengo (1.26) 

donde C y 9 son ahora las nuevas constantes por determinar en lugar de A y B, sustituyendo en la 
ecuacién (1.22) tenemos 

x=Ccos$ sen prt C sen > cos pt (1.27) 

sustituyendo la igualdad trigonométrica 

sen (0 +d )=sen 8 cosh +cos@ sen nos queda 
  

    x=C sen (pf + 0) (1.28) 
  

Si graficamos esta ecuaciOn en un eje x contra pt obtenemos la siguiente figura: 

  

  
  

x 

he 

t x=C sen ( ptt 
Cc 

sen 

t pt 

Cc 

i   Un |__ Cncilo?nrr_| 2n=pt 

Fig.L1f Periodo an tiempo(t} 

El desplazamiento maximo del bloque desde su posicién de equilibrio se define como amplitud 

de Ja vibracion. En la figura (11), la amplitud es C, lo mismo que en la ecuacién (1.28). El dngulo 

se llama angulo de fase y nos representa la cantidad por Ja cual 1a curva es desplazada del origen 

cuando t=0. Las constantes C y se relacionan con A y B por medio de las ecuaciones (1.25) y 
(1.26). Elevando al cuadrado y sumando estas dos ecuaciones tenemos que la amplitud es:



C=Vl+B? (1.29) 

dividiendo la ecnacién (1.26) entre la ecuacién (1.25) obtenemos el angulo de fase, ver ecuacién 

(1.30). 

  

B_ Csen 

A Ccosb 

B 
= tan! 1.30 o 4 (1.30) 

Observando de la figura (1.1 1)que cuando se completa un ciclo en un tiempo f= 1,p =22 0 

  

TS on =Periodo (1.3) 
P       

este lapso se conoce como periodo, también lo podemos representar como 

m t= 2»/™ (1.32) 

La frecuencia f queda definida como el mimero de ciclos realizados en la unidad de tiempo, 

que es el reciproco del periodo, es decir 

feiek (1.33) 
t 2n 

1_ fk ° fase (1.34) 

La frecuencia se expresa en ciclos/s y se denomina como Hertz. 1 Hertz = 1 ciclo/s = 2" rad/s 

Propiedades del movimiento armdnico simple: 

Son las tres constantes independientes que pertenecen al m.a.s. 

La amplitud C, 

La fase $, y 
La constante p, ias que ya quedaron definidas. 
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  EJEMPLO RESUELTO 15 
Cuando un peso de 20 libras es suspendido de un resorte, éste se estira una distancia de 

4 pulgadas . Determine la frecuencia natural y el periodo de vibracién de un peso de 10 

libras que se une al mismo resorte. 

Wi 
W2 

  Solucion:   F=Wtrky 

Primero necesitamos conocer Ia masa y transformar 

Jos datos en forma congruente: DCL, 
Wi = mig = 20 Ib 

W2=nvg = 10 1b 
Estiramiento = 4 pulgadas = 0.333 pie 

mi = Wi/g = 20 lb/ 32.2 pie/s* = 0.62 Ibs*/pie = 0.62 slug 
m2 = W2/g = 10 Ib/ 32.2 pie/s’ = 0.31 Ibs*pie = 0.31 slug 

4 LFy =ma: -W-ky+ W=my 
my+ky =0 (1) k 
ytPy=O > p=   por lo tanto k sera positiva 

m 

~ my (0.621 Ibs*/pie)(32.2 pie/s*) 
despejando k dela ecuacion (1) k= —-=--—--—- 

    

  

wees = 60 lb/pie 
-y -(0.333 pie) 

k 60 Ib/pie 
p= — ae = 13.91 rad/s 

m2 0.3 LIbs*/pie 

p= 13.91 rad/s 

t= 2n /p=2n/13.91rad/s = 0.452 s Periodo de vibracién 

    fait = 10.4528 =2.21 (1s) =2.21 Hz 
  

  

Frecuencia natural     
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1.17.- MOVIMIENTO CURVILINEO BE UN PUNTO REFERIDO A SISTEMAS: 

117.1.- CARTESIANOS 

L17.2.- INTRINSECOS (NORMAL Y TANGENCIAL) 
L47.3.- POLARES Y 

1.17.4.- CILINDRICOS. 

20. 
L.17.1- "MOVIMIENTO CURVILINEO EN UN SISTEMA CARTESIANO, 

  

Algunas veces, nos es posible describir de mejor mancra el mo\ imiento de una particula sobre 
una trayectoria si empleamos un marco de referencia fijo x. yy 2 

POSICION.- Considerando que en un instante determinado la particula P se iocaliza en un 

punto (x,).=) de la trayectoria curva 5. figura (1.12), entonces su ubicacién queda definida por el 
vector de posicién 

    

  

  

(1.3) 

z 

Fig. 1.12 Posicién 

donde las coordenadas x,y,z son funciones de /, es decir. 

x=x(t), p= y(t).2 = x(t) de modo que r=rty) 

De esta manera Ja magnitud de r que es siempre positi\ a se define por 

reve tye (1.35) 
    

  

} la direccién de r se especifica por medio de las componentes del vector unttario u, =r/7r. 

** Ingemeria Mecdnica Dinamica. RC Hibbeter. Pag. 32 
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VELOCIDAD 

Derivando r obtendremos la velocidad v de la particula. 

v=adridt= dx ivdt + dy jdt + dz kyadt 

La derivada de la componente xi sera 

Axiyldr = d xildt + xdil dt 

d(xiyidt = wi + 0 

El segundo término de la derecha es cero ya que el marco de referencia es fijo y la direccion y 

magnitud de i no se modifican con el tiempo. 
Procediendo de la misma manera obtenemos las derivadas de las componentes yj y zk, por lo 

tanto el resultado final es 

  

v=dridt=vi + yj + vk (A) 

    
  

Donde vy =x 

vy =y 

vy =e 

Donde %,y,2 representan las derivadas de primer grado de las ecuaciones paramétricas x = x(2), 

y=), 2 = 2(t) respectivamente. 

La magnitud de la velocidad quedara definida como el valor de 

vayurvey (1.36) 

y una direccién que se especifica por las componentes del vector unitario u, = v/v. Esta 

direccién es siempre tangente a la trayectoria. como se ilustra en la figura (1.13) 

25



yevityirvk 

> 

  

Fig.1.13 Velocidad 

ACELERACION 

Al derivar dos veces el vector de posicién r obtenemos [. aceleracion 

  

a= @ridf = dvidt=aitajtak (1,5) 
      

La aceleracién tiene una magnitud definida por el valo: de 

a= Je+er+a (1.37) 

y una direccin especificada por las componentes de] . ctor unitario u, = a/a . 

Como ia aceleracién representa la razon de cambio de Ja velocidad en general a no sera 

tangente a la trayectoria que recorre Ja particula, esto se ilustra en Ja figura (1. 14) 

WAN 
azaitatrak     

Fig, 1.14 Aceleracién 

Debido a que el movimiento rectilineo se desarrolla a la largo de cada eje, nos es posible 

determinar una descripcién del movimiento de cada componente utilizando v = d(x i/dt + ay jvat 

~dckVdt y a=d(x ide + dy jdt + #4 kde ; una \ ez determinadas las componentes x,y,7, 

de v y a ,las magnitudes de estos \ectores se calculan en base al teorema de Pitagoras y las 

direcciones de sus componentes, a partir de los vectores uniturios respectivos.



  

EJEMPLO RESUELTO 1.6 

Una particula se mueve sobre la trayectoria r = {8f71+( 14+ 5)j} m, donde ¢ se expresa en 

segundos, Determinar las magnitudes de la velocidad y la aceleracién de la particula cuando 

t = 3s. Asimismo, determine la ecuacién y= f(x) de la trayectoria. 

  
  

Solucién: 

Ca4leulo de ja velocidad 

ar d {811+ (t+ 5)j} 
= 6S EF v= FS ee 

dt dt 

  

Cont=3s 

v=16(3)i+ 3(3)j = 48i+ 27j 

C4lenlo de la magnitud de la velocidad 

vs \p ety =\) 48+ @7F 

v = 55.07 m/s 

  

    
  

C4lcuto de la aceleracién 

av d(16 i+ 30 j) 

a=———= —————= 161+ 64 
dt at 

con 7= 3s 

a= 16% + 6(3)j = 16k + 187 

Célculo de la magnitud de Ja aceleracién 

a=\\ aktay = \}(16" +(18? 
  

  
a@ = 24.08m/s? 

  
    

Determinacién de la ecuacién 

vate) 

De Ja ecuacidn de ja trayectoria 

tenemos que: 

pers 

x= 8r? 

sustituyendo en (1) 

js 

ay 

(2) 

despejando ¢ de (2) nos queda: 

  

  

32 
= fix) = (2) +5 
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EJEMPLO RESUELTO 17 

  

Una particula viaja sobre una curva de AaB en 2s. Le toma 4s pasar de Ba C y 3s mas 

llegar de C a D. Determine su velocidad media cuando va de A a D. 

  

  

    
Solucién: 

Distancias: 

AB= 10m 
BC= 15m 

CD= 5m 
= = 30m 

Tiempos de recorrido 

tas = 2s 

fac = 4s 

top = 3s 
x =9s 

CAlculo de: Velocidad media en Ia direccién x, y en ia direccién y 

  

  

    Ars 30 Ary 15 
V media x = aarcnmene = eens = 3.331, V media y= = ~ = 1.67j 

Atx 9 Aly 9 

por lo tanto ¥ media AD= 3.331 + 1.67) 
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1.17.2.-7>MOVIMIENTO CURVILINEO DE UN PUNTO EN UN SISTEMA INTRINSECO. 

(NORMAL Y TANGENCIAL) 

Cuando se conoce la trayectoria de una particula en su movimiento, es conveniente muchas 
veces describirla por medio de las coordenadas » y ¢ que actian en forma normal y tangencial con 

relacion a la trayectoria, respectivamente, y en el instante en que se considera su origen esta 
ubicado en Ia particula. 

MOVIMIENTO EN EL PLANO 

Consideremos la particula P en Ja figura (1.15) moviéndose en un plano describiendo una curva 

fija, de tal forma que en un momento dado se ubica en la posicién s , determinada a partir del punto 

0. Ahora consideraremos um sistema de coordenadas con origen en un punto fijo en la curva, y 

  

Fig.Lt5 Posicién 

en el instante considerado este origen coincide con la ubicacion de la particula. El eje ¢ es tangente 

a la curva en Py es positivo en la direccién en que aumenta s. Designaremos esta direccién positiva 

con el vector unitario uc .La opcién, dnica para el eje normal se da al considerar el hecho de que , 

teniendo en cuenta el punto de vista geométrico, la curva es construida a partir de segmentos de 

arcos diferenciales ds. 
Podemos observar en la figura (L16) que cada segmento ds se forma a partir del arco de un 

circulo asociado con un radio de curvatura p (rho) y un centro de curvatura 0’. El eje normal 7 es 

perpendicular al eje 1 y se dirige de P hacia el centro de curvatura 0’, esto se ilustra en la figura 

(1.15). 

  

Fig..16 Radio de curvatura 

 Ingemeria Mecanica. Dinamica, R.C. Hibbeler. Pag 47. 
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La direccién positiva, que siempre esta en el lado céncavo de la curva, se designa por ei vector 

unitario u,, . Este plano que contiene los ejes 7 y ¢ recibe el nombre de plane osculatorio o de 

osculacién, 

VELOCIDAD 

Ya que la particula se encuentra en movimiento, s es una funcién del tiempo. La velocidad v, 

como ya se indicé anteriormente , tiene una direccién que siempre es tangente a la wayectoria. 

ilustrado en ja figura (1.17), y una magnitud determinada por Ja derivada respecto al tiempo de la 

funcion de trayectoria s = s(f) de tal manera que 

  

      

veo (4) 

entonces v= yu, (1.38) 

donde vas (1.39) 

o 

Pit 

P 

Fig.1.17 Velocidad 

ACELERACION 

La aceleracion de a particula es Ja razon de cambio de la velocidad, es decir. 
  

a=V=vu,+vu, (1.40) 
      

para calcular u, , se observa que, a medida que la particula se mueve a Io largo del arco ds en el 

tiempo df. u mantiene su magnitud unitaria: pero, sin embargo. cambia de direccién, de modo que 

se convierte en uw}, como se ve en la figura (1.18). 

30



  

Fig.1.18 

Como observamos en Ja figura (1.19), se requiere que us = ui + dur ,en este caso, dur estd 

@ a" 

SS>,, 

Fig. 119 

comprendida entre las puntas de flecha de uy u’:, que se encuentran en un arco infinitesimal de 
radio w= 1 . Por lo tanto, du: tiene una magnitud de dur= (1) d0, y su direccién estd definida por un 
vector unitario u:. De tal manera, du: = dOu, y por Jo tanto la derivada con respecto al tiempo es 

4, =6u, 

Y viendo la figura (1.18) ds = pdO, entonces 

y por lo tanto 

sustituyendo en la ecuacién de la aceleracién tenemos: 
  

    
a=au,+a,u, (Al) 
 



donde 

  

(4.42) 

  

    

  

i 

v 2 (1.43) 
p 

¥y a, =       

estas dos componentes se muestran en la figura (1.20) donde se observa que, por definicién, son 

perpendiculares entre si, y su magnitud es: 

a=jatd (1.44) 

Fig.L20 Aceleracién 

Resumiendo: 

1) Cuando una particula se mueve a lo largo de una linea recta,p —, © y con base en la 

ecuacién de as , tenemos que a= 0. De este modo se concluye que "Ja componente tangencial de la 

aceleracién representa la razén de cambio de la magnitud de la velocidad." 
2) Cuando la particula se desplaza sobre una curva con velocidad constante, tenemos que 

a= Oy a =v/p .Entonces, tenemos que, "la componente normal de la aceleracidn representa 

la razon de cambio en la direccién de la velocidad." Como esta componente de Ja aceleracién 

siempre actia hacia el centro de curvatura, algunas veces se le conoce como aceleracion 

centripeta. 
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MOVIMIENTO EN EL ESPACIO 

Las relaciones anteriores también se satisfacen en el caso de una particula que se raueve alo 
largo de una curva en el espacio, ver figura (1.21),entonces en un momento determinado el eje tse 

,b 

Plano osculador 

  

Fig. 1.21 

especifica en forma tinica; sin embargo, nos es posible trazar un mimero infinito de lineas rectas 
perpendiculares al eje tangente en P. De la misma forma que en el movimiento en el plano, se elige 
el eje positivo x que se dirige de P hacia el centro de curvatura 0’ de la trayectoria. Dicho eje es 
conocido como normal principal a la curva en P. Ya con los ejes n y ¢ definidos de dicha manera, es 
posible utilizar las ecuaciones anteriores para determinar v y a . 

Ya que uy u son siempre perpendiculares entre si y se encuentran en el plano 
osculador para el movimiento en tres dimensiones un tercer vector unitario, ws, define un eje 
adicional llamado eje binormal 6 que es perpendicular au: y us . Entonces us =x us define ala 
binormal en P. El sistema de referencia formado por los tres vectores anteriores recibe ef nombre 
de sistema intrinseco”, 
Concluimos que la aceleracién de Ia particula en P puede descomponerse en dos componentes, una 
a Jo largo de la tangente y otra a lo largo de la normal principal en P. La aceleracién no tiene 
componente a lo largo de la binormal. Debemos recordar que us siempre se localiza en el lado 
eéncavo de Ia curva. 

  

*Cinematica y Dindmica Basicas para ingenieros. Joi ge Solar Gonzdlez. Pag. 127.



  

EJEMPLO RESUELTO L8 

Un automévil recorre una pista circular cuyo radio es de 50 m. Si lo hace con una rapidez 

de 16 m/s y ésta se incrementa de manera uniforme en 8 m/s’, determine la magnitud de 

su aceleracién en ese instante.    

  

  

  
  

Solucién: 
Sistema de coordenadas 
En este caso el origen de los ejes ¢ y coincide con ei automdvil en el instante considerado 

El eje positivo 7 se dirige hacia el centro del circulo x el eje ¢ esta en ja direccién del movi- 
miento. Este sistema de coordenadas fue seleccionad: porque conocemos la trayectoria. 

C4leulo de la aceleracién 

La magnitud de la aceleracién esta dada por 

  

conocemos a= § m/s? , para conocer an haremos uso de 

  

— (6 m/s)? _ oo 12 m/s? 
p 50m 

por lo tanto tenemos 

a=jajta, = | @P+G.12" 

a=9. 5 m/s? magnitud de la aceleracién 
  

  

  
 



MOVIMIENTO CURVILINEO DE UN PUNTO EN SISTEMAS CILINDRICOS Y 

POLARES 

Debido a la geometria del problema, algunas veces es conveniente expresar la trayectoria del 
movimiento de una particula en términos de coordenadas cilindricas, 7,0 y z. Si el movimiento se 

limita al plano, se emplea la versién bidimensional de coordenadas cilindricas, es decir, se usan las 

coordenadas polares, 7 y 8. 

1.17.3.- >COORDENADAS POLARES (COORDENADAS EN EL PLANO ) 

Podemos especificar la posicidn de la particula P que se ilustra en la figura (1.22), utilizando la 

coordenada radial 7, la cual se extiende hacia afuera, desde el origen fijo 0 a Ja particula, y una 

coordenada transversal 0, que es el 4ngulo medido en sentido contrario a las manecillas del reloj 

entre una linea fija de referencia y el eje El angulo se mide en grados 0 radianes, (1 rad = 180°/n). 

  

Fig.1.22 Posicion 

Las direcciones de las coordenadas r y 6 quedan definidas mediante los vectores unitarios uw y 

ue , Tespectivamente. Dichas direcciones son perpendiculares entre si. Aqui, ur © 1a direccién 

radial + r, va desde P a lo largo de ja direccién en que aumenta 7, y 0 se mantiene fijo; y us o + 8, 

va desde P en una direccién cuando 7 se mantiene fijo y © se incrementa. 

POSICION 

La posicion de la particula ilustrada en Ja figura (1.22), en el instante dado, queda definida 

por el vector de posicién 

r=rur (1.45) 

*5 Ingenieria Mecanica. Dindmica. K.C. Hibbeler. Pag. 57.



VELOCIDAD 

Para obtener la velocidad instantanea v de la particula P, derivamos la ecuacién (1.45) con 

respecto al tiempo; usando puntos para indicar la derivacién obtenemos 

v=r=d(ru,)/dt= ru, +ri, (1.46) 

Al evaluar a,, se observa que ur cambia sdlo de direccién respecto al tiempo, ya que por 

definicién la magnitud de este vector es siempre 1. Es decir, durante el tiempo Ar, un cambio en 

Ar no provocara un cambio en Ja direccién de ur ; sin embargo, un cambio en A® hard que ur se 

convierta en ur’ , donde u’r= ur + Aur, ver figura (1.23) 

ue 

Aur 

AY ur 

Fig. 1.23 

Entonces, el cambio en el tiempo en us es Aur . Como el angulo es pequefio tenemos que la 

magnitud de este vector es Aur = 1(A@) y actéa en la direccién de ue . Entonces, Aur = 1(A8), y por 

to tanto, 

a= tim 8 = (tim “uo 
At At 

At +0 Aty 0 

a= 6u, (1.47) 

Sustituyendo este resultado en la ecuacidn de la velocidad nos queda: 

   
  

V=7,U0, +VgU, (4.48) 
‘eNe 

  

donde 
  

v=? y vq = 76 (1.49) 
      

En la figura (1.24) se ilustran las componentes radial y angular de Ja velocidad, en ella se observa 

que la componente radial vr es una medida del aumento o reduccién en la longitud de la coordenada 
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Fig.L.24 Velocidad 

radial, es decir, #, en tanto que a la componente transversal ve es posible interpretarla como la 

rapidez de movimiento a lo largo de un circulo de radio r. Al término 6 = dO/ dtse le Hama 

velocidad angular, ya que nos proporciona una medida de la razén de cambio del angulo 8. Ya que 

vr y ve son perpendiculares entre sf, la magnitud de la velocidad, o rapidez, la obtenemos de 

v=? +6? (1.50) 

y la direccién de la velocidad v es, como ya hemos visto en casos anteriores, tangente a la 

trayectoria en P. . 

ACELERACION 

La aceleracién de la particula la obtenemos derivando la ecuacién de la velocidad con 

tespecto al tiempo: 

  

    
a=¥=2 0,4, + yt) =Fu, 47a, +7ug + rng + ity (1.51) 
  

En este caso no conocemos a, , por lo que es necesario evaluar (70u,) y, para hacerlo, slo 

se necesita encontrar el cambio en la direccién de ue, ya que por definicién , la magnitud es igual a 

1. Durante el tiempo At, ef cambio Ar no cambia la direccién de ue pero el cambio AO haré que ue 

se convierta en uy ,donde uj =u,+Au, , esto se ilustra en la figura (1.25). El cambio en el 

tiempo en ue es, por jo tanto, Aue . 

ue we 

ur 

Fig 1.25 
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Para angulos pequefios, este vector tiene una magnitud Au e= I( A@) y actia en direccién -ur 

entonces, Aue = - A@ur , por lo que, 

(1.52) 

  

y como ya se habia obtenido anteriormente i, = 6u, ; sustituyendo estas igualdades en la ecuacién 

de Ia aceleracién nos queda 

  

      

  

a=(F~r6)u, +(76+270)a, (1.54) 

donde 

a, =(F-r6*) 

(1.55) 

dy = (76 + 270)       
En particular el término 6 = d?/ df” recibe el nombre de aceleracion angular, ya que mide e} 

cambio realizado en la razon de cambio de © durante un instante en el tiempo. Las unidades de la 
aceleracién angular son rad/s?. 

Como a: y ao son siempre perpendiculares entre si, la magnitud de la aceleraci6n se obtiene de 

a=\(F—10’) + (764270) (1.56) 

la direccién se determina a partir de la suma vectorial de sus dos componentes. Debemos 

considerar que la aceleracién a no es tangente a la trayectoria, Esto se ilustra en la s figura (1.26). 
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De los resultados obtenidos es evidente que: 

a) a no es igual a la derivada con respecto al tiempo de w. 
b) ae no es igual a la derivada con respecto al tiempo de ve. 

  

Cuando una particula se desplaza en un circulo de centro 0, r = constante y *#=F 

entonces las férmulas de la velocidad y la aceleracién nos quedan de la siguiente manera: 

  

(1.57) 

  

=-r67u, + rOu, (1.58) 
      

1.17.4.- >COORDENADAS CILINDRICAS 

Algunas ocasiones, la posicién en el espacio de una particula P se define por sus coordenadas 

cilindricas r, @ y z, esto se ilustra en la figura (1.27) 

Z uz 

  

Fig.1.27 

Es evidente que la coordenada z es idéntica a 1a empleada con coordenadas rectangulares y 

como el vector unitario que nos define la direccién uz , es constante, 1a derivada respecto al tiempo 

es cero por lo que podemos describir la posicién, velocidad y aceleracién de la particula en 
términos de sus coordenadas cilindricas de la siguiente manera: 

Posicién. rp =u, + zu, (1.59) 

Velocidad. v=ru,+rbu, + iu, (1.60) 

Aceleracién. a=(F—767)u, +(76+270)u, +2u, (61) 

*6 Ingenieria Mecdnica. Dinamica. R.C. Hibbeler. Pag. 60. 
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DEFINICIONES DE: 
118) Pasicién 

1.19) Desplazamiento 

1.26) Velocidad 

1.21) Rapidez 
1.22) Aceleracién y 

1.23) Acelerante angulares 

118 r=ruy, 

Li9) Ar=r r= Desplazamiento (Se calcula por medio de una resta 
vectorial). 

120) a 4 = Velocidad angular 

121) v=(*)? +6)? = Rapidez o magnitud de Ia velocidad 

donde #=v, = medida del aumento o disminucién en Ja 
longitud 

de la coordenada radial, y 

w= Vv, =rapidez de movimiento a Io largo de un circulo de 

radio r. 

a_ a0 vs 
4.22) = 7 = Aceleracion angular 

1.23) a, =¥~r6? =acelerante o magnitud en la direccién radial, y 

a> 76+ 276 =acelerante o magnitud en la direccién transversal. 

a= y(F-78°)' + (764276)? = Acelerante angular 

Nuevamente , es importante hacer notar que a: no es Ja derivada respecto al tiempo de vr y 
tampoco ae es igual a la derivada respecto al tiempo de vs . 

Nota: Para la deduccién de las ecuaciones anteriores ver el capitulo de coordenadas cilindricas y 
polares, 
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EJEMPLO RESUELTO 1.9 

Si la posicién de una particula se describe por medio de las coordenadas polares 

r= (2 sen 20)m y 6=( 42) rad, donde t se expresa en segundos, determine las compo- 

nentes radial y transversal de la velocidad y la aceleracién de la particula cuando t= 1s. 

  

  

Solucién: 

Posicién: 

coordenada radial r= (2 sen 28)m qd) 

coordenada transversal 9= (4t)rad = (2} 
Derivando (2) dos veces tenemos: 

6=4 @) 

6-0 @ 

C4lculo de las velocidades Calculo de las aceleraciones 

Derivando (1) tenemos a, = #1? (9) 

( con la regla de la cadena) . 

ay =78+270 (10 
v= F =2 cos 26(26 ) 

Derivando (5) tenemos 

# =v = 48 cos 20 (5): 
Sustituyendo t= 1s en (2) : # =~80? sen.20 + 46 cos20 ql) 

O= 4rad (6)° Sustituyendo (2),(3) y (4) en (11) y realizando 

: operaciones nos queda 
Sustituyendo (3) y (6) en (5) 

¥ =~ 126.63 m/s? a2: 
vr = 4(4) cos 2(4) = 16 cos 8 

Sustituyendo, ahora, (1), (3) y (12) en (9) 

a= ~~ 158 m/s? 

  

33 m/s 

ve= 76 a" 
. Para el cdlculo de ae debemos sustituir (1), (3) 

Sustituyendo (3) y (6) en (1) : (4) y(5) en (10), por Io tanto, tenemos: 

r=2 sen 2(4) =2 sen8 _ a=0+276 =2(-2.33)(4) 

  
r=1.978m (8) ae =- 18.6 m/s? 

Sustituyendo (3) y (8) en (7) : 

  

  
ve =(1.978\4)= 7.91 m/s 

        
 



1.24.-?"RELACION DE POISSON 

Consideremos una barra como la mostrada en fa figura (1.28) sometida a la carga axial T. En 
condiciones sin carga la longitud de la barra es L y el didmetro es D.E] area de seccién transversal 

de 

TA 
  

  
T 

Fig.1.28 Barra en deformacion axial 

de ja barra es A. Si aplicamos una carga tal que el esfuerzo no exceda el limite elastico del 

material, la deformacion axial esta dada por 

e- aoe (1.62)   

donde oa es el esfuerzo axial y E el médulo de elasticidad del material o médulo de Young. La 

relacién 

é¢ = (1.63) 

27 Métodos Experimentales para Ingenieros. Jack P. Holman, Resistencia de Materiales. William A. Nash. 
Pags. 417 y 6. La tabla de la pag. 43 se elaboré con datos del libro. Disefio de Elementos de Maquina Virgil 

Moring Faires. Pag. 728.



define ala deformacién unitaria axial €e , es decir, es la deformacién axial por unidad de longitud, 
resultante de la deformacién en la direccién axial. Es una deformacién correspondiente en el area de 

la seccién transversal de la barra. El cambio del drea Jo evidencia el cambio de didmetro o el 
cambio de la dimension transversal. La razén de la deformacién unitaria en la direccién axial se 
define como Relacién de Poisson y debe determinarse en forma experimental para diversos 
materiales. 

- & - aD/D 
pe ee 

€a a@LiL 
Relacion de Poisson 

La relacién de Poisson se representa por la letra griega 1. 

Un valor tipico de la relacién de Poisson para muchos materiales es 0.3, para la mayoria de los 
metales esté entre 0.25 y 0.35 , a continuacién se da una pequefia lista de materiales y su 
correspondiente coeficiente de Poisson: 

  

  

  

  

  

  

  

      

MATERIAL. COEFICIENTE DE POISSON 1 

Aleacién de aluminio 0.33 

Aleacién de magnesio 0.35 

Hierro gris 0.211 

Hierro maleable 0.265 

Hierro nodular 0.16 

Acero moldeado 0.27 

Acero forjado 0.3   
 



  

  

EJEMPLO RESUELTO 1.10 

Una barra de acero cuadrada de 5 cm de lado y um metro de longitud esta sometida a una 
fuerza de traccién axial de 32 000 ke. Determine la disminucién de la dimensién lateral 
debida a esta carga. Considerar: 

E=2.1x 10° kgcm? 

Bh =0.3 

La traccion es axial, por lo cual la tensién en la direccién de la misma esta dada por 

P 32000 kg 
OF Sen = = 1280 gem? 

A 25 cm? 

o 
La ley de Hooke para las cargas uniaxiales es _E = ---—- 

€ 

o 
La deformacién < en la direcci6n de la carga es. por lo tanto, € = -—-—-- 

E 

4280 kg/ cm? 

= He = 0.00061 
2 100 0000 kg/cm? 

La relacién entre las deformaciones lateral y axial se llama relacién de Poisson, es decir, 

  

deformacién lateral 

  

deformaci6n axial 

Encontramos la deformaci6n axial < = 0.00061, entonces la deformacién lateral sera 

©x p = deformacién lateral = 0.00061 x 0.3 = 0.000183 

Ya que la deformacién lateral unitaria es 0.000183. la variacién en una longitud de Sem 

es de 0.000915 cm. que representa la disminucién de la dimensién lateral de la barra. 

Nota: La definicién de relacién de Poisson, como cociente entre dos deformaciones, 

presupone que solo actia en e] elemento una carga uniaxial. 

   



1.25.-*DETERMINACION DE LAS CARACTERISTICAS CINEMATICAS DE UNA 
RECTA EN MOVIMIENTO: 

a) Para el caso general 

b) Para casos particulares 

a) Caracteristicas cinematicas de una recta en movimiento para el caso general. 

Sea un segmento de recta AB al que podemos imaginar como un vector de posicion , a partir de un 

punto de referencia A , hacia cualquier otro punto B , o como una sucesién de particulas de un 
cuerpo rigido a lo largo de la recta AB. Ahora supongamos que el segmento se mueve en el 
espacio desde AB hasta A’B’ durante un intervalo de tiempo At , ver figura (1.29). Este movimiento 

Br 

Ae 

  

Fig.129 

se puede considerar en dos etapas: Ja traslacién de AB a A’Bi y Ia rotacién a 1a posicién final 

A’‘B’, en un plano formado por B’A’Bi. Consideremos a AO como el angulo descrito por el 

segmento de recta durante el intervalo de tiempo At, siendo A@ un 4ngulo infinitesimal. 

Sea ahora el caso simple en el que un segmento de recta AB , con el punto A fijo, se mueve en 

un plano, Durante el intervalo de tiempo At , el segmento de recta se mueve desde AB hasta AB’ 

describiendo un angulo Aé@ , ver figura (1.30). Podemos considerar a AB y AB’ como vectores de 

posicién con respecto a A , cuando una particula se mueve desde B hasta B’ , ver figura (1.31). De 

ésta, observamos que el vector de posicién gira desde AB hasta AB’ describiendo un angulo A 
durante e] intervalo At. Estos dos casos simples corresponden a la rotacion ilustrada en la figura 

(1.29). 
B B’ 

A 

Fig.1.30 Fig 1.31 

*8Mecdnica para Ingenieros. Dinamica. T.C. Huang Pag. 596. 
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Los desplazamientos angulares infinitesimales son cantidades vectoriales , por lo tanto , definimos 

a AO como el despiazamiento angular del segmento de recta AB durante el intervalo de tiempo At , 

es decir , como una cantidad vectorial con magnitud , direccién y sentido , de la manera siguiente: 

Magnitud = A@ 

Direccién = Perpendicular al piano que contiene a A“Bi y A‘B’ en la figura (1.29) oa ABy 
AB‘en las figuras (1.30) y (131). 

Sentido = Al del avance del eje de un tirabuzdn de rosca derecha o de acuerdo a la regla de 
tla mano derecha. 

También se define: 

Velocidad angular media = = 

. . A 
Velocidad angular instantanea = @ = lim Ae we. 

At dt 

AP 6 

Aw 
Aceleracién angular media = a 

t 

Aceleracién angular instantanea = 0 = lim 22 = @ = wo, o=6 
At dt dt? 

Atsd 

En palabras podemos expresar, Ja velocidad angular es \a rapidez de variacion de cambio del 

desplazamiento angular , y /a aceleracién angular es la rapidez de variacién de cambio de la 
velocidad angular , donde ambas son cantidades vectonales. 

b) Caracteristicas cinematicas de una recta en movimiento para casos particulares . 

Uno de los casos de este tipo de movimiento es cuando la particula describe un movimiento 
circular , es decir , el radio de la particula o distancia de 0 a P es constante. 
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1.26.- MOVIMIENTOS CIRCULARES: determinacién de las relaciones entre las 
caracteristicas cinemdticas de los puntos que los realizan , y las de las rectas que unen a dichos 
puntos con el centro del circulo correspondiente. 

Este es el caso del movimiento de una particula en un circulo con centro en 0 , por lo tanto , 
tenemos que: 

r= constante 

*=9 

7=0 

y las ecuaciones, por lo tanto , son las ya deducidas en coordenadas polares, es decir 

v=ru,y (1.57) 

a=-r6?u,g tru, (1.58) 
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EJEMPLO RESUELTO L11 
Un camion recorre una pista circular, cuyo radio es de r = 60 m, con una rapidez constante 

v=20 m/s. 

Determine el ritmo de rotacién angular 6 de la linea radial r y la magnitud de la aceleracion 
del camién. 

  

  
  

  

Solucién: 
Datos: 

r= 60 m = constante 

v= 20 m/s = constante 

Ya que es necesario conocer las derivadas de primero y segundo orden tenemos: 

P =F =0 
Calculo de las velocidades 

v= =0 (2) 

vo = 76= 20 m/s GB) 

Despejando 6 de (3) tenemos 

. 20 m/s 

8 =——— _ = 0.3333 rad /s 

60 m 

Calculo de las aceleraciones 

a, =#—r0? =0-70? = - 60 m (0.333 rad/s) 

a: =- 6.67 m/s? 

a =F 0+2%=0 (porque 6=0 y =r =0) 

Por lo tanto la magnitud de Ia velocidad sera: 

  

(1) 
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TEMA IL- '* MOVIMIENTO RELATIVO " 

OBJETIVO: Describir las caracteristicas cinematicas absolutas y relativas de un punto y 

aplicarlas en la resolucién de problemas de movimientos de puntos relacionados entre si. 

IL.1.- POSICION 
Sean dos particulas , A y B, moviéndose a lo largo de la misma linea recta”? figura (II.1). Si las 

  

  

A B 

I x 

ms XB 

*B     
Fig.IL1 Posicién 

coordenadas de posicién x, y x, son medidas desde el mismo origen, la diferencia x,-x, define a 

la coordenada de posicién relativa de B respecto de A y se designa por xp, - Por to tanto 

escribimos 

Si xwa es positivo significa que B esta ubicado a la derecha de A, independientemente de la 

posicién de A y de B con respecto al origen. 

I.2.- VELOCIDAD 

La derivada con respecto al tiempo o rapidez de cambio de xp,, nos representa la velocidad 

relativa de B respecto de A y se designa por vg, . Derivando la ecuacién (2.1) , nos queda 

  

Vara = Ya — Ya ° Ya = Va + Veja (2.2)       

IL3,- ACELERACION 

Si vg), es positivo significa que desde A se observa que B se mueve en direccién positiva; si BiA 7 

Ypq_€S Megativo significa que se le ve moverse en Ja direccion negativa. 

La rapidez de cambio de vg,, es conocida come la aceleracién relativa de B con respecto de A 

y es representada por ag,, . Derivando Ja ecuacién (2.2), nos queda 

S34 = Sy — Aa ° Gg = Ay + Apia (2.3) 

* Para el movimiento en linea recta. La informacién se tomé del libro: Mecdnica Vectoriai para Ingenieros. 
Dindmica. Ferdinand P. Beer. Pag. 489. 
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® Movimiento relative a un sistema de referencia en traslacién. 

En los casos anteriores se ha utilizado un solo sistema de referencia para describir el 
movimiento de una particula. Ahora se analizaran situaciones en las que es conveniente utilizar 
simultaneamente varios sistemas de referencia. Si uno de ellos esta unido a la tierra lo llamaremos 
sistema de referencia fijo y a los otros los llamaremos sistemas de referencia en movimiento, pero 
debemos entender que la seleccién de un sistema de referencia fijo es arbitraria. : 

Consideremos dos particulas A y B que se mueven en el espacio, ver figura (1.2); sus 

posiciones en cualquier instante respecto al sistema de referencia fijo Oxyz quedan definidas por 

los vectores ra y re . Ahora consideremos un sistema de ejes x‘,y,z‘ centrado en A y paralelo a los 

ejes xy,z. Mientras el origen de estos ejes se mueve, su orientacién sigue siendo la misma; es 

decir, e] sistema de referencia 

  

Fig.I.2 Posicién 

Ax yz’ esta en traslacién respecto de Oxyz. El vector rg), que une a A y 2B define la posicién de 

B relativa al sistema en movimiento Ax'y’z’ , es decir, la posicién de B relativa a A. De la figura 

(1.2) vemos que el vector de posicién r, de 1a particula B es la suma del vector de posicién r 

de la particula A y del vector de posicién rg,, de B relativa a A, es decir: 

C4) 

  

3° Mecanica Vectorial para Ingenieros. Dindmica. Ferdinand P. Beer. Pag. 509. 
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POSICION 

De Ja figura (11.2) se observa que: 

Posicién absoluta de A =r, 

Posicién absoluta de B=r,. 

Las posiciones absolutas de las particulas A y B se determinan a partir del origen comtin 0 del 

marco de referencia xyz. 

Posicién relativa de B con respectoaA=Fgy,. 

Se determina a partir del origen A del sistema de referencia en movimiento xyz’. 

VELOCIDAD 

Derivando la ecuacién de fa posicién con respecto al tiempo, es decir, 

ar, ar. 

las cuales nos representan velocidades absolutas porque estan referidas al marco de referencia 
fijo; en tanto que 

= Bay 4 
YBa at 

  

nos representa la velocidad de B con respecto de A ya que esta referida a partir del marco de 

referencia en traslacién; debido a que los ejes x'y'z’, se trasladan, es importante observar que, las 

componentes de r g,, 20 cambiaran de direccion y por Jo tanto la derivada con respecto al tiempo 

de este vector sdlo nos representa el cambio en la magnitud del mismo, por tanto, tenemos 

(2.5) Ve 
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VBIA 

ve 

Fig.IL.3 

La ecuacién anterior establece que la velocidad de B es igual a la velocidad de A mas la velocidad 

de B con respecto de A , vectorialmente, ias cuales son medidas por un observador en movimiento 
fijo en el marco de referencia xyz". 

ACELERACION 

Derivando la ecuacién de la velocidad con respecto al tiempo obtenemos una relacién 
vectorial similar entre las aceleraciones absolutas y relativa de las particulas A y B. 

  

ag apa (2.6)   

Aqui. ay;, es la aceleracion de B de acuerdo a como la percibe un observador que estd 

ubicado en A y que se traslada con el marco de referencia x‘y’z. La figura(II.4) nos muestra lo 
anterior. 

  

Fig (11.4) 
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1.4.7 VELOCIDAD ¥ ACELERACION DE ARRASTRE 

A manera de introduccién: 
Si un cuerpo sélido se desplaza en un fluido , por ejemplo , un avidn en el aire , da origen a 

unas fuerzas que no se dan cuando una nave espacial se desplaza en el vacfo. La resultante de 

estas fuerzas en la direccién del movimiento es el arrastre o resistencia. El origen de estas fuerzas 

es la viscosidad. . 

Por el principio de accién y reaccién e] cuerpo ejerce sobre el fluido una fuerza igual y de 

sentido contrario a la que el fluido ejerce sobre el cuerpo. Es decir , el fenémeno de la resistencia 

que un solido experimenta al moverse en un fluido es fundamentalmente igual al de la resistencia 

que un fluido experimenta al moverse en el interior de un sélido , como una tuberia. 

En estos casos , es decir , cuando un objeto se mueve a través de un liquide o en el aire , el 

medio ejerce una fuerza resistiva sobre el objeto. Generalmente se encuentra que la magnitud de la 

fuerza de rozamiento aumenta al aumentar Ia velocidad. 
Estudiaremos dos casos . En el primero se supondra que la fuerza de rozamiento es proporcional 

a la velocidad. Los objetos que experimentan este tipo de fuerzas son los que caen a través de un 

fluido y los muy pequefios , como las particulas de polvo que se mueven en el aire. En el segundo , 

analizaremos situaciones en las que se supone que la fuerza de rozamiento es proporcional al 

cuadrado de la rapidez del objeto. Los objetos grandes , como un paracaidista que se mueve en el 

aire en caida libre en presencia de la gravedad, experimentan una fuerza de este tipo. 

Fuerza de resistencia proporcional a la velocidad 

Cuando un objeto se mueve con baja rapidez a través de un medio viscoso, experimenta una 

fuerza de resistencia que es proporcional a la velocidad del objeto. Supdéngase que fa fuerza de 

rozamiento R 

tiene la forma   

R=-bv 2.72) 
      

donde v es la velocidad del objeto y es una constante dependiente de las propiedades del medio y 

de la forma y dimensiones del objeto. Si éste es una esfera de radio r , entonces se encuentra que b 

es proporcional ar. 

Sea una esfera de masa m que se suelta a partir del reposo en un fluido ver fig. (11.5). 

Suponiendo que las unicas fuerzas que actian sobre la esfera son la resistiva , - bv, y el peso, mg, 

se dard una descripcién de su movimiento. 

mg 

Fig.(1.5) 
  

3! Fisica, Raymond A. Serway. Pag, 141, Mecdmea de Fluidos y Maquinas Hidraulicas C. Mataix Pag. 279. 
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Aplicando la segunda ley de Newton al movimiento vertical, con ja direccién positiva hacia 

abajo, y observando que XFy = mg - hv, obtenemos 

mg-by = m 

  

dt 

despejando dv/dt = a en Ja expresion anterior se tiene 

av b 
a@=— = g-— 2.8 a fn (2.8) 

    
  

Obsérvese que al inicio, cuando v = 0, la fuerza resistiva es cero y la aceleracién, dv/dt, es igual a 
g. g. 
A medida que t se incrementa, la fuerza de rozamiento aumenta y la aceleracién disminuye. En 
cierto momento, 1a aceleracidn llega a cero cuando Ja fuerza de rozamiento es igual al peso. En ese 

instante el cuerpo continua su movimiento con aceleracion cero y alcanza su velocidad terminal, v: 

- Podemos obtener la velocidad terminal a partir de la ecuaci6n (2.8) haciendo a = dv/dt = 0. Por lo 

tanto, tenemos 

vu = mg/b 

La expresién para v que satisface la ecuacién (2.8) con v= 0 ent=0 es 

  

va Bae) ay, (l-e) (2.9) 
    

  

  

t t 

Fig. (1.6) 
En la figura (11.6) se ilustra Ja grafica de esta funcién. El tiempo 1 = m/d es el que requiere el 

objeto para alcanzar un 63 % de su velocidad terminal. 
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Ejemplo. Una esfera cuya masa es de 2 g es liberada partiendo del reposo en un cilindro leno de 

aceite. La esfera alcanza una velocidad terminal de 5 cm/s. Determinar la constante t y e] tiempo t 
que le toma a la esfera alcanzar 90 % de su velocidad terminal. 

Solucién: Ya que vi = mg/b, despejando 6 tenemos 

= 7 - eee = 392 g/ 
v, Sem/ als 

El tiempo t lo calculamos de pets 78 _ = 51x10 s 
b 392 g/s 

La ecuacién para la velocidad como funcién del tiempo es 

v=y,(l-e") 

Para calcular el tiempo ¢ que le toma a Ia esfera alcanzar una velocidad de 0.90 v, . sustituimos 

v=0.90 v, ; en la expresién anterior y despejamos : 

0.90¥, = v,(I-e") 

I-e"* =0,90 

ev =O.10 

= In 0.10 =-2,30 

por lo tanto tenemos t= 2.307 

finalmente tenemos t= 2.30 (5.1% 10%s) 

  

    
= 0.0117s 
    
  

Resistencia del aire 

En el anélisis anterior tratamos con objetos pequefios, sin embargo, para objetos mas grandes que 

se mueven a altas velocidades a través del aire,como los aviones,los paracaidistas y las pelotas de 

béisbol la fuerza de resistencia es aproximadamente proporcional al cuadrado de la rapidez. En 

estos casos, la magnitud de la fuerza de resistencia la podemos expresar como 

 



Y)CpAv (2.10) 

donde 

p= densidad del aire 

A= area de la seccién transversal del objeto que cae medida en un plano perpendicular a su 

movimiento. 

C = cantidad empirica adimensional denominada coeficiente de resistencia 

El coeficiente de resistencia tiene un valor de 0.5 para objetos esféricos, pero puede Negar a 

valer 2 para los objetos de forma irregular. 

Consideremos un avién en vuelo que experimenta una fuerza de este tipo. En la ecuacién (2.10) 

se muestra que la resistencia es proporcional a la densidad del aire y por consiguiente disminuye al 

disminuir esa densidad. Como la densidad del aire disminuye al aumentar Ja altitud, ia fuerza de 

resistencia que actta sobre un avién de propulsién a chorro que vuela con una rapidez dada 

también debe disminuir al aumentar ja altitud. Ademés, si se duplica la rapidez del avion, la fuerza 

de resistencia aumenta en un factor de 4. Para mantener una rapidez constante, la fuerza de 

propulsién también debe aumentar en un factor de 4 y la potencia requerida ( fuerza por rapidez) 

debe incrementarse en un factor de 8. 

Analizaremos ahora el movimiento de una masa que cae libremente y estd sujeta a una 

resistencia del aire dirigida hacia arriba dada por Ja ecuacién (2.10). 

Supongamos gue se libera una masa m partiendo del reposo desde la posicién y = 0, ver figura 

(7) 

R 

‘ ° 
Fig.(IL.7) 

La masa experimenta dos fuerzas externas: el peso, mg, dirigido hacia abajo y la fuerza de 

resistencia, R, hacia arriba, En consecuencia, la magnitud de la fuerza neta es 

  

    
Fre = mg -tCpav’ (2.4L) 
  

Sustimayendo Free = ma en la ecuacién (2.11) encontramos que la masa tiene una aceleracién hacia 

abajo de magnitud 

  

Cpav? 

2m 
(2.12)   a=g- 
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Nuevamente podemos calcular la velocidad terminal, vw, considerando el hecho de que cuando el 

peso queda equilibrado por la fuerza de resistencia, la fuerza neta es cero y como consecuencia la 
aceleracién es cero. Haciendo a = 0 en la ecuacién (2.12) tenemos 

  

despejando wu, nos queda 

  

    
y, = [278 (2.13) 

CpA 
  

En la siguiente tabla se dan las velocidades terminales de algunos objetos que caen en el aire. 

En esta tabla se supone que el coeficiente de resistencia C es de 0.5. 

  

  

  

  

  

      

Objeto Masa (kg) Area (m?) vi (m/s) 

Paracaidista 75 0.7 60 
3 

Pelota de béisbol(radio 3.66 cm) 0.145 4.210 33 

3 
Pelota de golf (radio 2.1 cm) 0.046 14x 10 32 

4 “5 
Granizo (radio 0.5 em) 4.8 x 10 7.9x 10 14 

“5 5 
Gota de lluvia (radio 0.2 cm ) 3.4x« 10 13x 10 9       
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15.” ACELERACION DE CORIOLIS 

Para determinar y dar una definicién de la aceleracién de Coriolis se considerara primero el 

movimiento en el plano de una particula con relacién a un sistema en rotacién . En wn tema 
posterior se determinard la aceleracién de Coriolis para un sistema tridimensional. 

Movimiento Piano de una partieula con relacién a un sistema en rotacién:Aceleracién deCoriolis. 

Sean dos sistemas de referencia, ambos centrados en 0 y los dos en el plano de la figura (IL.8): 

un sistema fijo OXY, y un sistema en rotacién Oxy, donde P es una particula que se mueve en e] 
plano de Ja figura. El vector de posicién r de P es el mismo en ambos sistemas, pero su rapidez de 
cambio dependeré del sistema de referencia elegido. 

La velocidad absoluta vp de la particula queda definida como la velocidad observada desde el 

sistema fijo OXY y es igual a la rapidez de cambio (Pog, de r respecto de ese sistema. 

  

Fig IL8 

Podemos, también expresar vp en términos de la rapidez de cambio (F)o,, que se observa 

desde un sistema en rotacion utilizando la siguiente ecuacién. 

  

CO)oxvz = (Q)on + Q x Q (2.14) 

    
  

Esta ecuacién indica que la rapidez de cambio del vector Q respecto al sistema fijo OXYZ esta 

compuesta de dos partes: Ja primera representa la rapidez de cambio de Q respecto al sistema 
Giratorio Oxpz; la segunda © x Q, se induce por ia rotacién del sistema Oxyz. La ecuacién (2.14) 

representa a vp, en un plano tridimensional. Ahora, para el sistema en el plano ya indicado figura 

(0.8). sea QO la velocidad angular del sistema Oxy respecto a OXY en el instante considerado 

tenemos: 

  

Vp = oxy =O t+ Moray (2.15) 
      

* Mecamea Vectorial Para ingenieros. Dindmica. Ferdinand P, Beer. Pag. 760. 
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Donde (F),, define la velocidad de la particula P relativa al sistema en rotacién Oxy. A partir de 

aqui representaremos al sistema giratorio por F por comodidad, por lo tanto. representaremos Ja 
velocidad (i)o,, de P relativa al sistema giratorio por v p;;. 

Imaginando que una placa rigida se sujeta al sistema giratorio, v »,- representara la velocidad de 

P alo largo de la trayectoria descrita sobre la placa, figura (II.9). 

Vp= 

  

Fig IL.9 

Por otro lado, la expresién Q x r en (2.15) representard a Ia velocidad vp. del punto P’ de la 

placa (0 sistema giratorio) que coincide con P en el instante considerado. Por lo tanto 

podemos escribir 

  

Vp HVe FV ap (2.16) 
      

Donde vp, = velocidad absoluta de la particula P. 

vp. = velocidad dei punto P’ del sistema en movimiento que coincide con P. 

V pie = Velocidad de P relativa al sistema en movimiento F. 

La aceleracién absoluta a, de la particula se define como la rapidez de cambio de v prespecto 

al sistema fijo OXY. 

Derivando (2.15) respecto a OXY tenemos: 

  

ap Hp Oxr txt +S IBoy] (2.17) 

    
  

todas las derivadas se definen respecto a OXY excepto donde se indique lo contrario. En relacion 

con la ecuacién (2.14) observamos que el Ultimo término de la ecuacién (2.17) lo podemos 

expresar como 
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di. . 
Gawd = Moy 2% Pox, 

Por otro lado, Ff = vp , por lo tanto podemos sustituirla por el miembro del lado derecho de la 

ecuacién (2.15). Haciendo las sustituciones nos queda: 

  

ap =OxrtQx(QXr)+2Ox Dog + (Poy (2.18) 
    

  

o también 

  

Bp =Ap tApp ta (2.19) P Pip Tac       

De [a ecuacién anterior observamos que: 

a, = aceleracién absoluta de la particula P 

ap=Qxr+Qx(Qx r) =aceleracion del punto P’ del sistema 

en movimiento F que coincide con P, 

8 pir= Pog = accleracién de P relativa al sistema en movimiento F 

ac = 2Qx (bo, =2Qx Vp, = aceleracién complementaria o de Coriolis. 

Este filtimo término a¢, es conocido como aceleracién de Coriolis, en honor al matematico y 

fisico francés Gaspard Gustave de Coriolis (1792-1843). 

Como el punto P’ se mueve en un circulo con centro en 0, su aceleracién a p,consta 

generalmente de dos componentes: una (ap.},,tangente a la trayectoria y otra (a>, ), dirigida 

hacia 0. De manera semejante la aceleracién a ,,, tiene en general dos componentes: una (a p,, ), 

tangente a Ja trayectoria que describe P sobre Ia placa giratoria ,y otra (a p,,-), dirigida hacia el 

centro de curvatura de esa trayectoria. 

Ademas, como el vector Q es perpendicular al plano del movimiento y de esta forma a Vp;p, la 

magnitud de la aceleracién de Coriolis 

“s 
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y su direccién la podemos obtener girando el vector vp,, 90° en el sentido de rotacién de} 

sistema en movimiento, figura (1.10). La aceleracién de Coriolis es cero cuando Q 4 vp,, sean 

cero, 

Y 

¢ =2QX Voip Ver 

¥ 

Fig IL10 

Las ecuaciones (2.16) y (2.19) nos sirven para analizar el movimiento de mecanismos que 

contienen partes que se deslizan entre si. Permiten relacionar los movimientos absoluto y relativo 

de pasadores y coliares deslizantes. El concepto de la aceleracién de Coriolis es muy util en el 

estudio de proyectiles de largo alcance y de otros cuerpos cuyo movimiento es afectado por la 
rotacién de la Tierra. . 

Movimiento tridimensional de una particula en relacién a un sistema en rotacién: 

Aceleracién de Coriolis. 

Analizaremos ¢] movimiento tridimensional de Ja particula P en relacién a un sistema giratorio 

restringido a un solo origen 0. 

Sea r ei vector de posicién de P en un instante dado y Q la velocidad angular del sistema Oxyz 

respecto al sistema fijo OXYZ en el mismo instante, figura (11.11). Podemos expresar la velocidad 

absoluta 

  

Fig.IL.11 
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v pde P como 

  

Vp =QXE+ (Mow (2.20) 
    

  

nuevamente representamos por F al sistema giratorio Oxyz, entonces podemos escribir esta relacién 
de la manera alterna siguiente 

  

Ve = Vp + Voip (2.21) 
    

  

donde v, = velocidad absoluta de la particula P. 

vp. = velocidad del ,punto P’ del sistema mévil F que coincide con P. 

¥ pp = Velocidad de P relativa al sistema movil F 

La aceleracién absoluta a, de P la podemos expresar como 

  

ap =Qxr+Qx (Qx1)+ 20x Mos. + Daye (2.22) 
    

  

también podemos expresarla de la siguiente manera: 

donde a= aceleracién absoluta de la particula P 

a p= aceleracién del punto P’ del sistema mévil F que coincide con P. 

2 p/p = aceleracion de P relativa al sistema mdvil F. 

@¢ =2Qx (Foor = 2Q x Vp,-= aceleracién complementaria o de Coriolis. 

Es de notar que Ja aceleracién de Coriolis es perpendicular al vector © y a Vp,. No obstante, 

como estos vectores no son usualmente perpendiculares entre si, la magnitud de a, no es igual 

por lo generai a 2Qvp,-como fue en el caso del movimiento plano de una particula. También se 

observa que la aceleracién de Coriolis es cero cuando los vectores Q y V¥ p,- son paralelos o 

cuando alguno de ellos es cero.



1.6.- * ESTABLECIMIENTO DE LAS EXPRESIONES PROPIAS DEL CASO GENERAL 

DE MOVIMIENTO RELATIVO. 

Sea un sistema de referencia fijo OXYZ y un sistema Axyz que se mueve de forma conocida pero 

arbitraria respecto a OXYZ figura (U.12). Consideremos una particula P moviéndose en el espacio 

y 

  

Zz Fig..12 
POSICION 

La posicién de P se define en cualquier instante por el vector r, del sistema fijo y por el 

vector rp,, en el sistema en movimiento. Si representamos por r, el vector de posicién de A en el 

sistema fijo. tendremos 

‘4+ ¥ eis (2.24) 4 vv q
 ” 

VELOCIDAD 

La velocidad absoluta v, de la particula Ja obtenemos derivando (2.24), por lo tanto, tenemos 

Vp =hp =hy +k pg (2.25) 

las derivadas se definen respecto al sistema fijo @YYZ. Entonces t,=v, representa la velocidad 

del origen A de los ejes en movimiento. Como la rapidez de cambio del vector es la misma 

Tespecto a un sistema fijo y respecto a un sistema en traslacién, el término fp,,se puede 

considerar como la velocidad v p,, de P relativa al sistema AX’Y’Z’ de la misma orientacién que 

OXYZ y el mismo origen que Axyz. Por lo tanto tenemos 

26 
Pero Vp,, de P relativa a AX’Y’Z’ la podemos obtener de (2.20) sustituyendo rp,, por r en esa 

ecuacién, por lo tanto, tenemos 

Vp RV, FOX Ys + (Pera aye 2.27) 
Lo 

donde Q es Ja velocidad angular del sistema Axyz en el instante considerado. 

  

3 Mecanica Vectonial Para Ingenieros. Dinamica. Ferdinand P. Beer. Pag, 781. 
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ACELERACION 

Esta se obtiene derivando (2.26), nos queda 

  

ap +¥ 4 (2.28) 

donde las derivadas se definen respecto a cualquiera de los sistemas OXYZ 0 AX’Y'Z’. Por io tanto 

el primer término de Ia ecuaci6n (2.28) representa la aceleracién a, del origen A de los ejes en 

movimiento y el segundo término representa la aceleracién a p,, de P relativa al sistema AX’Y‘Z’. 

Esta aceleracién la podemos obtener de la ecuacién (2.22) sustituyendo rp, por r. Por lo tanto 

tenemos 
  

ap =a, tQX Kp, +QX (AX Ep, ) + 2QX (Xpr4) aoe + Ferd age | (2-29) 
      

Finalmente tenemos que las férmutlas de la seccién anterior continuan siendo validas para el caso 

de un sistema de referencia en movimiento general, es decir, jas ecuaciones: 

  

    
Vp =Vp +Y pip (2.21) 

Ap =Ap tap tac] (2.23) 

donde los vectores que aparecen ya han sido definidos anteriormente. 
De lo anterior se observa que si el sistema de referencia en movimiento F o Axpz se est4 

trasladando, la velocidad y la aceleracién del punto P’ que coincide con P se convierten en la 

velocidad y la aceleracién del origen A del sistema. Por otro lado, como el sistema mantiene una 

orientacién fija, a; es cero y las relaciones (2.21) y (2.23) se reducen a 

Q.18) 

encontradas anteriormente. 
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IL.7.- OBTENCION Y EMPLEO DE LAS EXPRESIONES PARA CASOS 
+ PARTICULARES DE MOVIMIENTO RELATIVO, 

Existen varios casos particulares de movimiento relativo aqui se ilustrarén dnicamente tres de los 

mds comunes. 
Caso 1) Cuando Ia posicién de la particula P siempre es la misma respecto al sistema movil con 
origen en A, debido a esta condicion tenemos, para todo instante 

¥p,, = constante, Fp,, = 0, Fp,, = 0 , entonces, la velocidad de la particula P sera 
  

Vp =r, + Oxy, (2.34) 
A PIA 

    
  

y la aceleracién sera 
  

ap =h,¢ Qx py tQx (Qx ep) (2.35) 

    
  

Si, ademds de la condicién para este caso, el punto A coincide con 0 tendremos para la 

velocidad 

y la aceleracién del punto P sera 

Ap = QX Ep, FAX Qe ,) (2.37) 

Estas Ultimas dos ecuaciones se aplican también a puntos que describen trayectorias circulares. 

  

Caso 2) Cuando el sistema movil sdlo se traslada, es decir no gira, tenemos, para todo instante 

Q=0,Q =0, entonces, la velocidad de Ia particula P sera 

Vp Ey +8 py, (2.38) 

ap =ty tha agr (2.39) 

Estas ecuaciones se aplican en el movimiento de un punto con relacidn a otro y son equivalentes, 

respectivamente, a 

Ve =Va4 t¥ ata (2.18) 

¥ Ap =aytagy, (2.19) 

* Cinematica ) Dinamica Bastcas para ingenieros. Jorge Solar Gonzalez. Pag. 2€4. 

  
y la aceleracion de P sera 

  

  

 



Caso 3) Cuando el origen A del sistema mévil coincide siempre con el origen 0 de} sistema fijo, 

tenemos, para todo instante 

r, =0,4,=0, f, 0, entonces, la velocidad de la particula P sera 

Vp =QX ep +P pra (2.40) 

Vp = OX Ppp g FLX (DX Epp 4) + 20x Fog) ge + ora) ane (2.41) 

  
y la aceleracién de la particula P sera 

  

      

Si, ademas de la condicién de este caso, el valor de r, = constante, obtenemos nuevamente 

para la velocidad 

y para la aceleracion 

OD ap =OX epg + QX(QX rp 4) (2.37) 

Ecuaciones obtenidas también en la parte final del caso 1) y que son aplicables a puntos que 

describen trayectorias circulares. 
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TEMA IIL.- " * CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO " 

OBJETIVO: Obtener las ecuaciones cinematicas para analizar movimientos planos de cuerpos 

rigidos; aplicarlas a cuerpos méviles y mecanismos. Establecimiento de las expresiones propias del 

movimiento general de un cuerpo rigido. Movimientos planos cualesquiera de cuerpos rigidos: 

Caracteristicas de las trayectorias de las particulas que los conforman, y de la velocidad y 

aceleracion angulares de los cuerpos que realizan esos movimientos. 

CUERPO R{GIDO.- Sélido idealizado en el que la distancia entre dos puntos cualesquiera del 

mismo permanece constante no importando el tipo de accién o fuerza a que sea sometido. 
En Ia naturaleza no existe ningdn cuerpo rigido al ciento por ciento, pues todos se deforman 

aunque sea muy poco, al aplicarles una fuerza por pequefia que sea, es decir, la rigidez de los 

Iamados cuerpos rigidos es una ilusién . Los sélidos o cuerpos rigidos estan compuestos de 

4tomos que no est4n en contacto rigido, es decir, los dtomos estan unidos entre si por fuerzas que 

se comportan de modo muy parecido a las fuerzas de los resortes. 

No obstante lo anterior en ef mundo existen muchos materiales que se consideran como cuerpos 
rigidos ya que dentro de ciertos limites y bajo la accién de fuerzas no se deforman, esto es , no se 

dobian , no se tuercen , no se rompen. Como ejemplo podemos citar dentro de dichos materiales 

los aceros utilizados para la construccién de maquinaria para la industria en general. 

HiL1.- DEFINICION DE LOS MOVIMIENTOS DE UN CUERPO RIGIDO 

Los diferentes tipos de movimiento de un cuerpo rigido se pueden agrupar de Ja manera 

siguiente: 

1) Traslacion. 

2) Rotacién alrededor de un eje fijo. 

3) Movimiento plano general. 
4) Movimiento con respecto a un punto fijo. 

5) Movimiento general (En el espacio). 

DEFINICIONES 

1IL1.1) Traslacion .- Un movimiento es de traslacién si cualquier linea recta de un cuerpo 
permanece en la misma direccién durante su movimiento, es decir, durante ta traslacién todas las 

particulas que forman el cuerpo se mueven a lo largo de trayectorias paralelas. Cuando las 

trayectorias son lineas rectas , el movimiento se llama traslacién rectilinea. Ver figura (III.1) 

Fig IIL.1 Traslacién rectilinea 

  

55 Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dinamica. Ferdinand P. Beer. Pag. 718. 
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Cuando las trayectorias son lineas curvas el movimiento se lama traslacién curvilinea, 
En este caso las lineas Ai A2y B: Bo son paralelas entre si en su trayectoria, asi como las lineas Ar 
By A2 Bz también lo son entre si, ver figura (HI.2) 

  

Fig.L.2 Traslacién curvilinea 

II.1.2) Rotacién Alrededor de un Eje Fijo.- Cuando se da este movimiento las particulas 
que forman el cuerpo rigido se mueven en planos paralelos a lo largo de circulos centrados sobre 
un mismo eje fijo ver figura (IIL.3). Este eje se lama eje de rotacién. 

  

Fig.01.3 Rotacién alrededor de un eje fijo 

Ya que cada particula se mueve en un plano dado, ta rotacién de un cuerpo alrededor de un 
eje fijo se llama movimiento plano. 
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TIL.1.3) Movimiento Plano General. Un movimiento plano general es cuando un cuerpo 

experimenta una combinacién de traslacién y rotacién, (como ejemplos ver figuras I.4 y IIL.5). 

En el caso de ia figura Il. 4, mientras Ja rueda gira, en un tiempo dado, dos puntos arbitrarios A 

y B se habran desplazado desde Ai hasta A2 y desde Bi hasta B2, es decir, el movimiento de 

traslacién lo representa el desplazamiento del punto A desde Ai hasta Az y el movimiento de 

rotacion lo representa el desplazamiento del punto B desde Bi hasta Bo, 

Bz      - 

Fig 0.4 Fig LS 

Ahora, para el caso de la figura IIL.5 , se ilustra una barra cuyos puntos A y B se deslizan sobre una 

guia horizontal y una guia vertical, respectivamente, este movimiento lo podemos sustituir por una 

traslacion en A y una rotacién respecto de A; también lo podemos sustituir por una traslacién en B 
yuna rotacién respecto a B (la deduccién de las ecuaciones se realizara mas adelante). 

4) Movimiento con respecto a un Punto Fijo.- Es el movimiento en tres dimensiones de un 
cuerpo rigido unido a un punto fijo 0 . Puede representarse este tipo de movimiento en el 

movimiento de un trompo sobre una superficie ragosa. Aqui todas las particulas del cuerpo 

mantienen constante su distancia a dicho punto, ésto no implica necesariamente que las particulas 
del cuerpo describan trayectorias circulares, ver figura(II.6). 

Q 
vy) 

    

  

[- 

i ao 

Fig.01.6 trompo 

5) Movimiento General.- Es el movimiento de un cuerpo en un sistema tridimensional. El 

movimiento general de un cuerpo rigido puede considerarse como la combinacién de una 

traslacién de un punto base y una rotacién del cuerpo rigido alrededor de este punto,que se 

considera como fijo.



IIL2.- DEDUCCION Y EMPLEO DE LAS ECUACIONES CORRESPONDIENTES A LOS 
MOVIMEENTOS DE: 

Til.2.1 Traslacion 

1.2.2 Rotacién 

TL.2.3 Movimiento Plano General 

IiI.2.1. Traslacién.- Consideremos un cuerpo rigido en traslacién(rectilinea o curvilinea), y sean 
Ay B cualesquiera de sus particulas ver figura (IIL.7), Representando por r, y ¥z los vectores de 

posicidn de A y B con respecto a un sistema de referencia fijo y por Tg), al vector que une a A y 

B. tenemos 

¥ 

  

Fig.0.7 Posicién 
  

    Vp TEs * Tara G.1) 
  

Derivamos a (3.1) con respecto al tiempo. Vemos que de Ja definicidn de traslacion el vector 
Tg,, debe mantener una direccién constante, su magnitud también debe ser constante, ya que A y 

B son del mismo cuerpo rigido. Por lo tanto, la derivada de rg,, es igual a cero, entonces tenemos 

A (3.2)   

    Fig.IE.8 Velocidad



En la figura (1IE.8) se ilustra que cuando un cuerpo rigido esta en traslacion, todos los puntos 
de] cuerpo tienen la misma velocidad. Derivando ahora Ja ecuacién (3.2) tenemos 

En la figura (11.9) se ilustra, también, que cuando un cuerpo rigido esta en traslacién, todos los 
puntos de} cuerpo tienen la misma aceleracién en cualquier instante. 

y 

  

Fig.HI.9 Aceleracién 

II1.2.2.- Rotacién con respecte de un eje fije. Consideremos que sea P un punto del cuerpo 
rigido mostrado en Ia figura (III.10) 

  

Fig.11.10 Posicién 

Por facilidad supongamos que el sistema esta centrado en el punto 0 sobre la recta 4/4’ ¥ que el 
ej 2 coincide con dicha recta. Consideremos ahora a B como la proyeccién de P sobre Ad’, P 
permanece a una distancia constante de B, por lo tanto P describird un circulo de centro en B y de 
radio r sen 9, donde # representa e] angulo que se forma por r y 4A’ 

Th



De la figura (HI.10) observamos que la posicién de P y de todo el cuerpo queda definida 
completamente por el angulo @ que forma Ja linea BP con el plano sx. El dngulo 6 recibe el nombre de coordenada angular del cuerpo, ésta se define como Positiva cuando su movimiento es en 
seritido opuesto al movimiento de las manecillas del reloj vista desde 4. 6 se expresa en tadianes, 
revoluciones, o en grados: 1 revolucién = 22 tadianes = 360° 

VELOCIDAD.- La velocidad v= dr/idt de una particula P es un vector tangente a la 
trayectoria de P y de magnitud v = ds/dr , donde la tongitud As del arco descrito por P cuando e) 
cuerpo gira hasta AQ es 

As =(BP)A® =(r sen $)AO 

dividiendo ambos miembros entre Ar , y obteniendo el Limite cuando Af tiende a cero, tenemos 

G4) 

  

donde 6 nos Tepresenta la derivada de 9 con respecto al tiempo, por Io tanto la velocidad v de P es 
un vector perpendicular al plano que contiene a 44’ y de r, de magnitud v definida por la ecuacién 
(3.4), Este resultado también lo obtendriamos si trazdramos a lo largo de 44‘ un vector o =6ky 
si formamos el producto vectorial @ x r, ver figura (I11.11),por lo tanto tenemos 

adr 
(3.5) 

    

Fig.HI.11 Velocidad 
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k (3.6) 

  

Al vector @= ok   

se le conoce como velocidad angular del cuerpo. Esta dirigida a lo largo del eje de rotacién y es 

igual en magnitud a la rapidez de cambio 9 de Ja coordenada angular y su sentido se obtiene por 

ja regla de Ja mano derecha del sentido de rotacién del cuerpo. 

ACELERACION .-Derivando la ecuacidn (3.5) determinaremos la aceleracién a de la particula P. 

  

ae a SF ey y= ype ax 2 xPrt+@xv 3.7) 
dt dt dt dt dt     
  

do 1 
Al vector a se le lama aceleracién angular del cuerpo y se representa por a. 

Sustituyendo v de la ecuacién (3.5) nos queda 

Derivanda la ecuacién de la velocidad angular y como k es de magnitud y direccién constante 
tenemos 

a=ak= 0k=6k G.9) 

de aqui se deduce que la aceleracién angular de un cuerpo rigido girando respecto a un eje fijo es 
un vector dirigido a Jo largo del eje de rotacién, y es igual en magnitud a la rapidez de cambio 

® de la velocidad angular. Analizando la ecuacién (3.8) vemos que la aceleracion de P es la suma 

de dos vectores. El primer vector a x r, es tangente al circulo descrito por P por jo tanto nos 

representa a la componente tangencial de la aceleracion; el segundo vector w x (ex Tr) se obtiene al 

formar e] producto vectorial de @ y @x r, como x r es tangente al circulo que describe P, el 

triple producto vectorial se dirige hacia el centro B del circulo por lo tanto nos representa a la 
componente normal de ja aceleracién. 

  

ROTACION DE UNA PLACA 

Puede definirse por el movimiento de una placa en un plano de referencia perpendicular al eje 

de rotacién. Sea xy el plano de referencia y supongamos que coincide con el plano de la figura, es 

decir, el eje = es perpendicular al plano de la hoja, ver figura (IH.12) 
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Fig IIl.12 Velocidad 

Ya vimos que @ = ok, y que un valor positivo del escalar corresponde a una rotacién en el 

sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj de la placa y que un valor negativo 

corresponde a una rotacién en el sentido de las manecillas del reloj. 

VELOCIDAD.- Si sustituimos ok por @ en Ja ecnacién (3.5),tenemos 

veakxr| (3.10) 

Como los vectores k y r son perpendiculares entre si, la magnitud de la velocidad v es 
  

(3.11) 

  

y su direccién se obtiene girando r un angulo de 90° en el sentido de rotacién de la placa. 

ACELERACION.- Si sustituimos @ = ok y a= ok en Ja ecuacion (3.8)-y dandonos cuenta que 

ce una rotacién de 180° del vector r, 
si multiplicamos vectorialmente dos veces a r por k produ 

podemos expresar la aceleracién del punto P como 

a=akxr-o YT 3.12) 

Si descomponemos a en sus Componentes normal y tangencial . ver figura (III. 13) 
      

a, = okxr 

Fig.IL.13 Aceleracion 
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a,=akxr a, = 1a 

(3.13) a,=-@r a, = ra 

La componente tangencial a,, apunta en la direccién contraria de Jas manecillas del reloj si el 
escalar es positivo, y en el sentido de movimiento de Jas manecillas del reloj si es negativo. La 
componente normal a,, siempre apunta en direccin contraria de Y, es decir, hacia 0. 

ECUACIONES DE LA ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO ALREDEDOR DE UN EJE FIJO 

Frecuentemente, las condiciones de movimiento quedaran especificadas por el tipo de 
aceleracion angular que el cuerpo posea. 

Puede darse @ como una funcién de ?, como una funcién de 8 0 como funcién de o, 
De: 

@=ok= 6k y a=ok=Gk=6k tenemos que 

a o= 3.14 a (3.14) 
  

  

  

(3.15) 

despejando dt de (3.14) y sustituyendo en (3.15) nos queda 

do 
a=o-— 3.16 °O (3.16)     

Ya que estas ecuaciones son similares a las obtenidas para e] movimiento rectilineo de una 
particula, puede seguirse el mismo procedimiento para su integracién. 

Frecuentemente encontramos dos casos especiales de rotacién: 

a) Rotacién uniforme. La velocidad angular es constante ya que la aceleracién se caracteriza 
por ser cero, entonces la coordenada angular esta dada por: 

0=0, +04 B17   
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b) Rotacién uniformemente acelerada. Aqui la aceleracién angular es constante. Las 
formulas siguientes se deducen en forma similar a las del movimiento rectilineo uniformemente 
acelerado. 

@ =O, +at 

8=8,+aot+tar? (3.18) 

@” =o) + 20(0~0,) 

Debe tenerse en cuenta que la férmula (3.17) puede utilizarse solamente cuando a = 0 y que las 
ecuaciones (3.18) séio cuando @ = constante. De no presentarse estos casos deben utilizarse las 
formulas generales (3.14),(3.15) y (3,16). 

1EL2.3.- MOVIMIENTO PLANO GENERAL 

Un movimiento plano general puede considerarse siempre como la suma de una traslacién y 
una ratacién. 

Consideremos la rueda de la figura (1.14) la cual gira sobre una via recta . En cierto tiempo, dos 
puntos A y B se habran movido desde Ai hasta Ao y desde Bi hasta Bz. Este mismo resultado pudo 

By 

  

  

Figura 1.14 

obtenerse mediante una traslacién que hubiera desplazado a A y B hasta A2 y B’1, donde fa linea 
AB sigue siendo vertical. seguida de una rotacion respecto a A que desplaza a B hasta Bo. 

También podemos representar el movimiento plano general por medio de una barra cuyas 
extremidades se desplazan a lo largo de una via vertical y una via horizontal. respectivamente. Este 
movimiento lo podemos sustituir por una traslacién en la direccién horizontal y una rotacion con 
respecto de A. Ver figura(UI.15). 

  

Movimiento Plano = Traslaci6ncon A +  Rotacidn sobre A 

Fig. 1.15 

76



También podemos representarlo por una traslacién en la direccion vertical y una rotacién con 
respecio a B. Ver figura (lil. 16). 

   
Movimiento Plano Traslacién con B + — Rotacién sobre B 

Fig. II. 16 

Generalmente se consideraré un desplazamiento Pequefio que Heva dos particulas A y B de una 
placa representativa desde Ai y Bi hasta A2 y Ba, figura (I. 17), respectivamente. Este 
desplazamiento se puede dividir en dos, uno en el que las particulas se mueven hasta A2 y B’1 
mientras la linea AB 

  

Fig. HL 17 

mantiene Ja misma direccién, y otro en el que B se mueve hasta Be mientras A se mantiene fija. E] 
primer movimiento es una traslacién y el segundo una rotacién con respecto de A. De la definicién 
de] movimiento relativo de una particula con respecto a un sistema de referencia en movimiento; y 
de la definicién de movimiento absoluto con fespecto a un sistema de referencia fijo, podemos 
Teplantear de Ja siguiente manera el resultado obtenido: dadas dos particulas A y B de una placa 
rigida en un movimiento plano, el movimiento relativo de B con respecto a un sistema fijo a A y de 
orientacion fija es una rotacién. Si un observador se sitia en A, moviéndose con ella, pero sin 
girar, le parecerd que la particula describe un arco de circulo con centro ena. 

VELOCIDAD ABSOLUTA Y VELOCIDAD RELATIVA EN EL MOVIMIENTO 
PLANO 

La velocidad absoluta v, de una particula B de fa placa se obtiene de la formula de velocidad 
relativa encontrada anteriormente. es decir, 

(3.19) 

  

 



donde: v, = Velocidad absoiuta de B 

¥, = Velocidad absoluta de A. Corresponde a la traslacion de la placa con A. 

Vers = Velocidad relativa de B respecto de A . Asociada con la rotacién de la placa con 
centro en A y de orientacion fija .Ver figura (HI. 18). 

vA VA 

   Vera 

>. Ve >Vat Vara 
Ve 

Figura TL. 18 

Consideremos a rp,,, el vector de posicién de B relativo a A, ok Ja velocidad angular de Ia 
placa con respecto a ejes de orientacién fija, por lo tanto tenemos 

Vaig ~ OK XT, 4 y Veg = PO (3.20) 

donde 7 es la distancia de A a B, sustituyendo el valor de vo en ve tenemos: 

ACELERACION ABSOLUTA Y ACELERACION RELATIVA EN EL MOVIMIENTO 
PLANO 
Para encontrar las aceleraciones haremos uso de la propiedad que nos dice que cualquier 

movimiento plano se puede sustituir por una traslacién definida por el movimienta de un punto 
arbitrario A y una rotacién simultanea con respecto a A. 

Ya vimos gue la aceleracién absoluta a, se puede obtener de la formula de aceleracién relativa 
derivada anteriormente; e] miembro de la derecha representa una suma vectorial 

  

ap, (3.22) 

donde: a, = Aceleracién absoluta de Ja particula de la placa. 
a, = Corresponde a [a traslacién de Ia placa con A. 
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ag/4 = Aceleraci6n relativa de B con respecto a A. Corresponde a la ratacién de la placa 

alrededor de A medida respecto a ejes con centro en A y de orientacion fija. 

También vimos que la aceleraci6n relativa ag,,se puede descomponer en dos componentes. 

una componente tangencial (a,;,), la cual es perpendicular a la Jinea AB, y una componente 

normal (a,,,), dirigida hacia A, ver figura(HI. 19) 

   a 

‘BBA 

aa 

Fig II.19 & 

la velocidad angular y la aceleracién angular de la placa respecto a los ejes de orientacion fija. nos 
Si representamos por Yr), al vector de posicién B relativo a A y por ok y ak, respectivamente, z 

queda 
| 

ae, 

aS ars 

(aga), = OK Tey 4 (ag4), = 1% Geaet 

(3.23) 

(Ag:a)n =~ O Yai 5 (2514 )_= To? 

donde r es la distancia de A a B. Sustituyendo en fa ecuacién (3.22) las expresiones obtenidas nos 

queda   

= 2 3 
ag =a, tak x tpp4- ON: 4 (3.24) 
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a)0=0, b)0=90° yc) @= 180°. 

EJEMPLO RESUELTO HL1 

En el sistema mecanico mostrado /= 8 in y 6 = 3 in; la manivela AB gira con una velocidad 

constante de 2000 rpm en el sentido de las manecillas de] reloj. Determinese la velocidad del 

émbolo P y la velocidad angular de 1a biela para la posicién correspondiente a: 

  
  

  
  

  

  
  

escribiendo ve= dass, obtenemos 

ve =(AB) @as = G3 in)(209 rad/s) = 627 in/s 

a) Con @=0 > =pE— ES 4 
-asp Baas 

  

ve =baan = 8 wap 

wap = va/b= (627in/s)/(8in) = 78.375 rad/s 
Para expresarla en rpm, hacemos lo siguiente: 

@sp = 78.375 rad/s x (1 rev/2mrad) x(60s/1 min) 

@ap= 748.5 rpm 5 

De la figura @az = - Map 

Caleulo de vo = vr 

vo= yaj + (- @k x (8cos 0° + 8sen 079 ) 

vo = 627] + (-8aj) 
vo= 627) + ( 748.5rev/min x (2nrad/1 muV/60 8)j 

ve= vo = 627) - 627) =0   

Movimiento de la manivela AB. Esta gira respecto al punto A. Expresando cas en rad/s y 

@ae = (2000 rev/min) (1min/60s)(2mrad/t rev) = 209 rad/s 

  

b) Con 6 = 90° 
pve 

ZAI 

P=D ——+> 2A 

vor va 

De Ia figura se observa que: 
jas velocidades vs = vp= ve 

son uinicamente de traslacion, es decir, 

no hay velocidad de rotacién por lo tanto 

var = 627 in/s ( 1 pie/12 in) = 52.25 pie/s 
  

    
  

c}) D=P. = B 

Con 6 = 180° wai @ep 

Esencialmente es lo mismo que en el a} lo 

vinico que cambia es el sentido de wan 

@pp=_748.5 rpm ) 

Ve = Vo = 627) - 627) = 0     
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11L3.- * CONCEPTO Y APLICACION DEL EJE INSTANTANEO DE ROTACION 

Consideremos una placa con movimiento plano general En este caso se tratara de 

demostrar que las velocidades de las diferentes particulas de la placa en cualquier instante, son las 

mismas que las que tendrian si la placa estuviera girando respecto a un cierto eje perpendicular al 

plano de ella , denominado ee instanténeo de rotacién. Dicho eje interseca el plano de la placa en 

el punto C denominado centro instantdneo dé rotactén. 

Debemos recordar que el movimiento plano de una placa se puede sustituir siempre por una 

traslacion, la cual est4 definida por el movimiento de un punto de referencia arbitrario A, y por una 

rotacién con respecto de A. En lo que ala velocidad concierne, la trasiacion se caracteriza por una 

velocidad va del punto de referencia 4 y de fa rotacion se caracteriza por la velocidad angular @ 

de la placa (independiente de la eleccién de 4). Por lo tanto, la velocidad va del punto A y la 

velocidad angular @ de Ja placa definen por completo las velocidades de todas las otras particulas 

de 1a placa, ver figura (111.20). Consideremos ahora que va y @ son conocidas y que las dos son 

diferentes de cero, ya que si va = 0 el punto A sera también el centro instantaneo de rotacién y si @ 

= 0 todas las particulas que forman la placa tienen la misma velocidad va. Las velocidades se 

pueden obtener permitiendo que Ja placa gire con velocidad angular @, con respecto al punto C 

ubicado sobre fa perpendicular a vaa la distancia r = vi/@ desde 4, como se ijustra en la figura (III. 

21) Se comprueba que la velocidad de 4 sera perpendicular a AC y que su magnitud sera. ra = 

(val @)@ = va. 

   
fig Il. 20 Fig 11.21 

De esta forma las velocidades de todas las demas particulas de Ja placa serdn las mismas que 

como se definieron originalmente. Asi, en lo que se refiere a las velocidades. la placa parece girar 

respecto a su centro instantaneo de rotacion C en el instante considerado. 

También se puede definir la posicién del centro instantaneo de rotacién de otras dog maneras. 

Si fas direcciones de las velocidades de dos particulas A y B de la placa son conocidas y son 

diferentes. el centro instantaneo C lo obtenemos trazando ia perpendicular a va que pasa por Ayla 

perpendicular a vs que pasa por B, y determinando el punto en el que estas Iineas se intersecan ver 

figura (II. 22) 

  

3° Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dinamica. Ferdinand ?. Beer. Pag. 740. 
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fig. 10. 22 Fig. HL. 23 

Si las velocidades vay vs de las particulas 4 y B son perpendiculares a la linea 4B y si sus 

magnitudes son conocidas, el centro instanténeo se puede encontrar intersecando la Hnea AB con 

la linea que une los extremos de los vectores vay Ve ver figura (II. 23). Debemos observar que si 

en la figura (IIL. 22) va y ve fuesen paralelas, el centro instantaneo C estaria a una distancia 

infinita y « seria cero, esto mismo sucederia si en la figura (HL. 23) va y ve tuvieran la misma 

magnitud; por lo tanto todos los puntos de la placa tendrian la misma velocidad 

APLICACION DEL CENTRO INSTANTANEO DE ROTACION 

Consideremos nuevamente la barra que vimos en el movimiento plano general, para ver como 

se puede aplicar el concepto de centro de rotacién. Si trazamos la perpendicular a va que pasa por 

A) ja perpendicular a ve que pasa por B , Figura (Ill. 24) obtenemos el centro instantaneo C. En el 

instante 

  

Fig, Ill. 24



considerado las velocidades de todas las particulas de Ja barra son por Io tanto las mismas que la 

barra tendria si girara con respecto a C. Ahora, si la magnitud va de Ja velocidad de A se conoce, la 

magnitud @ de la velocidad angular de la barra puede obtenerse de la siguiente manera: 

  

  

vA va 
o= Be (3.25) 

AC icos       

ve = (BC) @ =/ sen § —-----— = vatan 8 (3.26) 

Obsérvese que en este caso sélo intervienen velocidades absolutas, 

El centro instantaneo de rotacién de la placa en movimiento plano se puede localizar dentro o fuera 

de la placa. Si se localiza sobre la placa, la particula C que coincide con el centro instantaneo en. 

un instante dado f debe tener velocidad cero en ese instante. Debemos tener claro que el centro 

instantaneo de rotacién sélo es valide en un instante dado, es decir, la particula C de la placa que 

coincide con el centro instanténeo de rotacién en el tiempo ¢ generalmente no coincidira con el 

centro instantaneo de rotacién en el tiempo ¢ + Az; esto quiere decir que mientras su velocidad es 

cero en el tiempo t, es muy probable que sea diferente de cero en el tiempo f+ At. Esto nos dice 

que, en general, la particula C no tiene aceleracién cero y por consiguiente que la aceleracién de 

ias distintas particulas de la placa no puede determinarse como si Ja placa estuviera girando con 

respecto aC. 

111.4. 7 MECANISMOS DE TRES Y CUATRO ARTICULACIONES 

VELOCIDAD 

La mayoria de los mecanismos se componen de varias partes en movimiento. Cuando estas 

partes contienen juntas articuladas o uniones con pasadores, su andlisis se puede realizar si 

consideramos cada parte como un cuerpo rigido, teniendo presente que los puntos donde dos partes 

estan conectadas deben tener la misma velocidad absoluta. Podemos emplear un anélisis similar 

cuando estudiamos engranajes ya que los dientes en contacto deben tener la misma velocidad 

absoluta. Pero, cuando un mecanismo contiene partes que se deslizan unas sobre otras, la 

velocidad relativa de la parte en contacto debe tomarse en cuenta. 

ACELERACION 

Como en el caso de las velocidades, cuando un mecanismo esta compuesto de varias partes en 

movimiento conectadas por pasadores, podemos realizar su andlisis considerando cada parte como 

un cuerpo rigido y teniendo en cuenta que los puntos donde se conectan dos partes deben tener la 

misma aceleracién absoluta. Para el caso de engranajes, las componentes tangenciales de las 

aceleraciones de los dientes en contacto son iguales. pero sus componentes normales son 

diferentes. 

  

37 Mecdnica Vectorial Para Ingenieros. Dinémica, Ferdinand P, Beer Paes 734 (vel.) y 750 (acel.). 
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EJEMPLO RESUELTO IiL2 

Sila barra CD esta girando a wep = 5 rad/s, determine la velocidad angular de la barra AB 

en el instante que se ilustra. 

  

  

  
Soluci6n: 

Caiculo de vc 

Vo= @cp x F 
vo= 5k x (- 4 cos 45° + 4 sen 45°}) 

we= - 14. 14j-14.147 Q) 

Caéleulo de vs 

Considerando el movimiento de la barra BC como un movimiento plano general. 

Ve = vot vem (2) 

Ver = @scXr = @sc k x (- 8 sen sen 30° - 8 cos 30°F ) 

ven = - 4 @acj + 6.93 wsci (3) 
Sustituyendo (1) y (3) en (2) 

vs =-14. 14 9-14.14 4-4 sc] + 6.93 a@eci 
Como va se mueve hacia abajo en la direccion j tenemos: 

vej=-14.14j-4 wc} & 
O=- 14.1414 6.93 wack (5) 

@ac = 14,14/6.93= 2.04rad/s (6) 

Sustituyendo (6) en (4) 

=- 14.14 j-4 (2.04) j =- 14.14 j - 8.16] =- 22.30 m/sj 

ve =\| vit v’aj =. {0+(-22,30)? = 22.30 in/s 

Finalmente tenemos ve = ras @as, por lo tanto. despeyando @as 

71 rad/s 

  

@as = ve/ ras = (22.30in/s) / 6in 
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TEMA IV.- '" MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS Y MASAS " 

OBJETIVO: Explicar los conceptos de momentos de inercia de areas y masas, y calcular dichos 

momentos. 

IV.1.- ** MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS 

Antes de analizar la teoria de Momentos de Inercia de Areas, consideraremos los conceptos 

de Centro de Gravedad, Centroides y Primeros Momentos de Areas. 

CENTRO DE GRAVEDAD 

Sea una placa plana como la mostrada en la figura (A), la cual dividimos en n elementos 

pequefios. Las coordenadas de estos n elementos se representaran por x1,yi, X2,y2, etc. Las fuerzas 

  

Centro de gravedad de una placa Fig. A 

que la tierra ejerce sobre los n elementos de ia placa seran Aw, Awo, ..., Awn, respectivamente 

Aim cuando las fuerzas 0 pesos estan dirigidos hacia el centro de Ja tierra, podemos suponer, en la 

practica, que son paralelas. La resultante es por lo tanto, una sola fuerza en la misma direccién. es 

decir: 

> Fx: w = Awit Aw? +... + Awn 

Usando momentos para obtener las coordenadas ¥ yy del punto G donde la resultante w 

debe aplicarse: 

> My: Xw =xiAwi + .2Aw2 + ... + xnAwn 

(i) 
= Mx: Fw =yiAw + yAw: +. + yrAwa 
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Aumentando el ntimero de elementos en Ios que dividimos la placa y reduciendo el tamafio de 
cada elemento, en el limite obtenemos las siguientes expresiones’ 

w = fw 

xw = fx dw (ii) 

yw = Sy aw 

Las anteriores ecuaciones definen el peso w y las coordenadas xy ¥ del centro de gravedad 

G de la placa plana. 

De manera similar podemos obtener las mismas ecuaciones para un alambre ubicado en el 
plano xy como el mostrado en Ja figura (B); es de notar que en este caso el centro de gravedad G no 
estara generalmente sobre el alambre. 

   
Centro de gravedad de un alambre Fig.B 

CENTROIDES DE AREAS 

Para el caso de una placa homogénea de espesor uniforme, la magnitud Aw del peso de un 

elemento de la placa puede expresarse de la siguiente manera 

Aw=ytsA 

enlaque y = peso especifico del material 

t =espesor de la placa 
AA = area del elemento 
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De igual manera la magnitud w del peso de la placa completa podemos expresarla como 

W=ytA 

en la que A representa el area total de la placa. 

Sustituyendo Aw y w en las ecuaciones de los momentos (i ) y después dividiendo ambos 

miembros de la ecuacién entre yt nos queda 

=My: XA =x1AA1+ x2AA2 +... + xnAAn 

= Mx: YA =yiAAi + yAA2 +... + ynAAn 

Aumentando el niimero de elementos en los que el drea A se divide y disminuyendo al mismo 
tiempo el tamajio de cada elemento en el bimite tenemos 

RA= faa 
(iii) 

= f 
YA= JydA 

Las Ultimas dos ecuaciones definen las coordenadas Xy Y del centro de gravedad de una placa 

homogénea. También se conoce al punto de coordenadas x y y como el centroide C del drea de la 

placa, figura (C). Si la placa no es homogénea, no pueden usarse estas ecuaciones para conocer el 

centro de gravedad de la placa pero si podemos obtener el centroide del rea. 

y 

   
Centroide de un area Fig. C 

El término centroide se utiliza en lugar de centro de gravedad cuando nos referimos a 

areas ( también a lineas y volumenes), puesto que tales figuras no tienen peso; en el caso de un 

volumen el centroide es algim punto en el espacio que es fijo con respecto al volumen. Cuando eh 

material de que esté compuesto el volumen es homogéneo, entonces el centroide del volumen se 

define como centro de masa, o centro de gravedad.



PRIMEROS MOMENTOS DE AREAS 

Las integrales J xdA y J ydA (iii ) ,se conocen como el primer momento del 4rea A 

respecto a los ejes y y x respectivamente, es decir 

Qy= k aA = primer momento de area respecto al eje y. 

Q= § dA = primer momento de area respecto al eje x. 

  

Q=VA 

Si el centroide de un area se ubica sobre un eje de coordenadas, el primer momento del 4rea con 
respecto a dicho eje es cero y viceversa. 

»® A continuacién se da una tabla con los centroides de algunas de las figuras mas comunes 

** La tabla de centroides se elaboro utilizando los libros de Estatica anotados en la Bibliografia. 
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TABLA 1 

  CENTROIDES DE AREAS DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES 

  Nombre de la Forma 
figura geométrica Area >t

 

  
Triangulo 

recténgulo 

  

  

Tridngulo 

  

atb 

  

  
  a 

Rectangulo q 

L 
    a

e
 bh 

  

  

Cireulo   mr 

  
Semicirculo 

  

ae 

  Cuarto de 

circulo     
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TABLA 1 (Continuacién) 
  

CENTROIDES DE AREAS DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES 

  

  

  

  

  

  

        

Nombre de la Forma . 
figura geométrica Area xX y 

mab 4b 

Semielipse peteecnnens O | cence 

8 3m 

y 

Cuarto de aWAjke nab 4a 4b 

. wl Tenner ee 
elipse 4 3n 3x 

u 
FT 

kK a 

Enjuta -—4 ah 3a 3h 
parabélica yoke J ge fee fe 

st kx 3 4 10 z =             
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IV.1.- MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS 

Iv.1.1.-° OBTENCION DE MOMENTOS DE iNERCIA DE AREAS DE SUPERFICIES 
SIMPLES, 

Consideremos una superficie plana, de area A. como la mostrada en la figura (IV.1), se define 
como momento de inercia de area respecto al eje x, a la suma de las pequefias superficies que la 

forman multiplicadas por el cuadrado de su respectiva distancia al eje x; representando dicho 

momento por Ix, podemos evaluarlo por medio de : 
  

  
Ik=Jy?d4 41.) 

    

aA =dxdy 

  
Fig.IV.1 

De la misma manera el momento de inercia para el eje y lo podemos evaluar por: 

Las integrales anteriores se pueden calcular facilmente si elegimos como dA una banda paralela a 
uno de los ejes de coordenadas, Para Ix, la banda seré paralela al eje x, de esta manera todos los 
puntos que forman la banda estan a la misma distancia y del ee x. Ver figura (IV.2). Entonces el 

momento de inercia Ix de la banda lo obtenemos multiplicando el area dA de la banda por y 2. 

y 
dA=(a-x)dy 

  

        
Fig IV.2 
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De manera similar el momento de inercia de area Iy ]o obtenemos colocando la banda paralela al 

eje y, entonces todos los puntos estaran a la misma distancia x del eje y. Asi el momento de inercia 

I, de la banda lo obtendremos multiplicando el area dA de la banda por x?, ver figura (IV.3). 

¥ 

  

  

Los momentos de Inercia de Areas ke Ty son siempre positivos. 

UNIDADES 

Observando la integral del momento de inercia nos percatamos de que el resultado dimensional 

es una unidad de longitud elevada a la cuarta potencia, es decir.m*,cm‘,in‘, pie*, etc. debido a 

que se multiplican una drea (A) por una longitud al cuadrado (x? 0 y?}. 

4 En la pagina siguiente se da una tabla con algunos de los momentos de inercia de figuras 
geométricas mas comunes. 

‘"La tabla de Momentos de Inercia de Area se elaboré utilizando los libros de Estdtica anotados en la 
Bibliografia



TABLA 2 
  

MOMENTOS DE INERCIA DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES 
  

  

  

  

  

  
  

  

  

    

      

  
  

  

  
  

      

  

Nombre de Forma 

la figura geométrica ly ly I, ly 5, 

Triangulo 

bhi bh bre bh bh (h? +b?) 
36 36 12 2 36 

rectdngulo 

Tridngulo bho bh® (b?-abta}) ph? | bh Cb? 4ab+a) 
36 36 12 12 

y y 

Recté , by? bh oh wh | bh (h+b2y ectangulo T po <a 3 12 

t 

| 
i 

2 arf | art Snst Sn14 att Cirenlo ao |G “| Ta “Tr 

. | 
yoy 

oe : . 1 (9x64) zt art Suit ar Semicircalo| ed x “Teg aa q 2p 
t x 

Cuarta de 

: we 4 4 4 
0.055r* —0.055r7_ | BE an ae 

circulo 

| 

  

          
    

93



TABLA 2 (Continuacion) 
  

MOMENTOS DE EINERCIA DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES 

  

  

Nombre de Forma 

la figura geométrica ly ly Ik ly Jy 

yoy 

jab* (92? - 64) 

      
Ton 8 8 8 

Semielipse I 
b 

  
  

  

    

  

LO. mab 4atp mab(a*+b?) 
Elipse a Bx] wef nee ff etter 

  
  

Enjuta 

parabélica                 

  

  

1V.1.2.- ? PRODUCTO DE INERCIA 

El producto de inercia de un 4rea se obtiene al mulliplicar cada elemento dA del area A por sus 

coordenadas x y y e integrando en toda el drea. ver figura (IV.4). El producto de inercia se 
representa por la integral 

In =| xy dd (4.13) 
  

  

Fig.IV.4 

© Mecanica Vectorial Para Ingenteros. Estatica. Ferdinand P. Beer. Pag. 354, 
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E} producto de inercia puede ser: 

2) Positivo 

b) Negativo 

c) Cero. Cuando alguno de Ios ejes x o y es un eje de simetria o cuando los ejes x y y son 
simétricos. 

UNIDADES 

Son las mismas que para el momento de inercia. este es, unidades de longitud a Ja cuarta 

potencia, m*,cm*,in‘ pie‘ etc. 

© & continuacién se ilustra una tabla con algunas 
respectivos productos de inercia. 

  

uras geométricas comunes y sus 

* La tabla de productos de inercia se elaboré utilizanco los libros de Estatica anotados en la Bibliografia



TABLA 3 
  

PRODUCTOS DE INERCIA DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    
  

  

    

  

Nombre de Forma 

la figura geometrica Tey ly 

Tridngulo -hb? h? b? 

rectangulo 72 24 

y y 

bh? (2a-b) bh? (2a +b) 
Triangulo - _ - 

72 72 

x 

y y 

bh? 

Rectangulo| 4h oo x Geren 
v 4 

x 
K- bp —o 

Circulo 0 nr? 

Semicirculo} 0 
3 

Cuarto de r4 a 
q weeee See, 

circulo 8 8   
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IV.1.3.- “RADIO DE GIRO 

Supongamos que el area de la figura (IV.5), la cual tiene un momento de inercia Ix con respecto al 

  

Fig.IV.5 

ejex .se concentra en una banda delgada paralela al eje x, ver figura (1V.6), de esta manera el area 

A asi concentrada debe tener el mismo momento de inercia con respecto al eje x.entonces la banda 

se debe colocar a una distancia kx 

  

Fig.IV.6 

del eje x y estara definida por la relacion 

k=KA 

ahora despejamos kx, por lo tanto tenemos 

(4.1.4) 

  

A la distancia ky se le [lama radio de giro del area A con respecto al eje x. 

* Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Estatiza. Ferdinand P. Beer Pag. 338. 
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De similar forma podemos definir el radio de giro ky, en este caso el momento de mercia Ly con 

respecto al eje y se concentra en una banda delgada paralela al eje y, ver figura (IV.7), el area A asi 

y 

  

Fig.TV.7 

concentrada debe tener e] mismo momento de inercia con respecto al eje y, entonces la banda se 

debe colocar a una distancia ky del eje y, y estara definida por la relacién 

2 L=kKA 

I 
ky= e (4.1.5) 

Entonces ky es el radio de giro dei drea A con respecto al eje yp. 
Es de hacer notar que Ja franja la podemos colocar a cualquier lado del eje de referencia, ya que 

si k es negativo al elevarlo al cuadrado se vuelve positivo. 

ahora despejamos ky, por lo tanto tenemos 

Iv.1.4.. “MOMENTO POLAR DE INERCIA 

El momento de inercia de un area respecto a un eje perpendicular al plano del area se denomina 

momento polar de inercia y lo denotamos por Jo. En la figura (IV.8),e] momento polar de inercia es 
  

Jo=JredA (4.1.6) 
      

  

Fig. 1V.8 
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donde ry es la distancia entre el area del elemento y el origen de las coordenadas. El eje de 

referencia para Jo es un eje perpendicular al plano xy, ubicado en el origen de estas coordenadas. 

De la figura (IV.8) se observa que 7? = x? + 5? entonces 

Jo =fr-da = JatyAda 

Jo= fda + fda 

y como l= beeda 

lk= fda 

  

finalmente nos queda (4.1.7) 

  

IV,1.5.- TEOREMA DE EJES PARALELOS PARA MOMENTOS Y PRODUCTOS DE 
INERCIA DE AREAS 

1V.1.5.L- “ TEOREMA DE EJES PARALELOS PARA MOMENTOS DE INERCIA. 

Sea el momento de inercia ] del area A con respecto al eje AA’, ver figura (IV.9). La distancia de 

un elemento de area dA al eje AA’ ¢s y,entonces I = J y* dA, consideremos ahora el eje BB’ 

paralelo al eje AA’ y que pasa por el centroide C del area; el eje BB’ se lama eje centroidal, la 

  

A 

Fig.IV.9 

distancia del elemento dA a BB’ es y’ por lo tanto tenemos que y = y+ d donde d representa la 

distancia entre los ejes AA’ y BB’. Ahora sustituyendo y en la ecuacidn integral de I nos queda 

I=)7dA=Jo'+ ayda 

desarrollando el binomio al cuadrado tenemos 

T=Jy%dA +2dlydat+e@ Jaa 

De jas ecuaciones anteriores se observa que la primera integral es el momento de inercia J det 

area con respecto al eje centroidal BB’. La segunda integral es el primer momento del area con 
respecto al eje BB’, como el ceniroide C esta sobre ei eje. esta integra] es cero. La tercera integral 
representa el area total A. Entonces nos queda 

** Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Estatica Fer¢inand P. Beer. Pag 343. 
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G18) 
Esta ecuacion establece que el momento de inercia I con respecto a un eje AA’ es igual al momento 

de inercia del area con respecto a un eje centroidal BB’ paralelo al eje AA’ mas el producto Ad? 

del 4rea A y el cuadrado de la distancia d entre los dos ejes. 

Podemos, también, establecer una relacién similar para los radios de giro con respecto a ejes 

paralelos, uno de los cuales es un eje centroidal. 

Sustituyendo I por k?A e Ipor k? A, podemos expresar el teorema de Ja siguiente manera 

A= KA +A? 

dividiendo 1a ecuacién anterior entre el area A nos queda 

kek +a (4.1.9) 

En forma similar, para momentos polares de inercia y radios polares de giro se obtienen las 

siguientes relaciones andlogas entre cualquier eje y un eje centroidal paralelo. 

Jo= 5, +A o kj =ke+d? (4.1.10) 

Donde: Jo = momento polar de inercia de un Area respecto al punto 0. 

J = momento polar de inercia de la misma 4rea respecto a su centroide C. 

d= distancia entre 0 y C. 

IV.L5.2.- ““TEOREMA DE EJES PARALELOS PARA PRODUCTOS DE INERCIA. 

Sea un area A y un sistema de coordenadas rectangulares x y y, figura ([V.10). Donde se 

localiza 

  

  
Fig.IV.10 

*” Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Estatica. Ferdinand P. Beer Pag. 355. 
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el centroide C del area con coordenadas ¥ y ), trazamos dos ejes centroidales x’ y }’ paralelos a 

los ejes x y 3’. respectivamente. Indicando por x y ya las coordenadas de un elemento dA respecto a 

los ejes originales, y porx’y y’ a las coordenadas de! mismo elemento dA con relacién a los ejes 
centroidales. tenemos que 

Sustituyendo en Ja ecuacién (4.1.3) las relaciones anteriores nos queda 

Iy~ Jay dA=J(x'+ F y+) dA 

Ty =hx'y dd +7 Jxda+ x Jy'd4t+xy fd 

Del andlisis de la ultima ecuacion integral se observa que: 

Jxyd4=Ix'y = producto de inercia del area A con relacién a los ejes centroidales x’y y’. 

Sxid4 y Jy'@A . Estas integrales , segunda y tercera, representan los primeros momentos del 

4rea A en relacion a los ejes centroidales; esto quiere decir que estos primeros momentos son cero 
porque el centroide C esta ubicadd:en estos ejes. 

Finalmente J d4 . nos representa el area total A. 

Por Io tanto el teorema de los ejes paralelos para productos de inercia estaré representado por la 
ecuacién (4.1.11) 

  

ly =Ixy'+ ¥ 7A (4.1.11) 
    

  

IV.1.6.- MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS RESPECTO A EJES CENTROIDALES. 

De acuerdo con lo visto anteriormente, hay dos maneras de encontrar el momento de inercia de 
superficies simples respecto a ejes centroidales: 

1) Utilizando la expresién T=Jyda 

2) Utilizando la ecuacién obtenida con el teorema de los ejes paralelos 

Y=T+ Ag 

A manera de ejemplo resolveremos algunos problemas usando ambas formas de solucién 

** problemas resueltos con base en los libros: Mecanica Para Ingenieria ! Estatica. Josepi. F Sheliey Pag. 
336. Ingenieria Mecanica . Estatica. Bela ] Sandor. Pag. 220 
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EJEMPLO RESUELTO fv. 

1) 1=fyde 

Encontrar los momentos de inercia Ix e Iv del area rectangular de Ja figura (IV.11) respecto a los 
ejes centroidales mostrados. 

¥y 

  

    
      

Fig IV.H 

Solucién: 

Elegimos el elemento de area dA como se indica en la figura (IV.12). 

  

  
  

 



  

  

C 3 _ 3 3 3 3 ap3 j,= 9 2 _(-b/2) 2p) 2/8_ PLR =} 2h 

3 3 3 24° 24 24 

3 
T= Resultado 

12       

De la misma manera obtenemos : 

  

ae Ty= 

2       

EJEMPLO RESUELTO Iv.2 

2) T=1+ Ad 

Encontrar el momento de inercia del triangulo de base 5 y altura # mostrado en la figura 

(FV.13), respecto a un eje centroidal paralelo a su base. 

  

Fig IV.13 

Solucién: primero resolveremos el momento de inercia respecto a la base. Seleccionamos una 
banda diferencial como se muestra en la figura (IV.13). 

De la figura tenemos que : d4 .= xdy 

Por semiejanza de triangulos: : = ay 

Por lo tanto x= we 

Utilizando ia expresién I. = | y2dA e integrando desde y=hhastay=0 

L= fru = fy ray D gy = 2 fay? ~y? ay 
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-i[te'o- fro AS") n| 
k= — 

12 

Ahora, para encontrar el momento de inercia Ix, utilizamos la formula obtenida para el teorema 
de los ejes paralelos, es decir: 

L=Ix+ Ad 
Despejando Ix, tenemos 

Ix=h- Ad? 

En la figura ([V.14) se ilustra la distancia entre el eje centroidal y el eje x es h/3 (dato obtenido 
de la tabla de centroides), por lo tanto nos queda: 

¥ 

(23)h 

XO 

  

  

Fig.IV.14 

ye ee _fbbyb f= |] bY] _ bh? bh? _ 3bh? - 2bh? 
“72 [2 4l3j 2 “L2si9} 12 18” 36 

Resultado 

  

  

TV.1.7.-% PRODUCTOS DE INERCIA DE AREAS RESPECTO A EJES CENTROIDALES, 

Para ef calculo de productos de inercia de areas respecto a ejes centroidales es conveniente 
utilizar el teorema de los ejes paralelos, es decir: 

Is=In + ¥7A 
En el siguiente problema se ilustra su utilizacion. 

* problemas resueltos con base en los ioros: Mecdnica Para Ingenieria 1. Estatica. Joseph F. Shelley Pag 
336. Ingenieria Mecanica . Estatica. Bela I Sandor. Pag. 220 
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EJEMPLO RESUELTO IV.3 Determinar el producto de inercia respecto a los ejes centroidales 

paralelos a los ejes x y y, del triangulo mostrado en la figura (IV.15). 

TK ft 

dA = xdy fe 

  

  
Re 

Fig.IV.15 

Sohicion: 
Primero encontraremos el producto de inercia respecto a los ejes x y y mostrados en la figura 

(IV.15). 

Escogemos como area diferencial la franja sombreada paralela al eje x. 

De la figura (IV.15) se observa que: 

a) Al aplicar la formula de la definicién de producto de mercia 

Io=JxydA, xey representan las coordenadas del centroide del area diferencial dA. 

b) El drea de fa franja es dd = xdy 

c) Las coordenadas del centroide de la franja diferencial son ((2)x . y ) 

ao ay d) x=7 y) 

Por io tanto d4=xdy= 2 h-y) dy 

Entonces, sustituyendo en Ixy = j xy dA tendremos: 

i ff 8020-0] Ze Eb9-am 
2 

ul 

b [ 2 2 3 | b? [bty thy? y* 
Iy= heydy — 2h dy+ dy |=——}|22-2 4+ 

” ait w [v'ae fy mw, 2 3 44, 
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h* —8h* +3h* | _ b? | h* 

12 2h? | 12 

2,2 

y= b 2 Resultado parcial   

Ahora encontraremos el producto de inercia respecto a los ejes centroidales del triangulo. En la 
figura (IV.16) mostramos el triangulo con las coordenadas de su centroide. 

y 

  

es 
Fig.IV.16 

Aplicando la férmula del teorema de transferencia, es decir, 

In =Ty t AXP 

242 

encontrado anteriormente tenemos   Utilizando el producto de inercia by = 

  

    

4 

beh? _ b7h? 

=Int 
m4 7 ER 
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_p2n2 

bh Resultado na
l 

a tt 
    

  

Observando el signo del resultado y ademas el tridngulo, nos damos cuenta que la mayor parte 
del area est4 en los cuadrantes 2 y 4 respecto de los ejes centroidales. Si se gira 90° el tridngulo 
respecto a la posicién mostrada, el signo ser4 positivo pero la magnitud sera la misma, es decir, 

  

También es importante recordar que el producto de inercia puede ser: 
a) Positivo 

b) Negativo 

¢) Cero 

1V.18,- *° MOMENTOS DE INERCIA DE FIGURAS COMPUESTAS. 

Los momentos de inercia asi como los productos de inercia de figuras compuestas por diferentes 
areas, los podemos calcular dividiendo Ia figura en elementos tales como tridngulos, rectangulos, 
semicirculos, etc. y calculando los momentos y productos de inercia respectivamente, para cada 
elemento de area simple. Por lo tanto el momento o producto de inercia, segun sea el caso, es igual 
a la suma de los momentos o productos de inercia de los elementos en que se dividié la figura. Sin 

embargo, para poder sumar los momentos o productos de inercia de los elementos, todos deben ser 
calculados antes con respecto al mismo o mismos ejes, usando la férmula del teorema de 

transferencia respectivo cuando sea necesario. A continuacién se resolveran algunos ejemplos. 

EJEMPLO RESUELTO Iv. 4 

Calcular ei momento de inercia del area sombreada con respecto a los ejes x y y cuando a= 20mm 
de figura (IV.17) 

  

Fig.IV.17 

* Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Estética, Ferdinand P. Beer. Pag. 344. 
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Solucién. Podemos obtener el area dada restando los cuatro semicirculos al cuadrado. 
Calcularemos los momentos de inercia del cuadrado y de los semicirculos por separado. 

Calculo de] momento de inercia Ix del cuadrado. Fig.IV.18 
¥ 

x 

Fig IV.18 
. : bh? 

De la tabla de momentos de inercia tenemos, para un cuadrado Ix = > 

pe De (4a)(4a)° _ 256a* _ 256(20)' _ 256(16000) 
12 

I = 3,413,333.33 mm‘ 

CAleulo de los momentos de inercia de los cuatro semicirculos. Figura (TV.19) 

A A 

WwW 
Da, 
rT 

. aD > 
+ 

  

  

      

Fig.IV.19 

Primero calcularemos el momento de inercia del semicirculo (3) respecto al eje AA’.ver figura 

(IV.20), después respecto al eje centroidal del semicirculo y finalmente respecto al eje x. 

A A’ 

  

Fig.IV.20 
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De la tabla de centroides, localizamos el centroide C del semicirculo respecto al eje AA’. 

La distancia d del centroide C al ejexes: d=40mm-b =49mm - 8.49mm = 31.51mm 

Ahora, partiendo de la tabla para momentos de inercia calculamos el momento de inercia del 
semicirculo respecte al eje AA’; y calculamos, ademas, el drea del semicirculo. 

4a 4 

Ta = ae 00) 67931 5mm" 

me (20? 
= 628.3 mm? 

  

2 2 

Utilizando el teorema de los ejes paralelos para caicular Ix 

Jaa =1x+ Ab? 

Despejando a Tx nos queda 

Tx= Taw - Ab? 

Ix 62831.8 mm'- 628.3 mm? (8.49mm)” 

1. = 62831.8 mm‘ - 45287.9 mm* 

1s= 17543.9mm* 

Ahora utilizando nuevamente el teorema de los ejes paralelos para obtener e] valor de L.: 

Ik=1.+ Ad? 

= 17543.9 mm*+ 628.3 mm? (351mm) 

x= 17543.9 mm* + 623826.6 mm* 

Ix = 641,370.46 mm* 

Observacién: De acuerdo a la figura (IV.19) el momento de inercia del semicirculo (3) es igual al 
momento de inercia del semicirculo (1), por lo tanto al restar se debe considerar también. 

Ahora debemos calcular el momento de inercia de los semicirculos (2) y (4), teniendo en cuenta 

la observacién anterior que para este caso también se aplica; es decir, e] momento de inercia del 

semicirculo (2) es igual al momento del semicirculo (4), por Jo tanto calcularemos el momento de 

inercia del semicirculo (4) unicamente, ver figura (IV.21). 
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Fig.IV.21 

De ja tabla para momentos de inercia tenemos, para el semicirculo (4) que : 

  

_ #20)" 
nr a 

Ix= 62831.8 mm* 

Finalmente ef momento de imercia Ix del drea sombreada dada lo obtenemos restandole ai 

momento de inercia obtenido para el cuadrado, los momentos de inercia de los cuatro semicirculos. 

Resumiendo: 

a) Momento de inercia del cuadrado: Ix = 3413333.33 mm* 

b) Momento de inercia del semicirculo 1 : Ix = 641370.46 mm* 

c} Momento de inercia del semiciroulo 2 : k= 62831.8 mm‘ 

d) Momento de inercia del semicirculo 3 : Ix = 641370.46 mm‘ 

e) Momento de inercia del semicirculo 4 : Ix = 62831.8 mm* 

Realizando la resta tenemos: 

{x = 3413333.33 - 2(641370.46) - 2(62831.8) 

1, = 3413333.33 - 1282740.92 - 125663.6 

Is = 3413333.33 - 1408404.52 

  

1. =2004928.81mm*| Resultado 
  

Finalmente como Ia figura es simétrica tenemos que Ix = I,, por Io tanto: 

  

Ty = 2004928.81 mm‘; Resultado     
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IV.19,-" PRODUCTOS DE INERCIA DE FIGURAS COMPUESTAS. 

EJEMPLO RESUELTO IV.5 

Determinar e] producto de inercia del area que se forma restando el semicirculo de la figura 
(IV.22) respecto a los ejes x y y mostrados. 

  

— 15cm — 

Fig IV.22 

Solucién. 

Resolveremos el problema de la siguiente manera: 

a) Calcularemos Ey del tridngulo 
b) Se calculara Ly del rectangulo 
c} Obtendremos Ly del semicirculo 

e) Finalmente haremos Ja sumatoria para encontrar el producto de inercia dei area formada 

restando el semicirculo de la figura (IV.22}. 

En la figura (IV.23) se muestra como se dividié la figura (IV.22). 

y 

  

      
f—7.Sem—afe— 7.5em— 

Fig IV.23 

*| ineenieria Mecarica . Estética. Bela I Sandor. Pag, 231- 
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a} Le del triangulo. 

En la figura (TV.24) se ilustran el triangulo y las distancias a los ejes x y y. 

y 

  

  

        K— 7,50m Xe 

Fig .1V.24 

De la tabla de centroides tenemos para un tridngulo rectangulo. 

apa =25 Xe 3 

h_ 15cm ete =5 Ye 3 3 

Distancias alos ejesxy y. 

¥=2.5cem+75 em=10cm 

y=Sem 

De la tabla para productos de inercia tenemos para un tridngulo rectangulo, para su centroide. 

btn? _ (75) (0s) 
72 72 

al
 

  

  

Tn =- 175.78 m4 

Utilizando el teorema de transferencia tenemos 

ly=In + FFA 

is)



by =- 175.78 om’ + (10cm)(Scm) [Cosas 

Ly = - 175.78 em*+ 2812.5 cm* 

  

Ly = 2636.72 cm* 

b) by del triangulo 

En la figura (1V.25) se ilustran el rectangulo y las distancias a los ejesxey. 

y 
l¢—7.5CMm_—p] 

15cm G ee fee ney 

        
x be 

Fig IV.25 

xX =3.75em, JrH75 om 

Sabemos que el producto de inercia centroidal es igual a cero ya que la figura es simétrica 

respecto a su centro. Por lo tanto utilizando la férmula del teorema de transferencia tenemos 

Iy=Ly +¥ FA=0+ (3.75 cm)(7.5 cm)(7.5 cm)(15 cm) = 3164 em* 

c) Ly del semicirculo 

En la figura (IV.26) se ilustra el semicirculo y las distancias a los ejes x y y. 

¥y 

15 cm 
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de Ia tabla de centroides, para un semicirculo, tenemos 

El producto de inercia con respecto a los ejes centroidales es cero ya que la figura es simétrica, 

por fo tanto haciendo uso del teorema de transferencia tenemos: 

ly=Tot FFA 

Tw = 0 + (3.180m)(7.5em)(88.36 om?) 

  

Ly = 2107.4cm* 

Resumen de resultados: 

a) ly del triangulo = 2636.72 am* 

b) by del recténgulo = 3164 om* 

c) Ly del semicirculo = 2107.4 em* 

d) Por lo tanto el producto de inercia del érea formada restando el semicirculo de la figura 
{IV.22) sera: 

To =a) +b) - c) = 2636.72 cm*+3164cm* - 2107.4 cm* 
  

To = 3693.3 em* 
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1V.1,10.- 2 EJES PRINCIPALES DE INERCIA DE UN AREA. 

IV.1.11.- MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA DE UN AREA. 

Sea el 4rea A y las coordenadas x y y de la figura (IV.27). 

  

  
Fig.IV.27 

Debemos suponer que los momentos y el producto de imercia del 4rea A considerada son 

conocidos y lo que se pretende determinar son los momentos y el producto de inercia con respecto 

a los nuevos ejes x’ yy’ que se obtienen al girar los ejes originales un angulo @ alrededor del 

origen. Es decir: 

k= Syda 

W=)x’dA Momentos y producto de inercia conocidos (4.1.12) 

Iy= f xydA. 

le = fy2dA 

I= fx7dA Momentos y producto de inercia por determinar 

ky = Ix’'y'dA 

De la figura (IV.27) obtenemos las siguientes relaciones entre Jas coordenadas x yy y x “y 3° 

del elemento de area dA: 

x'=xcos6+ysen@ 

y =y cos 0 -x sen 8 

Sustituyendo y’ en la expresién de Iv , nos queda 

h= fy2da= J (y cos - x sen0)* d4_, desarrollando tenemos 

  

= Mecénica Vectorial Para Ingenieros. Estatica. Ferdinand P. Beer. Pag. 355.



1, = J (y2cos? 0 - 2xy senO cos + x*sen? O)GA , ordenando 

I, =cos? @ fy*dd - 2sen9 cos Jxy d4 + sen? 0 Jx’d4 . tomando en cuenta las ecuaciones de los 

momentos y producto de inercia conocidos, es decir las ecuaciones (4.1.12), nos queda 

Ix = Ix cos? 8 - 2Lxy sen6 cos@ + Ty sen? 6 (4.1.13) 

De manera similar, se obtiene para Jy ¢ Ivy las expresiones 

Ty =k sen? 6+ 2Iy senO cos@ + Ty sen? 6 (4.1.14) 

Ixy = (Ix - Ly) sen® cos6 + Ly(cos? 8 - sen? 8) (4.1.15) 

Utilizando las siguientes identidades trigonométricas 

sen 26 = 2sen@ cos@ 
cos 20 = cos? 6 ~ sen? 6 

“ 

_ 1+cos 20 

2 
cos’@ 

_ 1-cos 20 

Zz 
sen’ 

jas ecuaciones (4.1.13),(4.1.14) y (4.1.15) las podemos escribir: 

1,+1, 1-1, 
ly = + 2 cos 20 - Is sen 20 {4.1.16)     

  

I 
~ cos 26 + Iny sen 20 (4.1.17) 

  

  

I, -, 
Ty = Z 800.26 + by cos 28 (4.1.18) 
xy’ 

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (4.1.16) y (4.1.17) observamos que 

I, +. =1, +1, (4.1.19) 

Podriamos haber anticipado este resultado ya que ambos miembros de (4.1.19) son iguales al 

momento polar de inercia Jo. 

Las expresiones (4.1.16) y (4.1.18) son las ecuaciones paramétricas de un circulo. Esto quiere 
decir que si escogemos un sistema de coordenadas rectangulares y trazamos un punto M de abscisa 

l, y ordenada L. y:para cualquier valor del parametro 8, todos los puntos obtenidos estaran sobre un 

circulo. Para establecer esta propiedad, debemos eliminar el parametro 9 de las ecuaciones (4.1.16) 

y (4.1.18): esto lo hacemos trasponiendo el término (Ix + )/2 en la ecuacién (4.1.16). elevando al 

cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (4.1.16) y (4.1.18) y sumandolas, obtenemos 
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(4.1.20) 

  

  

  

Haciendo 

I, +1, 
Tyo =5 y R= (4.1.21) 

Podemos escribir la identidad (4.1.20) en la forma 

2 2 (Ie —Ipon) +By =R (4.1.22) 

que es la ecuacién de un circulo de radio R, con centro en el punto C de Abscisa Ipom y ordenada 

cero ver figura (TV.28). Se debe hacer la observacién de que las ecuaciones (4.1.16) y (4.1.18) son 

las ecuaciones paramétricas del mismo circulo. Debido a Ja simetria del circulo, ademas. respecto 

al eje horizontal, se hubiera obtenido el mismo resultado si en vez de M hubiéramos trazado el 

punto N de coordenadasIy ,e - Ixy respectivamente, ver figura (IV.29). 

by 

    

  

Fig.IV.28 Fig.IV.29 

Los dos puntos A y B donde ei circulo corta al eje de las abscisas son de especial interés: el punto 

A corresponde al valor maximo del momento de inercia Ix, en tanto que el punto B corresponde a 
su valor minimo. También, ambos puntos corresponden a un valor del producto de inercia I. . En 

consecuencia, los valores Om del parametro 8 correspondiente a los puntos A y B se pueden obtener 
haciendo Ixy =0 en la ecuacién (4.1.18), es decir:



sen 20 + Ly cos 20 

  

  

1,-I 
- ly cos 20 = 5 ~ sen 20 

- 2 Iny cos 20 = (Ix I) sen 20 

-21 ~ Sen 20 

I,-I, cos 20 

  

tan 20   
  

-21 
tan 28, = 5 =   (4.3.23) 

¥ 

Esta ecuacién define dos valores de 20m separados 180° y por tanto dos valores de 0 separados 

90°. Uno de ellos corresponde al punto A de la figura (IV.28) y a un eje que pasa por 0 en la figura 

(IV.27) respecto al cual el momento de inercia del drea es m4ximo; el otro valor corresponde al 

punto B y a un eje que pasa por 0 respecto al cual el momento de inercia es minimo. Los dos ejes 

definidos de esta forma son perpendiculares entre si y reciben el nombre de ejes principales del 

drea respecto a 0, y los valores correspondientes Sma ¢ Imn del momento de inercia reciben el 

nombre de momentos principales de inercia del drea respecto a 0. Debido a que los dos valores 6m 
definidos por la ecuacién (4.1.23) fueron obtenidos al hacer ky = 0 en la ecuacion (4.1.18) es 

obvio que el producto de inercia del area dada respecto a sus ejes principales es cero. 

De la figura(fV.28) observamos que 

Tnx =Ipom+ Re Tnin = Iprom - R (4.1.24) 

Sustituyendo a Iprom y a R por las ecuaciones de (4.1.21), escribimos 

(4.1.25) 

  

Si por simple inspeccién visual no es posible determinar cual de los dos ejes principales 

corresponde a Imax y cual a Inn se tendra que sustituir uno de los valores de Om en la ecuacién 

(4.1 16) para poder determinar cual de los dos corresponde ai valor maximo del momento de 
inercia de] drea respecto a 0. 

En referencia a lo visto anteriormente respecte a los productos de inercia de un area, es de notar 

que si un area tiene un eje de simetria que pasa por el punto 0, dicho eje debe ser un eje principal 

del area respecto a 0. Por otra parte un eje principal no necesariamente es un eje de simetria; 

cualquier area, tenga o no propiedades de simetria, tendra dos ejes principales de iercia respecto a 
cualquier punto 0. 

Las propiedades que se establecieron aqut son validas para cualquier punto localizado dentro o 
fuera del 4rea dada. Si hacemos coincidir el punto 0 con el centroide del area, cualquier eje que 

pase por Q serd centroidal; a los das ejes principales de un area con respecto a su centroide se les 

conoce como ejes principales centroidales del area. 
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CIRCULO DE MOHR PARA LOS MOMENTOS Y LOS PRODUCTOS DE INERCIA 

Las ecuaciones que se desarrollaron en la seccién anterior no tienen que ser memorizadas ya que 

una interpretacion de ellas que fue desarrollada por el Ingeniero aleman Otto Mohr es mucho mas 

util. En esta interpretacién se usa el circulo que se vio en la seccién anterior y se le conoce como 
circulo de Mohr. 

Comprobaremos que, si se conocen los momentos y el producto de inercia con respecto a dos 

ejes rectangulares x y y que pasan por un punto 0, ese circulo lo podemos utilizar para determinar 
graficamente: 

a) Los ejes principales y los momentos de inercia principales del area respecto a 0. 

b) Los momentos y el producto de inercia con respecto a cualquier otro par de ejes rectangulares 
x’ y y’ que pasen por 0. 

Sea un area A y dos ejes coordenados rectangulares x y y , figura (FV.30).     
  

  
  

    

      

y by 

k 
kk j-—— x 

Inn x 
29 Fo ohy 

x \260| Jo 
OTFOMB 7A ae jb | 

~ 3 Li) KY 
a 

k ly 

kK by 
Tnx 

Figu.IV.30 Fig.IV.31 

Se supondra que se conocen: Ix , Iy e Iy , y los representaremos en un diagrama por un punto X 

de coordenadas Ix e Iy y um punto Y de coordenadas I, e - Is, figura (IV.31). Si como se ha 

supuesto en la figura (IV.31), Iy es positivo, el punto X queda arriba del eje horizontal y el punto Y 

abajo. Si Iy es negativo, Y queda arriba dei eje horizontal y X abajo. Uniendo X y Y por una linea 

recta, queda definido el punto C de interseccién entre esta linea XY y el eje horizontal. Trazamos el 
circulo con centro en C y diametro XY. Observando que la abscisa de C y el radio del circulo son 

iguales, respectivamente, a las cantidades Ipom y R definidas por las ecuaciones (4.1.21), se 

concluye que el circule obtenide es el circulo de Mohr para ei area dada con respecto a 0. Por lo 

tanto, las abscisas de los puntos A y B donde el circulo corta al eje horizontal representan, 

respectivamente. los momentos de inercia principales del area Imax,Ian. 

Observamos también que como 

lig



  

el angulo KCA es igual en magnitud a uno de los dos dngulos 26m que satisfacen la ecuacién 

(4.1.23); luego el Angulo Om que en la figura (IV.30) define el eje principal 0a correspondiente al 

punto A en la figura ([V.31), se puede obtener dividiendo entre dos el 4angulo XCA medido en el 

efreulo de Mohr. Ademas observamos que si I. > ky ¢ by >0, como en el caso aqui considerado, la 

rotacién que lleva CX a CA es en el sentido de las manecillas del reloj. Pero en ese caso, el angulo 
8m que obtenemos de la ecuacién (4.1.23) y que define el eje principal 0a en la figura (IV.30), es 

negativo; por lo tanto, la rotacién que Heva Ox a 0a es también en el sentido de las manecillas del 

reloj. Se concluye, por lo tanto, que los sentidos de la rotacién en las figuras (TV.30) y (IV.31) son 

tos mismos: es decir, si se requiere una rotacién en el sentido de las manecillas del reloj de 20m 

para transformar CX en CA en el circulo de Mohr, se necesitara una rotacién en el sentido de las 

manecillas del reloj de 6. para transformar 0x en el eje principal correspondiente 0a en la figura 
(IV.30). 

Ya que el circula de Mohr esté definido univocamente, se debe obtener ei mismo circulo si 
consideramos los momentos y el producto de inercia del area con respecto a los ejes rectangulares 

xy’ ver figura (IV.30). El punto X° de coordenadas Ix e Ixy yel punto Y” de coordenadas Iy e 

-Ix, se ubicaran sobre el circulo de Mohr y el angulo X’CA de la figura (1V.31) debe ser el doble 

del angulox ‘Oa de la figura (IV.30). Puesto que, como se observé antes, el angulo XCA es el doble 

del angulo x0a, entonces el Angulo XCX’ de la figura (IV.31) ser4 también el doble del angulo x0x’ 
de la figura (TV.30), El didmetro X°Y’ que define los momentes y productos de inercia del area 

dada respecto a los ejes rectangulares x’ y y’, que forman un dngulo 6 con los ejes x y y, se puede 

obtener al rotar un angulo 20 el didmetro XY correspondiente a los momentos y al producto de 

inercia Ix, Iy e by. La rotacién que transforma el diametro XY en el didmetro X’Y’ en la figura 

(IV.31) tiene e] mismo sentido que la rotacién que transforma los ejes x y y en los ejes x’ y y’ en 

Ja figura (1V.30). 

Se debe hacer notar que la utilizacion del circulo de Mohr no esta limitada a soluciones graficas, es 
decir, a soluciones basadas en el trazo y medicion precisos de los distintos parametros en cuestién. 

Con sélo esbozar el circulo de Mohr y utilizando trigonometria se pueden derivar facilmente las 
relaciones para 1a solucién de un problema. 
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IV.2.- MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE CUERPOS. 

>> ET momento de inercia es una manera de medir la resistencia que opone un cuerpo a la 
aceleracion angular (M = Ia),de la misma manera que la masa es una medida de la resistencia que 
opone el cuerpo a la aceleracién (F = ma). 

Sea el cuerpo rigido de la figura (IV.32) ,e] brazo del momento r es la distancia perpendicular 

desde el eje z al elemento diferencial din. : 
Zz 

  

Fig.IV.32 

El momento de inercia del cuerpo mostrado en torno del eje z es 

  

I=Jrdm (4.2.1) 
      

Ya que en la formula anterior esta involucrado el radio r del cuerpo, el valor de I dependera del 

eje para el que se calcule, ya que si el eje coincide con el eje longitudinal de una varilla delgada, I 

sera pequefia, pero si el eje es perpendicular a la varilla, I sera grande, debido a que ia varilla 

tendrd una mayor masa distribuida a mayor distancia del eje. 

IV.2.1.- * MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO 

Sea una masa pequefia Am colocada sobre una barra de masa despreciable que puede girar 

libremente sobre un eje AA’, figura (IV.33) 
xv 

v4 
A 

Fig.1V.33 
Aplicando un par al sistema, la barra y la masa, que inicialmentte estaban en reposo, empezaran 

a girar alrededor del eje AA’. El tiempo necesario para que el sistema alcance una velocidad de 

rotacion arbitraria es proporcional a la masa Am y al cuadrado de la distancia r. Por lo tanto, el 

producto r?Am nos proporciona una medida de la inercia del sistema, es decir, una medida de la 
resistencia que el sistema presenta cuando se intenta ponerlo en movimiento. Debido a ésto, al 

producto rAm se le denomina momento de inercia de Ja masa Am con respecto al eje AA’. 

* Ingemeria Mecénica. Dindmica. RC. Hibbeler Pag. 342. 
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Sea, ahora, un cuerpo de masa m que va a girar alrededor de un eje AA’, figura (1V.34). Si 

dividimos al cuerpo en elementos de masa Ami, Am2 hasta Ami, se encuentra que la resistencia que 

el cuerpo presenta nos Ja da la suma r1Ami + r 2Am2 + ... + r *Amy, por lo tanto, esta suma nos 

define el momento de inercia del cuerpo respecto al eje AA’. 
A’ 

  

A 
Fig.1V.34 

Aumentando el nimero de elementos, encontramos en el limite que el momento de inercia del 

cuerpo de masa m es igual a la integral encontrada anteriormente, es decir 

I=J rdn (4.2.1) 

Sea ahora el cuerpo de 1a figura (IV.35).El momento de inercia para e] elemento diferencial dm del 

Zz 

  

Fig.IV.35 

cuerpo alrededor de cualesquiera de los tres ejes de coordenadas se define como el producto de la 

masa del elemento y el cuadrado de Ja distancia minima con respecto del eje hacia dicho elemento. 

De Ja figura (IV.35) observamos que 

r, =yy? +2? 

por lo tanto, el momento de inercia del elemento dm alrededor del eje x es 

dx = rxdm = (y? +2?) dm 
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De esta manera, el momento de inercia Ix del cuerpo lo determinamos integrando esta expresién 
en toda la masa del cuerpo. De la misma forma , para cada uno de los ejes tendremos: 

  

k=) dm = | (y+2)dm 
y= rede = | (x2+22) dm (4.2.2) 
E=Jrdm=J(x+y\dm       

De las anteriores expresiones observamos que el momento de inercia siempre es una cantidad 

positiva, ya que el cuadrado de las distancias y la sumatoria de los elementos de la masa dm, al 

multiplicarse siempre nos da una cantidad positiva. 

UNIBADES 

En el SI. el momento de inercia de una masa se expresaen kg. m?. 

En el sistema inglés se expresaen Ib . ft . s? 

Relaciones 

lib. ft. s?=(4.45.N)(0.3048 m)(] s)"= 1.356 N.m. s? 

° yaque |N=I1kg. m/s? 

Lib. ft. s?=1.356kg. m? 

TV.2.2.- * RADIO DE GIRO 

EI radio de giro k del cuerpo respecto al eje AA’ queda definido por la relacion 

(4.2.3) 

  

De esta manera vemos que el radio de giro k representa la distancia a Ja que se deberia concentrar 

toda la masa del cuerpo si su momento de inercia con respecto a AA’ no debe cambiar, ver figura 
(fV.36). La masa m respondera de la misma manera a una rotacién o giro sobre AA’, ya sea que 

mantenga su forma inicial, ver figura (1V.34) 0 que se concentre como se muestra en la fig. (TV.36). 

A’ 

LJ" 

A 
Fig.IV.36 

*5 Mecdnica Vectoral Para Ingenieros. Dinammica. Ferdinand . P Beer. Pag. 1018.



UNIDADES 

En el Sl el radio de giro lo expresamos en m y la masa en kg. 

En el sistema inglés el radio de giro se expresa en pies y la masa en shugs, es decir, en 
lb. s*/ft. 

Las formulas para el radio de giro de los ejes x,y,z seran las siguientes: 

ae (4.2.3°) 
m 

fi, k, = (4.2.3°") 
In 

(4.2.3°"") 

 



  EJEMPLO RESUELTO IV.6 

Se forma un semielipsoide al hacer girar el area sombreada en torno del eje x. Deter- 

mune el momento de inercia de este sdlido con respecto al eje x y exprese el resultado 

en términos de Ja masa m del sélido. 

  

  

  Solucién: 

Utilizando un elemento disco 

  

dk =(4 dm)y? q@ 
=2 V=4 nab? 
  2 
m= pV =4 pxab? 

    
  

dei elemento disco 

dm = pdV=p( my? )dx (2) 

sustituyendo (2) en (1) 

dl. = 4 (p(n y? )ede)y? 

dk= tpn yidx (3)     

de la ecuacién que define la figura 

yy? = (Bl a?\(a? - x? ), por to tanto 

y* = (6° /a*)(a* ~2a°x? +x") (4) 

sustituyendo (4) en (3) e integrando 

Ie= don(b* /a* ya‘ fax-2a? fx?ax+ fx*axy 

Lk=tpn(b* /a*)(atx-3.a°x? +42") 

Sustituyendo los limites en los que se esta 
integrando, es decir, desde x = a hasta x = 0 

a 3 tA h= Ipn(b* /a* a -3a° +40") 

haciendo operaciones nos queda 

k= Zpmab* (5) 

Sustituyendo m en (5) tenemos 
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1V.2.3.- “ PRODUCTOS DE INERCIA DE UNA MASA 

Sea el elemento diferencial dm de la figura (IV.37), el producto de Inercia de] elemento 

diferencial dm se define con respecto a dos planos ortogonales como el producto de la masa del 

elemento y las distancias perpendiculares o jas mas cortas, que existen desde dichos planos al 

elemento. 

  

Fig. IV.37 

Consideremos los planos y-z y x-z , el producto de inercia dly para el elemento diferencial dm 

que nos muestra la figura es 

dlxy =xy dm (4.2.4) 

de lo anterior se deduce que 

Aly = d Iyx 

Integrando para toda Ia masa, para cada combinacién de planos el producto de inercia se 

expresara de la siguiente manera. 

=Sxuy dm 

  

wale =lyzdm (4.2.5) 

Ie =In =] xz din 

Et producto de inercia puede ser positivo, negativo o igual a cero. Esto depende de las dos 

coordenadas definidas, que varian independientemente una de otra. 

  

S° Ingenieria Mecdnica. Dindmica RC. Hibbeler Pag. 512. 
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1V.2.4,- TEOREMA DE EJES PARALELOS PARA MOMENTOS Y PRODUCTOS DE 

INERCIA DE MASAS 

IV.2.4.1.- ” TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS PARA MOMENTOS DE INERCIA 

DE MASAS 

Se desarrollaré ahora una relacién que es muy util entre los momentos de inercia de masa de un 

cuerpo rigido con respecto a un eje centroidal y con respecto a un eje paralelo a dicho eje 

centroidal. Este método recibe el nombre de Teorema de los Ejes Paralelos 

Sea un cuerpo de masa m, y sean dos sistemas de coordenadas rectangulares, es decir, sea Oxyz 

un sistema de coordenadas con origen en un punto 0 arbitrario y sea Gx'y‘z’ un sistema de ejes 

centroidales paralelos, esto quiere decir un sistema con origen en el centro de gravedad G del 

cuerpo y con los ejes x’,y",z’ paralelos a x,y,z respectivamente. 

  

Fig IV.38 

Sean ¥,¥,Z las coordenadas de G con respecto a Oxyz, podemos escribir ahora las siguientes 

relaciones entre las coordenadas x,y,z del elemento dm con respecto a Oxyz y sus coordenadas 

x’ ,y'.z’ respecto de tos ejes centroidales Gx’y’z’, respecto de la figura (TV.38) las relaciones son: 

y=y ty (4.2.6) 

De acuerdo con las ecuaciones de momentos de inercia deducidas anteriormente, es decir’ 

= k(y+2?) dm 

y= K+?) dm 

L= (x+y?) dm 
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y sustituyendo en Ixias relaciones obtenidas tenemos: 

L=J (yz?) dm=[[y+¥ P Het ZR] dm 

k= f(y?+22) dt 29 fy'dm + 22)e'dm + (9? + Bld 

De esta tltima expresién se observa que la primera integral nos representa el momento de inercia Ix 

del cuerpo alrededor del eje centroidal x’, la segunda y tercera integrales nos representan el primer 

momento del cuerpo respecto a los planos z’-x’ y x’-y’ respectivamente, y ya que ambos contienen 
a G, las dos integrales son cero; y como la ultima integral es igual a la masa m total del cuerpo 
podemos escribir:   

+X?) (4.2.7) 
    

  

esta ecuacién representa el momento de inercia en torno del eje x. De manera similar tenemos para 
los ejes y yz: 

Weal, +m(z+R’) (4.2.8) 

L=1,+m(x?+y’) (4.2.9) 

De Ja figura (FV. 38) se puede verificar que la suma Z>+X* representa el cuadrado de la distancia 

OB entre los ejesy yy’. 

De Ja misma manera, ¥? +2? y ¥°+y" representan los cuadrados de las distancias entre los 

ejes x y xy entre los ejes zy z’, respectivamente. 

Designando por d fa distancia entre un eje arbitrario AA’ y un eje centroidal paralelo BB’, figura 

(V.39), se puede escribir por lo tanto, la relacién general entre el momento de inercia I del cuerpo 

con respecto a AA’ y su momento de inercia I con respecto a BB’. 
  

1=1+ m@ (4.2 10)       
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Para expresar ios momentos de inercia en términos de los correspondientes radios de giro basta 

recordar que el radio de giro se expresa de la siguiente manera: 

1=km 

I=hm 

sustituyendo en la ecuacién I= J+ md? tenemos 

Km = k? m+ md? 
dividiendo entre m nos queda 

  

=k? +@ (4.2.11) 
    

  

donde k= radio de giro alrededorde AA” sy 

k = radio de giro alrededor de BB’. 

1V.2.4.2.- © TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS PARA PRODUCTOS DE INERCIA 

DE MASAS 

Ya se dedujeron anteriormente las ecuaciones para determinar los productos de inercia de un 

cuerpo con respecto a los ejes x-y, los ejes y-z y los ejes z-x respectivamente, las cuales son 

Te = fey dm 

I= fyzdm 

Tx=laxdm 

Sea el cuerpo mostrado en la figura (IV.40) 

  

Fig.IV.40 

*8 Mecamica Vectorial Para Ingenieros. Dinamica. Ferdinand . P Beer. Pag. 1032. 
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De la figura (IV.40) se obtienen las siguientes relaciones: 

Sustituyendo las relaciones en by, tenemos: 

Ty = fay dn =f [(x'+® Oy’ + ¥ dm 

y=] [x’ytx’y + % y+ XV] dm 

hy =fx’y'dm +7 fxd + fy’dm + ¥ y fam 

De la expresién anterior observamos que a primera integral representa el producto de inercia I. 

que la segunda integral, asi como la tercera son igual a cero ya que ambas contienen a una 

coordenada centroidal, la cuarta integral representa la masa total m del cuerpo por lo tanto nos 

queda: 

  

  

  

  

  

ly =I, +X ¥m (4.2.12) 

de fa misma manera tenemos : 

iy=1,+y Zm (4.2.13) 

In=1,,.+ 23m (4.2.14)       
donde: 

X, 9,2 representan las coordenadas del centro de gravedad G del cuerpo e Ty . Tye Ly 

tepresentan los productos de inercia con respecto a los ejes centroidales x’,y’,z’. 

CALCULO DE MOMENTOS Y PRODUCTOS DE INERCIA DE LA MASA DE 

CUERPOS SIMPLES CON RESPECTO A EJES CENTROIDALES. 

TV.2.5.- ° MOMENTOS DE INERCIA. 
IV.2.6.- PRODUCTOS DE INERCIA. 

Momentos de inercia de placas delgadas. 

Sea una placa deigada de espesor uniforme t. constituida de un material homogéneo de densidad 

p. El momento de inercia en términos de la masa de una piaca con respecto a un eje AA’, contenido 

en el plano de Ja placa, figura(TV.41) es 

Tar’ nasa = J rede 

* Mecamca Vectorial Para Ingenieros. Dindmica. Ferdinand P Beer Pag. 1021. 
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A 

Fig IV.41 

ya que dm = pt dA, tenemos 

Taw’ masa = p tS 2d 

¢ = densidad = masa por volumen = mv 

como r representa la distancia del elemento de area d4 al eje AA’, por Jo tanto, la integral es 

igual al momento de inercia del area de la placa con respecto a AA’, es decir, 

  

Tas’ amasa = p tLAa’ sea (4.2.15) 
  

De la misma manera, para un eje BB’ perpendicular a AA’, figura (IV.42) . 
  

Tee. masa = p tle: area (4.2.16)       

 



Consideremos ahora al eje CC’ perpendicular a Ja placa y que pasa por el punto de interseccién 
C de los ejes AA’ y BB’ figura (IV.43) 

  

Fig.1V.43 

  

entances tenemos: 

Tec masa = 9 t Ic, area (4.2.17)       

donde Jc es ¢] momento polar de inercia del area de la placa respecto al punto C, es decir, 
recordemos la relacién ‘ 

Jc = Tas + Tex 

que existe entre los momentos de inercia polar y rectangulares de un Area, podemos escribir la 
siguiente relacién entre los momentos de inercia de una placa delgada: 

  

Icc =Ias + Ina (4.2.18) 

      

Placa rectangular 

Sea la placa rectangular mostrada en la figura(IV.44) : 
A 

  

  

Fig IV.44 

Los momentos de inercia se dan en términos de su masa con respecto a ejes que pasan por el 
centro de gravedad de 1a placa 
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3 

Taw masa = p tla’ rea, = erat 

ab? 
Tsp mass = 9 thBB' area = PtL—— mass = 9 wea = pine 

donde: p = densidad de la placa 

t =espesor de la placa 

dm =ptdA 

m =ptA=p tab 

3. ab . : . . > 
JAA, area = —— = momento de inercia de area respecto al eje AA’ . 

3 ab se , f > 
Isp . area = —-—- = momento de inercia de area respecto al eje BB’. 

Yaque pabt es igual a Ja masa m de la placa, podemos expresar los momentos de inercia de una 

placa rectangular delgada de la manera siguiente: 

  

  

  

  

  

Tan sma = > (4.2.19) 

2 

Top nase = = (4.2.20)       
Considerando el eje CC’ perpendicular a Ja placa y que pasa por el punto de interseccién C de AA’ 

y BB’ de ia figura tenemos 
Ice , masa = p t Icarea 

en donde Jc es el momento polar de inercia del drea de la placa con respecto a C. 

Sabemos también que Jc=Iaa+Ies — entonces podemos escribir 

Ice = Tan + Tn 

  

2 2 

por lo tanto nos queda loo = me (4.2.21) 

    
 



Placa circular 

Para el caso de una placa circular de radio 1, figura (IV.45), tenemos que el momento de inercia es: 

  

Fig.IV.45 

Tas , masa = pt Daa area 

4 
  

  

Taa area = uss 
4 

nr* 
Tas , masa = pt masa =p 4 

y como la masa del circulo es m= pV y V=ar*t, entonces m =p zr’ t, por lo tanto el 

momento de inercia es: 

  
2 

Ixy =Ine: = a (4.2.22) 
      

el momento de inercia Icc’ es: 

  

2 2 2 2 

orm ae ae (4.2.23) 
    

  

Iv.2.6.- © PRODUCTOS DE INERCIA DE LA MASA DE CUERPOS SIMPLES 

RESPECTO A SISTEMAS DE EJES CENTROIDALES,. 

Se pueden calcular utilizando el teorema de ejes paralelos ya que conociendo el producto de inercia 

de los ejes x, y, 5, se pueden calcular los productos de inercia respecto a los ejes centroidales del 

cuerpo. 

Nota: debemos recordar que e] producto de inercia puede ser: 

Positive, negativo o cero. 

°° Mecanica Vectorial Para ingemeros. Dinamica. Ferdinand . P Beer. Pag 1033. 
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iV.2.7.- * DETERMINACION DE MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE 

ALGUNOS CUERPOS COMPUESTOS 

Si un cuerpo est4 constituido por varias partes sencillas, como discos, triangulos, placas 

rectangulares, esferas, varillas, etc. los momentos de inercia se pueden obtener calculando los 

momentos de inercia de sus partes componentes con respecto al eje deseado y sumandolos 
algebraicamente. Cada parte componente debe considerarse como una cantidad negativa si ya fue 

tomada en cuenta como parte de otra parte; como ejemplo tenemos un agujero debe ser restado de 
una placa sdlida. Para calcular el centro de masa que no se encuentre sobre el eje de referencia es 

necesario utilizar el teorema de los ejes paralelos. 
Por lo tanto el momento de inercia estara dado por la siguiente ecuacién: 

I =X(c6+ md?) (4.2.24) 

Ic de cada parte componente se puede calcular por medio de integracidn o bien utilizando la 
tabla que se da a continuacién™ . 

*' Mecénica Vectorial Para Ingenieros. Dinamica. Ferdinand . P Beer. Pag. 1022. 
* Ibid. Pag. 1023. 
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MOMENTOS DE INERCIA DE MASA 

DE FORMAS GEOMETRICAS COMUNES 
  

Nombre de ja figura Forma 
  

Varilla 

  

Esfera 

  

  

Cilindro circular 

1. =(12)ma? 

m(3a? + L?) 
L=L=-—~---—--—. — 

12 

  

Cono circular 
  

ke= G/10) ma 

Te =(3/5)mnl(1/4)a*+h?] 

  

Disco delgado 

1 =(1/2)mr? 

I, =L=(1/4)mr? 

  

Prisma rectangular 

In = (1/12)m(b? + ¢?) 

Iy= (1/12)m(c? + a) 

Le= (1/12)m(a? +b?) 

    Placa rectangular 

delgada     
  

L.= (1/12)m(b? + ¢?) 

Ty = (1/12) me? 

Je = (1/12) mb?   
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1V.2.8.- © EJES PRINCIPALES DE INERCIA Y 

IV.2.9.- * MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA DE LA MASA DE UN CUERPO 

Para definir los ejes y momentos principales de inercia se haran primero las deducciones de : 

~- Momento de inercia respecto a un eje arbitrario que pase por 0. 

-- Productos de inercia de Ja masa de un cuerpo 

~-Elipsoide de inercia 

Momentos y productos de inercia respecto a un eje arbitrario que pasa por 0. 

Sea el cuerpo representado en la figura (IV.46), en la que se representa un eje arbitrario OL que 

y 
t 

i 
I    

  

  

Fig IV.46 

pasa por el origen. E] momento de inercia respecto a OL queda representado por la integral 

In =f pdm 

donde: p = distancia perpendicular del elemento dm al eje OL. 

Representando por 4 el vector unitario a lo largo de OL y por r el vector de posicién del 

elemento dm, de lo anterior se observa que la distancia perpendicular p es igual a la magnitud r sen 
@ del producto vectorial 4x r. Por lo tanto podemos escribir: 

In =|? dm=! [Ax rPdm (4.2.25) 

Desarroliando el producto cruz 4. x r en forma de determinante 

ij k 

axes ax Ay Del =-Ayx)k-(Azy)i- Ae dj t (a D+ Ox yk + 2x0} 

kK y 2) = (Ay ZAzy)I+H(Z X-As Zh HLAw y-hy 2K 

  

© Mecdnica Vectorial Para Ingenieros. Dinamica. Ferdinand . P Beer. Pag. 1032. 
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Desarrollando los cuadrados para expresar e] cuadrado en términos de las componentes 

rectangulares; 

Tor =$ [ (ay eAzy® HAZ R-As 2 Hx yay XP] din 

(Ay eazy) = Wy 2-2 dry zhey + Mey? 

(Q2xAn ZF = Azx? -2 Acx da zt ez 

Ors yoAy x}? = May? -2 Axyays +x? 

En las ecuaciones anteriores las componentes da, Ay,Az del vector unitario 1 representan los 

cosenos directores del eje OL, asi, también las componentes x,y,z de r representan las coordenadas 

del elemento de masa dm. Reordenando los términos de Jos cuadrados desarrollados tenemos: 

You = 2255 (9? + 22) dnt déy J (2? + x?) dn + Ref (x? + y?) din 
~ An hy] xy dim - 2hy Axl yz din -2 Da dad zx din (4.2.26) 

De la ecuacién (4.2.26), es de notar que las tres primeras integrales representan los momentos de 

inercia Ih, ly, e Le, del cuerpo respecto a los ejes coordenados. Las tres tiltimas nos representan los 

productos de inercia del cuerpo respecto a los ejes x ¢ yy y z, zy x, respectivamente. es decir: 

© Ix= J (y? +22) din 

Ty=f (+x) dm Momentos de inercia (4.2.27) 

L=J (x24 y) dm 

y=] xy dm 

Ie=S yzdm Productos deinercia (4.2.28) 

Ie=JSaxdm 

Sustituyendo las integrates de (4.2.23) y (4.2.28) en (4.2.26) nos queda: 

  

  
Tor = [x Mast Ty Mt De 22 - QDey Ax dy ZIh2 Ayhe - 2p Dade (4.2.29) 

    

Consideremos ahora un cuerpo con un gran niimero de ejes OL que pasan por el punto 0 y en 

cada eje OL graficamos un punto Q a una distancia: 

0Q=N Vin 
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El lugar geométrico que se obtiene de graficar esos puntos Q forma una superficie como la que 

se muestra en la figura(IV.47). 

  

Fig.IV.47 

Para obtener la ecuacién de la superficie sustituimes To. = 140Q} en (4.2.29) y muitipiicando ios 

dos lados de la ecuacién por (0Q)*. Teniendo en cuenta que: 

(OQ)Ax=x 

(OQ)Ay =y 

(0Q)Ar =z 

donde x,y,z representan las coordenadas rectangulares de un punto Q de la superficie, por lo tanto, 

elevando al cuadrado tenemos: 

(QF =x 

(0Q¥ My = y¥? 

(OQ =z 

Sustituyendo en (4.2.29) nos queda: 

Lx?+ Lyy?+ L2 - 2ly xy - 2Iye yz ~ 2x zx = 1 (4.2.30) 

Esta ecuacién nos representa una superficie cuadratica.Como el momento de inercia Ia es 

diferente de cero para todo eje OL, ningtin punto Q puede estar a una distancia infinita de 0. Por lo 

tanto la superficie obtenida es un elipsoide. Dicho elipsoide,que define el momento de inercia del 
cuerpo respecto a cualquier eje que pase por 0, es conocido como Elipsoide de Inercia del cuerpo 

en 0. 
Si giramos los ejes de la figura (IV.47) observamos que cambian los coeficientes de la ecuacién 

que define el elipsoide, ya que éstos son iguales a los momentos y productos de inercia del cuerpo 

respecto a los ejes rotados. Pero el elipsoide mismo permanece sin alteracién, ya que su forma sdlo 

depende de la distribucién de fa masa del cuerpo considerado. Supongamos ahora que elegimos 

coro ejes coordenados los ejes principales x",y’,z’, del elipsoide de inereta, figura (TV.48). 
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Fig.IV.48 

La ecuacién del elipsoide respecto a estos ejes coordenados sera. 

kxtby+he=! (4.2.31) 

donde los productos de inercia del cuerpo respecto a los ejes x’,y’,Z’ son cero. 

Los ejes x’, y’ yz’ reciben el nombre de ejes principales de inercia en 0. 

Los coeficientes 1, ly, Iz se conocen como los momentos de inercia principales del cuerpo en 0. 

Sj utilizamos como ejes coordenados los ejes principales de inercia x’,y’,z’, a ecvacién (4.2.29) 

para el momento de inercia de un cuerpo respecto a un eje arbitrario que pase por 0 se reduce a ~ 
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‘TEMA V.- © PRACTICAS DE CINEMATICA 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

CAMPUS ARAGON 

LABORATORIO DE CINEMATICA 

PRACTICA #1 

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME 

OBJETIVO: 
Aplicar los conceptos de movimiento rectilineo uniforme 

ACTIVIDADES: 

1.1._ Analizar las caracteristicas del M.R.U. 
1.2._ Determinar la velocidad lineal de un cuerpo. 
1.3._ Determinar la constante de restitucidn del resorte plano. 
1.4,_ Construir e interpretar las graficas de desplazamiento - tiempo, x-z, y velocidad - tiempo, v-z. 

1.5. Interpretar el significado de la pendiente de la recta en la grafica x-t. 

EQUIPO: 

--- Bomba de calor. 

~- Riel de aire con accesorios y carros. 

—- Cronémetros. 

-~ Flexémetro. 

ASPECTOS TEORICOS: 

Sefialar que es: 

-—- Movimiento relativo. 

—- Trayectoria de una particula y de un cuerpo rigido. 
~- Desplazamiento. 
—- Caracteristicas del M.R.U. 

Velocidad. 

Trayectoria. 

* Practicas elaboradas con la asesoria de profesores de la materia de Cinematica de la ENEP ARAGON 
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Desplazamiento. 

Aceleracion. 
Ecuaciones generales. 

--- Dar algunos ejemplos del M.R.U. 

DESARROLLO 

— Preparar el equipo ensambjando ei riel de aire, conectandole la bomba de calor, los carros y 

ajustando los resortes. 

~ Con precaucidn, nivela ef riel, colocando el carro en su parte central y encendiendo la bomba de 

calor, observando hacia donde tiende a desplazarse el carro y ajustar con los tornillos que se 

encuentran en los soportes del riel. Apagar la bomba y volver a realizar la misma operacion hasta 

que e] carro oscile en una posicién de equilibrio. 

— Con el flexémetro, sefiala las divisiones que crea conveniente 2 lo largo del carril ( toma en 

cuenta la longitud del carro ). Haz las marcas con lapiz. 

-- Impulsa ligeramente el carro hacia algtin extremo del riel (de preferencia hacia donde inicia la 

referencia que marcaste).Espera a‘que la velocidad dei carro sea lo suficientemente lenta para que 

puedas medir de una manera lo mas precisa posible el tiempo de recorrido entre marcas. 

-- Construye una tabla de lecturas como la que se ilustra a continuacién: 

  

  

          

Lectura # s (cm) As (cm) t(s) At(s) v= As/At (mis) 

vi = Zv/ lect, 

va= Xs/ It 

Llecturas ; Zs (total) Zs > t (total) Ler     
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-- Construye una grafica en papel milimétrico con los datos de s y de ¢, ajusta la recta utilizando el 
método de minimos cuadrados, sefialando sus pardmetros y en especial recalcando la pendiente. 

~ Construye una gréfica de la velocidad v contra el tiempo t. 
Utiliza s y ven el eye de las ordenadas y r en el eje de las abscisas. 

-- Realiza tres pruebas, para las cuales, cada una llevara sus respectivas graficas. 

~ Realiza dos pruebas en las cuales se abarque todo el riel, es decir, sélo mide el tiempo desde que 
se inicia e] movimiento hasta el final del riel. Haz las pruebas una tras de Ja otra. 

Caleula la velocidad para cada prueba (v = di/dt) y calcula la energia cinética para cada caso y 
determina la constante de restitucién del resorte plano. Despreciar Ja deformacién del resorte y el 
tiempo que dura ésta. 

CUESTIONARIO 

~ ¢ Qué es un riel de aire 7 
- & Qué es una bomba de calor y por qué se utiliza en este experimento ? 
~- 4 Qué es un resorte plano y qué significa la constante de restitucién ? 
~ 4 Qué ocurre si se coloca un peso en un lado del carro en equilibrio ? Describe el fendmeno. 
~ % En qué instante se tiene una velocidad constante en el carro (M.R.U.}? 
~ ¢ En qué parte del equipo se presentan las aceleraciones del carro ya qué fenédmeno se deben ? 
~ @ Para qué se le colocan pesos al carro ? 

CONCLUSIONES 

En este punto sefialar Jo que se observé a través de! desarrollo de la practica, dando descripcién y 
justificacién. 

Sefiala los errores en que se incurre. 

Sefiala lo que obtuviste en los cdiculos y coméntalo. 
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

CAMPUS ARAGON 

LABORATORIO DE CINEMATICA 

PRACTICA #2 

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE VARIADO 

OBJETIVO: 

Aplicar los conceptos del Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado. 

ACTIVIDADES: 

-- Analizar las caracteristicas de] M.R.U.V. 

-- Construir la grafica velocidad - desplazamiento ( v - x }. 

-- Elaborar la grafica velocidad - tiempo e interpretar la pendiente. 
— Construir la grafica desplazamiento-tiempo. 

EQUIPO: 

- Riel de aire con accesorios. 

-- Bomba de calor. 

— Flexémetro. 

-- Cronémetros. 
-- Vernier de alturas. 

ASPECTOS TEORICOS 

Sefialar que es: 

-- E] movimiento rectilineo uniformemente variado. 

~ Ecuaciones del M.R.U.V. ( aceleracién, velocidad, desplazamiento). 

-- El plano inclinado. 

~ Componentes de Ja aceleracién en un plano inclinado. 

DESARROLLO 

~ Montar el riel de aire con la bomba de calor. de la misma forma que se hizo en [a practica # 1. 

Equilibrar e! sistema { equilibrar el carro ). Mide Ja altura de la mesa a la base. 

-- Ajustar el tornillo que se encuentra en la base del riel, de manera que éste tenga una pendiente 

pequefia ( para que el carro no se acelere demasiado). Mide la alrura en la base del riel. 
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-- Mide con el flexémetro Ja separacién horizontal de las bases y, con la diferencia de alturas, 
calcula la pendiente. 

~- Divide el rie] de manera semejante que en la practica # 1 

-- Coloca el carro en la parte superior del riel, que se encuentre en un equilibrio inicial, sujétalo 
con la mano. 

-- Suelta el carro y comienza a contar el tiempo, de igual forma para cada divisién. Realiza tres 

pruebas, 

Construye una tabla como Ia siguiente: 

  

Lectura # s (em) £(8) P (8?) At (s) As(cm) v 

  

                
  

Primera parte 

---Con los datos del desplazamiento y de la velocidad construye una grafica para cada prueba. ( v 

en las ordenadas y s en las abscisas). 

-—Construye una grafica con los valores promedio de las tres pruebas. 

---De la misma forma que para los datos anteriores, realiza las graficas v-t y s-f. 

—-Ajusta las lineas rectas con el método de minimos cuadrados y las lineas curvas con regresién 

polinomial, 

-—Enfatiza la pendiente de la linea de la grafica v-7, 

Segunda parte. 

Con el valor de la aceleracién de la gravedad, calcula: 

—-Las componentes de esta aceleracién para e] plano inclinado que forma el riel y menciona cuél es 

la que acta sobre el carro. 
---Calcula la velocidad instantanea para los valores de s y de ¢ para cada lectura de las tres pruebas. 

Tabula los valores comparandolos con los de la primera parte (velocidad promedio) 

Comenta los datos. 

---Con los datos de s y ¢, caloula ahora la aceleracién. 

—-Calcula la velocidad instantanea y tabula de la misma manera que en ei caso anterior. 

—- Deriva la funcién que resulta de aplicar la regresién lineal en Ja grafica s-r. graficala, y 

nuevamiente derivala. 
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---Compara los tres valores de 12 aceleracién obtenidos y coméntalos. 

Anota todos los calculos en la memoria. 

CUESTIONARIO 

é Como es la aceleracién en el M.R.U.V.? 

¢ De qué grado son las lineas que se obtienen en las graficas s-t, -t y a-1? ¢, por qué ? 

& Qué pasa si al carro se le impulsa hacia arriba y después del rebote se comienza a tomar el 

tiempo del recorrido ? 

@ Qué pasaria si se le colocara un peso al carro en este experimento ? 

é Qué tipo de energia tiene en un principio el carro ( cuando se encuentra en equilibrio en la 

parte superior) ? 

¢, En qué tipo de energia se transforma la energia inicial al final del recorrido del carro ? 
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

CAMPUS ARAGON 

LABORATORIO DE CINEMATICA 

PRACTICA #3 

CAIDA LIBRE 

OBJETIVOS: 

Comprobar que la caida libre es un ejemplo del Movimiento Uniformemente Variado. 

Explicar la aceleracion debida a la gravedad, come aceleracién de un cuerpo en caida libre. 

MATERIAL: 

-- Bola de metal. 

-- Cronémetro. 

— Flexometro. 

ANTECEDENTES: 

Cuando los cuerpos caen libremente en el vacio bajo la accidn de su peso se dice que Ja tierra 

los atrae en virtud de la gravedad y entonces la aceleracién que reciben se llama aceleracién de la 

gravedad y se representa con la letra g. Su definicion es la siguiente: 

Aceleraciéu: Es la variacion de ta velocidad en cada segundo y por consiguiente, al caer un 

cuerpo libremente en el vacio la velocidad que adquiere cada segundo es g; al cabo de dos 

segundos v = 2g , por lo tanto: 

v= at @ 

Andlogamente la distancia recorrida durante la caida se obtiene de 

h=(1/2) g# @) 

2b 
ge (3) 

Pe 
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DESARROLLO: 

Se colocard el balin a diferentes alturas, registrando el tiempo que tarda en caer. Cada dato sera 

tabulado en la siguiente tabla: 

  
I 2 3 4 uw

 

  

hem) t (seg) ? (seg? hf ((em)(segy’] 2hlem) 
  

  

  

  

                

148



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

CAMPUS ARAGON 

LABORATORIO DE CINEMATICA 

PRACTICA 44 

MOVIMIENTO PARABOLICO 

OBJETIVOS: 

--- Analizard las caracteristicas del movimiento parabdlico y lo interpretaré como la combinacién 

del M.R.U y del M.R.U.V. 

-- Identificara que la componente horizontal de la trayectoria parabélica es um M.RU. 

-- Identificara que la componente vertical de la trayectoria parabélica es un M.R.U.V. 

MATERIAL: 

-- Dos bolas de acera. 

~ Hojas de papel blanco. 

~~ Hojas de papel carbén. 

-- Transportador. 

Antecedentes: 

En el caso especial del movimiento bidimensional, libre para distancias cortas cerca de la tierra, 

la velocidad inicial puede descomponerse en dos componentes. 

  

yop    
0 XO x 

Las ecuaciones se pueden hallar de la siguiente forma: 

a=0 

we Jadt=O0+c= vor 

x=fvedt = vat to = x0 + yor 
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a=-g 

i vy = fay dt=-gt+o= wy-gt 

y= Jwydt= vyt-(12) gf +o=yor voyt- (1/22 

DESARROLLO: 

Monte el dispositive como se muestra 

  

O 
Coloque el impulsor a una altura de 0.80 m del piso y jale el gatillo. Anote todas sus 

observaciones. 

--- Para el siguiente experimento: 

Constraya un plano inclinado con la plataforma de modo que forme un angulo de 25° con 

la horizontal, coloque una hoja de papel blanco sobre la plataforma y sobre ésta una hoja de papel 

carbén, coloque ei disparador a 15,30,45,60 y 75 , jale el gatillo y el balin marcaré su trayectoria en 

el papel. 

colocacién de las hojas 

    

   colocacién del disparador 

Retire el papel carbon y mida con una regia lo que se pide en la siguiente tabla. 
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Angulos de lanzamiento (°) Alcance max.(em) Altura max.(cm) 
  

15 
  

30 

  

  

60 
    78       
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

CAMPUS ARAGON 

LABORATORIO DE CINEMATICA 

PRACTICA #5 

MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME 

OBJETIVOS: 

1.- Deseribir y explicar el movimento circular uniforme. 

2.- Determinar y comprender los conceptos de Periodo, frecuencia y velocidad angular. 

3.- Identificar la direccién y ta magnitud de Ja velocidad y la aceleracién centripeta. 

4.- Construir e interpretar las graficas de desplazamiento angular-tiempo y velocidad 

angular- tiempo. 

MATERIAL: 

~ Disco de cartén. 

-- Motor eléctrico. 

~ Flexémetro o regla. 

-- Calculadora. 

-- Fuente de energia. 

ASPECTOS TEGRICOS. 

El movimiento circular se presenta continuamente en la naturaleza; por ejemplo: los satélites y 

los planetas presentan este movimiento. 

Una pasticula tiene un movimiento circular si se mueve de manera que su distancia (vector de 

posicién) en un punto fijo (centro de rotacién) sea siempre la misma, es decir, la trayectoria 

descrita por la particula es una circunferencia. 

Un movimiento circular uniforme implica que la particula describa desplazamienios angulares 

iguales en intervalos de tiempo iguales.



Dentro del movimiento circular es necesario definir algunos conceptos: 

Period (t) : Es el tiempo necesario (¢) para que la particula realice una vuelta (N). 

t 

-~ [seg] 
N 

  

Frecuencia (f) : Se define como el numero de vueltas (N) que se realizan en la unidad de tiempo (4) 

N 

f=----- [ciclos/seg] = 1 Hertz = 1 Hz 

t 

Al comparar las 2 ecuaciones anteriores podemos facilmente visualizar que: 

Esto quiere decir que son cantidades reciprocas. 

Desplazamiento angular (@): Es ef angulo descrito por el vector de posicidn y se define coma la 

raz6n entre el arco (s} y el radio (r).(Ver figura). 

Para el caso en que el arco descrito por el vector de posicidn sea igual a una circunferencia 

(s =2n r}el angulo 6 estara definido como: 

5 2ur 

6= =----=2 m radianes = ] revolucion 

r r 

 



[El desplazamiento se puede medir en grados, radianes 0 revoluciones]. 

Recordando que : 2 x radianes = 360° = | revolucién. Por lo tanto 

I radian = 57,29° 

Velocidad angular media (w) de una particula : 

Es el cociente del incremento de desplazamiento angular AQ entre e] imcremento de tiempo At 

correspondiente. 

  

Si el incremento de desplazamiento es una vuelta, el incremento de tiempo correspondiente sera 

un periodo, de tal forma que: 

  

@=22f [radianes/seg] 

La particula en movimiento circular seré afectada por una velocidad tangencial cuya magnitud es 

igual al cociente de Ja distancia recorrida de una vuelta entre el periodo. 

2nr 

-= wr {metros/seg]   Wen 

t 

Aceleracién centripeta (ac): Es aquella que se genera cuando existe un cambio de direccién en la 

trayectoria de la particula, y su direccién siempre es hacia el centro de la trayectoria. 

Matematicamente se determina por medio de la ecuacién: 

  

o* r [m/seg?] 

Particula 

uv 

ac 

Direccién del movimient oN Aceleracion centripeta



Cabe mencionar que en el caso de movimientos circulares "no uniformes” existird una 
componente adicional de aceleracién llamada aceleracién tangencial que tendré el mismo sentido 

que Ja velocidad tangencial y que esta definida por la siguiente expresién: 

av 
a=—---— [m/seg’] 

dt 

Y para el caso especial de un “Movimiento Circular Uniformemente Variado" ( En el cual la 

aceleracién angular es constatite) podemos decir que: 

a= oar [m/seg’] 

donde: \fasss 

o= aceleracién angular 

y= radio vector a 

Componentes de la aceleracién en movimientos circulares. 

donde 

@ = aceleracién tangencial 

an = aceleracion normal o centripeta 

De la figura se puede definir la magnitud de Ia aceleracién como: 

  

DESARROLLO: 

L- Con ayuda de un motor eléctrico y construyendo un disco de cartén de tamayio adecuado. arme 

un dispositivo capaz de producir un movimiento circular como se observa en la figura, 

Motor eléctrico SS 

Disco de cartén



I.1.- Haga funcionar el dispositivo y marque un punto en el extremo del disco. 

a) Catcule el valor del radio vector de este punto. 

b) Calcule el valor del desplazamiento angular de este radio vector al término de una vuelta. 

c} Calcule el valor del arco (s) recorrido por este punto al término de una vuelta. 

d) Marque otro punto sobre el disco y repita los incisos (a),(b) y (c) . Compare los resultados y a 

contimuacién escriba sus conclusiones: z, Son iguales los valores obtenidos anteriormente para los 
dos puntos ? , De que dependen ? 

U.- Ahora determinaremos el periodo t de una particula en movimiento circular uniforme. 

a) Marque un punto en el disco. (Puede tratarse del mismo de los incisos anteriores). 

b) Mida el tiempo que tarda ese punto en recorrer el mimexo de vueltas indicado en ja siguiente 

tabla. 

  

# de vueltas tiempo FE reece nr 

# de vueltas 

  

  

  

  

  

  

50         
  

c) Encienda el dispositivo y analice el movimiento tratando de descubrir cual de los 5 puntos 

contiene o presenta mayor velocidad tangencial ( recuerda que la velocidad tangencial también se 

puede definir como una cierta distancia recorrida en la unidad de tiempo). 
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Liena la siguiente tabia 
  velocidad 

punto radio vector (cm) s (cm) tangencial [cm/s] 

  

  

  

  

  

5           
  

¢ Cual de los 5 puntos tuvo mayor velocidad tangencial ? 

Existe un punto con velocidad tangencial maxima. 

Determina cual es ese punto (0 puntos) y calcula la velocidad tangenciai de los mismos. 

Hay un punto que permanece inmévil. 

i Cual es ese punto ? 

¢ Cuanto vale su velocidad ? 

TV.- Construccién de las graficas: 
Con ios datos medidos en el inciso II realiza Jas graficas que se piden a continuacién. 

a) b) 

# de vueltas @ (rad/s) 

t t 

Recordando que: 1 vuelta= 22 radianes 

Construya la grafica de desplazamiento angular contra tiempo. 

8 (rad)| 

t (seg) 

V.- Contesta el cuestionario y presenta tus conclusiones de la practica.



CONCLUSIONES 

Es innegable que los estudiantes y maestros serén los mejor jueces para evaluar el trabajo 

realizado, a través del tiempo, en esta tesis y en consecuencia emitir un juicio ahora es prematuro. 

A despecho de Jo anterior espero que este trabajo, que fue realizado con el propdsito de ayudar a 

la formacion profesional de los alumnos de ingenieria, sea de utilidad para lograr ese objetivo, ya 

que esa sera la mejor recompensa al esfuerzo realizado para elaborarlo
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