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Introduccién 

La contaminacién del aire es uno de los problemas ambientales m4s importantes 

en nuestros dias, y es el resultado de las actividades del hombre. Las causas que 

originan esta contaminacién son diversas, pero el mayor indice es provocado por las 

actividades industriales, vehiculares, comerciales, domésticas y agropecuarias. 

Anteriormente, la Ciudad de México enfrentaba de manera primordial el proble- 

ma del ozono, que dentro de la familia de contaminantes atmosféricos era el que pre- 

dominaba en esta cuenca, en nuestros dias, la contaminacién causada por particulas 

suspendidas se ha unido a la anterior, debido a su preocupante incremento, y por ser 

potencialmente mds dafiina a la salud. 

En este trabajo se presenta un andlisis estadistico en el que se relaciona la presencia 

de partfculas de contaminacién en la atmésfera con la inasistencia de los nifios a clases 

por enfermedades respiratorias en un centro preescolar del suroeste de la Ciudad de 

México. 

El andlisis se Heva acabo, en primer instancia, a través del ajuste de un modelo 

aditivo generalizado, con el que se identifica el tipo de relacién existente entre inasis- 

tencia y contaminacién y posteriormente se ajusta un modelo lineal generalizado con 

la reparametrizacién sugerida por el modelo aditivo generalizado, derivando asi mds 

conclusiones sobre la relacién de particulas suspendidas y la inasistencia. 

En el capitulo cero, Contaminacién y Estadistica, se describe brevemente el con- 

cepto de contaminacién del aire, enfatizando en sus componentes de particulas sus- 

pendidas asi como en los efectos que tiene sobre la salud. Se introducen ademas 

algunos conceptos de Epidemiologfa y de la relacién existente entre esta drea y la 

Estadistica.
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En el primer capitulo se presenta el modelo lineal generalizado que es una ge- 
neralizacién inmediata del modelo de regresién multiple, asi como, sus elementos 
principales, inferencia y diagndstico. En este capitulo se da una breve introduccién 
de este modelo y de su utilidad en la modelacién estadistica. 

En el segundo capitulo se hace una revision del modelo aditivo generalizado, que 
es una generalizacién del modelo lineal generalizado y se explica por que, en nuestros 
dias, representa una opcién como herramienta para decifrar el tipo de relacién que 
existe entre las variables explicativas y la variable respuesta, con el fin de tener un 
mejor ajuste, y por tanto, una mejor aproximacién a nuestra realidad. 

Para ilustrar todos los conceptos revisados en los capitulos anteriores, en el tercer 
capftulo se presenta una aplicacién con datos reales de contaminacién del aire, aqui se 
muestra. el uso de los modelos lineales generalizados y del modelo aditivo generalizado 
conjuntamente. 

Finalmente en el cuarto capitulo se dan las conclusiones obtenidas del presente 
trabajo.



Capitulo 0 

Contaminaci6én y Estadistica 

0.1 Introduccién 

En este capitulo se da una breve introduccién al concepto de contaminacién del 

aire. Haciendo énfasis en uno de sus componentes principales: las particulas sus- 

pendidas que han sido estudiadas en los Ultimos afios y han resultado ser un factor 

influyente en la salud humana. Dado este impacto en Ja salud, las particulas suspendi- 

das constituyen una de las preocupaciones actuales en las grandes urbes de nuestro 

planeta y por ende en nuestro pats. 

Asimismo, se presenta el concepto de epidemiologfa y su relacién con la estadistica 

y la contaminaci6n. 

0.2 Contaminacién. 

La ciudad de México debido a su situacién geogréfica y a la explosién demografica. 

que ha venido enfrentando desde hace varios afios, ha sido um foco de interés para las 

asociaciones internacionales del ambiente y, por supuesto, punto de atencién para los 

 



epidemidlogos y personas interesadas en conocer las consecuencias que la contami- 

nacién provoca en la salud de sus habitantes. Sin embargo, es importante sefialar que 

en nuestro pais no sdlo la ciudad de México es un punto de preocupacién sino toda 

cindad densamente poblada y que represente un estado de industrializacién elevado. 

También es interesante mencionar que los efectos de la contaminacién en la salud 

humana no son descubrimientos recientes, al contrario, recordemos el desastre por 

contaminacién en Londres en 1952 (Her Majesty’s Public Health Service, 1954) en 

donde por causa de la contaminacién fallecieron cientos de personas. 

A nivel nacional, la contaminacién del aire se limita a zonas de alta densidad 

demogréfica o industrial. Las emisiones anuales de contaminantes en el pais son 

superiores a 16 millones de toneladas, el 65% es de origen vehicular. En la ciudad 

de México se genera el 23.5 % de dichas emisiones, en Guadalajara el 3.5% y en 

Monterrey el 3%. Los otros centros industriales del pais generan el 70% restante 

(pégina de web www.monograffas.com, el aire). 

Los principales contaminantes del aire se clasifican en primarios y secundarios. 

Los contaminantes primarios: son los que permanecen en la atmésfera tal y como 

fueron emitidos por la fuente. Para fines de evaluacién de la calidad del aire se con- 

sideran como contaminantes primarios: el éxido de azufre, el mondéxido de carbono, 

el 6xido de nitrégeno, los hidrocarburos y las partéculas. 

La contaminacién del aire por particulas consiste de particulas sélidas y liquidas 

muy pequefias flotando en el aire como polvo cenizas ollin, particulas metdlicas, ce- 

mento o polen. La preocupacién mds grande de las instituciones de salud publica 

es que las particulas son lo suficientemente pequefias como para ser inhaladas hasta 

llegar a las partes mds profundas de los pulmones. Estas particulas son menores a 10 

micrones (1m) en didmetro, lo que corresponde a sdlo 1/7 del grosor de un cabello 

humano y son conocidas como PM10 y estas a su vez incluyen particulas mds finas 

conocidas como PM2.5 consideradas por los cientificos de la salud mas peligrosas que 

las particulas PM10, debido a que son lo suficientemente pequefias como para evitar ' 

que el'mecanismo de defensa respiratoria del cuerpo las detecte y de esta forma se 

instalan, sin obstAculo alguno, en las partes mds profundas de los pulmones. PM10 

y PM2.5 son de los componentes de la contaminacién del aire que amenaza tanto a 

 



nuestra salud como a nuestro medio ambiente. 

De acuerdo a un anilisis realizado por el NRDC (Consejo para la Defensa de 

los Recursos Naturales de E.E.U.U.), cada afio més de 64, 000 personas mueren 

prematuramente por causas cardiopulmonares relacionadas a la contaminacién del 

aire por particulas. 

Para entender lo complejo que es el problema de la contaminacién el NRDC en 

1995 empleé los resultados de un estudio de 1995 realizado por la Sociedad Ame- 

ricana de Cancer (SAC) y la escuela de Medicina de Harvard, realizado con datos 

provenientes de 239 ciudades de E.E.U.U. Este estudio es el més grande y el més 

amplio que ha mostrado los efectos acdversos en la salud causados por la contaminacién 

del aire por particulas. Este estudio utiliza técnicas estadisticas para seflalar que 

factores tales como el habito de fumar, peso y riesgo de trabajo tienen un efecto nulo 

sobre los efectos adversos en Ja salud. 

Contaminantes secundarios: 

Los contaminantes secundarios son los que han estado sujetos a cambios quimicos, 

o bien, son el producto de la reaccién de dos o més contaminantes primarios en la 

atmésfera. Entre ellos destacan oxidantes fotoquimicos y algunos radicales de corta 

existencia como el ozono(Qs). 

Caracteristicas del contaminante PM10. 

PM10 es la fraccién respirable de particulas suspendidas totales (PST) que esta 

constitufda por aquellas particulas de didémetro inferior a 10 micras que tienen la 

particularidad de penetrar en el aparato respiratorio hasta los alvéolos pulmonares. 

PM1O0 es una mezcla de materiales que incluyen humo, ollfn, sal, dcidos y metales. 

También proviene de las reacciones quimicas que sufren en la atmésfera los gases 

emitidos por los vehiculos de motor e industriales. 

PM10 se encuentra entre los contaminantes del aire més dafiinos. Cuando se 

inhalan, estas particulas invaden las defensas naturales del sistema respiratorio y se 

alojan en los pulmones. 

Los problemas de la salud empiezan cuando el cuerpo reacciona en contra de estas 

 



particulas extrafias. PM10 causa irritacién en las vias respiratorias. Su acumulacién 

en los pulmones origina enfermedades como silicosis (enfermedad que produce una 

fibrosis pulmonar muy grave) y la asbestosis (las partfculas se depositan en los bron- 

quiolos y alli producen una reaccién fibrosa que se extiende por el tejido intersticial 

hasta impedir el funcionamiento normal del pulmén). Puede incrementar el nimero 

y la severidad de ataques de asma; agrava las enfermedades cardiovasculares, causa 

© agrava la bronquitis y otras enfermedades pulmonares y reduce la capacidad del 

cuerpo para atacar a las infecciones. 

A pesar de que las particulas pueden causar problemas a toda la poblacién, existen 

algunos sectores de la misma que son especialmente vulnerables a los efectos de PM10. 

Esta “poblacién vulnerable” se encuentra conformada por nifios, personas de la ter- 

cera edad. personas que padecen enfermedades cardiacas, enfermedades pulmonares, 

atletas y aquéllos que sufren de asma o bronquitis, en los cuales se esperan diversos 

grados de tolerancia de origen genético-estructural, lo que produce variablidad en las 

respuestas del organismo a la exposicién. 

Fuentes principales de produccién de las particulas. Las fuentes principales 

que producen particulas suspendidas son: combustién industrial y doméstica del 

carbon, combustdleo y diesel; procesos industriales; incendios; erosién edlica y erup- 

ciones volcdnicas; entre otras. 

La American Lung Association recomienda un limite méximo permisible para la 

presencia de particulas en la atmésfera PM2.5 (particulas de 2.5 um) que corresponde 

a 18 microgramos por metro ciibico (18 4/m°) medido en 24 hrs y 12 j/m* promedio 

en un aio entero. 

En la Ciudad de México la red automéatica de monitoreo ambiental mide la con- 

centracién de PST, particulas menores a diez micras (PM10) y metales pesados. 

Funciona realizando muestreos durante un periodo de 24 hrs cada seis dias, excepto 

en invierno, tiempo en el que se incrementa la frecuencia de muestreo a una vez cada 

tres dias. Actualmente 5 de las estaciones miden la fraccién respirable e identifican y 

cuantifican los metales presentes en PST.



0.3. Epidemiologia 

La epidemiologia es el estudio de patrones en Ja ocurrencia de enfermedades y los 

factores que influyen en tales patrones. En la epidemiologia un. objetivo de estudio 

es investigar la causa o etiologia de un enfermedad o condicién fisiolégica. Como se 

sabe, muchas enfermedades no son causadas tinicamente por un agente particular sino 

por una combinacién de diferentes circunstancias llamados factores de exposicién 0 

factores de riesgo. Estos factores de exposicién pueden ser caracteristicas fisicas del 

individuo tales como la edad y la masa del cuerpo; variables fisiolégicas tales como el 

nivel de colesterol en suero, medidas de funcién respiratoria, hébitos personales, tales 

como historia de fumar y dieta; factores socioecondémicos, ambientales etc. Un estudio 

etioldgico trata de encontrar 1a asociacién entre una o varios factores de exposicién y 

un estado de enfermedad particular. 

La epidemiologfa realmente consiste de dos campos, uno que se relaciona con 

estudios experimentales y otro con estudios observacionales. La confusidn entre los 

dos campos, impide en ocasiones nuestro entendimiento de datos observacionales. 

Esto es particularmente cierto para epidemiologia, ambiental, donde las hipdtesis a ser 

examinadas son, con frecuencia, débilmente especificadas. La epidemiologia del medio 

ambiente tiene ciertas diferencias importantes que hacen a Ja intuicién adelantarse en 

comparacién a otros campos de Ja epidemiologia, y sugiere la necesidad del uso de 

herramientas estad{sticas més completas en las investigaciones. 

Una gran cantidad de estudios en la epidemiologia ambiental han sido enfocados 

a la contaminacién del aire o a la toxicidad del plomo, en ambos casos, las posibles 

consecuencias son, por ejemplo, enfermedades respiratorias. 

Una asociacién entre salud humana y la contaminacién del aire se ha propuesto 

desde hace més de 50 aiios. En muchos paises se han desarrollado programas de 

salud nacionales y con ello han dado nuevas oportunidades a los investigadores para 

explorar las relaciones contaminacién-enfermedad y contaminacién-muerte.
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Estudios epidemioldgicos. 

Los estudios de epidemiologia que han sido desarrollados hasta nuestros dias, se 

pueden agrupar en dos grandes clasificaciones segtin el disefio de estudio. 

1) Estudios de exposicién aguda, que son comiinmente estudios de series de tiempo 

y usan cambios cortos de la contaminacién del aire sobre el tiempo 1-5 dfas como la 

fuente de variabilidad de exposicidén y 

2) Estudios de exposicién crénica, que son principalmente de validacién cruzada 

en el diseiio y usa un periodo grande de observacién (regularmente 1 afio o mds). 

En numerosos estudios de series de tiempo se han observado asociaciones entre , 

las particulas del aire contaminado y diversas enfermedades incluyendo mortalidad, 

hospitalizacién por enfermedades respiratorias y del corazén, agravacién del asma, 

incidencia y duracién de sintomas respiratorios, fimciones pulmonares y actividad 

fisica restrimgida. 

La técnica mas usada en la modelacién de datos es regresién multiple en ocasiones 

con respuesta categérica. Hay al menos dos razones primarias para que estos modelos 

sean tan usados en el andhsis de datos epidemiolégicos sobre los efectos en la salud 

de la contaminacién del aire. 

1) Permite la estimacion de la asociacién de part{culas-salud mientras se controla 

al menos algin otro factor de riesgo. 

2) Puede sumar un mayor ngor al andlisis al proveer una forma para hacer pruebas 

de hipétesis y hacer inferencias estadisticas mds formales. 

0.3.1 Problematica de los estudios mas frecuentes en epi- 

demiologia. 

La dosis-respuesta y el andlisis de tendencia en epidemiologia se hacen, general- 

mente, en forma muy simple y frecuentemente de manera ingenua. A lo més, algunos 

autores llevan acabo pruebas de tendencia usando la prueba de Mantel o ajustando 

un modelo de regresién con un sdlo término de exposicién, cuya aproximacién puede 

ser engailosa, por que en esencia se supone que la relacién dosis-respuesta o curva de 
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tendencia sigue un modelo especffico (usualmente logistico). 

Otros autores dividen el rango de estudio en categorias y observan la tendencia 

dentro de cada categoria especifica, a través de sus coeficientes o riesgos relativos. 

Un estudio de esta naturaleza puede ser adecuado si los ntimeros permiten el uso 

de categorias que reflejen biolégicamente grupos de respuesta homogénea. Con fre- 

cuencia, sin embargo, las categorfas se eligen en una forma mecdnica a través de un 

algorftmo como, por ejemplo, el método del percentil. Las principales dificultades 

de los percentiles son més draméticas cuando muchos sujetos estén expuestos en un 

rango reducido o cuando los efectos de exposicién son limitados a un extremo de 

la escala de exposicién, tal como niveles de nutrientes bajos o bien niveles altos de 

exposicién. En tales situaciones individuos con un riesgo elevado de exposicién es- 

taran colocados entre miembros que tengan un riesgo menor segtin la categoria del 

percentil correspondiente, este riesgo puede algunas veces ser mitigado basdndose en 

percentiles sobre Ja distribucién, mas que la distribucién de todos los sujetos, pero 

seria deseable evitarlo en su totalidad. 

Una forma de observar la tendencia dentro de cada categoria es el siguiente: con- 

sidere un anélisis dosis-respuesta de datos categdéricos ordinales. Donde se divide 

el rango observado de exposicién x en K categorfas, indexado por k = 1,2,...,K 

con K — 1 limites internos c,,...,cxn—1. Asi, dentro de cada categoria se ajusta una 

linea completamente horizontal que represente la curva de “dosis-respuesta” para 

relacionar la exposicién a la respuesta dentro de cada categoria. Por ejemplo, en re- 

gresién logistica categérica simultdéneamente se ajustan K categorias-especificas para 

el modelo logit de riesgo R : 

logit(R|z en la categoria. k) = aj k=1,...,K, (0.1) 

el cual dice que el rango de exposicién de la x no tiene ninguna clase de efecto dentro 

de las categorfas, sin importar qué tan grande sea el efecto entre las categorias. 

Para ilustrar lo anterior, suponga que x es la ingestion diaria de dcido ascérbico, 

Res el riesgo de morir, y los limites para x son 20, 50 y 100mg. por dfa, incluyendo el 

limite inferior en el intervalo, por ejemplo {0,20). Usando la relacién ec.(0.1) se dice
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que en el modelo categérico no hay diferencia en el riesgo que se encuentra entre 0 y 

20 mg por dia, sin embargo, existe un cambio notable en el riesgo cuando se pasa de 

20 a 21 mg por dia, debido a que la ordenada al origen es diferente para cada intervalo 

del rango del Acido ascérbico. Esto es biolégicamente absurdo dado que 0 mg por dia 

representa un estado relativamente fatal de deficiencia, 20 mg por dia no lo representa 

y la diferencia entre 20 y 21 mg por dia es biolégicamente trivial. A pesar de que 

un modelo categérico proporciona los estimadores del riesgo promedio dentro de las 

categorfas, es posible cuestionarse el por qué da un valor tan disparado del riesgo 

promedio como, por ejemplo, el que se encuentra entre 0 y 20 mg por dia de dcido 

ascérbico. Ain mds, en modelos nolineales, el estimador del riesgo promedio que 

resulta de una regresién con indicadores de categorfas puede producir una impresion 

sesgada de la exposicién especifica en la curva de dosis-respuesta, una respuesta & 

este problema es la forma errénea en la que se esté procediendo a reparametrizar ya 

que no se esta tomando en cuenta el verdadero comportamiento de los datos para 

sugerir los puntos de corte, un ejemplo de esto es el uso de cuartiles para categorizar 

una variable continua. Los modelos que se han mencionado, por ejemplo, el modelo 

logistico es parte de una gama de modelos Ilamados modelos lineales generalizados 

los cuales explicaremos con mayor detalle en el siguiente capitulo. 

0.3.2 Alternativas estadisticas a la problemdtica de mod- 

elaciédn en epidemiologia 

Muchos autores han recomendado regresién no-paramétrica como un medio para 

evitar el problema de la categorizacién en su totalidad. La regresién no-paramétrica se 

recomienda usar en aquellos estudios especiales donde no se puede decir con seguridad 

nada sobre la forma de la tendencia o de la relacién enfermedad-exposicién (dosis- 

respuesta). La aplicacién de la regresién no-paramétrica habia sido obstaculizada por 

la falta de paquetes computacionales disponibles, sin embargo, este obstdculo esté 

gradualmente desapareciendo por los avances computacionales de hoy en dia. Otro 

problema que presenta la regresién no-paramétrica es que los limites computacionales, 

debido al ntimero méximo de covariables ¢ individuos se inclina ha ser mucho menor
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en comparacién con la regresién convencional. 

En concreto, el andlisis epidemiolégico de dosis-respuesta y la tendencia, asi como 

los métodos para control de factores de confusién continuos podrian ser expandidos 

més alla de un simple andlisis categérico y una aproximacién lineal (un sélo coefi- 

ciente) a estudios que incluyan curvas flexibles que hagan uso de informacién dentro 

de las categorias. Tal expansién puede ser acompafiada con una pequefia general- 

izacién via polinomios fraccionales y regresién con splines. Estos métodos pueden ser 

especialmente valiosos cuando se anticipe una relacién nolineal, como es el caso de 

estudios de salud, donde los efectos del alcohol, nutrientes y otros factores de estilo 

de vida se sabe que tienen relaciones no lineales con la respuesta. 

La cultura epidemiolégica es m4s observacional que experimental. El mal en- 

tendimiento entre observacional y experimental se hace mayor al ajustar factores de 

riesgo continuos, respuestas multifactoriales y respuestas con una alta variacién no 

explicada por las variables explicativas disponibles. El anélisis de estos datos con fre- 

cuencia se ve como una prueba de hipdtesis en Ja cual ef control estadistico remplaza 

a la aleatorizacin; es decir, tales estudios con frecuencia prueban formas restringidas 

de la hipétesis que esté siendo investigada, por ejemplo, la hipétesis de una relacién 

lineal, cuando en realidad no existe una justificaci6n empirica o teérica para sustentar 

que si una relacidn existe, entonces deba ser lineal. En este tipo de estudios se stg- 

ieven alternativas mds flexibles para explorar la asociacién, tales como: suavizamento 

no paramétrico y en particular modelos aditivos generaizados, los cuales representan 

una opcién para. atacar a dichos problemas. 

En estudios de epidemiologia del medio ambiente, se han enfocado en la contam- 

inacién del aire o en la toxicidad del plomo. Estos estudios dependen de un gran 

niimero de factores de riesgo entre los que se encuentran, factores del medio ambiente 

que en general no se espera que se encuentren entre los més importantes. La ex- 

posicién a los contaminantes del medio ambiente en general no son dicotémicos sino 

continuos. Los otros factores de riesgo también son usualmente medidas continuas. 

En epidemiologia ambiental, recientemente ha habido un interés creciente sobre 

estudios que analizan series de tiempo de eventos. Estos eventos pueden ser mortali- 

dad, admisiones a un hospital o sintomas respiratorios. Probablemente dichos eventos
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no se encontrardn confundidos con factores de riesgo personales tales como el hdbito 

de fumar, presidn arterial, y factores socioecondémicos, ya que estos factores no varian 

dia a dia como ocwre con la contaminacién del aire. Sin embargo, dichos factores 

probablemente seraén confusores potenciales en estudios comparativos de poblaciones 

de diferente nivel de contaminacién del aire. El interés en estas respuestas ha permi- 

tido el uso més general de técnicas de regresién Poisson. Los modelos logisticos han 

sido usados en epidemiologfa del medio ambiente. En todos estos modelos es claro 

que existe una dependecia de la respuesta sobre el clima o la estacién, sin embargo, 

ja forma funcional de esta dependencia no es clara. En tales casos se recomienda, el 

uso de técnicas no paramétricas se recomiendan.
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Capitulo 1 

Modelos Lineales Generalizados 

1.1 Introduccién 

En este capitulo se presenta una breve introduccién a los modelos lineales genera- 

lizados. Se describen sus elementos, la estimacién de sus pardmetros y el diagndstico 

del modelo. 

1.2 Antecedentes 

En una gran cantidad de estudios es de interés tratar de modelar los valores espe- 

tados de una variable aleatoria (variable respuesta), a través de una relacién en la que 

se puedan incluir aquellas caracteristicas (variables explicativas) que hacen que este 

comportamiento se observe. El principal objetivo de este tipo de andlisis estadistico 

es investigar la relacién entre la variable respuesta Y y la variable explicativa X. Para 

investigar esta relacién es conveniente construir un modelo pensando en que éste sea 

capaz de describir tal relacién. Por varias décadas el modelo que siempre ha sido 

propuesto, en el caso particular de datos continuos, es el modelo lineal de regresion, 

el cual esta representado de la siguiente manera: 

Y=XBt+e (1.1)  
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donde e,, elementos de e, son independientes e identicamente distribufdos N(0,07), y 

por lo tantoY = (y1,....4Yu)’, tiene una distribucién normal con 

Ely) XB y 
CovfY] = aI 

it 

Xoxp = (€1y-1En)* con af = (ta,.2e), 8 Bi el vector de pardmetros de re- 

gresion y finalmente ép.1 es un vector aleatorio cuyos elementos son independientes e 

idénticamente distribuidos, con distribucién Normal de media 0 y varianza a”. 

Una revisién del desarrollo que ha tenido la modelacién estadistica nos permitiré 

conocer cémo los modelos lineales se han venido extendiendo més y mas a través del 

paso del tiempo. Una breve descripcién de esta historia se enuncia en (Lyndsey,1997). 

En primera instancia se tienen los modelos de regresién lineal multiple, Legendre, 

Gauss, a principios del siglo XIX (Stigler, 1981,1986). Posteriormente se extienden la 

idea al conocido andlisis de varianza (ANOVA) disefio de experimentos, con la misma 

distribucién normal y con la misma relacién entre la media de la variable respuesta 

y las variables explicativas (Fisher: 1920 - 1935). 

El uso de una funcién de verosirnilitud fue el siguiente paso que permitié realizar 

un estudio general sobre inferencia a partir de cualquier modelo estadistico (Fisher, 

1922). Por ejemplo los ensayos de dilucién fueron una de las inmediatas consecuencias 

teniendo como base la distribucién Binomial, y la relacién entre la media de la variable 

respuesta y las variables explicativas fué log(u/1— 2) (Fisher, 1922). 

Un estudio profundo de la familia exponencial hizo posible que dentro de ella 

se agruparan diferentes distribuciones que por su uso en la modelacién eran de in- 

terés.(Fisher, 1934). 

El uso de distribuciones diferentes a la distribucién normal era cada vez una 

necesidad mayor, debido a que el tipo de datos que se tenfan ya no sdlo eran continuos 

sino categénicos, de aquf que la relacién entre la media de la variable respuesta y las 

variables explicativas ya no era directa sino era necesario el uso de transformaciones 

de la media como, por ejemplo, el andlisis conocido como probit donde se tiene una 

relacién de la forma x, = (a + 8x). con 7m, la proporcién de supervivencia y ® es 

la fincién de distribucién acummlada de la Norma, (Bliss, 1935). Apartir de esto,



7 

el interés fue creciendo y junto con ello aparecieron mds y mds nuevas formas de 

relaciones entre la media y las variables explicativas, dependiendo del tipo de datos 

que se tenfa interés por modelar. 

Nelder y Wedderburn en 1972 dieron el paso decisivo en el que unificaron la 

teorfa sobre ciertos modelos estadisticos, en particular, para los modelos de regresién, 

publicando su articulo; Modelos Lineales Generalizados. Ellos mostraron lo siguiente: 

+ Cudles de los modelos de regresi6n més comunes de estadistica clésica eran 

miembros de una misma familia y podfan ser tratados de la misma manera. 

- Que el estimador mdximo verosimil para todos estos modelos se podia obtener 

usando el mismo algoritmo: minimos cuadrados ponderados iterados. 

De esta manera el andlisis probit y el modelo de regresién con error Normal asi 

como todos aquellos cuya. distribucién pertenecen a la familia exponencial se podian 

manejar en forma similar, es decir una sola teorfa bastaba para todos ellos. 

Mas adelante, se demostré que todos los modelos enunciados tenian una dis- 

tribucién perteneciente a la familia de dispersién exponencial que es una generali- 

zacion de ja familia exponencial, con alguna. transformacidn de la media (J¢rgensen, 

1987). 

Por la importancia que tiene la familia exponencial en los modelos lineales gene- 

ralizados, a continuacién se presenta un breve resumen de esta familia. 

1.2.1 Familia exponencial. 

Suponga que se tiene un conjunto de n. variables aleatorias independientes, v.a., 

Z, (i = 1,.n) cuya funcién de probabilidad de Z, se puede escribir de la siguiente 

manera 

F(#i&) = r(z)9(€) explt(zu()] (1.2) 

sien la anterior ecuacién u(z;) = log(r(z)) y 9(€:) = log(w(&)), entonces 

Sf (ai&) = exple(z,)u(E,) + v(2,) + w(&)] (1.3)
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donde , es el pardmetro de localizacién. Ahora si se aplica la reparametrizacién y = 

t(z) y @ = u(€), para obtener la forma canénica de la variable aleatoria, del pardmetro 

y de ja familia, entonces la familia exponencial tiene una funcién de distribucién dada 

por 

F (ys 9.) = exp[y.8: — 6(8:) + e(y:)] (1.4) 

donde 6(6;) es la constante de normalizacién de la distribucién. Dentro de esta familia 

se encuentran la distribucién Poisson y !a distribucién Binomial, entre otras. 

La familia exponencial se puede generalizar al incluir un pardmetro de escala, ¢, 

en la distribucién, por lo que se observa de la siguiente manera: 

yi; — b(8:) 
a:(¢) 

en donde @, es la forma candénica del pardmetro de localizacién, A(j.) = 0;. A esta 

F (41,96) = exp[ +e(y:, )] (1.5) 

nueva familia se le conoce con el nombre de familia de dispersién exponencial. 

Es posible ver que dentro de esta familia se encuentra la distribucién Normal y la 

distribucién Gamma, entre otras, En caso de que a,(¢) = 1, es decir, ¢ conocido, se 

tiene a la familia exponencial de un pardmetro cuya forma analftica esté dada por la 

ecnacion (1.4). 

Para esta familia existe una relacién importante entre la media y la varianza 

(Lyndsey, 1997), que se muestra a continuacién y se usa la funcién de puntajes para 

Hegar a ella. 

Sea L(6:, d: ye) = f(y 4,4) 1a verosimilitud para una observacién y sea 

_ DhoglL(0:, $54) 
U 08, 

la conocida funcién de puntajes. De teoria inferencial se pnede mostrar que si la 

distribucién en cnestidn cumple con ciertas condiciones de regularidad, entonces 

EIU, = 0 (1.6)
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Var(U,] = E[U2| = B-Fh (1.7) 

Como la familia de dispersién exponencial cumple las condiciones de regularidad 

la ecuacién 1.6 y la ectiacién 1.7 son ciertas. 

Debido a que 

— b(8, trl (0, 65u)] = A= POD + oy, 9) 
entonces 

8b(0, v= 8 a 
LC) 

usando la ecuacién (1.6) se tiene 

0b(0; yy] = BOD a, 
asi 

Var{U,] = Varl¥i) 
Ge 

utilizando la eceuacién (1.7) y el resultado anterior 

80(6,) Varl¥ = “sar a(d). 
25 (8, ts . 

sea 7? = 2 ze +2 que se conoce con el nombre de funcién varianza, entonces 

Var[Yj] = rad) 

donde @, es el pardmetro de interes, ¢ es el pardmetro de dispersién que usualmente 

se considera como un parémetro de ruido, a;() es parte de la funcién de distribucién.
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ejemplo: Distribucién Binomial. 

my 
fam) = ( } my (Lye, y =9,1,2,...,7 

vi 

My 
= exp {us ft | + njlog(1 — a) + log ( ) \, yi = 0,1,2,.., 0% 

cv 

(1.8) 

en este caso 6; = log Peal + (@) = —nlog(1— mm), a:(¢) = Ly e(y,,¢) = log ( m } . 
MK 

Cuando x, = ree entonces 6(0;) = —n; log(1-+exp 6,), ai() y c(yz) permanecen 

iguales siendo en este caso la funcién varianza 

#00) _ (2 (exp) \\__ exp (6) 
age (4 (ee) ) =" ™ T+ exp)? 

En la siguiente tabla No.1.1 se presentan las distribuciones mds importantes de la 

familia exponencia] junto con su respectiva funcién varianza. 
  

  

        

Distribucién Funcién varianza 

Poisson w=. 

Binomial nx(1 — 7) = ne®/(1 +e)? 
Normal Vo 

Gamma. = (~1/0)? 
Gaussiana. inversa, =: (-2/0)3 

eae No. 11 

1.3. Modelos lineales generalizados. 

Los modelos lineales generalizados (MLG) surgen. de forma natural como una ex- 

tensién de los modelos lineales. Debido a que se mantiene el supuesto de una relacién 

lineal en las variables explicativas, la diferencia con respecto al modelo de regresién 

multivariado es Ja relacién con respecto a la media de la variable respuesta en la que 

ya. no es tan directa sino que es una funcidn de ésta y a la vez esta funcién depende 

de la distribucién que corresponda al comportamiento de la variable respuesta, por 

ejemplo, Binomial, Poisson, entre otras.
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Este modelo esta especificado por tres componentes: 

1) Componente aleatorio; identifica la distribucién de probabilidad de la 

variable respuesta (Y). 

2) Componente sistemdtico, el cual especifica una funcién lineal de varie- 

bles explicativas (X) que se usa como predictor lineal, y 

3) Funetén hga, que describe la relacién funcional entre el componente 

sistemdtico y el valor esperado del componente aleatorio. 

Componente aleatorio. El componente aleatorio de los MLG consiste en obser- 

vaciones independientes Y = (¥4,..., ¥,)' donde la distribucién de Y; es un miembro 

de la familia de dispersién exponencial (ecuacién 1.5). 

Componente sistematico. Si se tiene un vector de p pardmetros desconocidos, 

8, ¥ wn conjunto de variables explicativas Xaxp = (Z1,-5 Bp)! es frecuente swponer 

nn modelo cuya respuesta media varia en una forma lineal. En el caso més simple, el 

pardémetro de localizacién es ima combinacién lineal de las variables explicativas, es 

decir 

os P. . 
EY) = w= p> typ, ($= 1.0). 

Este modelo lineal para el caso que nos corresponde puede ser generalizado al 

permitir otras funciones suaves de la media, cuya representacién estd. dada por una 

funcién n(-) que se te conoce con el nombre de predictor lineal 

n() = XB. 

Funcién liga. La relacién entre la media de la i-ésima observacién y su predictor 

lineal esté dada por una funcidn liga g(-} es decir 

te = Glin) =3_ Bey TH LM PH MP (1.9) 
i 

esta funcién liga debe ser uma funcién monétona y diferenciable. A 9(-) se le conoce 

con el nombre de liga canénica cuando se cumple que # = 7, donde @ es el parémetro 

canénico, es decir, la liga canénica es una funcién que transforma la media a un 

pardémetro de localizacién candnico de la familia de dispersién exponencial. Con Ja
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funcién liga canénica, todos los parémetros desconocidos de la estructura lineal tienen 

estadisticos suficientes si la distribucién de respuesta es un miembro de la familia 

de dispersién exponencial y el pardmetro de escala es conocido. Sin embargo la 

funcién liga es sélo un artefacto para simplificar los métodos numericos de estimacién 

cuando un modelo involucra una parte lineal. Para modelos de regresién nolineal 

estrictamente esto pierde sentido (Lindsey, 1997). 

Por ejemplo: Sea 2 ~ Poisson{d), f(x) = eve tlog() Hoe) Fig g(a), a(¢) = 1, 

b(,) = log(A), e(a,) = log(1/c!) y 6; = A es el pardmetro candnico, como p = 

E(a) = d entonces log(-) es la funcién liga canénica por que log({:) = Log(A). 

A continuacién se muestran algunas distribuciones junto con su respectiva funcién 

liga candnica. 

  

  

Distribucién Funcidn liga canénica 

Poisson log(s) 
Binomial logit = log( 4; 

Normal pe 
Gamma i 

Gaussiana Inversa | +45         
Tabla No. 1.2 

En el modelo lineal clésico, Ja media y el predictor lineal son idénticos, es decir 

la funcién liga es la identidad. Sin embargo, en general g(#) = Q(8) donde Q es 

una funcién diferente a la identidad. Esto depende del tipo de datos que se estén 

estudiando. Por ejemplo, en el caso de una muestra de datos cuya distribucién sea 

Binomial se tiene que 0 <  < 1 y la funcidn liga debe ser aquella que mapee el 

intervalo (0,1). 

Dentro de la bibliograffa para datos binomiales, se consideran tres principales 

fimciones liga. 

1. Logit 7 = log(#,) 

2. Probit 7 = &7!() con &(-) la funcién de distribucién Normal acumulada. 

3. Complementaria log(—log) = log {— log(1 — #)}-
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La familia potencia de ligas es importante, al menos para observaciones con media 

positiva (McCullagh,1989). Esta familia se puede especificar por 

fs A440 

ator A=0” (149) 

1.3.1 Estimacién de los pardmetros de los modelos lineales 

generalizados. 

En inferencia estadistica cldsica, los métodos de estimacién puntuales mds usados 

son el de maxima verosimilitud y el de minimos cuadrados. Aquf sdlo se presenta la 

forma. de estimar los pardmetros por el método de maxima verosimilitud, debido a 

que es el algorftmo conuin para los modelos lineales generalizados. 

Si se tienen nm respuestas independientes de un modelo lineal generalizado, la 

funcién de log-verosimilitud, esta dada por 

E y- 5 60) 2 
10,059) = segment Belts de) (Lu) 

+ w=] 

donde 4 

saa = BY) = th (4.12) 

y 
gus) = 18 = m. (1.13) 

Debido a la suposicién de que el error del MLG tiene una distribucién que pertenece 

a la familia exponencial, es posible asegurar que existe el maximo de la funcién log- 

verosimilitud 1(6,¢;y) y ademds que se puede encontrar al resolver la ecuacién que 

resulta de derivar Ia log-verosimilitud con respecto al pardmetro de interés e igualarla 

a cero, esto es debido a que los modelos de la familia exponencial poseen ciertas 

propiedades de convexidad que en muchos casos garantizan la existencia y uniadad 

de los estimadores de maxima verosimilitud (Wedderburn, 1976). Usando lo anterior 

y tomando en cuenta que el pardmetro de interés es @; procedamos a encontrar el
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maximo de interés; 

ar Uy = So ae ona (34) Gel ap (1.14) 
1 ui 

donde 2;; es el j-ésimo elemento de z'. En general, las ecuaciones U; = 0 no son 

lineales y tienen que resolverse por métodos numeéricos iterativos. Si se usa el método 

de Newton-Raphson entonces la m-ésima aproximacién esta dada por 

Bm = Bom) — 1 gm ay UM 1) (1.15) 
tsp i ooo. 2 

donde 

(ot et 

B;0m ona 
es la matriz de segundas derivadas de / evaluada en 6= Ber-Y y Ul) es el vector 

(1.16) 

de la primera derivada U, = oe evaluada en B= po"). 

Un método alternativo que en algunas ocasiones es més eficiente que el método 

de Newton-Raphson es el método de puntajes, que consiste en remplazar la matriz 

de segundas derivadas en la ecnacién (1.15) por la matriz de valores esperados 

at 

58,08. 
Realizando célculos algebraicos es posible mostrar que la expresién anterior se puede 

El |. (1.17) 

ver como el negativo de la matriz de varianza-covarianza de los U; ’s. Como se sabe 

a 

1 al 

88,08 

son clementos de la matriz de informacién de Fisher. Para los modelos lineales gene- 

Ly = E(U,Us] = -£E j (1.18) 

ralizados esta matriz de informacion se reduce a 

2 

Sy Duta ( Oe (1.19) 
& var( var(¥,) on.) ” 

de aqui que L se puede escribir como
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L=X'WX 

donde W es una matriz diagonal de nxn con elementos wij = saa 

De esta forma si en la ecuacién (1.15) se sustituye a L por la matriz de segundas 

derivadas como jo indica el método de puntajes, se tiene 

i) = lr 3) 4. Elem] Yer“ D, 

donde L&"~») denota la matriz de informacién evaluada en 6°"-)), multiplicando 

ambos lados de la igualdad por L&"")) 

Li) go) = EOD BOD 2 lr, (1-20) 

si se toma la segunda parte de la igualdad anterior y se remplaza la ecuacién (1.14) 

y la ecuacién (1.19) resulta que B™ es un vector con elementos 

LL y _2iybie Bus) m1) ree (yi — walt { Opi 
Var(Y.) Var) an, 

evaluados en 8 = 2(-), es decir el lado derecho de la ecuacién 1.20 se puede escribir 

  

como XW z, donde los elementos de z son 

ne OM; 
aad tube? + (Ye = Be Fe) 

con jh ¥ om evaluado en §'"-», De esta forma la ecuacién iterativa para el método 

de puntajes se puede escribir como: 

XWX PO = XW. 

Esta ecuacién resultante tiene la misma forma que una ecuacién normal pata un 

modelo lineal de mfnimos cuadrados ponderados. Por ello se tiene que, si se usa el 

método de puntajes, la forma de estimar los pardmetros del MLG es a través de una 

rutina de modelos lineales de pesos ponderados y la estimacién se realizard en forma 

iterativa pues hay ciertos parémetros que dependen de otros.
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1.3.2 Inferencia sobre los parametros. 

Una forma para construir intervalos de confianza y hacer pruebas de hipdtesis es 

através de un estadistico con distribucién conocida. En los siguientes renglones se 

presenta una funcidén del estimador del pardmetro de interés (8) con la que es posible 

hacer inferencias. 

Distribucién muestral para puntajes. El estadistico de puntajes correspon- 

diente a un pardmetro , se define como la derivada de la funcién log-verosimilitud con 

respecto al pardémetro de interés, de esta forma para un vector @ de p pardmetros, 

los puntajes estan dados por U, = & j = 1,...,p, donde t es la funcién de log- 

verosimilitud. 

Por el teorema central de limite se tiene asintdticamente una distribucién Normal 

multivariada para U donde 

v, 

Up 

con media cero y matriz de varianza-covarianza dada por L, (ecuacién 1.18). De esta 

forma 

uLtU~ xe 

con L no singular. 

Distribucién muestral para estimadores mdximo verosimiles. Suponga 

que la funcién de log-verosimilitud tiene 1m maximo que es tinico en f y este estimador 

es cercano al verdadero valor del pardmetro 8. La aproximacién de Taylor de primer 

orden para el vector de puntajes U(@) sobre el punto B =f esté dado por 

U(B) = U(8) + H(AN(B ~ B)
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en donde 1 (8) denota la matriz de segundas derivadas de la funcién log-verosimilitud 

evaluada en B. Asintoticamente H esté relacionado con la matriz de informacién de 

la siguiente manera 

L = B(-H) = B(UU') 

por lo que para muestras grandes 

U(B) = U(B) + L(6 — 8). 

pero sabemos que U (8) = 0 debido a que & es el punto en donde la log-verosimilitud 

es cero y por lo tanto su derivada es cero en este punto, de esta forma: 

(2-8) = L“"U(@) 

con £ no singular, en el caso de que L se considere una constante 

£(6 — 8) & LA B(U(B)) = 0 

debido a que E(U(8)) = 0 (ecuacién 1.6) y con ésto se tiene que B es um estimador 

insesgado de 9. 

Por otro lado, la matriz de varianza-covarianza de B es 

£((8- BiB - BY] SL BUY) = 

porque L = E(UU*) y (L7)' =L7! debido a que L es simétrica. Cuando se tienen 

muestras grandes es posible usar la siguiente estadistica para realizar las inferencias 

(6- BL(B-B)~ x; (1.21) 

que es conocida como la estadistica de Wald, o bien 

(8-28) ~ N(0,L7). (1.22) 

En el caso de que Y tenga una distribucién Normal los dos resultados anteriores 

son exactos y en caso de que no, los resultados son asint6ticos. Una vez qne se tiene la 

estadistica ecnacién (1.21) y ecuacién (1.22) se procede de manera usual para realizar 

las inferencias respectivas, intervalos de confianza y pruebas de hipdtesis.
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1.3.3 Ajuste del modelo 

Dentro de la modelacién estadistica, una de las etapas més importantes es la 

verificacién de los supuestos que se hicieron al construir el modelo; el caso del MLG 

no es una excepcién y por ello, se presenta una forma de verificar los supuestos através 

de un resumen breve de residuos y gréficas que ayudan a verificar supuestos tales como 

la funcidn liga, la forma paramétrica de las variables, entre otras cosas. 

Uno de los criterios de bondad de ajuste mds usados al ajustar un MLG es la 

devianza, que proviene del cociente de verosimilitudes entre el modelo propuesto y el 

modelo saturado, es decir, aquel modelo cuyo estimador para la variable respuesta son 

las mismas observaciones de la variable respuesta sin sufrir ninguna transformacién. 

Sea i(u, 5 y) la log-verosimilitud maximizada sobre 8 para un valor fijo del parémetro 

de dispersion ¢. 

Sean 6 = O(fi) y b= 6(y) estimadores del pardmetro candénico del modelo saturado 

y el modelo propuesto, respectivamente. Suponiendo que a,(¢) = ¢/w;, con w; el peso 

inicial que varia de observacién en observacién. La devianza de la familia exponencial 

de dispersién se pnede escribir como 

E2welye(Oi — 6) ~ 0(4:) + 6(61)}6 = Dly A), (1.23) 
que corresponde a la devianza del modelo que se desea ajustar. Las formas de las 

devianzas para algunas distribuciones importantes se muestran en la siguiente tabla 
  

Normal pe) 
Poisson 2D {ylog(4) — (y — fi)} 
Binomial 2D {ylog(#) + (m — y)log (4s )} 

(si m= 1) ~/2}log(1 — #)| 
Gim=tyy=1)| Valo 

Gamma 2D{ylog(*) + #44} 

Gausiana Inversa pop         

ey 
‘Tabla No.1.3 

Otra medida de discrepancia, para conocer que tan alejado se encuentra el modelo 

que se porpone con respecto a lo observado se usa la x? de Pearson generalizada 

2 yr By? 
Xt = a (1.24)
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donde V(jt) es la varianza estimada para. la distribucién de la que se esté tratando. 

Cuando la distribucién del error es Normal la X? y la devianza tiene una distribucién 

exacta x*, para las otras distribuciones se tiene un resultado asintdtico. 

Residuos: Para un modelo lineal generalizado se requiere una extensién de la 

definicién de residuo que se pueda aplicar a todas las distribuciones que forman parte 

de la familia exponencial de dispersi6n. De esta manera se podrén utilizar para 

explorar lo adecuado del modelo, funcién liga, términos del predictor lineal, eleccién. 

de la funcién varianza, etc. Para ello, a continuacién se definirdn diferentes residuos, 

as{ como el uso grdfico de algunos de ellos. 

Un elemento en el modelo de regresién lineal que es importante en el cdlculo de 

residuos es la matriz de proyeccién conocida como matriz sombrero, H. En el caso de 

los modelos lineales generalizados también existe esta matriz que cumple con todas 

las propiedades de la matriz sombrero de los modelos lineales y est dada por 

HeVIX(X'VX)IUXVE 

en donde 

2 
V = diag fi (#4) aia . (1.25) 

Residuo_de lo demanza estandarizada: Estos residuos pueden indicar cuél de las 

observaciones contribuyen en mayor proporcién a la falta de ajuste 

P= sign(hi — he) VE 
' Ta 

donde d, es la contribucién de la i-ésima observacién a la devianza, 7, es el valor de la 

estructura lineal, 7, que maximiza la verosimilitud del modelo saturado y 7; pertenece 

al modelo propuesto. 

Ejemplos:
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1. En el caso donde los errores tienen una distribucién Normal los residuos de la 

devianza estandarizada estardn dados por; 

sgnly, — hh) VG 
Vfe2(1—hu) 

2. Para el caso de la regresidn logistica, donde los errores tienen una distribucién 

P= 

Binomial, el residuo de la devianza estandarizada se ve como 

D_ Ro 2y:log( 
r= 

  

donde el signo se elige de y; ~ nity. 

Residuo estudentizadg; Se define como 

(1.26) 

  

que en ocasiones es conocido también como el residuo de Pearson estandarizado debido 

a que (y, ~ §)* / var[Y;] es la contribucién de la i-ésima observacién a la estadistica 

de Pearson. 

Métodos grdaficos: 

Residuos no estandarizados contra resaduos para u (una variable omitida en el mod- 

elo). Esta grdfica conocida como variable-agregada se usa para ver si una cierta vari- 

able u que fue omitida en el modelo debe ser incluida en el andlisis. Lo primero que 

debe hacerse para construir esta grdfica, es calcular los residuos no estandarizados 

para u tomdndola como respuesta y usando los mismos predictores lineales y pesos 

cuadraticos como si se tratara de y. De esta forma los residuos no estandarizados de y 

graficados en contra de los residuos u no deberén mostrar ningiin patron identificable 

para decir que la omisién de u fue correcta. 

Variable dependiente ajustada qj contra el predictor tneal ajustado, 9. Sila grafica 
  

resulta ser una linea recta significa que no hay patrén de comportamiento alguno, es
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decir, que la funcién liga fué correcta . Para las funciones liga de la familia potencia 

ecuacién (1.10), una curvatura ascendente significa que es necesaria una liga con po- 

tencia mayor que la usada (un valor de \ mds grande) y una curvatura descendente 

significa que es necesario una funcidn liga de potencia menor (un valor de 1 mds 

pequefio). Esta gréfica para datos binarios no es informativa por lo que es necesario 

usar métodos formales. 

Uno de estos métodos formales consiste en agregar 7)”. como una covariable extra y 

evaluar la disminucidén en la devianza. Las verificaciones de la adecuacién de la funcién 

liga son afectadas inevitablemente por los errores que se pudieran haber cometido en 

la forma paramétrica de las variables explicativas que son parte del predictor lineal. 

De esta forma, si esta prueba presenta alguna desviacién, puede significar que la 

funcién liga es incorrecta 6 que la forma paramétrica de las variables explicativas es 

incorrecta, o bien, ambas situaciones. Para decifrar cudl es el problema que presenta 

el modelo es necesario apoyarse en las diferentes graficas de residuos. 

La grdfica de residuo parcial esta grafica es una herramienta importante para de- 

terminar cudndo un término x que se encuentra en el predictor lineal resulta ser 

mejor si es expresado como Bh(x;6) donde h(-;6) es alguna funcién mondtona y el 

residuo parcial esta dado por 

ua yt yx 

con § la variable dependiente ajustada, 4 el componente sistematico ajustado y 7 

el pardmetro estimado para la variable explicativa «. Si la forma paramétrica de x 

es satisfactoria, la grafica deberfa de ser aproximadamente lineal. Si no, su forma 

sugeriria una alternativa recomendable. 

Si se Hegara a presentar en la grdfica de residuos una incertidumbre en el patron 

de comportamiento entonces un suavizamiento puede ayudar a decifrar tal compor- 

tamiento. En particular, la grafica de residuos parciales, suavizada, puede ser mar- 

cadamente titil para datos binarios. Sin embargo distorciones en la grafica pueden 

ocurrir si la forma paramétrica de las otras variables explicativas fuera incorrecta.
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Una revisién formal comprende en introducir la forma paramétrica de x en una 

familia h(x; @) indexada por 6, conocida como familia potencia, donde ahora el proble- 

ma consiste en encontrar el valor de @ para el cual x estaria totalmente especfficado, 

para ello se calcula la devianza para una maila de valores de @ con el fin de encontrar 

la posicién del minimo que da como resultado 6 y de esta forma queda especificado 

totalmente z. La familia de transformaciones mas comin es la familia potencia dada 

por 

afel para 040 
h(x; 0) = 
(e®) log(@) para 8 = 0 

Una revisién informal consiste en calcular v = Oh/A%, se ajusta el modelo 

tomando a ” como variable dependiente, con el predictor lineal y pesos cuadraticos 

como si se tratara de y, y se obtienen los residuos. Entonces se grafican los residuos 

qne resultaron del primer ajuste que se realizé sobre y y los que resultaron de ajustar 

at como variable dependiente, si se observa una tendencia lineal indica un valor de 

@ # Oo muentras que wna grafica sin patron indicard que no hay evidencia para suponer 

que sean diferentes, por lo que en tal caso no es necesario realizar una transformacién 

de la variable independiente en cuestién. 

Puntos influyentes y puntos palanca: En este caso la distancia de Cook es titil para 

examinar la forma en que cada observacin afecta al conjunto completo de parémetros 

estimados. La siguiente ecuacién permite la comparacién entre los valores ajustados 

con la observacién y sin ésta 

1. » s 
C= pe — Bey X'VX(B - Bay) 

donde Buy es el pardmetro estimado sin la i-ésima observacién. Para evitar hacer el 

ajuste para cada observacién esta distancia se puede aproximar por: 

, _halrty? 
ey 

p(1 — ha) 

sin embargo, esta tiltima expresién se usa de manera mds comiin en la gréfica contra 

indices (el orden en que fue tomada cada observacién). 
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Lo anterior es un breve resumen del amplio campo de los residuos y sus gréficas 

usadas para la verificacién de supuestos que se hicieron al ajustar el modelo; sin em- 

bargo, en este trabajo no es el objetivo mostrar ampliamente todas estas herramientas 

por lo que si el lector estd interesado puede dirigirse a McCullagh, 1989. 

Hasta ahora se ha presentade en forma general el concepto de un modelo lineal 

generalizado. Sin embargo, para el objetivo de este trabajo es necesario ejemplificar 

este tipo de modelos para dos distribuciones particulares de la variable respuesta, 

estas son la distribucién Binomial y la distribucién Poisson. 

Distribucién Binomial. 

En muchos estudios es frectente encontrar variables cuya respuesta es binaria. 

Por ejemplo, se podria pensar en estudios en los que la respuesta es estar enfermo o 

sano, En este caso, para el z-ésimo paciente se tendria la variable aleatoria 

{ 1 si es éxito es decir, no padece la enfermedad 

Osi es falla es decir, padece la enfermedad 

en donde P(Z;=0)=1—m y P(Z, = 1) = 7, en este caso la distribucién de la 

variable aleatoria Z; tiene una distribucién Bernoulli con parémetro 7;. Por lo que la 

verosimilitud, considerando una m.a. {z,,7 = 1,...,m} es, 

f(z) = aL ma), (1.27) 

que se puede reescribir de la siguiente manera 

mG 
)) (1.28)   F(25™) = (1 ~ mi) expla: log(7— 

de esta tiltima expresién es posible determinar que la forma canénica del parémetro 

de localizacién para esta distribucidn es 0, = log (x35). 

 



34 

Si se tuviera una muestra de n observaciones con este comportamiento se tendria 

una distribucién Binomial, donde la variable aleatoria seria el ntimero de éxitos en la 

muestra, es decir Y = 2, Z,, y cuya forma analitica estaria dada por 

( ™ } a¥(1 ~- a)P-¥ 

y (1.29) 
exp [viet +nlog(1 — x) + log ( , )) . 

I f(ysp) 
ll 

Ahora, si se tuvieran N variables independientes Y1, Yo, ..., Yy correspondientes 

al ntimero de sucesos en N diferentes subgrupos o estratos y cada Y, tuviera una 

distribucién Binomial con pardémetros n,,7, la funcién de log-verosimilitud estaria 

dada por 

N Ny 
Uy. TING Yi Yn) =% atte) ms ( ) 

= ve 

y por tanto la funcién liga canénica es: 

  tog ( =.) = By + fax 

con x una. variable explicativa, de aqui surge la Hamada funcidn logit: 

logit(a,) = (1.30) 

  

y este es un modelo propuesto para describir la respuesta media + = a(x) a través 

de un conjunto de variables explicativas (a1,..,¢m) = g* usando un modelo lineal 

generalizado. Como lo que interesa realmente es mostrar una relacién que explique 

la probabilidad por cada subgrupo se tiene 

= OP (Ho + Btn + + Bein) (1.31) 
7 TF exp + Bian +... + Bite) 

Sih = XB, 2.y 

L= —£xPn) (1.32) 
1+ exp(n,)
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el cual recibe el nombre de modelo logistico lineal, que pertenece a la familia de los 

MLG. 

Distribucién Poisson. La distribucién Poisson en muchas ocasiones se usa 

para modelar la ocurrencia de eventos raros, por ejemplo, el numero de nuevos casos 

de céncer de mama desarrollado en una cierta poblacién y en un cierto periodo de 

tiempo. La variable Y en este caso es una variable de conteo de eventos ocurridos 

para cada uno de los subgrupos, que a su vez, estan descritos por un conjunto de 

variables predictoras 21,..,2%- Si se tienen m subgrupos y se denota con i, el tiempo 

de ocurrencia de los eventos de interés para todas las personas en cada subgrupo 7, 

ademds B= (/So, ..-, Gx)’ es un conjunto de pardmetros desconocidos y A(ei, 8) alguna 

funcién especifica de x, y 8, que denota la tasa de falla por unidad de tiempo basico 

para el subgrupo i, entonces el ntimero esperado de fallas en el i-ésimo grupo es: 

E(yi) = ts = LA(t, B) 4 

  

con A(z; 8) > 0. Bajo el supnesto de que Y, es una v.a. Poisson con media js, se tiene 

Aas, B))* exp ED Prly.Q) = PO = yip) = EOE oe 

donde y; = 0,1,... con ¢ = 1,..,”. Si se supone que ¥, es independiente de Y, con z 

diferente de 3, entonces la funcién de verosimilitud de estas variables estd dada por 

i L(Y; 8) M1 Py, (yi B) 
TI fain i expl—BR.beACC fh) 

Thy! 

donde E[¥] =4i = LA(a, 8) i= 1,..,n. Para encontrar el estimador de @ es nece- 

sario que se especifique el valor de la funcidén 4, en este caso, A(z, 2) = 2,8. Por 

lo general esta especificacién se realiza baséndose en el conocimiento y experiencia 

previos entre las relaciones de las variables bajo estudio. Después de darie e} valor a 

esta funcién se encuentra el valor de @ como se mencioné para el caso general. 

Riesgo. En epidemiologia la probabilidad de que ocurra una enfermedad du- 

rante un periodo de tiempo dado, también conocido como el riesgo de ocurrencia de
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la enfermedad, es el ntimero de nuevos casos de Ja enfermedad que ocurren en este 

periodo de tiempo, expresado como una proporcién de la poblacién en riesgo. En 

un estudio de cohorte donde una muestra de la poblacidn en riesgo es monitoreado 

para determinar la incidencia de la enfermedad, el riesgo puede ser determinado di- 

rectamente de la proporcion de individuos en la muestra que desarrollé la enfermedad 

durante el signiente periodo. Los riesgos se expresan de manera mas conveniente 

como tasas de incidencia por unidad de tiempo. 

Cuando se comparan riesgos, una diferencia entre riesgos se Je conoce con el nom- 

bre de diferencia de riesgos. La diferencia de riesgos para individuos de la muestra 

expuiestos a un cierto factor contra no expuestos al mismo factor se define como 

RD=P,— Py. 

donde F, es el riesgo. Otra forma de comparacién de dos riesgos es el cociente de 

riesgos 0 niesgo relative, 

Una medida de asociacién empleada frecuentemente en muchas investigaciones 

epidemioldgicas es el cociente de riesgos o riesgo relativo. El riesgo relativo para 

expuiestos contra no expuestos se define como 

A 
RR= Be 

En otras palabras, el riesgo relativo es la posibilidad de enfermedad en aquellas 

personas expuestas al factor de riesgo, relativo a aquellas que no estén expuestas al 

riesgo. Este representa cudntas veces es més probable que la enfermedad ocurra en 

el grupo expnesto comparado al grupo no expuesto. 

Si un riesgo se expresa en términos de un momio mas que en término de proba- 

bilidades, el cociente de momios para los expuestos contra los no expuestios se define 

como 

b= P= P) 
~ Paf (1 ~ Pa)” 

El & es claramente el cociente de momios de la enfermedad en aquellos expuestos 

al factor riesgo con respecto a los momios de la enfermedad entre aquellos quienes no 

estan expuestos al factor riesgo.
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El propésito principal de estimar riesgos es ser capaz de hacer comparaciones entre 

el riesgo de la enfermedad en diferentes niveles de un factor de exposicién y de esta 

forma explicar la asociacién entre la enfermedad y el factor de exposicién. 

£s importante contemplar todos las posibles variables que se creen influyen en 

el riesgo de interés que se pretende estimar, debido a que si no se contemplara una 

variable de confusién que fuera transcendente en la estimacién del cociente de momios, 

lo que se obtenga como estimacién sera incorrecto, 

Por la forma en que se plantea el riesgo, es natural pensar que un modelo que 

ayude a dar una estimacién del mismo sea e} modelo logistico, es decir, una relacién 

de la forma: 

  logit(p,) = log(; a) = Bo + A Xreb, ony +P Xt. (1.33) : 
Una de las razones para usar el modelo logistico lineal en el andlisis de datos de 

estudios etiolégicos, es que los coeficientes de las variables explicativas en el modelo 

son interpretados como el logaritmo del cociente de momios, en el caso de un factor 

de exposicién dicotémico. 

Cuando sdlo se tiene una variable explicativa con dos niveles, el cociente de momios 

de la enfermedad para un individuo expuesto relative a uno no expuesto es 

  

Pe 
poe fe = SPS) exif.) (1.34) 

Toe exp(6o} 

y por lo tanto 6, = log(w) es el logaritmo del cociente de momios. 

  

   

En el caso de tener un factor de exposicién politémico el cociente de momios de 

la ocurrencia de la enfermedad para individuos en el i-ésimo grupo de exposicién 

relativo al primer grupo no expuesto esté dado por 

(1.38) 

  

Si se trata de un variable explicativa continua, en este caso la interpretacién 

cambia. Por ejemplo, considere un cociente de momios para la enfermedad de un 

individuo que tiene el valor x de la variable explicativa, de esta forma el cociente de
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momios con respecto a un individuo que tiene el valor de la misma variable dado por 

z+r, es el signiente 

be exp(Oo + Bila +7)) 

exp(So + (211) 

aqui rf se interpreta como el cambio estimado en el logaritmo del cociente de momios 

= exp(71) (1.36) 

cuando 2 se incrementa en r unidades. 

Lo anterior muestra que cuando una variable continua C es incluida en el modelo 

logistico lineal, el riesgo relativo aproximado de la enfermedad cuando X cambia r 

unidades no depende del valor actual de X. Por ejemplo, si X fuera la edad, el 

riesgo relativo para im individuo a edad 55 con respecto a un individuo de edad 50 

serfa el mismo que para una persona de edad 15 con respecto a una de 10. Esto 

es por que se supone que hay una relacién lineal entre la transformacién logistica 

de la probabilidad de que ocurra la enfermedad y la edad. Para evitar que esto 

ocurra se propone: primero verificar si realmente existe una relacién lineal, en caso 

de que no sea propones una categorizacién de la variable continua, de tal forma que 

cada categorfa corresponda a diferentes valores de la variable continua o bien usar 

transformaciones de la variable por ejemplo, ja variable al cuadrado o la variable al 

cubo. Cuando se tiene mds variables explicativas la interpretacién de cada. coeficiente 

se hard suponiendo el mismo nivel para el resto de las variables explicativas. 

Si se tiene una variable x dicotémica exp(() representa el cambio de estar con el 

grupo de no expuestos {x = 0) al cambiar al grupo de exposicién (a = 1). 

Ejemplo: si se tiene un modelo Poisson con liga candénica y X es una variable 

dicotémica, se tiene como resultado 

log(y;) = Bo + Bix: 

exp(G;) % = 1.02 

la interpretacién serd que existe un incremento porcentual del 2% en el valor de y 

tl 

cuando x pasa de un valor cero a un valor uno. 

En el caso de tener una variable x politémica, exp(@;) representa el cambio por- 

centual de estar con el grupo de no expuestos (x = 0) al cambiar al grupo de exposicién 

2 (a = 7).
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Cuando a es continua, exp(A;) representa el cambio porcentual en y cuando x pasa 

de x ax+1, y de la misma manera se puede observar qhe no depende del valor de 2. 

“Offset” 

Un recurso comiinmente usado en modelos lineales generalizados es el uso de un 

“offset”, el cual es un componente del predictor lineal conocido y con coeficiente uno. 

Un “offset® es redundante para los modelos lineales con distribucién Normal, ya que 

uno puede simplemente trabajar con los residuos. Un “offset” permite una cierta 

forma de anélisis residual para modelos lineales generalizados; nosotros podemos e- 

valuar la contribucién de términos adicionales mientras permanezcan fijos aquellos 

que ya han sido ajustados. En una situacién de muestreo estratificado, los “offsets” 

pueden ser usados para corregir el muestreo desbalanceado. En el caso del modelo 

poisson un offset, puede ser usado cuando el recorrido de la variable respuesta es finito. 

El “offset”? sera el valor méximo que puede alcanzar la variable respuesta.
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Capitulo 2 

Modelos Aditivos Generalizados 

2.1 Introduccidén. 

En el segundo capitulo se realizé una revisién de los modelos lineales generaliza- 

dos que son una generalizacién de los modelos lineales. En estos modelos los efectos 

predictores se suponen lineales en los parémetros. Sin embargo, la distribucién de las 

respuestas no es sélo una distribucién Normal sino cualquier elemento de'la familia 

exponencial. 

Se vio cémo muchos de fos modelos usuales caen dentro de esta clase, por ejem- 

plo, el modelo logistico lineal para datos binarios y modelos log-lineales para datos 

categéricos. 

En este capitulo se presenta una extensién de la clase de modelos lineales gene- 

ralizados. Harnados Modelos Aditivos Generalizados. Se verd que su estimacién esté 

basada en un método iterativo de regresién, de la misma manera como sucedié en la 

estimacién del modelo lineal generalizado; en particular, sdlo se remplazaré el paso 

de regresién lineal por un paso de regresién aditiva no paramétrica. E] algoritmo se 

conoce con el nombre de puntajes locales.
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2.2 Suavizadores de dispersién (Scatterplot smoo- 

thers). 

Se mencioné en el capitulo dos cémo el modelo de regresién lineal ha sido una de 

las herramientas mas utilizada dentro de la estad{stica debido a las carateristicas que 

lo conforman, sin embargo, en muchas ocasiones no es facil asegurar que la relacién 

entre las variables explicativas y la variable respuesta sea de una forma lineal. A 

este respecto existen los métodos de diagndstico ver por ejemplo: Cook y Weisberg, 

1982, que nos ayudan a decidir si la relacién es o no lineal y ademas nos pueden 

sugerir el tipo de relacién. De aqui surge la necesidad de una herramienta estadistica 

que permita “hablar a los datos” y de esta forma descubrir qué clase de relacién se 

esta presentando. La idea detrés de un suauzador (smoothing) es tratar de exponer 

la dependencia a través de una funcidn entre las variables explicativas y la variable 

respuesta sin imponer un cierto comportamiento paramétrico lineal del cual no se 

tiene la certeza. 

Se dice que un suavizador es una herramienta que resume la tendencia de una 

respuesta Y como una funcién de uno o més predictores 2), ..., in, este produce un 

estimador que es menos variable que la misma. variable respuesta, de aqui el nombre 

de suavizador. Una propiedad de un suavizador es su naturaleza no paramétrica, 

es decir, no supone una forma rigida de la dependencia de Y sobre (2, ...,2n), por 

esta razén, un suavizador es, con frecuencia, referido como una herramienta para la 

regresién no paramétrica. En el caso de wn sdlo predictor se le conoce con el nombre 

de suavizador de dispersién. 

Definicién: Un suavizador de dispersidn se define como una funcién dex, y cuyo 

resultado es una funcién s = S(ylx) cuyo dominio son los valores de x. 

donde y = (yt, ..;Yn)* es la variables respuesta y « = (z1,....0n)' es la variable 

explicativa o predictor, cada y y 2 son medidas de las variables Y y X respectivamente. 

En particular no es necesario suponer que los pares (z,, yi) provienen de una muestra. 

aleatoria de alguna distribucién conjunta. 

Un uso que generalmente se les da a los suavizadores de dispersidn es la de estimar 
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E(yle = 2,). 
El snavizador de dispersién tiene dos usos principales: 

1. Bl primero es el uso descriptive. Un suavizador de dispersién se pude usar 

para realzar la apariencia visual de la gréfica Y vs X; es decir, ayuda a identificar 

visnalmente la tendencia de la grafica. 

2. El segundo uso es estimar la dependencia de la media de Y sobre los predictores. 

De esta forma sirve como un cimiento para la estimacién de los modelos aditivos, que 

se explicarén mds adelante. 

Al usar un suavizador es necesario tomar en cuenta dos requisitos: 

1) Conocer cémo promediar los valores de la respuesta en cada vecindad. 

2) Conocer qué tan grande debe de ser la vecindad. 

Una primer pregunta que surge al usar un suavizador es jqué clase de suavizador se 

debe usar?, Existe un cierto ntimero de técnicas de snavizamiento y en general no hay 

una recomendacién técnica para elegirlo, debido a que existen pocas comparaciones 

sistemdticas dentro de la literatura. 

La segunda interrogante se relaciona con el problema de sesgo-varianza ya que 

vecindades grandes hacen que el estimador tenga una varianza pequefia pero un sesgo 

grande y viceversa cuando se trata de una vecindad pequefia. En los suavizadores el 

tamajio de la vecindad se expresa directamente a través de un parémetro de suaviza- 

miento. 

El suavizador de dispersién es una herramienta bdsica en el modelo aditivo gene- 

ralizado, esto se veré més adelante, mientras tanto, se describirdn brevemente algunos 

de los suavizadores més usados. 

Tipos de suavizadores de dispersién: 

1. Suavizador binario (bin smoothers). Este suavizador, conocido con el 

nombre de regresograma, particiona el rango del predictor en un cierto ntimero de 

regiones disjuntas y exhaustivas para después promediar las respuestas en cada regién. 

Es decir, se parte en k regiones el dominio de z, cy) < ... < cy donde cy = —oo y 

Cy = +00. Entonces definimos los indices de los puntos en la region k-ésima como 
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Re = {i;en <2. < Chai }ik =0,.,K - 1. 

Asi, este suavizador queda definido como: 

s = S(ylx), s(x) = aveien, (yi) 

si zp € Ry. y ave significa el promedio en la vecindad R,. Tipicamente si el ntimero 

de regiones es k = 5, por ejemplo, se eligen los puntos de corte tales que existan en 

cada intervalo un niimero igual de puntos en cada regidn. 

Por la forma en que est: definido este suavizador claramente se ve que no es muy 

suave por que el estimador brinca en cada punto en el que se corta la regién. 

2. Suavizador de media mévil y suavizador de nea mévil (Running- 

mean y running line-smoothers). 

El suavizador de media mévil necesita que se defina una vecindad alrededor del 

punto de interés 2p, donde xo es un punto en el dominio de z,. Para esto se eligen k 

puntos a la derecha y & puntos a la izquierda de 2;, 

En caso de que no se pitdieran tomar exactamente k, se toman los que estan 

disponibles. A esto se le conoce como vecindad simétrica mds cercana. La media- 

mévil se define como 

8(2,) = avejens(z,)(¥s) 

con ave nuevamente como el promedio pero en este caso en la vecindad N*(z,). 

Una. definicién mds formal de esta vecindad N° es la siguiente 

N®(x;) == {madx(i ~ k,1),...,i — 14,7 + 1, ....min(i + k,n)} 

A este suavizador también se le conoce como promedios méviles y es popular en 

series de tiempo. 

En ciertos casos, es comtin encontrar que este suavizador presenta un problema 

por el sesgo. Asf que una simple generalizacién de este suavizador es calcular la linea 

de minimos cuadrados en lugar de una media en cada vecindad, en este caso se tiene 

un suavizador linea mévil y se define por 

3(%0) = &(2%) + B(e0)x0 
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donde 4. v B son los estimadores de m{nimos cuadracos con los valores de % YZ que 

se encuentran en la vecindad N*(ap9). 

Se puede observar cémo el parémetro k controla la apariencia del suavizador de 

linea mévil y también del de media mévil, valores grandes de k producen curvas suaves 

mientras que valores pequefios producen curvas més accidentadas. Es conveniente 

pensar en términos de w = (2k + 1)/n que es la proporcién de puntos en cada 

vecindad y es conocido con el nombre de span. 

Seleccién del span y el intercambio de sesgo varianza. 

Como se vio anteriormente, el suavizador requiere de la eleccién de un tamaiio de 

span w. Veamos que ocurre en los casos extremos; primero cuando w = 0, B(x) es 

solo y,. en este caso, no se tiene un buen estimador por que tiene una varianza grande 

y¥ no es suave. Si w = 2.0 se tiene una vecindad que contiene a todos los puntos, 

y por tanto, se tendria en este caso que 3(-) es la recta de regresi6n de minimos 

cuadrados. En este caso se tiene una funcidén muy suave y por tanto no describird 

la curvatura correspondiente a Ja funcién de interés, es decir, seré sesgada. De esta 

forma el span deberd ser elegido entre 2.0 y @ siempre pensando en un intercambio 

_ de sesgo y, varianza. 

Se puede derivar para este propésito un criterio basado en los datos. Si se consid- 

era el estimador de E(Y|X) como un minimizador empirico del error cuadrdtico de 

prediccién 

PSE = E(Y — s(X)) 

o eqnivalentemente el error cuadrético medio 

MSE = E(E(Y|X) = s(X))*. 

Sea 3,,(2,) el suavizador con span de tamafio w en :t,. Entonces la validacién cruzada 

de la suma de cuadrados se define por CVSS(w) = (1/n) x (y — 3(z,))*. Es posible 

mostrar que E(CVSS(w)) * PSE, usando el hecho de que ',(x,) es independiente 

de y,. Entonces es razonable elegir el span que produzca el valor mas pequefio de 

CV8S(w). 

  

 



45 

3. Suavizador de kernel (Kernel smoothers). 

Un suavizador de kernel usa un conjunto de pesos locales explicitamente definidos 

por el kernel elegido, para producir el estimador en cada punto objetivo. Usualmente 

un suavizador de kernel usa pesos que decrecen en una forma suave conforme uno se 

aleja del punto objetivo. 

El peso dado en el j-ésimo punto para producir el estimador en 9 se define por 

Sog = Gat[*|) 

donde d(t) es una funcién par decreciente en |é|, el parémetro es el ancho de la 

ventana y Cy es una constante que se elije de tal forma que la suma sea uno. Un 

candidato natural para d es la densidad Normal estandar. Otro kernel popular es el 

kernel de Epanechnikov dado por: 

att) =) HL~ PM) para sh 
0 en otro caso. 

Las investigaciones realizadas a la fecha sugieren que la eleccién del kernel es relativa- 

mente poco importante comparado con la eleccién del ancho de la banda. En general 

se dice que el suavizador de Kernel presenta sesgo en el desarrollo de los puntos finales. 

4, Suavizador de spline ctibico. 

Este suavizador surge como un problema de optimizacién. El problema que da 

origen a este tipo de suavizador es el siguiente: 

Encontrar la funcién f(z) entre todas aquellas finciones que tengan segunda 

derivada continua y que minimizen la suma de cuadrados penalizados del residuo, 

es decir, aquella funcién f(x) que minimize la expresién: 

n b 

Su serra f {Foy ae 
wt tl 

donde \ es una constante fija ya < 2 < .. < a, < 6. El primer término mide 

la cercania a los datos mientras que el segimdo término penaliza la curvatura en la 

funcién. Es posible mostrar que la solucién a esta ecuacién es un spline ctibico natural 

con puntos claves(nudos) en los valores \inicos de z,.
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El parémetro  juega el mismo papel que el span en el suavizador de linea movil, 

es el parémetro de suavizamiento y controla el intercambio entre fidelidad de los datos 

y el suavizamiento. Valores grandes de \ producen curvas més suaves mientras que 

valores pequefios producen curvas accidentadas, En el caso de que A — 00 el término 

de penalizacién domina, forzando a que f”(z) = 0 en cualquier lugar dando como 

resultado que la solucién sea la linea de mfnimos cuadrados. Por el otro lado cuando 

A = 0 el término de penalizacién es poco importante y da como consecuencia que la 

solucién tienda a interpolar los datos con funciones dos veces diferenciables. 

Algunos métodos de suavizamiento similares al que se acaba de describir necesitan 

de la especificacién de un pardmetro de suavizamiento. En Ja préctica es comin usar 

técnicas automaticas de seleccién, tales como validacién cruzada, las cuales son muy 

caras de instrimentar computacionalmente hablando. 

5. Suavizadores de regresién. 

Este tipo de snavizador usa regresiones de promedios méviles para predecir el 

valor en el centro de Ja ventana més que promedios médviles. Estos suavizadores se 

comportan usualmente mejor al final de los datos. 

6. Suavizadores para predictores multiples. 

En el caso de tener uma regresién multiple el problema que surge es; ajustar una 

superficie p-dimensional en Y. Para los primeros dos suavizadores descritos anterior~ 

mente lo que se necesita tinicamente es una definicién de la vecindad més cercana 

de un punto en un espacio de dimensién p. Esto se puede determinar usando la 

distancia Euclidiana, ma vez que se tiene determinada la vecindad la generalizacién 

de la media mévil es inmediata sélo resta estimar la superficie en el punto objetivo 

promediando los valores de la respuesta. 

Se han propuesto muchas alternativas para generalizar el suavizador de dispersién 

para el caso de regresién multiple. Una generalizacién inmediata es usar una superficie 

suavizada. Friedman y Suetzle (1982), entre otros, puntualizan los problemas de 

dimensionalidad que toman lugar cuando se usan superficies-suavizadoras. Esencial- 

mente por que todos los suavizadores basan sus estimaciones en el promedio dentro 

de una vecindad. En grandes dimensiones, el encontrar vecindades suficientes no 

es un problema facil, por lo que estos mismos autores han propuestos la técnica de



47 

projection pursuit como una alternativa. 

2.3. El modelo aditivo generalizado 

Los modelos aditivos generalizados son una nueva clase de modelos de regresidn 

flexible, los cuales retienen la interpretabilidad provista por la estructura aditiva, 

sin forzar a una cierta forma paramétrica rigida de dependencia sobre variables ex- 

plicativas que no se pueda justificar: Trevor y Tibshirani han sido los pioneros en la 

modelacién aditiva y su libro Modelos Aditivos Generalizados 1990 provee una fuente 

de informacién sobre el tema. 

El modelo aditivo generalizado en relacién a un modelo lineal generalizado, difiere 

en que en lugar de suponer una dependencia sobre una suma. de predictores lineales, 

se swpone que la respnesta tiene una dependencia sobre una suma de funciones de 

los predictores cuya caracteristica primordial es que son funciones suaves. Es decir, 

que un predictor aditivo, a +L, fj(x;), reemplaza al predictor lineal, o + 2 2;8;. 

Especificamente, supongamos que la respuesta Y tiene una distribucién en la familia 

de dispersién exponencial con media p = E[Y|X,, ..., Xp] ligado al predictor a través 

de: 

als) = at 37 f(xy). (2.1) 
j=l 

La estimacién de a y f,,.., fp se pueden Hevar acabo en forma iterativa. Aqui se 

presentan dos de las técnicas més usadas para su estimacién; una es el procedimiento 

de prntajes locales, que usa suavizadores de dispersién para generalizar el proced- 

imiento usual de puntajes de Fisher para calcular el estimador mdéximo verosimil, 

y el método de estimacién de verosimilitud local. Ambas técnicas han sido com- 

paradas en varios documentos a través de ciertos ejemplos y se ha encontrado que 

las funciones estimadas son muy similares, la tinica diferencia es la velocidad en el 

calculo, dando como resultado que el del método local de puntajes sea més répido 

computacionalmente. 

Usos del modelo: es posible usar las funciones estimadas para sugerir transfor- 
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maciones paramétricas de las covariables. Una técnica més tradicional para este 

propdsito es el uso de residuos y gréficas de residuos parciales, en este caso las no- 

linealidades se detectadan en una de las covariables mientras que las otras se conser- 

van lineales. En el caso del modelo aditivo generalizado se pueden detectar todas las 

no-linealidades simultdéneamente. 

2.3.1 Estimacién de los pardmetros del modelo aditivo gene- 

ralizado. 

Estimacién del modelo a través del algoritmo de puntajes locales. Con- 

sideremos un modelo de regresi6n basado en una verosimilitud con una covariable. 

Supongamos ademas que las parejas de datos (21,41), .-; (ta: Ya) son realizaciones 

independientes de las variables aleatorias X y Y. También supongamos que dado 

X =x, Y tiene una densidad 

Y|X#a ~ Alyn) 

debido a que 7 es una funcién de x, algunas veces se escribe n(x), para enfatizar. 

Denotemos la log-verosimilitud con l(n,¥). Para estimar n(-) bastard maximizar 

s U(n(x,), yi) sobre {79(x1), n(x2), ....7(@n)}. Sin embargo esto no es suficiente porque 

no obliga al estimador a ser suave, ya que por ejemplo en el modelo logistico (2) = 00 

si y, = 1 y es -co si y, = 0 y las probabilidades estimadas son simplemente las y,’s 

observadas. 

Una solucién al problema, es elegir #(.) que maximice la esperanza de la log-ve- 

rosimilitud, es decir 

B(iA(@), Y)) = max B(U(n(2), ¥)) (2.2) 

donde la esperanza estaré dada sobre la distribucién conjunta de X y Y (Hastie, 

1984). Es decir se esta eligiendo el modelo que maximice la log-verosimilitud entre 

todas las posibles observaciones futuras. 

En el caso de la familia exponencial de dispersion, la solucién se puede encontrar 

usando la distancia de Kullback-Leibler como la generalizacién del error cuadratico.
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Esta mide la distancia entre densidades. La distancia entre un modelo con el ver- 

dadero pardmetro 7° y uno con un pardmetro 7 se define como: 

AY, 0") 
a(n) 

Esta equivalencia se considera como una medida de distancia entre los dos parémetros 

  k(n’, 9) = Er log }. 

nt y 7, © avin la media asociade y* y py. La siguiente descomposicién para el error 

cuadratico y para la distancia de Kullback-Leibler se puede derivar facilmente. 

BX(Y — a°(X))"] + E(w'(X) ~ w(X))"I (2.3) 

ERY ~ w(X)| + EK[e"(X) - 2(X)} (2.4) 

EUY — w(2))?] 

EKIY ~ p{a)} 

{I 
i 

donde j:(a) es la verdadera media condicional. De las expresiones anteriores se puede 

determinar que el mdximo se encuentra cuando p*(X) = p(X), siempre y cuando 

no existan restricciones sobre el valor de la media. En el caso de la distribucién 

Normal, la distancia de Kullback-Leibler es la raiz cuadrada del error cuadrdtico 

medio. Debido a que EK([Y ~ »(X)] = Ell(y,Y)] — EU, 2], por lo que se tiene 

que ésto es equivalente a maximizar la esperanza de la log-verosimilitud, resultado 

que coincide con el caso general. : 

La esperanza de la log-verosimilitud también ha sido utilizada por Brillinger 1977 

y Owen 1983. 

Derivacién de las técnicas de estimacién via la esperanza de la log-vero- 

similitud. Una manera simple de estimar 7(-) seria suponer una forma simple para 

n(z), igual a n(x) = Bo + G:x1. Entonces se estarfa encontrando la funcién lineal n(x) 

més cercana, en el sentido de la distancia de Kullback-Leibler a n*(x). La esperanza 

en la ecuacién (2.2) podré ser remplazada por su andloga muestral y la expresién 

resultante maximizada sobre (i y (1. Esto no es més que la estimacién de maéxima 

verosimilitud esténdar. 

Consideremos ahora que no se quiere suponer una forma paramétrica para n(x). 

Derivando la ecuacién (2.2) con respecto a 7 se tiene
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al 
Ely, ltlate) =0, 

suponiendo que la esperanza y la derivada se puede intercambiar (condiciones de 

regularidad) y dado un estimador inicial n(x), la primer expansién de la serie de 

Taylor sobre n(x) da el estimador mejorado 

Me) = nfo) - amet 25) 
E( Sale| 

incluyendo a (x) en el operador de esperanza condicional se tiene: 

a 

(2) = ete) - ign id . (2.6) 

  

Esto da una manera. para estimar 7(-) en la prdctica. Dado un estimador inicial n(x) y 

remplazando la esperanza condicional por un estimador, en particular un suavizador 

de dispersién, de la ecuacién (2.6) se obtiene un nuevo estimador. De esta manera al 

tener una muestra el algoritmo resulta ser 

n(x) = snavizador ns - aE (2.7) 
suavizador( |x) 

Debido a que la varianza de cada uno de los términos en los corchetes es aproxi- 

madamente E( #1), el suavizador podria usar pesos tales como suavizador( 25 |z)~! 

para una estimacion eficiente. 

El algoritmo de datos consiste en repetidas iteraciones de la ecuacién (2.7) parando 

cnando el cambio en la devianza sea muy pequeiio. 

En el caso de la familia exponencial es posible simplificar la ecuacién (2.6) de la 

siguiente manera: 

Boe) 
B= wai) -(ay es 

| 
Hl 

a
>
 

eS
 

BIH



51 

con V la varianza de Y en = fi, entonces 

on m(a) = B [nt + -gh 

  

Haciendo la sustitucién por el mismo estimador que en la ecuacién (2.7), el cual 

es un suavizador de dispersin se tiene 

ni (2) = suavizador [re +(¥ -#) 7 

con, pesos (Byv. 

2.3.2 Estimacién del modelo en el caso miltiple. 

Modelo aditivo Antes de presentar la estimacién del modelo para el caso multiple, 

se introducird el modelo aditivo brevemente y el algoritmo que se utiliza para la 

estimacién de sus pardmetros, debido a que este algoritmo es una parte fundamental 

en el algoritmo que se utiliza para la estimacién de los pardmetros en el modelo aditivo 

generalizado, conocido como algoritmo de ajuste. 

Si se tienen p covariables representadas por el vector X = (X1,X2,..,Xp), wn 

modelo general que especifica E(Y | X = x) = pw y g(u) = n(x) donde 7 es una 

funcién de p variables es 

Y = 7(X) +e 

donde (2) = E(Y | X = x), Var(Y | 2) = 0? y los errrores ¢ son independientes de 

X. El objetivo es estimar 7(a). Si se usa el criterio de minimos cuadrados, E(Y — 

n(X))?, el mejor estimador para n(x) es E(Y | X = 2). En el caso de una sola 

covariable la E(Y | X = x) es estimado por un suavizador de dispersién. El cual en 

su forma més cruda es el promedio de aquellos y’s en la muestra para los cuales x, es 

cercano a x. 

Se podria pensar en hacer algo similar para el caso multivariado, es decir, prome- 

diar las y, para las cuales x; es cercano a x. Sin embargo los suavizadores no funcionan 

bien en grandes dimensiones.
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Como se ha mencionado, la varianza de un estimador depende del ntimero de pun- 

tos en la vecindad. Sin embargo, el encontrar vecindades implica un mayor esfuerzo, 

ademds que el estimador ya no es local y puede resultar ser severamente sesgado. 

Esta es la motivacién principal para el modelo aditivo n(x) = fo +> f;(;)- 

Cada funcién se estima por suavizamiento en una sola coordenada; se pueden 

incluir puntos suficientes en la vecindad para conservar una varianza pequefia de los 

estimadores y, atin més permanecer local en cada coordenada. Por supuesto, el mismo 

modelo aditivo puede ser un estimador sesgado de la verdadera superficie de regresién, 

pero este sesgo es mucho menor que él que se produce por suavizadores en grandes 

dimensiones. El modelo aditivo es una generalizacién del modelo lineal estandar y 

esto permite la interpretacién facil de la contribucién de cada variable. 

El modelo aditivo sustituye la esperanza condicional de Y expresada de la siguiente 

manera 

EY |X1, Xay 0, Xp) = Bot Bi X1+,...,+8-Xp (modelo de regresién usual) 

por 

E(Y|X,, Xo, +) Xp) = fot ys f(23) (modelo aditivo) (2.8) 
jek 

donde las f;(-)'s son funciones suaves estandarizadas tales que E(f,(X;)) = 0 para 

todo j = 1,...,p. 

Para motivar el algoritmo de estimacién suponga que se tiene el modelo Y = 

fot & fi(X3) + y que se conoce el valor de fi(-), 1 fi) final), 1 fp). Si se 

definen los residuos parciales como 

— (fot 37 fel Xx)) 
kAy 

entonces E(R,|X,) = f,(X,) y minimiza E(Y — fo- z fr( XJ). Por supuesto, no 

se conoce el valor de las f;(-)/s, pero esto da una forma de estimacién para cada 

AQ) sdados los estimadores { fil),t # Jz}. El procedimiento iterativo que resulta se 

le conoce como algoritmo de ajuste (Friedman and Suetzle, 1981) y queda expresado 

como:
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Algoritmo de ajuste 

Inicializacién: fy = E(Y), fi) = AO =. =RO=0, m=0 

Tteraccién: m=m+1 

hacer para j=l hasta Pp 

Ry=¥— fo EM) EM) 
k=l key 

fP'(X) = E(R, | Xj) 
parar hasta que: 

RSS = EY ~ fo- z f™(X;))? —_ comience a decrecer o ya no 

decrezca. 

f7"(-) denota el estimador de f,(-) en la m-ésima interaccién. Note que por centrar 

¥ al inicio, se garantiza que E(f7"(X;)) = 0 en cada etapa. Es claro que RSS no 

se incrementa en otro paso del algoritmo y por ello converge. Para muestras finitas, 

remplazamos Ja esperanza condicional en el algoritmo de ajuste por sus estimadores, 

los suavizadores de dispersién. Breiman y Friedman probaron que: 

o Para una clase restrictiva de suavizadores, el algoritmo converge 

o Para una clase menos restringida, el procedimiento es consistente en media 

cuadratica. 

En regresién mtiltiple es necesario preocuparse por la colinealidad de las covaria- 

bles cuando se interpretan los coeficientes de regresién; sin embargo, la “concurvided” 

(concurvity), término para. denotar la colinealidad en los modelos aditivos, ha tenido 

peores implicaciones cuando se trata de interpretar las funciones individuales en el 

modelo aditivo (Hastie, 1990). 

Si el propésito del andlisis es predecir. Estos problemas son poco importantes. 

Ajuste de un modelo aditivo generalizado Por !o dicho en la seccién anterior 

la atencién se ve restringida a un modelo aditivo, es decir, a un modelo de la forma 

nla) = for 32 £(X))- (29) 
jal
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Si Z = n(a)+(Y - py(®) en la ecuacién (2.6) entonces se tiene un modelo de la 

forma 

W(x) = E (Zhe) (2.10) 

que es un miembro del modelo aditivo, donde Z juega el papel de Y, asf, para estimar 

los f;(-)'s se ajusta un modelo de regresién aditiva para Z, tratando a esta como la 

variable respuesta Y en (2.8). Esta es la motivacidn principal para el algoritmo general 

de puntajes locales que para el caso exponencial es el siguiente
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Algoritmo general de ajuste (puntajes locales) 

Me
s 1) Inicializar oe = g( 4); fp =... = fp = 0,m =0. 

i nl ‘e 
m-m+i 

2) Construir una variable dependiente 

  

- m-— on : z= a} + (ye — uP) (ss) isdn 
: 

— P. TA mm a m—. 

con nf"? = a%-+ uA "(aq) y uP) = gan). 
3) Construir los pesos 

dn)? yy w= (sees) (wy 

donde V es la varianza de Y. 
4) Ajustar un modelo aditivo de pesos ponderados en 2; usando el 

algoritmo de ajuste con pesos w;, para obtener la funcidn estimada f}", el 

predictor aditivo 7, y el valor ajustado yy’. 

Caleular el criterio de convergencia 

2 — Fl 
A(t a) = Fy. 

& Isl 
j 

Un candidato natural para ||f|| es [|s{| que es la longitud del vector de 
evaluaciones de f en los » puntos muestrales. 

5) Repetir el paso 2) remplazando 7’ por 7! hasta que A(n} n°) sea 

menor que alguna cota establecida. 

E] algoritmo anterior esta representado para el caso mds simple del modelo com- 

puesto para una suma de términos univariados. Sin embargo, se puede extender para 

el caso general. Cualquier método de regresién multiple puede usarse en el paso 

de regresién, tal como superficies suavizadas, suavizadores, andlisis multifactorial de 

descomposicién de varianza o todos aquellos como componentes del modelo aditivo.
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Si la funcién liga es la identidad entonces z, = y, y el procedimiento es simplemente 

un ajuste aditivo de reasignacién de pesos de y, sobre x; donde los pesos cambian. El 

procedimiento de puntajes locales descrito aqui se aplica tanto a modelos de Ja familia 

de dispersién exponencial como a otros modelos que no pertenecen a esta familia. 

Las funciones suaves producidas por el procedimiento de puntajes locales se pueden 

usar como una descripcién de los datos, para prediccién o para sugerir transforma- 

ciones de las covariables. 

El procedimiento de puntajes locales es similar a otros métodos para estimar 

los modelos aditivos generalizados, por ejemplo, el de estimacién por verosimilitud 

local (Hastie, 1984 1984). La ventaja del método de puntajes locales sobre los otros 

métodos, es que es considerablemente més rapido. 

Otro algoritmo de estimacién de los pardmetros es el procedimiento de verosimili- 

tuct local que puede verse como un método empirico de maximizacién de E[l(n(x), Y)}. 

En lugar de derivar esta expresién, la escribimos de la siguiente manera E[l(n(x), Y)] = 

E(E[Un{z), Y)]X = x). Por lo que es suficiente maximizar E[l(n(x), Y)|X =z} para 

cada a, La receta correspondiente se encuentra de la siguiente forma; considere la esti- 

macion de n(x) en algiin punto x = x,, entonces un estimador de E[l(n(z), Y)|X = 2,] 

es 

BUlln(2), YX =a) = To Unley) 
JEN, 

donde k,, es el ntimero de datos en A, . 

Los algoritmos descritos aqui pueden usarse en cualquier modelo de regresién 

basados en una verosimilitud. Como un punto técnico, note que se estd ligando el 

predictor aditivo 7 = s8:(X,) a la distribucién de Y via 7 = g({u). En algin modelo 

que no pertenezca a la familia exponencial, 4 puede ser una funcién complicada del 

parametro del modelo, o bien, puede no existir. Entonces serfa deseable ligar 7 a algtin 

otro pardmetro de la distribucién. Esto ocurre en particular en el modelo de Cox, 

que no se describe en este trabajo, pero es posible encontrar una amplia informacion 

en (Hastie,1990).
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2.3.3 Algunos ejemplos 

El modelo gaussiano Para este modelo, 7 = yz entonces la ecuacién (2.7) se simpli- 

fica a 7)(a) =suavizador{y}, el algoritmo de puntajes locales se reduce a un suavizador 

de linea mévil de y sobre z. 

El procedimiento de verosimilitud local también arroja este resultado ya que el 

estimador maximo verosimil local es #(z.) = Bo + Buxi, donde Bo y Bu son los 

estimadores de minimos cuadrados para los puntos en la vecindad Nj. 

El modelo logistico Un modelo de respuesta binomial supone que la proporcién 

de sucesos Y es tal que n(z)¥ lx ~ Bin(n{z),p(z)) donde Bin(n(x), p(z)) se refiere a 

la distribucién Binomial con parémetros n(x) y p(x). La distribucién Binomial es un 

miembro de la familia exponencial con liga canénica g(p{x)) = log 4 = n(x). En 

el modelo logistico lineal suponemos n(x.) = Go + 61%, y los parémetros son estimados 

por maxima verosimilitud usando la técnica de puntajes de Fisher. La extensién suave 

de este modelo generaliza la relacién liga log 2S = (zx). El paso de puntaje local 

es 

y— P(e) i 
p°(x}(1 — p%(2)) 

con pesos n(x)p(a)(1 ~ p°(x)) ya que BE = Sergey, ¥ Ho = P°(2). 

7 (2) == suavizador{°(x) + 

2.3.4 Inferencia de los pardmetros 

Bandas del error estdndar. 

Cada paso del método de puntajes locales consiste de un ciclo de ajuste aplicado a 

la variable dependiente z, con pesos A = (yy dados por la matriz de informacién 

estimada, Ademés, si R es el operador de pesos en el ajuste aditivo y é = g entonces 

en convergencia 

f= RQG+ A) 
sea z = R(f + A-M&) entonces 
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La idea ahora es aproximar a z por una cantidad asintdticamente equivalente zo, 

suponiendo que el modelo es consistente. Para los célculos, estas cantidades se apro- 

ximarén a la covarianza de z por la de z . Calculando la expansién de primer orden 

de t% sobre el verdadero valor de jo se obtiene que z & z = Mo + Aj uy el cual tiene 

media 7p y varianza Aj'¢ » A7!¢. Como el predictor aditivo ajustado es Q= Rz 

donde z tiene covarianza asintética Aj‘ y como FR. no es un operador lineal debido a 

su dependencia a fi y ay a través de los pesos, entonces es necesario usar una version 

asintética de Ro. De esta forma se tiene 

cout) % Rod! RES 
RA*RT. 

Similarmente, 

cou(f,) = RsA RT 6, 

donde R, es la matriz que produce f, de z. En algunos modelos tales como el logistico, 

el pardmetro de dispersién ¢ es conocido y es igual a uno; en otros modelos, puede ser 

estimado, por ejemplo, por la media del error de la devianza (Hastie and Tibshirani 

1990). 

Las condiciones usuales de regularidad son necesarias, incluyendo consistencia. 

Consistencia implicitamente requiere que la cantidad de suavizamiento decrezca en 

una. tasa apropiada, Estos argumentos ayudan a mostrar que @ tlene una distribucién 

asintéticamente N (9, RoAg! RF 4). Recientemente Gu (1989) desarroll6 un argumento 

Bayesiano para aproximar fa distribucién posterior de 7, para una situacién en par- 

ticular que él consideré, en la cual usa suavizadores splines, y obtuvo C(nly) = 

N(@, RA™9). 

Grados de libertad Para generalizar los resultados para el modelo aditivo 

cuyos e1rores tienen una distribucién Normal, es conveniente usar la aproximacién 

asintética de la devianza
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Dyn) * W-BTATY~B 

x (2-A)T A(z -f)- 

Aplicando la misma definicién de grados de libertad del error a esta Ultima ex- 

presién se tiene 

dfe? =n —tr(2R~- R°ARA™). 

Si el modelo es insesgado entonces E(D) ~ df". De més interés es Ja diferencia 

en la devianza entre dos modelos anidados. Suponga que fh y 72 difieren por un sdlo 

término, por ejemplo, un término no paramétrico de 2. Si el modelo mas pequefio, 

qi, es correcto, entonces 

ED(isth)/o = E{D@st) - Dist) }/¢ 

wm tr(2Ry — RE A|R, Az") ~ tr(2Rp — RE ApR2 Ap") 

= df(t) — df" (hh) 

= df, 

debido a que el término del sesgo se cancela. Si el parémetro de dispersién ¢ es 

conocido, como en el caso de la Binomial o la Poisson entonces es posible aproximar la 

distribucién asintdtica de D(fp; fi) por una distribucién Xipers- Cuando el parametro 

de ruido es desconocido, una distribucién F es mds apropiada. 

Otra manera es usar la distancia de Kullback-Leibler para medir los errores de 

prediccién 

12 

pe = e{2 5 Doin} (2.11) 
donde Y° tiene la misma distribucién que y., ¥ fi. = fi(x*) es el ajuste aditivo basado 

en y. El estadistico AIC se define como 

AIC = Dy; fi)/n + 2dfg/n 

donde df = tr(R) hace que AIC sea asintéticamente insesgado para el error de 

prediccién en (2.11). Esta cantidad tiene la forma del criterto de informacién de 

Akaike, por ello el nombre de AIC.
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Seleccién del pardmetro de suavizamiento Existe wn mimero de métodos 

posibles para la seleccién automdtica de los pardmetros de suavizamiento en un mo- 

delo aditivo generalizado. Se discutirén algunos estudios aqui. 

Suponga que el modelo usa suavizadores lineales Sj, ...,5, con correspondientes 

pardémetros se snavizamiento Aj, ..., Ap. Sea fi;* el valor ajustado en el i—ésimo punto, 

obtenido al dejar el i—ésimo punto fuera de la muestra. Entonces Ja devianza de la 

validacién-cruzada se define por: 

CV = 
B
l
e
 n 

> Dye 7). 
" t=] 

En principio uno podria minimizar esta cantidad sobre A1,.., Ap, pero esto seria 

computacionalmente caro, reqniriendo 7 aplicaciones del procedimiento de puntajes 

locales por cada valor de Aj, .., Ap- 

Como en el caso més simple hay un nttmero de aproximaciones para validacién 

cruzada que son mas confiables computacionalmente. Como antes, denotemos por R 

los pesos de} ajuste-aditivo correspondiente a la tiltima interaccién del procedimiento 

de puntajes locales Se define ma devianza generalizada de validacién-cruzada 

oc £0h DOs) 
{1 — ir(R)/n}¥? 

Esto es posbile gracias a que en el tiltimo paso del paso de puntajes locales se 

GCV = 

puede considerar como un ajuste aditivo de pesos ponderados. 

Estimacidén de Ja funcién liga En los modelos hasta ahora se ha supuesto 

que la funcién liga es conocida, es decir, la funcién entre la media de la respuesta y 

el predictor aditivo. En algunos casos para incrementar la flexibilidad de los mode- 

los aditivos generalizados es de interés estimar la funcidn liga a partir de los datos. 

Por ejemplo, la funcién logit presenta una cierta simetria; g(u) = log{u/(l — u)}, 

g(1 — p) = —g(n). No es claro inicialmente cudnta simetria se puede suponer, y 

funciones ligas asimétricas tales como el complementario log ~log, puede ser una 

buena alternatival. 

Existen estudios que han sugerido funciones liga paramétricas, su estimacién ha 

sido desarrollada por modelos lineales generalizados, y puede ser fécilmente incorpo-
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rada a la estimacién de un modelo aditivo generalizado. La estimacién no-paramétrica 

de la funcién liga es posible a través de un procedimiento de Gauss-Newton llevando a 

uma versién generalizada del procedimiento de puntajes locales. Se ha experimentado 

con esta idea y se han obtenido éxitos limitados (Hastie, 1984); el algoritmo presenta 

ciertas inestabilidades cuando la estimacién de la funcién liga llega a ser muy plana o 

lisa (relajada). La regresién mondtona de splines puede proveer una base mds estable 

para la estimacién. 

2.3.5 Ajuste del modelo 

Analisis de devianza 

La devianza o el cociente de verosimilitud para un modelo ajustado fi esta definido 

por 

Dy; B) = AU temaxi y) — UA y)} 

donde fimax es el valor del pardmetro que maximiza U(1; y) para todo p. 

La devianza juega el papel de la suma de cuadrados de residuos para el modelo 

lineal generalizado, y puede usarse para juzgar el ajuste del modelo y para comparar 

modelos, en este caso la distribucién de la devianza se sabe que tiene una distribucién. 

asintdtica x?, 

Para el caso de los modelos aditivos generalizados y modelos no paramétricos la 

devianza sigue teniendo sentido como un medio para juzgar el ajuste del modelo a 

través de la comparacién de modelos. Sin embargo, la distribucién de la devianza 

para los modelos aditivos generalizados atin no esta justificada teéricamente y la 

distribucién x? se ha tomado sélo como referencia. 

Hay otras formas de hacer inferencia sobre ajustes aditivos. El modelo aditivo no- 

paramétrico puede verse como un diagndstico para identificar formas funcionales. Las 

funciones ajustadas pueden usarse para inspirar reparametrizaciones parsimoniosas 

de alguna variable, por ejemplo, el uso de logaritmos, inversas, términos polinémicos, 

etc. Otro medio es el uso del bootstrap para estimar la distribucién de la devianza 

para una variable explicativa bajo la hipstesis mula de que no esté presente.
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Capitulo 3 

Aplicacién 

8.0.6 Introduccién 

En este capitulo se ejemplifica la teorfa que se ha desarrollado, tanto para modelos 

lineales generalizados como para modelos aditivos generalizados (capitulo 1 y 2), con 

la ayuda de una base de datos observacionales de inasistencia a clases provenientes de 

una escuela del suroeste de la Ciudad de México y de los indices de contaminacién de 

la estacién de monitoreo ubicada en la misma escuela. La idea principal es mostrar 

al modelo aditivo generalizado como herramienta de diagnéstico para conocer el tipo 

de relaci6n que existe entre la variable respuesta y las variables explicativas, para 

posteriormente usar esta informacién en el ajuste de un modelo lineal generalizado. 

3.0.7 Presentacién del problema y la base de datos 

Los datos del apéndice 1 corresponden a una muestra, de tamafio 189, tomada en 

Ja escuela Alexander Bain ubicada al suroeste de la Ciudad de México. La poblacién 

en estudio fueron nifios de nivel preescolar de edad entre 3 y 5 afios. El objetivo 

general es conocer si existe una. relacion entre las inasistencias que se presentaron en 

la muestra y los indices de particulas de contaminacién pm25. 

F\ objetivo particular del estudio es identificar los factores de riesgo que influyen 

en el ausentismo, y por tanto, la investigacién natural es modelar el ausentismo como 

una funcidn de los predictores, Las medidas fueron realizadas diariamente. Se tienen
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un total de 189 observaciones con los registros en todas sus covariables completas. 

Los datos que se muestran en el apéndice 1 fueron proporcionados por la Dra. Silvia 

Ruiz quien fue un consultor en un proyecto del cual estos datos se tomaron. 

Por qué del estudio. La informacién que se presenta en el apéndice 1, corresponde 

a la zona suroeste de la ciudad de México como se ha venido mencionando. Dentro 

del Colegio Alexander Bain se encuentra localizada una estacién de monitoreo con 

domicilio en el Pedregal de San Angel,. Esta regién de la Ciudad se considera como 

una de las menos criticas, pues con frecuencia presenta los indices més bajos con 

respecto a contaminacién de particulas pm25. Y ademds se anexa la informacién 

de que los nifios que asisten a esta escuela son de un estrato social alto, por lo que 

realmente esperariamos que la influencia de la cantidad de partfculas en enfermedades 

respiratorias sea casi nula, ya que de lo contrario se estarfa en un estado critico de 

afectacién para la poblacién en general. 

Descripcién de la base de datos. La respuesta, referida como y, es el numero 

de nifios (0,1,2,3,..) de nivel preescolar de la edad entre 3 y 5 afios que no asistieron 

a clases por motivo de un padecimiento respiratorio. Los predictores disponibles son: 

la variable continua pm254 que corresponde a la cantidad promedio de particulas 

(ppm) que se observaron durante cuatro dias antes del registro de la observacidn, 

temperatura (tempmin, de tipo continuo) medida en grados centigrados correspondi- 

ente a la temperatura minima observada en el dia de el estudio, época del afio referida 

como periodo (calor = 1 que va desde septiembre a febrero y frio = 0 que va desde 

marzo hasta agosto, tipo categérico) y dia de la semana en el que se tomé la muestra 

(lunes=1, maries=2, miércoles=3, jueves=4, mernes=5, sdbado=6, domingo=7, de 

tipo categérica) referida como diad y finalmente actuando como offset el nimero total 

de nifios que asistieron a clase el dia anterior referido como of set.
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3.0.8 Identificacién del modelo a ajustar 

El ajuste de un modelo lineal generalizado con respuesta Poisson tiene sentido 

en nuestro andlisis debido a que se tiene un conjunto de covariables (diad, pm254, 

tempmin, periodo) que se creen pueden explicar a la variable respuesta (y), aunado a 

esto se tiene una variable respuesta de conteos en un periodo de tiempo en este caso 

es el dia. 

Se ajusta un modelo aditivo generalizado con el fin de tener informacién sobre el 

tipo de relacién que existe entre las variables explicativas (pm254, tempmin, periodo, 

diad) y \a variable respuesta y. Debido a que la variable respuesta es una variable 

discreta y referida a conteos se modela su comportamiento a través de una variable 

Poisson, asf el modelo aditivo generalizado que se ajusta es con una liga logaritmica, 

recordando que un factor de correcci6n seré incluido en este caso como offset (capitulo 

1). 

Al ajustar un modelo aditivo generalizado se utilizé como suavizadores a s = 

suavizador de spline y lo = suavizador de regresién local, ambos con diferentes 

pardmetros de suavizamiento (ver gréfica 1-4), eligiendo finalmente a lo con un span 

de un medio debido a que gréficamente se podia observar mejor los puntos de cambio 

de ja variable en cuestién (pm254). Los ajustes que se presentan en este capftulo se 

realizaron en Splus y los comandos usados se muestran en el apéndice 2. 

gam( formula = y~ lo(tempmin, span = 1/2) + diad + pertodo+ 

lo(pm254, span = 1/2) + of fset(log(of set)), family = poisson) (61) 

Residuos de la devianza: 

  

Min 1Q Mediana | 3Q Max 

~1.680259 | -0.7502419 | -0.4134448 | -.001913014 | 3.56031 
  

              

Devianza nula: 226.1341 on 188 grados de libertad 

Devianza residual: 134.6841 on 173.0721 grados de libertad
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gl| gl Npar | Chisq _[{ P(chi) 
(intercept) 1 
lo(tempmin,span=1/2) | 1. | 2.7 0.71484 | 0.8338343 
periodo 6 

diad 1 
lo(pm254,span=1/2) | 1 | 3.2 18.09717 | .0005272 

Tabla 3.1 

De esta salida (tabla 3.1) se puede observar, en primer lugar, cémo Ja. inclusién de 

las variables explicativas tempmin, periodo, diad, pm254 mejoran el ajuste ya que se 

observa una disminucién de la devianza con respecto al modelo nulo el cual explica a 

la respuesta con la media de la propia variable respuesta observada (y). 

Continnando con el andlisis de la tabla 3.1, se observa una columna con el nombre 

de P(chi), que es un tipo de prueba para determinar el efecto de cada una de las 

funciones nolineales; esta prueba consiste en que para cada término no-paramétrico 

en este caso tempmin y pm254, el componente nolineal se iguala a cero y su parte 

paramétrica (lineal) se incluye en el modelo, finalmente se vuelve a ajustar el modelo 

por mfinimos cuadrados ponderados, tomando a los otros componentes como fijos. De 

esta forma el cambio en la estadistica x? de Pearson se registra para cada término 

que se borra. La informacién que se pudo obtener proviene de Chambers, 1992. Asi, 

usando esta estadistica se puede decir que la variable tempmin entra al modelo de 

forma lineal y la variable pm254 con una alta significancia debe de ser inclufda en el 

modelo de forma nolineal. 

Para corroborar lo anterior, se realizan las gréficas de variables explicativas vs 

residuos parciales, de las cuales podemos observar que el comportamiento de la varia- 

ble explicativa tempmin dentro del modelo es lineal (grdfica 4) y el comportamiento de 

la variable explicativa pm254 es no-lineal (grafica 3), ademas gracias a estas grdficas es 

posible sugerir el tipo de reparametrizacién que se puede realizar para posteriormente 

ajustar un modelo lineal generalizado. 

Como se mencioné en el parrafo anterior, a través de estas gréficas es posible 

dar una reparametrizacién de las variables, asf que, regresdndonos a la grdfica 3 se 

intentard proponer uma reparametrizacién.
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Analizando la grdfica (3) podemos observar un comportamiento lineal casi cons- 

tante al principio hasta el punto 27 (aproximadamente) para posteriormente tener 

un incremento lineal hasta el punto 31 (aproximadamente) y un descenso lineal 

también hasta el punto 36.5 (aproximadamente) y finalmente un comportamiento 

lineal monétono aparentemente constante. Asi, después de este andlisis grafico lo que 

se trata es de particionar el rango de la variable »m254 precisamente en los puntos 

donde se observan cambios en el comportamiento de la grdfica. De esta manera, de- 

bido a que el modelo aditivo generalizado en este caso sdlo se esté usando de una 

manera, descriptiva, nos llevamos la reparametrizacién que se propone al ajuste de un 

modelo lineal generalizado. 

Asf la salida en Splus del modelo lineal generalizado con la reparametrizacién se 

ve como 

gim( formula = y~ I(pm254 * ccl) + tempmin + diad + periodo+ 
(3.2) 

of fset(log(of set)), family = poisson) 

Residuos de la Devianza:_ 
  

  

            
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

              
  

Min 1Q Mediana | 3Q Max 

-1.835839 | -0.7606424 | -0.4050795 | -0.007205255 | 3.574944 

valor error estandar | t valor p-valor 

intercept -9.0034 2.76717786 -3.2536485 | 0.0014 
I(pm254*ccl)cl | 03970509 | .07720520 0.5142800 | 0.6077 
I(pm254*cc1)c2 | 0.07372882 | 0.06393920 11531083 | 0.2504 
I(pm254*ccl)c3 | 0.04147918 | 0.05478827 0.7570813 {| 0.4500 
I(pm254*ccl )e4 | 0..04368905 | 0.04663350 0.9368596 | 0.3501 
diad] ~1.55516005 | 0.51193746 -3.0377930 | 0.0027 

diad2 0.22336933 | 0.20802805 1.0737462 | 0.2844 
diad3 0.13064033 | 0.12822042 1.0188731 | 0.3097 
diad4 0.17214446 | 0.08152646 2.1115165 | 0.0361 

diad5 0.13035093 | 0.05746493 2.2683560 | 0.0245 
diad6 ~1.20885023 | 2.01002204 -0.6014114 | 0.5483 
periodod 0.51083269 | 0.15704883 3.2526996 | 0.0014 
tempmin -0.03161610 | 0.05549717 -0.5696886 | 0.5696 

Tabla 3.2 

(EI pardmetro de dispersién se tomara igual a 1)
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Devianza nula: 226.1341 on 188 grados de libertad 

Devianza residual: 139.8934 on 176 grados de libertad 

Numero de iteracciones por el método de puntajes de Fisher: 8 

Donde cel es una matriz de variables dummy creada para, cortar el rango en donde 

se habia observado que la variable pm254 va cambiando su comportamiento, es decir, 
para la primer columna de ecl, cl, se conforma de unos en aquellos renglones que 

corresponden a valores de la variable pm254 menores o iguales a 27 y cero en el 

resto, las demas columnas de cel, ¢2, c3, c4, se formaron de una manera similar a 

cl, a diferencia de que los unos se colocaron en los intervalos 27 < pm254 < 31, 

31 < pm254 < 37, 37 < pm254, respectivamente. 

De la salida correspondiente al ajuste del modelo 3.2 se puede ver que la devianza 

residual es mayor a la que se obtuvo con el modelo 3.1 esto se debe a que este modelo 

contempla la forma exacta del comportamiento de la variable pm254 a comparacién 

del modelo 3.2 que sélo trata de dar una aproximacién del comportamiento, en el 

caso de que se tuviera la forma funcional exacta de la variable, el resultado seria el 

mismo en cuanto a valor de las devianzas. 

La tabla 3.2 incluye también los niveles de significancia para cada variable ex- 

plicativa que se encuentra en el modelo, p—valor, de ah{ podemos ver que la variable 

temperatura muestra un p—valor= 0.5696 lo cual nos est4 indicando que no es impor- 

tante para el modelo, con respecto a la variable diad se tiene que al menos el nivel 1 

(diad1) presenta un p-valor significativo para el modelo, de esta forma (Hosmer, 1989) 

queda incluida dentro del modelo de interés la variable diad. La variable pm254 pre- 

senta el p-valor mas pequefio en el segundo rango correspondiente a p-valor= 0.2504 

y el resto presentan p-valores mds grandes, en estudios observaciones con variables de 

contaminaci6n se considera una relacién importante si se presenta un p-valor= .20, en 

nuestro caso se actué de manera mas laxa y de esta forma se considera una relacién 

importante para el modelo. Asi, el modelo final es:



68 

gim(formula = y” I(pm254 « cel) + diad + periodo+ (3.3) 

of fset(log(ofset)), family = poisson) , 

Residuos de la devianza: 

  

  

          
  

  

            
  

Min 1Q Mediana | 3Q Max 

1.816145 | -0.775422 | -0.4065277 | -0.007146371 | 3.508091 

Coeficientes | Valor Error estandar | t valor p-valor 

(Intercept) -9.24928822 | 2.75259731 -3.3602039 | 0.0010 
I(pm254*ccl)cl | 0.03957183 | 0.07741124 0.5111898 | 0.6099 
I(pm254*ccl)e2 | 0.07416093 | 0.06414785 1.1560938 | 0.2492 
I(pm254*ccl)c3 | 0.04079573 | 0.05493857 0.7425698 | 0.4587 
I(pm254*ccl)c4 | 0.04812598 | 0.04677600 0.9219681 | 0.3578 
periodod 0.54939481 | 0.14271214 3.8496712 | 0.0002 
diad1 ~1.55452659 | 0.51185357 -3.0370533 | 0.0010 
diad2 0.22082284 | 0.20794769 1.0619153 | 0.0028 
diad3 0.13281781 | 0.12820376 1.0359900 | 0.2897 
diad4 0.17744396 | 0.08104268 2.1895126 | 0.0299 
diadS 0.13264968 | 0.05737224 2.3120884 } 0.0219 
diad6 -1,21258770 | 2.02813817 -0.5978822 | 0.5507 

Tabla 3.3 

(Pardémetro de Dispersién para la familia Poisson se toma igual 1 ) 

Devianza nula: 226.1341 on 188 grados de libertad 

Devianza residual: 140.219 on 177 grados de libertad 

Nimero de iteracciones por el método de puntajes de Fisher: 8 

Comparando la devianza de este ultimo modelo con el modelo (3.2) y comparando 

con la respectiva x? se comprueba que el cambio no es significativo por ello se puede 

decir que efectivamente la variable explicativa tempmin no es un factor importante 

en la modelacién de ausentismo por contaminacidén. 

Antes de realizar las inferencias respectivas realizemos un andlisis de residuos para 

asegurarnos de un buen ajuste. 

Para ello se realizarén diferentes grdficas de residuos las cuales se encuentran 

explicadas en el capitulo 1.



69 

En primer instancia se construye la gréfica de residuos no estandarizados para el 

modelo final vs los residuos estandarizados del modelo: 

gim(tempmin ~ I({pm254 * ccl) + diad +- periodo) esta gréfica sirve para verificar 

que realmente la omision de la variable tempmin no juega un papel importante en el 

modelo como lo mostré el cambio en la devianza, y precisamente el resultado de tal 

aseveracion se comprueba en la grdéfica (3) donde se ve un comportamiento disperso, 

es decir no hay ningun patrén de comportamiento identificable. 

Para la. verificacién de la liga se realiza también la grafica (5) en donde se observa 

una linea recta, comportamiento que nos dice que la funcién liga fue bien elegida para 

el modelo en estudio. 

De esta manera y debido a que el anidlisis de residuos no reflejé ningin tipo 

de problema en el modelo ajustado (3.3) continuamos con la interpretacién de los 

pardmetros. 

Retomando los resultados de la tabla 3.3 se tiene lo siguiente. 
  

Coeficientes | Valor exp(8) 
  

I(pm254*ccl)e1 | 0.03957183 | 1.040365 
I(pm254*ee1}c2 | 0.07416093 | 1.07698 
I(pm254*ccl)c3 | 0.04079573 | 1.041639 
1(pm254*cel Jed | 0.04312598 | 1.044069 

          

periodod 0.54939481 | 1.732204 

diad1 -1.55452659 | 0.2112894 

diad2 0.22082284 | 1.247102 
diad3 0.13281781 | 1.142042 
diad4 0.17744396 | 1.194161 

diad5 0.13264968 | 1.14185 
diad6 -1.21258770 | 0.2974266 

Tabla 3.4 

De la salida anterior se tiene que el riesgo de inasistencia por enfermedad respira- 

toria en el dfa martes es mayor que el resto, es decir hay tn incremento de ausentismo 

en el dia martes del 24% con respecto al domingo, esto es coherente debido a que en 

muchas ocasiones la actividad en la ciudad de México en los primeros dias de la se- 

mana se ve incrementada. Con respecto a los niveles de partfculas suspendidas, se
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observa que el riesgo es mayor en el segundo rango que en el resto de los rangos de 

la variable pm254 este comportamiento ya se observaba en la grdfica que se realiz6 

precisamente para identificar el tipo de reparametrizacién que era necesaria. De esta 

manera, se puede decir que después de una cierta cantidad de particulas suspendidas 

en él aire que afectan a la inasistencia, en este caso el primer nivel, es necesario una 

mayor cantided de particulas suspendidas, que fue el segundo y tltimo nivel, para 

que afecte de nueva cuenta a la inasistencia y en nuestro caso a la salud de los nifios. 

Estas conclusiones se han realizado sin tomar encuenta que se estd hablando de inter- 

valos de tiempo, ahora considerando esto y fijando un cambio en 5 unidades en cada 

intervalos tendrfamos que: 

  

(pm254*ccl)el | (pm254*ccl)c2 | (pm254*ccl)c3 (pm254*ccl)c4 

1.218791 1.4489 1.226272 1.240643 
  

            

Tabla 3.5 

lo que nos estaria diciendo es que: si nos movemos de un punto fijo del segundo inter- 

valo, de la variable pm254, 5 unidades el riesgo presenta un incremento de ausentismo 

de un 44% en ese intervalo. 

Con respecto al periodo del aiio, en el que se encuentra la poblacién, como bien 

se sabe, afecta definitivamente al ausentismo, ya que en temporada de frio las enfer- 

medades respiratorias se incrementan, por lo que este tiltimo resultado tiene coheren- 

cia con estudios anteriores.
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Capitulo 4 

Conclusiones 

En este trabajo se ha desarrollado el modelo lineal generalizado junto con el modelo 

aditivo generalizado, se dio una breve explicacién de sus componentes y de la teoria 

que existe alrededor de ellos. 

Se pudo observar dentro del capitulo uno, en el que sdlo se hablé de los GLM, como 

el algoritmo de ajuste, puntajes de Fisher, resulta ser el mismo para cualquier GLM, 

sin importar la eleccidén de Ja distribucién para el componente aleatorio o Ja eleccién 

de la funcién liga. Existen varios paquetes computacionales que pueden realizar el 

ajuste tanto de los modelos aditivos generalizados como de los GLM, sdlo por citar 

algunos, tenemos: Splus, Glim, SAS. 

El enfoque que se le dio en este tabajo a los modelos aditivos generalizados, fue 

en un sentido exploratorio, es decir, se usé como una herramienita para sugerir trans- 

formaciones paramétricas sobre la relacién funcional entre la variable de respuesta 

y las covariables contenidas en el modelo. Una vez que se encontraron las transfor- 

maciones, se procedi< a realizar un ajuste usando el GLM con la reparametrizacion 

sugerida 

Este modelo no se puede utilizar para hacer inferencias, porque no proporciona el 

valor del coeficiente estimado asociado a una covariable, por tal motivo, no podemos 

evaluar el impacto de dicha covariable sobre la respuesta. No obstante, el modelo 

permite hacer predicciones, como se mencioné en el capftulo 2; pero en esta apli- 

cacién no era el objetivo hacer predicciones, sino evaluar el impacto de las variables
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ambientales sobre el ausentismo de los nifios. 

Podemos decir que el suavizamiento no paramétrico puede ser de utilidad en epi- 

demiologfa del medio ambiente, ya que en los estudios propios de esta area, en general, 

no existe una relacin lineal entre el riesgo y Ja respuesta ni tampoco una transfor- 

macién que sea facil de identificar. En este sentido, los modelos aditivos generalizados 

son una herramienta titi) para evidenciar qué tipo de relaciones se presentan entre los 

factores de riesgo(covariables) y la respuesta. 

En general, podemos decir que la poca teorfa que existe de los modelos aditivos 

generalizados, como lo es existencia, unicidad y convergencia del modelo, estimacién 

de los grados de libertad de los términos del modelo, y estimacién de curvas de 

desviacidn esténdar para las funciones ajustadas, impiden la utilizacién del modelo en 

su totalidad, sin embargo, esta teorfa se sigue desarrollando con una gran cantidad de 

preguntas que restan por resolverse. Una, por ejemplo, es el efecto de la dependencia 

de las covariables sobre el algoritmo de ajuste, desviaciones estandar y grados de 

libertad del ajuste. Un progreso parcial ha sido desarrollado en esta direccién pero 

atin resta mucho por hacer. 

Asi se puede concluir lo siguiente: 

Gracias al modelo aditivo generalizado que se ajustd se pudo observar que el efecto 

de la variable pm254 no era lineal en el modelo de interés, pero de mayor importancia 

fue que sugirié los puntos de corte para posteriormente categorizar la variable, de 

esta manera evité que se categorizaré en forma arbitraria y sin tomar en cuenta el 

real comportamiento de la variable. 

Al ajustar el modelo lineal generalizado posteriormente a la categorizacién rea- 

lizada, se observé que existfa un efecto diferenciado de pm254 en las ausencias de 

los escolares por enfermedades respiratorias para cada categoria de misma. Con 

esto es posible decir que, las particulas suspendidas son un factor importante en las 

enfermedades respiratorias y por ende en en el ausentismo de los nifios de la Escuela 

Alexander Bein. Sin embargo, la variable de mayor impacto resulté ser el periodo 

(calor o frio) que se presentaba en el momento de estudio, de esto podemos decir que 

posiblemente e} ausentismo que se observé en la. muestra estaba més ligado al cambio 

de temperatura que a la posible afectacidn que pudieran representar las particulas
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suspendidas en la salud de los nifios. 

Desafortunadamente los datos con los que se trabajé no permitieron mostrar qué 

tan valioso resulta ser el modelo aditivo generalizado, ya que sélo una variable resultd 

ser no-lineal. 

Finalmente es de importancia mencionar que el presente trabajo no es una revisién 

exhaustiva tanto para jos modelos lineales generalizados como para los modelos adi- 

tivos generalizados, debido a que temas como por ejemplo: sobredispersién para. los 

MLG y el uso de los modelos aditivos generalizados en el modelo de Cox no son 

tratados en el presente trabajo.



Apéndice 1 

Base de datos utilizada en la aplicacién del capitulo 4 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

              

ofset | y | pm254 | periodo | diad | tempmin 

181 | 0] 19.0925 0 7 13.3 

181 | O| 22.3375 0 1 13.1 

180 | 0 24,52 0 2 10.6 

180 | 0 | 25.3225 0 3 13.3 

179 | O} 24.5975 9 4 13.5 

178 | 3 [ 23.360001 0 5 11 

170 | 0 | 24.985001 9 6 12.8 

170 | 0 24.68 0 7 13 

170 | 2 | 22.700001 0 1 13.6 

173 | 0 | 20.174999 0 2 12.4 

173 11) 16.8325 0 3 12 

176 | 0 | 17.637501 0 4 12.9 

178 | 0 | 21.122499 0 5 7.5 

178 | 0} 23.1175 0 6 TT 

178 | 0 | 26.567499 0 7 10.3 

178 | O| 27.275 0 1 13.4 

181 | 0 | 24.172501 0 2 12.4 

181 | 0 | 22.629999 0 3 7.8 

180 | O| 20.535 0 4 6.2 

178 | 0 | 18.059999 0 5 7.8 

182 | 0 | 25.584999 0 6 8.6 

482 | 0 | 31.737499 0 7 13 

482 | 0 | 34.669998 0 1 11.2 
  

 



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

ofset | y | pm254 | periodo | diad | tempmin 

177 | 0 | 38.406666 0 2 12.5 
177 | 0 | 32.043331 0 3 14.3 

179 | 0 | 22.333332 0 4 14.5 

179 4 0 } 21.184999 0 5 14.2 

180 | 0 f 18.283333 0 6 9.8 

182 | 0 | 19.063334 0 7 10 

182 | 0 | 30.366667 i) 3 12.6 

182 | 0 42.73 0 4 11.5 

182 | 0 | 41.282501 0 5 ll 
182 | 0 | 40.735001 0 6 12.8 

182 | 0] 33.0075 0 7 13.3 

182 | 1 | 20.200001 0 1 il 

178 10 15.88 0 2 10.4 

178 {0} 16.0875 0 3 9.4 

181 | 0} 24.0725 0 4 10 
179 | 0} 27.465 0 5 11.8 

182 [1 28.9 0 6 1L.5 

181 | 0 | 31.967501 0 7 10 

181 | 0} 25.2225 0 1 8.6 

177 {0 22.82 0 2 8 

LT | @ ) 21.959999 9 3 7 

180 | 0 | 18.033333 0 4 74 

176 | 0 | 17.620001 0 5 76 

177_| 0 | 26.443333 0 6 12 

175 | O | 25.620001 0 7 75 

175} 0 | 30,129999 0 1 8.8 

160 | 0 | 32.122501 0 2 8.5 
160 | 0 } 27.922501 0 3 12.2 

160 | 0 | 29.032499 0 4 74 

181 | 0} 27.9025 0 5 9.5 

181 | 2 4 31.174999 9 6 8.2 

180 { 0 | 36.630001 0 7 9.3 

180 | 1 | 35.452499 0 1 9.8 

180 | 0 {| 30.182501 0 2 12.2              



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

      

ofset |y | pm254 | periodo | diad | tempmin 

180 | 0 25.23 0 3 7.9 

175 | 0 | 20.065001 0 4 4.5 

179 | 0} 19.0375 0 5 4.3 

179 | 0] 21.8825 0 6 48 

182 | 0} 26.605 0 7 9.4 

182 [04 30.4175 0 1 9 

182 | 0 | 34.092499 0 2 6.9 

182 | i 35 0 3 8.3 

181 | 0} 32.1325 0 4 8.4 

181 | 1) 29.7875 0 5 6.5 

180 [1 | 29.6875 9 6 5.5 

180 | 0 } 28.209999 0 7 4.3 

180 | 1} 30.4375 0 1 5.6 

180 | 0 29.41 0 2 6 

180 {0} 27.525 0 3 5 

181L | 0 4 29.172501 0 4 7.5 

181 [0 23.52 0 5 7.5 

181 | 0 | 21.405001 0 6 5.5 

181 | 0 26.59 0 7 5.2 

181 | 0 | 26.209999 0 1 5.4 

178 | 0 | 28.069999 0 2 6.7 

178 | 0 28.34 0 3 7.9 

175 | 0] 24.775 0 4 12.3 

178 | 0} 22.2075 0 6 10.6 

178 | 0] 23.4375 0 6 9.8 

417 | GO } 25.627501 9 7 78 

117 | 04 28.6775 0 1 8.2 

117 | 0 | 32.529999 0 2 7.2 

117 | 0 | 33.557499 0 3 6.4 

117 | 0 | 34.517502 0 4 7 

112 40 30.74 0 5 5.8 
117 | 1 | 30.147499 0 6 6 

181 | 0 | 31.370001 0 7 5 

181 | 2] 29.8825 0 1 10.2 |           
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ofset | y | pm254 | periodo | diad | tempmin 

174 | 0 | 34669998 0 2 5.7 
174 | 0 | 35.157501 0 3 5.2 

180 | 0 | 39.915001 0 4 6 
174 | 0 | 45.1875 9 5 6.1 

170 | 0 | 43.744999 0 6 6 
180 {| 1 | 36.052502 1 2 9.1 

170 | 1 | 36.477501 1 3 7.1 

159 | 2 | 40.083332 1 4 7.2 
165 | 3 | 43.386665 1 5 8 
169 | 2 | 41.546665 1 6 78 
171 | 0 | 39.046665 1 7 4 

171 =| 1 | 38.700001 1 1 5 

179 | 0 | 34.612499 1 2 4.3 
179 | 0 | 32.817501 1 3 5.9 

179 | 1 | 35.807499 1 4 3.7 

181 | 0 | 36.567501 1 5 5 
180 | 0 | 35.567501 1 6 4 

179 | 0 | 35.426666 1 7 2.8 

179 | 2 | 34.490002 1 1 2 

178 | 0 | 31.533333 1 2 3.6 

178 | 0 | 32.056667 1 3 3.4 
178 | 34 29.5975 1 4 3.2 
174 10} 27.0875 1 5 5 

174 | 2 | 27.584999 1 6 48 

165 | 0 | 29.122499 1 7 5 

165 | 1] 29.7875 1 1 6.8 

173 | 0 | 29.8575 1 2 5.9 
173 | 14 29.1675 1 3 6.8 
176 10] 30.2125 1 4 7.2 

177 |} 0} 31.625 I 5 4 
175 | 1 | 34.139999 1 6 5.8 

180 | 0] 35.0075 1 7 7 
180 | 6 | 30.5525 1 1 5.5 

172 | 0 | 28.487499 1 2 8       
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ofset | y | pm254 | periodo | diad | tempmin 

172 | 1 | 28.514999 1 3 7.7 

170 | 1 } 23.309999 4 4 5 

174 | 14 27.7075 i 5 4.8 

177 | 4} 30.865 1 6 5.5 

170 | 0 | 28.610001 1 7 6 

470 | 0 | 33.576668 1 1 6 

174 | 0 | 27.153334 1 2 5 

174 | 0 | 25.290001 1 3 5 

176 «41 26,83 1 4 5.8 

173 | 2 31.15 1 5 8.3 

174 | 3 | 32.642502 1 6 6 

171 | 0 30.23 1 7 4.8 

171 | 0 | 25.995001 1 1 5 

179 | 0 | 18.639999 1 2 5.4 

179 | 1 16.82 1 3 5.9 

175 | 0] 18.5875 1 4 4.1 

177 | 1 | 20.950001 I 5 6 

175 | 0 | 21.352501 1 6 5.1 

176 | 0 | 24.540001 1 7 9 

176 | 0} 25.1775 1 1 7.3 

177 | 0} 25.965 1 2 7.5 

177 | 0 | 28.122499 i 3 10 

181 | 0 | 26.393333 1 4 5 

181 | 0 } 35.653332 1 1 10 

175 j} 0 | 35.814999 1 2 7.3 

175 | 0) 36.7925 1 3 76 

182 | 0 | 35.517502 1 4 12.4 

181 | 0 | 35.689999 i 5 9 

182 | 0 {| 36,5625 1 6 10 

181 40} 34.5975 i q 8 

181 | 0} 35.945 1 1 8 

181 | QO} 321.115 1 2 7 

181 | O | 25.182501 1 3 4.9 

180 | 0 } 21.969999 1 4 5.5             
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ofset | y |] pm254 | periodo | diad | tempmin 

179 | 0 | 23.924999 L 5 28 

[iso] o| 3874 i 6 5 
182 | 0 32.4175 1 7 7.5 

182 | 1 34.82 1 1 8 

176 | 0 33.59 1 2 6.5 

176 | 1 | 26.993334 1 3 6.5 

177 | 04 25.799999 L 4 5.5 

176 | 2 26.27 1 5 45 

177 | 0 | 26.549999 1 6 48 

181 | 0 26.01 1 7 6 
181 | 2 27.4575 1 1 6.5 

179 | 0} 27.372499 1 2 6.2 

179 | 0 | 25.004999 i 3 6.7 

179 10} 25.67775 1 4 8 

179 | 0 | 23.2900001 i 5 7.3 

179 | 0} 26.075001 1 6 9.6 

178 10 29.5 t 7 9.6 

178 | 2} 33.032501 1 1 10.5 
180 | 0 | 34.977501 1 2 10.2 

180 | 0) 35.990002 1 3 9.5 

177 | 0 | 34.904999 1 4 12.1 

179 | 0} 33.482498 1 5 9 

179 10 32.4575 1 6 10.2 

182 | 0 29.5075 1 7 10.2 

182 | 1 | 29.967501 t 1 5 

178 | 0 | 28.360001 1 2 9 

178 | 1 26.975 1 3 8.7 

177 | 0 26.2225 1 4 13 

181 | 0 24.125 1 5 6.8 

181 | 0 22.1875 1 6 7   
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Apéndice 2 

4.1 Rutinas de Splus utilizadas en el capitulo 3. 

© read.table(”’nombre del archivo”, header=T): lee los datos asi como los nombres 

de las variables inscritos en el primer renglén de un archivo externo en formato 

ascii. 

© factor(variable): convierte una variable en variable categorica 

© gam(resp “suavizador(variable1)+..+-offset(log(var-ofset)), family=Potsson, 

data=archivo de datos): ajusta wn modelo aditivo, la funcién suavizador puede 

ser; lo(variable, span) correspondiente a un suavizador de regresién, s(variable, 

df) correspondiente a un suavizador de regresién si df=1 es una regresién lineal. 

© summary(modelo_gam): desplega el resultado del ajuste de un modelo aditivo 

generalizado 

© plot.gam(modelol,residuals=T,rug=F): grafica la contribucién de cada variable 

al predictor aditivo ajustado. 

© plot.gam(modelo1): grafica la contribucién de cada variable al predictor aditivo 

ajustado, de manera interactiva. 

© glm{resp “suavzador(variable1)+.. +offset(log(var-ofset)), famaly=Poisson, 

data=archivo de datos): ajusta un modelo lineal generalizado.
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© fitted(modelo_lin): desplega. los valores ajustados del modelo lineal generalizado 

© predict(modelo.lin): desplega los valores del predictor lineal del modelo lineal 

generalizado 

La siguiente rutina ayuda a calcular lo p-valores de significancia de las cova- 

tiables del modelo y desplega el resultado junto con el valor de los valores 

estimados, t-valor y el p-valor. 

estimados <- modelo$coefficients 

df <- modelo$df-residual 

tvalor <- summary(modelo)$coefficients/, 3 

pvalor <- 2*(1-pt(abs(tvalor),df)) 

round(cbind(estimados, twalor,pvalor},4) 

deviance(modelo_lin): desplega el valor de la devianza del modelo lineal gene- 

ralizado 

e modelo_lin$resid: desplega los valores de los residuos de trabajo del modelo 

lineal generalizado los cuales se usan para calcular los residuos parciales de la 

siguiente manera: 

residuos.parciales = modelo_lin$resid + fitted(modelo_tin)
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