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Capítulo 1 

INTRODUCCIÓN 

En el año de 1973 aparecen las primeras publicaciones sobre lo que será 
denominado problemas tipo anti-Ramsey ( [7], [12] Y [14] l, que a grandes 
rasgos podemos plantear como problemas de búsqueda de condiciones para 
asegurar la existencia., en estructuras coloreadas, de subestructuras en las 
cuales no se repita ningún color. 

A partir de este momento surgen diversas ramas de estudio alrededor de 
este tema desde muy variadas perspectivas, siendo un par de estas ramas de 
investigación las que en particular resultarán relevantes para este trabajo. La 
primera es el estudio de los problemas anti-Ra.msey a partir de la siguiente 
óptica: 

Dada una hipergráfica H, cuál es el mínimo número de colores tal que 
para toda. coloración de los vértices de H con tal número de colores, existe 
una hiperarista de H con todos sus vértices de distinto color. 

Este parámetro es introducido por C. Berge, según nos comenta F. Ster
boul en [14]. Trabajos al respecto los encontramos en [14] , [15] y [16]. 

La otra. rama que nos atañe es una serie de estudios que buscan responder 
cuál es el mínimo número de colores, dada una gráfica. G, tal que para toda. 
coloración de las aristas de la gráfica completa con ese número de colores, 
aparece alguna subgráfica isomorfa a G con todas sus aristas de colores dis
tintos ( [1], [7], [9] y [13]). En la mayoría de estos estudios, que por lo general 
se denominaron de gráficas totalmente multicoloreadas, existe la motivación 
de revelar la relación de estos problemas con los problemas tipo Thrán, razón 
por la cual las coloraciones son siempre sobre la gráfica oompleta. 

Años después, y de manera independiente, en [2] se redescubre el parámetro 
introducido por Berge bajo el nombre de número heterocromático.y, de igual 
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forma, en la dirección de atacar este problema, en [11] es introducido el con
cepto de número heterocromático lineal, el cual será el eje central de este 
trabajo, y que se define de la siguiente manera: dada una gráfica G y una 
clase de gráficas C, el número heterocromatico lineal de la gráfica G con 
respecto a la clase C es el mínimo número c tal que para toda coloración 
de las aristas de G con e colores exista una su bgráfica de G isomorfa a un 
elemento de C con todas sus aristas de distinto color. 

La relación entre el número heterocromático de una hipergráfica H y el 
número heterocromático lineal de una gráfica G con respecto a una clase 
C se hace evidente si pensamos en la hipergr áfica H cuyos vértices son las 
aristas de la gráfica G, y las hiperaristas estan definidas como los conjuntos 
de aristas de las subgráficas de G que sean isomorfas a elementos de C. 

La sernej anza entre los problemas de las gráficas totalmente coloreadas 
y del número heterocromático lineal es bastante clara, aunque este último 
es un concepto más amplio. De ahí que varios de los trabajos que fueron 
planteados e investigados en términos de las gráficas totalmente coloreadas 
son retomados en esta tesis, siendo finalmente resueltos o dando una mayor 
aprOl<imación al resultado (capítulos 4, 7 y 8 ). 

En el desarrollo de esta investigación que, como ya se mencionó, estaba 
dirigida a atacar problemas del número heterocromático lineal, surgió otro 
concepto que igualmente concierne al problema del número heterocromático 
de una hipergráfica, el cual denominamos número heterocromático lineal in
temo y que se define de la siguiente manera: dada una gráfica G y un 
conjunto D de subgráficas de G, el número heterocromático lineal interno de 
G con respecto a D es el mínimo número tal que para toda coloración de las 
aristas de G con ese número de colores existe al menos un elemento de D con 
todas sus aristas de .distinto color. 

Obsérvese que este concepto no equivale al de número heterocromático 
lineal, pues un conjunto D de subgráficas de G no necesariamente puede ser 
definido como el conjunto de subgráficas de G isomorfas a los elementos de 
alguna clase de gráficas C. Resultados de este tipo los encontramos en el 
capítulo 3 de esta tesis. 

Igualmente, el desarrollo de este trabajo llevó a extender el concepto 
de número heterocromático lineal y lineal interno para ser definido sobre 
hipergráficas, esto es, la coloración se hace sobre las hiperaristas de una 
hipergráfica, y se buscan algún tipo de subhipergráficas de la misma cuyas 
hiperaristas esten coloreadas todas de distintos colores. Un caso de este tipo 
de problemas se presenta en el capítulo 5. 
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Así, en su versión final este trabajo aborda problemas tanto del número 
heterocromático lineal como lineal interno de gráficas e hipergráficas. 

En los capítulos 2 y 6 se presentan distintas herramientas y conceptos 
tales como las 2-transversales segmentadas y las digráficas selectivas, que 
permiten atacar problemas del número heterocromático tanto lineal como 
lineal interno, y con los cuales se analiza.ron distintos problemas obteniendo 
los siguientes resultados: 

Se determina el número heterocromático lineal interno de cualquier gráfica 
G cuya valencia mínima sea al menos 2, con respecto a la familia de ramos 
de la gráfica, siendo un mmo una subgráfica de G sin vértices aislados y 
cuyo conjunto de aristas es el conjunto de aristas incidentes a un vértice 
(Capítulo 3 ). 

Se investiga el número heterocromático lineal de la gráfica completa de 
orden n con respecto a la clase de gráficas cuyo único elemento es la estrella 
de q aristas. En dependencia de los valores de q y n se determina el valor del 
número heterocromático lineal o se acota en un rango de 1 (Capítulo 4 ). 

En el capítulo 5 tenemos lo siguiente: dada una 3-gráfica H (una hiper
gráfica tal que todas sus hiperaristas constan de 3 vértices), un libro de H 
es una 3-subgráfica de H sin vértices aislados y cuyo conjunto de hiperaris
tas es el conjunto de hiperaristas que contienen a una arista del l-esqueleto 
de la 3-gráfica H. En este capítulo se acota superiormente el número hete
rocromático lineal interno de cualquier 3-gráfica H tal que todos sus libros 
contengan cuando menos 2 hiperaristas, con respecto al conjunto de libros 
de H. Así mismo, se aborda el problema del número heterocromático lineal 
de la 3-gráfica completa de orden n con respecto a la clase de 3-gráficas cuyo 
único elemento es el libro de n - 2 hiperaristas, y en dependencia del valor 
de n se determina el valor del número heterocromático lineal o se acota en 
un rango no mayor a 2n. 

En el capítulo 7 se determina el número heterocromático lineal de la 
gráfica completa de orden n con respecto a la clase que consta de la gráfica 
completa de orden q como único elemento. 

Finalmente en el capítulo 8 se investiga el número heterocromático lineal 
de la gráfica completa de orden n con respecto a la clase cuyo único elemento 
es el ciclo de orden q. En dependencia de los valores de q y n se determina 
el valor del número heterocromático lineal o se acota en un rango no mayor amo . 
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1.1 Terminología 

En esta sección introducimos la terminología que será usada en el presente 
trabajo. 

Dada una hipergráfica H, como V (H) Y E (H) denotaremos al conjunto 
de vértices e hiperaristas de H, respectivamente. 

Dada una coloración r de los vértices de H, diremos que r es una 
q-coloraci6n si asigna exactamente q colores al conjunto de vértices de H, 
y dada una hiperarista no vacía e de H, diremos que e es r -heterocromática 
(o heterocromática simplemente, si no existiera ambigüedad) si bajo la ro
loración r en el conjunto de vértices de e no se repite ningún color. 

En estos términos, la definición del número heterocromático de una hiper
gráfica H, que denotaremos como he (H) , es como signe: 

Definición 1.1 El número heterocromático de una hipergráfica H es el mí
nimo número he (H) tal que para toda he (H)-coloraci6n del conjunto de vér
tices de H, existe al menos una hiperarista heterocromática. 

Dada una gráfica e, como V (e) y E (e) denotaremos al conjunto de 
vértices y aristas de la gráfica e, respectivamente. 

Para cada x E V (e) , da (x) será la valencia del vértice x en e y ó (e) 
la valencia mínima en e. 

Así mismo, para cada x E V (e) , Na (x) y Na [x] denotarán la vecindad 
abierta y vecindad cerrada, respectivamente, del vértice x en e. 

Dado B ~ V (e), e [B] denotará la subgráfica de e inducida por el 
conjunto de vértices B y e \ B denotará a la subgráfica de e inducida por 
el conjunto de vértices V (e) \ B. 

Así mismo, dado S ~ E (e) , denotaremos como e [8] a la subgráfica de 
e sin vértices aislados cuyo conjunto de aristas es justamente S y como e \ S 
a la subgrá.fica de e resultante de borrar de e las aristas de S. 

Dados x, y E V (e) tales que {x, y} rf. E (e), e + xy denotará a la 
supergráfica de e resultante de pegar la arista {x,y} a la gráfica e. 

Dada una coloración I' de las aristas de e, diremos que r es una 
q-coloraci6n si asigna exactamente q cOlores al conjunto de aristas de e, 
y dada e' una subgráfica de e, diremos que e' es r -heterocromática (o he
terocromática simplemente) si bajo la coloración r en el conjunto de aristas 
de e' no se repite ningún color. 
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Cuando resulte importante resaltar que nos estamos refiriendo a la gráfica 
G con sus aristas coloreadas por r, y no sólo a la gráfica G independiente de 
r, escribiremos [G, r] en lugar de G. Así mismo, dada G' una subgráfica de 
G, escribiremos [G', r] en lugar de G' en el mismo sentido que para G. 

Además, denotaremos como r G' a la coloración definida por la restricción 
de r a E (G') . Así obsérvese que [G',rJ = [G',rc']. 

Dada una clase de gráficas e, al conjunto de subgráficas de G isomorfas 
a algún elemento de e lo denotaremos como e (G) . 

En estos términos, la definición del número heterocromático lineal de la 
gráfica G con respecto a la clase e, que denotaremos como H (G, e), es como 
sigue: 

Si e (G) no es vado entonces 

Definición 1.2 El número heterocromático lineal de G con respecto a la 
clase de gráficas e es el mínimo número H (G, e) tal que para toda 
H (G, e).coloraci6n de las aristas de G, existe al menos un e/emento de 
e (G) heterocromático. 

Al conjunto de las coloraciones r de E (G) libres de elementos de e (G) 
heterocromáticos lo denotaremos como e (G, e) , y al conjunto de coloracio
nes de e (G, C) que sean (H (G, e) - l)-coloraciones, es decir, coloraciones 
libres de elementos de e (G) heterocromáticos que asignen efectivamente el 
máximo número de colores posible, lo denotaremos como e' (G, e) . 

Si la clase de gráficas e consta de un único elemento G', por comodidad 
denotaremos al número heterocromático lineal de la gráfica G con respecto 
a e como H (G, G') , ya e (G, e) y e' (G, C) como e (G, G') y e' (G, G'), 
respectivamente. 

Así mismo, dado un conjunto no vacío D de subgráficas de G, la defini
ción del número heterocromático lineal interno de G con respecto a D) que 
denotaremos como h (G, D) , se presenta como 

Definición 1.3 El número heterocromático lineal interno de G con respecto 
a D es el mínimo número h (G, D) tal que para toda h (G, D)-coloraci6n de 
las aristas de G, existe al menos un elemento de D heterocromático. 

De manera análoga, dado un conjunto D de subgráficas de G, al conjunto 
de coloraciones r de E (G) libres de elementos de D heterocromáticos lo 
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denotaremos como C (G, D) , Y a! conjunto de coloraciones de C (G, D) que 
sean (h(G, D) - l)-coloraciones lo denotaremos como C' (G, D). 

En los casos del número heterocromático lineal y linea! interno definido 
sobre hipergráficas, estos conceptos se extienden de manera natura!. 

Dada una digráfica D, denotaremos como V (D) y F (D) a los vértices y 
flechas de D, respectivamente. 

Denotaremos como g [D] a la gráfica resultante de sustituir las flechas de 
la digráfica D por aristas, y en caso que aparecieran aristas múltiples, susti
tuir cada una de ellas por una arista simple. A esta gráfica la denominaremos 
gráfica subyacente de la digráfica D. 

Para cada x E VeD), dj,(x),d[¡(x) ,Nt (x) y N; (x) denotarán la ex
valencia, invalencia, exvecindad abierta e invecindad abierta del vértice x en 
la digráfica D, respectivamente. Además sea 

dÍ:> (x) = J{y E V (D) : ¡¡XE F (D) Y xy i F (D)}I· 

Finalmente, dados dos enteros positivos n y q, re (n, q) denotará el residuo 
de n módulo q. 
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Capítulo 2 

LAS 2-TRANSVERSALES 
SEGMENTADAS 

En este capítulo presentamos el concepto de 2-transversal segmentada, el 
cual fue introducido en [n], y que estará presente en los próximos capítulos 
de este trabajo. 

Iniciamos exponiéndolo en términos de coloraciones de vértices en hiper
gráficas y del número heterocromático de hipergráficas, que es de donde surge 
de manera natural, para después traducirlo a coloraciones de aristas y del 
número heterocrornático tanto lineal como lineal interno, que es en la forma 
en que será útil para este trabajo. 

2.1 Las 2-transversales segmentadas 

Sea Huna hipergráfica tal que E (H) es no vacío. 

Definición 2.1 Una E-transversal segmentada S de la hipergráfica H es una 
familia 

{S¡, ... ,S¡S¡} 

de subconjuntos de V (H) tal que 

i) Para toda S, E S, IS,I :::: 2. 
ii) Para cada par S" S; E S, si i # j entonces 

S, nS; = 0. 

iii) Para toda e E E (H) existe S, E S tal que le n S,I :::: 2. 
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Para cada hipergráfica H sea 

{ ~I ..} 
>. (H) = mín ¿ (lS,1) - ISI : S es una 2-transversal segmentada de H . 

0=1 

En [11] se demuestra que 

Teorema 2.1 Sea Huna hipergráfica tal que E (H) es no vacío. Entonces 

he (H) = IV (H)I- >'(H) + 1. 

Prueba. Sea n un entero y r una n-coloración de los vértices de H libre de 
aristas heterocromáticas. 

Por un lado, si r es libre de aristas heterocromáticas entonces la familia 

de las clases cromáticas no singulares de r es una 2-transversal segmentada 
deH. 

Por otro lado, 
191 

n = IV (H)I- ¿ (lS,1) + ISI , 
1="1 

por tanto el máximo valor posible de n es IV (H) 1- >. (H) Y se sigue el resul
tado. • 
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2.2 Las 2-transversales y los números 
heterocromáticos lineal y lineal interno 

Sea G una gráfica y F un conjunto de subgráficas de G. 

Definición 2.2 Una !l-transversal segmentada S del par (G,F) es una fa-
milia 

{SI, ... , SISI} 

de subconjuntos de E (G) tal que 

i) Para toda S, E S, IS,I ~ 2. 
ii) Para cada par S" S; E S, si i i j entonces S, n S; = 0. 
iii) Dada G' E F,e:riste S, E S tal que lE (G' ) n S,I ~ 2. 

Al conjunto de 2-transversales segmentadas del par (G, F) lo denotaremOs 
como 

T(G,F). 

Para cada familia 
s = {SI> ... , Slsl} 

de subconjuntos de E (G) ajenos 2 a 2 definimos 

ISI 
JI (S) = L: (IS,I) -ISI· 

'=1 

Ahora sea 
A(G, F) = min {JI (S) : S E T (G,F)}. 

Lema 2.1 Sea G una gráfica, F un conjunto de subgráficas de G y c el 
mínimo número tal que para cada c-coloración de E (G) , existe al menos un 
elemento de F heterocromático. Entonces 

c = lE (G)I- A(G, F) + 1. 

Prueba. Primero definamos la hipergráfica H como sigue: 

V(H)=E(G) 
y 

E(H) = {E (G' ) : G' EF}. 
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Obsérvese que dada la definición de H, tenernos que 

e = hc(H) y jV(H)¡ = ¡E(e)¡. 

Así pues, por el teorema 2.1 vernos que para probar este lema sólo resta 
mostrar que 

>.(e,F)=>'(H), 

lo cual se sigue de que, nuevamente por la definición de H, S E T (e, F) si y 
sólo si S es una 2-transversal segmentada de la hipergráfica H . • 

Corolario 2.1 Sea e una gráfica y e una clase de gráficas. Entonces 

H (e, e) = ¡E (e)¡- >. (e, e (e)) + 1. 

Prueba. Considérese a e (e) como el conjunto F del lema 2.1, y el resultado 
se sigue de las definiciones. • 

Corolario 2.2 Sea e una gráfica y D un conjunto de .ubgráficas de e. 
Entonces 

h(e,D) = ¡E(GlI- >.(e,D) + 1. 

Prueba. Se sigue igualmente del lema 2.1 y de las definiciones. • 
A partir de estos corolarios podemos ver que la búsqueda de los números 

heterocromáticos H (e, C) y h (e, D) es equivalente a la búsqueda de los 
valores >. (e, C (e)) y>. (e, D) respectivamente. Este hecho será usado fre
cuentemente en los próximos capítulos. 
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2.2.1 Sobre familias de subconjuntos de aristas 

Sea G una gráfica y 

s = {S" ...• Slsl} 

una familia de subconjuntos no vacíos de E (G) ajenos 2 a 2. 

Lema 2.2 Para cada S'':; S se cumple que 

.lJ (S') S .lJ (S) . 

Prueba. Sea. sin pérdida de generalidad, 

S'= {S" ...• Sd 

con 1 S k S ISI. Entonces 

ISI ISI 

.lJ (S) = L (IS.I) - ISI = 1)IS;J - 1) 
i=1 

• ISI 

= L (IS.I- 1) + L (IS.I- 1) 
i=l i=k+l 

ISI 
= .lJ (S') + L (IS.I- 1) 2: .lJ (S') 

i=k+l 

y se sigue el resultado. 

Sea F un conjunto de subgráficas de G. 

Definición 2.3 Una pretransversal S del par (G. F) es una familia 

{SI •...• Slsl} 

de subconjuntos de E (G) tal que 

i) Para cada par S •• Si E S. si i i- j entonces 

Si nSi = 0. 

ii) Dada G' E F. existe S. E S tal que 

lE (G') n S.I 2: 2. 

12 
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Lema 2.3 Seo. S = {S1, ... , Slsl} una pretmnsversal del par (G, F) . Entonces 
existe S' <;; S tal que 

S'E T (G, F) Y JJ (S'):::: JJ (S) . 

Prueba. Sea 
S" = {S, E S :IS,I = l}. 

Claramente 
S' = (S \S") E T(G,F) 

y como S' <;; S, por ellerna 2.2 se sigue el resultado. • 
Lema 2.4 Seo. S = { S" ... , S181} E T (G, F). Entonces para cada par 
S"S;ES 

S'= (S\ {S" Sj}) U {S, U Sj} E T(G,F). 

Prueba. Se sigue de las definiciones. • 
En este capítulo definimos el concepto de 2-transversal segmentada para 

parejas de gráficas y conjuntos de subgráficas de las mismas. Se hizo de esta 
manera pues será así como más la utilicemos en el presente trabajo. Sin 
embargo, este concepto es claramente generalizable a parejas formadas por 
hipergráficas y subhipergráficas, y todos los resultados de este capítulo se 
demuestran de manera análoga para este caso. 
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Capítulo 3 

RAMOS EN GRÁFICAS 

Dada una gráfica G, consideremos a la familia L (G) de subgráficas de G 
compuesta por los siguientes elementos: 

Para cada x E V (G) sea 

L(x) = (V (L(x)) ,E(L(x))) 

la subgráfica de G formada por el conjunto de aristas incidentes a x, es decir, 

V (L(x)) = NG [xl 
y 

E(L(x)) = {e E E(G): x E e}. 

Así pues, 
L (G) = {L(x)}.ev(G)' 

A los elementos de esta familia los denominaremos romos. 
En este capítulo se probará que para cualquier gráfica G tal que Ó (G) 2: 2, 

el número heterocromático lineal interno de G con respecto a L (G), que 
denotamos como h (G, L (G)) , es igual a 

",(G) + ¡E(G)! -¡V(G)¡ + 1 

donde'" (G) es el máximo número de ciclos ajenos 2 a 2 en vértices en G. 
Esto nos permitirá determinar, para toda gráfica G que sea q-regular con 

q 2: 2, el número heterocromático de G con respecto a la clase e = {K l ,.}, 

el cual denotaremos como H (G, K l •• ) . 
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3.1 El número heterocromático h (G, L ( G)) . 

3.1.1 La cota inferior 

Sea G una gráfica tal que Ó (G) 2': 2. Entonces 

Lema 3.1 h(G.L(G)) 2': q,(G) + IE(G)I-IV(G)I + 1. 

Prueba. Esta prueba se llevará a cabe exhibiendo una e-coloración de E (G) 
con 

e = q,(G) + IE(G)I-IV(G)I. 

que es libre de elementos de L (G) heterocromáticos. Para esto. primero 
definiremos una familia de subgráfica.s de G de la manera siguiente: 

Seanm=q,(G) y 
{e" .... cm} 

una familia máxima de ciclos ajenos dos a dos en vértices en G. donde para 
cada 1 ~ i ~ m. 

(f = (V (e).E (0')). 
Ahora sean 

m 

Vm=UV(Ci
) 

i=1 

y Gm la subgráfica de G inducida por el conjunto de vértices V (G) \ Vm . 

Obsérvese que Gm es un bosque. 
Ahora iteremos el siguiente proceso: 

Paso 1. Sea 
pm+l = (V (pm+l).E (pm+1)) 

una trayectoria maximal en Gm (tal vez vacía) donde 

V (pm+l) = {p¡+I ..... p::-:l,} 

y 

E (pm+l) = {{p~+1 pm+1} . 1 < i < r - l} , I ,+1 . _ _ fn+l . 

Si V (pm+l) no es vacío. dado que ó (G) 2: 2 y Gm es un bosque. existen 
dos aristas distintas 
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tales que 

(Dibujo 3.1a). 

e~ 

Dibujo 3.1a Dibujo 3.1b 

Obsérvese que Zm y Wm no son necesariamente vértices distintos. 

Definamos entonces la subgráfica de e 

donde 

E (1'"'+1) = E (pm+1) U {{pm1 +1, } { m+1 }} Zm , Prm+1 1 W m 

y 

V (1'"'+1) = V (pm+1) U {z.n, Wm} (Dibujo 3.1b). 

Nótese que 1""+1 puede ser un ciclo o una trayectoria en e. 
Ahora sean 

Vm+1 = Vm U V (pm+1) 

Y em +1 la subgráfica de e inducida por V (e) \ Vm +1 • 

Paso k+1. Sea k E N tal que k 2: lo 

Sea 
pm+k+1 = (V (pm+k+1) ,E (pm+k+1)) 

una trayectoria maximal en Gm+k (tal vez vacía) donde 

V (pm+k+1) = {pm+k+1 ... pm+k+1} 
1 I J Tm+k+l 

y 
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E(1~m+k+l) = {{p;n+k+lJP~1k+l}: 1:5 i:5 rm+k+l-1}. 

De igual manera que en el paso 1, si V (pm+k+I) no es vacío existen 
dos aristas distintas 

{p;"+k+I, Zm+,}, {p;:.'-':'!!. W m+,} E E(G) 
con 

Zm+k,Wm+k E Vm+k . 

Obsérvese nuevamente que Zm+, y wm+, no son vértices necesariamente 
diferentes. 

Definamos así la subgráfica de G 

donde 

E (1""+'+1) = E (pm+k+I) U {{p;"+k+I, Zm+,}. {P:':"';';.!!, wm +,}} 
y 

V (1""+'+1) = V (pm+k+I) U {Zm+" wm+.}. 

Una vez más, 1""+k+1 es un ciclo o una trayectoria en G. 

Sean ahora 
Vm+'+l = Vm+, U V (pm+'+l) 

Y Gm+'+l la subgráfica de G inducida por V (G) \ Vm+k+l' 

Dado que IV (G)I es finito, existe n E N tal que 

o 

Y este proceso termina, siendo la última trayectoria maximal no vacía 

P = {V (pn), E (P)), 

la cual esta en la subgráfica Gn _ 1 inducida por V (G) \ Vn - I . 

Ahora bien, por construcci6n 
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es una partición de V (G) . Así pues 

m n 

¿IV(Ck)l+ ¿ IV(pk)l=IV(G)I· 
k=1 k=m+l 

Por otro lado, igualmente por construcción, 

{C I , ... , cm, 7""+1, ... , T"} 

es una familia de subgráficas de G ajenas dos a dos en aristas y claramente: 

a) Para k E N tal que 1 ~ k ~ m, 

lE (C') I = IV (C')I; 
y 
b) Para k E N tal que m + 1 ::; k ::; n, 

lE (T') I =IV (p') 1+ 1. 

Por lo tanto 

m n 

¿ lE (C')I + L lE (T') I 
k=1 k=m+l 
m n 

= ¿IV(C')I+ L (IV(p')1+1) 
10=1 k=m+l 
m n 

= ¿IV(C')I+ L IV(P')I+(n-m) 
1;;=1 k=m+l 

= IV(G)I+(n-m) 

Ahora, con base en la familia 

definiremos la coloración buscada de E (G) . 
Sea 

r: E (G) --> {l, ... , lE (G)I-IV (G)I + m} 

una coloración de E (G) tal que: 

18 

(3.1) 



a) Para k E N tal que 1 ~ k ~ m. 

r[E{ek
)] =k. 

b) Para k E N tal que m + 1 ~ k ~ n. 

r[E (Tk
)] = k. 

e) Para las 

lE (G)I- (~IE (ek
) 1 + kt..,IE (T

k
) 1) > 

aristas restantes. que por (3.1) son 

lE (G)\ - (IV (G)I + (n - m)). 

r les asigna. uno a uno. los colores restantes. 

Ahora veremos que r es una coloración de E (G) libre de elementoo de 
L (G) heterocromáticoo. 

Ya que 
{V (el) ....• V (C"').v (1""+1) •...• V (pn)) 

es una partición de V (G) • dada x E V (G) tenemoo doo casoo posibles. 

Caso l. Existe k E N. donde 1 ~ k ~ m. tal que x E V (ek ). 

En tal caso. 
IE(L(x))nE(cO)1 =2 

pues Ck es un cielo y por tanto existen 2 aristas en L (x) de color k. y así 
L (x) no es heterocromático. 

Caso 2. Existe k E N. donde m+ 1 ~ k ~ n. tal que x E V (PO). 

En este caso. dado que 

y 
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con Z1c-l,W1c-l E V1c - 11 entonces 

y por tanto existen 2 aristas en L (x) de color k, y así L (x) no es hetero
cromático. 

ABí pues, r es una e-coloración de E (G) con 

e = m + lE (G)I-IV (G)I = 4> (G) + lE (G)I- IV (G)!, 

que es libre de elementos de L (G) heterocromáticos y entonces 

h (G, L (G)) > 4> (G) + lE (G)I-IV (G)I 

de donde se sigue el resultado. • 
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3.1.2 La cota superior 

Las 2-transversales segmentadas 

Sea G una gráfica tal que á (G) ;:: 2. 
Por definición, una 2-transversal segmentada de G con respecto a L (G) 

es una familia 
s = {S" ... Slsl } 

de subconjuntos de E (G) tal que 

i) Para cada S, E S, IS,I ;:: 2; 
ii) Para cada par S" Si E S, si i # j entonoes S, n Si = 0; 
iii) Para cada subgráfica G' E L (G) ,existe S, E S tal que 

IS, n E (G')I ;:: 2. 

Al conjunto de 2-transversales segmentadas del par (G, L (G)) lo deno
taremos como T (G, L (G)), Y sea 

>. (G, L (G)) = min {JI (S) : S E T (G, L (G))). 

Dada S = { S" ... , SISI} E T (G, L (G)) , denotaremos como Graf (S) a la 
familia de subgráficas de G 

{G [S,], ... , G [Slsll} , 

y para cada G [S,] E Graf (S) definamos: 

Q (G [S,]) = {x E V (G [S,]) : dGISd (x) ;:: 2} 
y 

{ 

Q (G [S,]) sii·= 1; 
A(G [S,]) = Q (G [S,]) \~,A(G [Si]) en otro caso. 

De estas definiciones es importante resaltar que 

Observación 3.1 Paro cada G [S,] E Graf (S), 

Q(G[S,]) = {x E V(G): IE(G[S,]) nE(L(x))l;:: 2}; 

y 
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Observación 3.2 Por definición, 

s = {SI, ... ,Slsl} = {E (G [SI]), ... ,E (G [Slsl])}' 

En lo que sigue sea G una gráfica tal que Ó (G) ?: 2 Y 

S= {SI""SIS I} ET(G,L(G)). 

Propiedades de las 2-Imnsversales 

ISI 
Lema 3.2 L: lA (G [S,]) I = IV (G)I· 

i=l 

Prueba Como S E T (G, L (G)) , entonces para cada x E V (G) existe 
S, E S tal que 

IS,nE(L(x))I?: 2 

y por ende 
lE (G [S,]) n E (L (x))I ?: 2. 

Así, para cada x E V (G) existe i E N tal que x E Q (G [S,]) (observación 
3.1), y por tanto 

ISI 
UQ (G[S,]) = V (G) 
1=1 

de donde se sigue el resultado. • 
Lema 3.3 Para todo G [S,l E Graf (S) con 1 ::; i ::; ISI se cumple que 

lE (G [S,]) 1 ?: IQ (G [S,])I. 

Prueba. Sea G [S,l E Graf (S) . Por definición 

Q (G [S,]) <;; V (G [S,]) , 

y entonces 
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= L (dGISd(X)) + L (dGIS'I(X)) 

.Eq(GIS,() 2 .EV(GIS.()\q(GIS,() 2 

= L (dGIS'1 ~) - 2) + IQ (G [S,]) 1 + L (dGI~ (X)) . 

• Eq(GIS,() . cEV(GIS,()\q(GIS,() 

Como para toda x E Q (G [S,]) se cumple que dGls,1 (x) ~ 2, entonces 

L (dGISd (x) - 2) + L (dGIS'1 (X)) > O 
zeq(GIS,n 2 cE (V(GISd)\q(GISd» 2 -

y de ahí que 
lE (G [S,]) 1 ~ IQ (G [S,DI· 

• 
Las 2-transversale.9 6ptimas 

Aquí analizaremos a los elementos de T (G, L (G)) que son óptimos, es 
decir, aquellos 

8 = {S" ... , SISI} E T (G, L (G)) 

tales que 
IS( 

J (8) = L (IS,I)-181 = >. (G, L (G)). 
i=l 

Al conjunto de estas 2-transversales lo denotaremos como T' (G, L (G)) . 
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Lema 3.4 Si S E T' (C. L (C)) entonces para toda 1 5 i 5 ISI se cumple 
que C [Si] E Graf (S) es una gráfica conexa. 

Prueba. Probaremos este resultado por reducción al absurdo. 
Primero nótese (observación 3.2) que 

S = {SI •...• Slsl} = {E (C [SI])' ...• E (C [SISI])} . 

Sean C [S,] E Graf (S) no conexa y 

las r ::o: 2 componentes COnexas de e [S,] • donde para cada j E N tal que 
1 ~ j 5 r. 

e: = (V (en.E (en). 
Claramente, para cada x E V (e) • si 

lE (e [S,]) n E (L (x))1 ::o: 2 

entonoes existe e; con 1 ::; i ::; r tal que 

IE(eD nE(L(x))I::o: 2. 

Entonoes 

S' _ { E (e [SI]) •...• E (e [S'-I]) • E (el) ....• } 
- E (~).E (e [St+1]) •...• E (e [Slsl]) 

es una pretransversal del par (C. L (e)) tal que 

.lJ (S') < .lJ (S) 

pues IS'I > ISI· 
Así. por el lema 2.3, sabemos que existe S" ~ S' tal que 

S" E T (C. L (e)) y .lJ (S") ~ .lJ (S') 

por lo que 
JJ (S") < .lJ (S) 

y sigue el resultado. 
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Lema 3.5 Sw S E T' (G,L(G)) Y G[S,] E Graf(S) para algún i E N con 

1 ~ i ~ ISI· Si 
lE (G [S,])I = IQ (G [S,]) 1 

entonces G [S,] es un ciclo. 

Prueba. Sea G [S,] E Graf (S) y supongamos que 

lE (G [S,]) 1 = IQ (G [S,])I· 

Dado que 
Q (G [S,]) S V (G [S,]) , 

entonces 

= L (dG1s.1 (X)) L (dG1S;\ (X)) 
OEQ(Gls,1) 2 + oeV(GIS;!)\Q(G(S,1) 2 

= L (dG1S¡1 ~x) - 2) + IQ (G [S,]) 1 + L (dGIS~ (X)) 
oEQ(GIS¡1) .eV(GIS¡J)\Q(G{s¡J) 

y como 
lE (G [S,]) 1 = IQ (G [S,]) 1 , 

entonces 

'" (dG1Sd (x) - 2) '" (dG1S'( (x)) _ L..J 2 + L..J 2 - O. 
OEQ(Gls,1) oeV(GIS;\)\Q(GISd) 

Ahora bien, para toda x E Q (G [S,]) se cumple que dG(s¡J (x) :::: 2, por lo 
tanto 

y así 

y L (dG1S¡1 (x)) - O 

.EV(Gls,J)\Q(G(S.1) 2 -. 
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Como G [S,] no tiene vértices aislados, entonces la segunda igualdad nos 
dice que 

V (e [S,]) \ Q (G [S,]) = 0, 

y por tanto 
V (e [S,]) = Q (e [S,]) . 

Por otro lado, de la primera igualdad se implica que para cada x E Q (e [S,]) 
se tiene que dal",! (x) = 2, Y dado que 

V (e [S,]) = Q (e [S,]) , 

entonces para cada x E V (e [S,]) 

dals;1 (x) = 2. 

Finalmente, COmo 8 E T' (e, L (e)) entonces por el lema 3.4 se sigue que 
G [S,] es conexa y por tanto, G [S,] es un ciclo. • 

Lema 3.6 Sea 8 E T' (e, L (e)) . Entonces 

I{S, E 8 : lE (G [S,]) 1 = IA(G[s,])I}I:5 "'(G). 

Prueba. Sea e [S,] E Graf (8) tal que 

lE (e [S,])I = lA (e [S,])I· 

Por definición de Q (e [S,]) y A (e [S,]), es claro que 

IQ (e [S,])I ~ lA (e [S,])I· 

Así, si 
lE (e [S,])I = lA (e [S,]) 1 

entonces aplicando el lema 3.3 tenemos que 

lE (e [S,]) 1 = IQ (G [S,]) 1 = lA (G [S,])I· 

Ahora bien, si 
lE (G [S,]) 1 = IQ (e [S,]) 1 , 
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por el lema 3.5 sabemos que G [S,J es un ciclo, y si G [S,J es un ciclo, entonces 
para cada x E V (G [S,]) se tiene que dOI",) (x) = 2, Y por tanto 

Q (G [S,]) = V (G [S,]) . 

Ahora bien, como 
IQ (G [S,]) I = IA(G [S,]) I 

entonces 
A (G [S,]) = Q (G [S,]) 

y así 
A(G [S,]) = V (G [S,]). 

De lo anterior se sigue entonces que para cada par S" S; E S tales que 

IE(G[S,])I = IA(G[S,])I y lE (G [S;]) I = IA(G[S;])I 

se tiene que 
G [S,J y G [S;J son ciclos, 

y que 
A(G[S,]) = V(G[S,]) y A(G[S;])=V(G[S;]). 

Como por definición 

A(G[S,])nA(G[S;]) =0, 

entonces 
V (G [S,]) n V (G [S;]) = 0 

y así G [S.] y G [S; J son ciclos ajenos en vértices. 
De todo lo anterior vemos que 

{S, E S : lE (G [S,]) I = lA (G [S,])!} 

es un conjunto de ciclos ajenos en vértices 2 a 2 en G y concluimos que 

[(S, E S : lE (G [S,]) I = IA(G[S,])!}I ~ "'(G) 
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Teorema 3.1 Sea C una gráfica tal que {j (C) 2: 2. Entonces 

h (C, L (C)) = cf¡ (G) + lE (C)I-IV (C)I + 1. 

Prueba. Por el lema 3.1 sabemos que 

h (C, L (C)) 2: cf¡ (C) + lE (C)I- IV (C)I + 1. 

Así pues, para demostrar el teorema basta probar que 

h(C,L(G)) $ cf¡(G) + lE (G)I-IV (G)I + 1. 

Por el corolario 2.2 sabemos que 

h (C, L (C)) = lE (C)I- >. (C, L (C)) + 1 

y entonces, probar el teorema es equivalente a demostrar que 

>. (C, L (G)) 2: IV (G)I- cf¡ (G). (3.2) 

Sea pues 
8 = {S¡, ... , S181} E T' (C, L (G)) . 

Por definición, para cada S, E 8 tenemos que S, = E (G [S,]) por lo que 

ISI 

L (IS,I) - 181 
i=:) 

ISI 
= L (lE (G [S,])1)-181· 

i=1 

Por otro lado, por el lema 3.2 vemos que 

ISI 
IV (G)I = L (lA (C [S,]) 1) 

i=1 

y entonces se sigue que 
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¡SI 

L (ls,1) -lsl-lv (G)I 
i=l 
¡SI ¡S] 

= L (lE (G [S,]) 1) - ISI - L (lA (G [S,]) 1) 
i=l i=l 

¡SI ¡9¡ 

= L (lE (G [S,])I- 1) - L (lA (G [S,])I) 
i=) 

¡9¡ 

= L (lE (G [S,]) 1 -lA (G,)I- 1). 
i=l 

Ahora bien, obsérvese que cada sumando 

(lE (G [S,])I-IA (G [8,])1- 1) 

será negativo si y sólo si 

lE (G [S,]) 1 = lA (G [S,])1 , 

pues tanto lE (G [S,])I como IA(G [S,])I son enteros. Entonces 

¡9¡ 

L (IS,I) -ISI-IV (G)I 
i=l 

¡SI 

= L(IE(G[S,])I-IA(G[S,])1-1) 
i=l 

~ -I{S, E S :IE(G[S,])I = IA(G[8,])J}1, 

y como por el lema 3.6 sabemos que 

I{S, E S : lE (G[S,])I = lA (G,JI) 1 :s q,(G), 

se sigue entonces que 

¡9¡ 

L (IS,I) -ISI-IV (G)I ~ -q, (G) 
i=1 
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y así 
ISI 

.JI (S) = L (ISd) -ISI ;::: IV (G)I- 4> (G) 
i=l 

de donde se implica (3.2) y como consecuencia el teorema. • 
Algunas implicaciones de teorema 3.1 

Teorema 3.2 Sea G una gráfica q-regular con q ;::: 2. Entonces 

H (G, K¡,.) = 4> (G) + lE (G)I- IV (G)I + 1. 

Prueba. S610 obsérvese que dado que G es una gráfica q-regular, la clase de 
subgráficas de G tales que son isomorfas a K¡,. es igual a la familia 

L (G) = {L (X)}'EV(G) ' 

y así 
H (G, K¡,.) = h(G, L (G)) 

de donde el resultado se sigue del teorema 3.l. 
En [201 se prueba que 

• 
Teorema 3.3 Sean n y k enteros tales que k ~ O Y n ~ 3 (k + 1). Sea G 
una gráfica de orden n con grado minimo r ~ 1 . Entonces G contiene k + 1 
ciclos independientes que cubren a todos los vértices de G, de los cuales k de 
ellos son triángulos. 

•• 
Ahora bien, para cada n E N se cumple que 

entonces 
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rn+lnl-ll Teorema 3.4 Sea G una gráfica de orden n 2: 3, tal que Ó (G) 2:; . 

Entonces 
h(G,L(G)) = liJ -n+IE(G)i+1. 

Prueba. Del teorema 3.3 se sigue que 

y claramente 

rf¡(G) 5, liJ 
pues cada ciclo independiente contiene al menos 3 vértices. AIlí 

rf¡(G) = liJ 
y del teorema 3.1 se sigue el resultado. • 

Sea G una gráfica plana tal que Ó (G) 2: 2, Y denotemos como Ca (G) al 
conjunto de caras de G. 

Entonces 

Thorema 3.5 h (G, L (Gl) = rf¡ (G) + ICa (G)I- 1. 

Prueba. Sólo nótese que dado que G es plana, entonces 

lE (G)i-IV (G)i = ICa (G)I- 2, 

y con el teorema 3.1 se sigue el resultado. • 
Para cada e E Ca (G) , sea E (e) el conjunto de aristas de la frontera de 

e; y sea h(G, Ca (G)) el mínimo número tal que para toda h(G, Ca (G))
coloración de E (G), existe e E Ca(G) tal que E (e) es heterocromático. 

Si E (e) es heterocromático diremos que e es heterocromático. 
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Teorema 3.6 Sea G' = (V (G') , E (G')) la gráfica dual de G. Si G' es una 
gráfica simple y Ó (G') :::: 2 entonces 

h(G, Ca (G)) = rf¡(G') + IV (G)I- 1. 

Prueba. Obsérvese que dada cualquier coloración de E (G) , y por tanto de 
E (G') , existe un elemento de Ca (G) heterocromático si y sólo si existe un 
elemento de L (G') heterocromático. Así 

h (G, Ca (G)) = h (G', L (G')). 

y como G' es plana, entonces por el teorema 3.5 vemos que 

h(G,Ca(G)) = rf¡(G')+ICa(G')I-l 
= rf¡(G')+IV(G)I-l 

y se llega al resultado. • 
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Capítulo 4 

ESTRELLAS EN GRÁFICAS 
COMPLETAS 

Dado m E 1\1, denotaremos como 

a la gráfica completa de orden m, y como 

K"m = (V (K
"
m),E (K"m)) 

a la estrella de m Mistas. 
Dados n, q E 1\1 tales que n > q ;::: 2, denotemos como H (Kn, K"q) al 

número heterocromático de Kn con respecto a la clase e = {K"q} . 
En este capítulo demostraremos que para todo par n, q E 1\1 tales que 

n>q;:::2 

{ 

g(n,q) 
9 (n, q) S H (Kn, K

'
,q) S 

si n 6 q es par 6 re(n,ft-q+2) < l. 
n q+2 2' 

g(n,q)+l en otro caso, 

donde 

ln (q - 2)J l n J g(n,q) = 2 + n-q+2 +1. 
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4.1 El número heterocromático H (Kn , K1,q) 

4.1.1 La cota inferior 

Lema 4.1 Sean n E N Y q E N tales que n > q ;::: 2. Entonces 

H (Kn , K¡,q) ;::: 9 (n, q). 

Prueba. Probaremos este lema exhibiendo una e-coloración de E (Kn ) oon 

ln(q-2)J l n J c=g(n,q)-l= 2 + n-q+2 ' 

que es libre de copias de K¡,q heterocromáticas. 
Para esto, antes de dar la coloración construiremos una familia de sub

gráficas de Kn. 
Primero consideremos a 

{ VI, ... , ~L-"--J}' .. -,,+2 

una partición de los vértices de K n definida. corno sigue: 

Para cada i E N tal que 1 :s: i :s: (l n-~+2 J - 1) sea 

IV.I = n - q + 2; 

y 

I"'L---J I = n - q + 2 + re (n, n - q + 2) . 
.. -q+2 

Ahora para cada i E N tal que 1 :s: i:S: l n-~+2 J ' denotemos oomo G, a 
la subgráfica de Kn tal que 

V (G,) = V. 
y 

a) Para cada i E N tal que 1 :s: i:S: (l n-~+2 J - 1) , 

b) GL---J es regular de grado n - q + 1 si n ó q es par; y regular de 
n-,,+2 

grado n - q + 1 excepto por un vértice de grado n - q + 2 si n y q son impares. 
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Nótese pues, que para cada i E N tal que 1 ::; i ::; l n-~+2 J y para cada 

x E V (Gi ) sucede que 
de, (x) = n - q + 1, 

salvo si n y q son impares, en cuyo caso existe un único vértice de valencia 
n - q + 2. Entonces 

Ahora consideremos la coloración de E (Kn ) 

definida como sigue: 

a) Para cada i E N tal que 1 ::; i::; l n-~+2 J ' 
r [E (Gi )] = i. 

b) Para las aristas restantes, que por (4.1) son 

r les asigna, una. a. una, los 

(ln(q-2)j+l n j)-l n j=ln(q-2)j 
2 n-q+2 n-q+2 2 

colores restantes. 

y 

Veremos que r es una coloración libre de copias de K 1,. heterocromáticas. 
Sea G una subgráfica de Kn tal que G ~ K 1, •• Para fijar ideas, sea 

E(G) = {{x,y.H:=1 

V(G) = {x,YI, ... ,y.}. 
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Ahora bien, para alguna i E N tal que 1 ~ i ~ l n-~+2 J debe ocurrir que 

x E V (G;) , y por tanto 

de, (x) :::: n - q + 1. 

Sea entonces 

con 
{X,Zl, ... ,Zn-q+,} ~ V (G;), 

la estrella con centro en x y n - q + 1 aristas contenidas en G;. 
Obsérvese que como 

n-q+l+q=n+l, 

entonces 

y luego 
lE (G) n E (G;)I :::: 2. 

Es decir, en E (G) existen dos aristas de color i, Y por tanto, no es hetero
cromática. 

Así, 

ln(q-2)J + l n J 
2 n-q+2 

de donde se sigue el resultado. • 
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4.1.2 La cota superior 

Sean n E N tal que n :::: 3 y 

la gráfica completa de orden n. 
Dada S = {SI, ",SISI} una familia de subconjuntos de E (Kn) no singu

lares disjuntos 2 a 2, denotamos como Graf (S) a la familia de subgráficas 

{G [SI] , ... , G [SISll} 

y como G (S) a la subgraJica de Kn definida oomo 

ISI 
E(G(S)) = UE(G[S,)) 

i=1 

y 
V(G(S)) = V(Kn ). 

Por último, para cada:z; E V (G (S)), sea 

G S [xl = {G [S,I E Graf (S) : x E V(G [S,))}. 

De estas definiciones es importante resaltar que 

Observación 4.1 . 
i) S = {S" ",SISI} = {E (G [SI)) , ... , E (G [SISI])} . 

ISI 
ii) ¿ (lS,1) = lE (G (S))I· 

i=1 

iii) ISI = IGraf (S)I· 
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Las 2-transversales segmentadas 

Sean n E N Y q E N tales que n > q 2: 2 Y sea e la clase de gráficas cuyo 
único elemento es KI,q' Por definición, una 2-transversal segmentada del par 
(Kn , e (Kn )) es una familia 

s = {SI""Slsl} 

de subconjuntos de E (Kn ) tal que 

i) Para cada S, E S, IS,I 2: 2; 
ii) Para cada par S" Sj E S, si i f j entonces S, n Sj = 0; 
iii) Dada G E e (Kn ) existe S, E S tal que IS, n E (G)I 2: 2. 

Al conjunto de 2-transversales segmentadas del par (Kn , e (Kn )) lo de-
notaremos como 

T (Kn, e (KI,q)) , 

y además sea 

A (Kn , e (Kn)) = min {.lJ (S) : S E T (Kn , e (Kn))). 

Lema 4.2 Sean n, q E N tales que n > q 2: 2; S = {SI, ... S[S[} una familia 
de subconjuntos de E (Kn ) no Singulares disjuntos 2 a 2. S E T (Kn , e (Kn )) 

si'y sólo si para cada x E V (G (S)) se cumple que 

do(s) (x) 2: n - q + IGs [xli. 

Prueba. 
=» Supongamos que existe x E V (G (S)) tal que 

do(s) (x) :::; n - q + IGs [xJI- 1. 

Entonces existe un conjunto de aristas {{x'Y'}}~1 con 

t 2: q - IGs [xJl 

que no estan contenidas en E (G (S)) Y que son adyacentes al vértice x. 
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Ahora, para cada G [Si} E G s [x} escojamos una arista {x, Wi} E E (G [Si]), 
COn x como extremo. Sin pérdida de generalidad supongamos que 

Gs [x} = {G [Sd, G [S.} , ... , G [SIGsl.1I1} . 

(Dibujo 4. la) 

, 
/ 

Y, 
Y, 

G [SI Y, 
Y, 

G [SI / G [S, l 
/ 

, , 
Y W , , IG,(:II, 

,~q-IG.I.II I G (S IG,I<1I1 ' 

Dibujo 4.1& Dibujo 4.1b 

Como t 2: q - ]GB [xli entonces el conjunto de aristas 

{{X,Yi}}~¡ U{{x,Wi}}~:~I'1I 

Yi+l.- -- --

G (S,I 

es o contiene una subgráfica G isomorfa a K¡,q, donde el centro de la estrella 
G es x. 

Además, por como se escogieron el conjunto de aristas {{x, wi}}~:il.1I , 
. tenemos que para toda i E l\l tal que 1 :::; i :::; ]8] sucede que 

]E (G [Si]) n E (G)] :::; 1, 

y entonces se sigue que para toda Si E 8 

]S,nE(G)]:::; 1 

lo cual implica que 8 rt T (Kn , e (Kn )) . 

<=) Ahora supongamos que 8 rt T (Kn, e (Kn». Esto por definición es equi
valente a que existe una subgráfica G E e (Kn ) tal que para cada Si E 8 
sucede que 

]Si n E(G)]:::; 1. 
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Para fij ar ideas, supongamos que 

E(G) = {{x,y,}}~~, 
y 

V(G) = {x,Y" ... ,Yq}· 

Corno para cada S, E S tenernos que 

IS, n E (G)I ::; 1 

entonces: 

a) Para cada G [S,) E G s [x) 

IE(G [S,)) n {{x,Y,m~d::; lo 

b) Para cada G [S,) rf- G s [x) 

lE (G [S,)) n {{x,Y,}}~,1 = o. 
Por lo tanto 

(Dibujo 4.2b). 
Así, el número de aristas adyacentes a x que no están en E (G (S)) es 

mayor o igual a q - IGs [x)1 , es decir 

n - 1 - da(s) (x) ~ q - IGs [xli 

de donde se sigue el resultado. • 
Las 2-transversales segmentadas óptimas 

En esta sección centraremos nuestra atención en el conjunto de 2-transversales 

S = {S"""SISI} E T(Kn,C(Kn)) 

tales que 
ISI 

] (S) = L (lS,1) -ISI = >. (Kn, C (Kn)). 
i=l 

A este conjunto de 2-transversales segmentadas lo denotaremos como 

T· (Kn, C (Kn)). 
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Lema 4.3 Sean n, q E N tales que n > q ;:: 2 Y S E T (Kn , C (Kn )). Si 
S E T· (Kn , C (Kn )) entonces toda G [S,I E Craf (S) es una gráfica conexa. 

Prueba. Probaremos este resultado por reducción al absurdo. 
Primero nótese (observación 4.1 i) ) que 

S = {S",,,,Slsl} = {E (G [S,]) , ... ,E (G [Slsl])}' 

Sean G [S,] E Craf (S) no conexa y 

G¿, ... ,G'¡ 

las r ;:: 2 componentes conexas de G [S,] , donde para cada j E N tal que 
l::;j::;r, 

G; = (V (en ,E (G!)). 
Claramente, para cada gráfica G E C (Kn ) ,si 

lE (G [S,]) n E (G)I ;:: 2 

entonoes existe e: con 1 ::; i ::; r tal que 

Por tanto 

lE (e:) nE (G)I;:: 2. 

S'= {E(G[Sl]), ... ,E(G[S'-l]),E(GD, ... ,} 
E (Gt) ,E (G [S'+1]) , ... , E (G [Slsl]) 

es una pretransversal del par (Kn , C(Kn )) tal que 

.lJ (S') < .lJ (S) 

pues IS'I > ISI· 
Así, por el lema 2.3, sabemos que existe S" <; S' tal que 

S" E T (Kn , C (Kn )) Y .lJ (S") ::; .lJ (S') 

por lo que 
.lJ (S") < .lJ (S) 

y sigue el resultado. 
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Las E-transversales segmentadas óptimas de card1.nal mínimo 

Ahora centraremos nuestra atención en el subconjunto de T' (K., C (K.)) 
formado por las 2-transversales cuyo número de segmentos ISI, sea mínimo. 
En otras palabras, fijaremos nuestra atención en el conjunto 

{S E T' (K., C (K.)) : para toda S' E T' (K., C (K.)), ISI ::; IS'I}. 

A este oonjunto de 2-transversales segmentadas lo denotaremos como 

En lo que resta de esta sección, sean n, q E N tales que n > q 2: 2 Y 

S = {SI, ... Sls l} ET'(K.,C(Kn )); 

Lema 4.4 Si S E T:'. (K., C (K.)) entonces cada e [S;] E Graf (S) es una 
subgráfica inducida de e (S) . 

Prueba. Supongamos que el resultado es falso. Sea S E T:';' (K., C (K.)) y 
sean, sin pérdida de generalidad, e [SI] ,e [S2] E Graf (S) tales que existen 
x,y E V(e(S)) donde 

{x,y}EE(e[S2]) y x,yEV(e[SI]), 

es decir, que e [S¡J no es inducida en G (8) . 

Sea e 1,2 la subgráfica de e (8) definida como: 

E (e l ,2) = (E (e [SI]) u E (e [S2])) \ {{x, y}} 
y 

V (e l ,2) = U e (Dibujo 4.2). 
eEE(GI,2) 

e [s.l~..n~ G -.......-y ... 
- - - --' x 

Dibujo 4.2 
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Ahora sea 

S' = {E (GI,2) ,E (e [S3]) , ... , E (GISI)} 

y 
e (S') = (V (G (S')) ,E (G (S'))). 

Obsérvese que como 

lE (G (S))I = lE (G (S'))I + 1 Y ISI = IS'I + 1, 

entonces (observación 4.1 ji) ) 

.J (S') = Jr (S) 

y 
IS'I < ISI· 

Así, si probamos que 

S' E T (Kn , e (Kn )) , 

tendríamos entonces que S' E T' (Kn , e (Kn )) Y se seguiría que 

S rt T:'" (Kn , e (Kn )) , 

demostrando así este lema. 
A continuación veremos que S' E T (Kn, e (Kn)) . 
La argumentación siguiente será usada constantemente en las demostra

ciones de los próximos lemas, por lo que en esas demostraciones sólamente 
haremos referencia a ésta. 

Primero obsérvese que por el lema 2.4, la familia 

S" = {CE (G [SI]) U E (G [S.])), E (G [S3]) , ... , E (Glsl)) 

es un elemento de T (Kn, e (Kn)) . Ahora sea 

G(S") = (V (G (S")) ,E(G(S"))). 

Por el lema 4.2 vemos que para toda z E V (G (S")) se cumple que 

dG(s,,) (z) ~ n - q + IGs" [zll , 
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y como la única diferencia entre S' y S" es la arista {x, y} se sigue entonces 
que en G (S') 

Para toda z E V (G (S')) \ {x,y} , dG(s') (z) 2: n - q + IGs' [z]l. (4.2) 

Entonces, a la luz del lema 4.2, para probar que S' E T (Kn , e (Kn )) sólo 
.resta ver qué sucede con los vértices x e y. 

Hasta aquí llega la argumentación que repetiremos constantemente. 
Ahora bien, como 

E(G(S)) \ {{x,y}} = E(G(S')) 

se sigue que 

dG(s') (x) = dG(s) (x) - 1 Y dG(s') (y) = dG(s) (y) - 1 . 

Por otro lado, como 

S' = (S\ {E (G [S,]) ,E (G [S2])}) U E (G,,2) 

y 
{x,y} ~ (V (G [S,]) n V (G[S2])) y x,y E V (G,,2) 

entonces 

IGs [x]l - 1 = IGs' [xli y IGs [YlI- 1 = IGs' [yll· 

Por tanto, como S E T (Kn , e (Kn )) tenemos entonces (lema 4.2) que 

dG(s) (x) 2: n - q + IGs [xli y dG(s) (y) 2: n - q + IGs [y]I , 

y así 

dG(s,) (x) = dG(s) (x) - 1 2: n - q + IGs [x]l-l = n - q + IGs' [x]l 

y 

dG(s,) (y) = dG(S) (y) - 1 2: n - q + IGs [y]l- 1 = n - q + IGs' [y]l. 

Así, con (4.2) vemos que para todo z E V (G (S')) 

dG(s,) (z) 2: n - q + IGs ' [z]l 

y por tanto (lema 4.2) S'E T (Kn , e (Kn)). 
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Lema 4.5 Si S E T:';. (K., C (K.») entonces para cada x E V (G (S)) tal 
que IGs [xli ;::: 2 se cumple que 

da(s) (x) = n - q + IGs [xII· 

Prueba. Demostraremos este result~do por reducción al absurdo. 
Supongamos que S E T:';' (K., C (K.)) y sea x E V (G (S» tal que 

IGs [xJI ?: 2 Y 
da(s) (x) ?: n - q + IGs [xli + lo 

Como IGs [xJ I ?: 2, sean pues, sin pérdida de generalidad, 

G[S,],G[S,JEGs[x], {x,y}EE(G[S,]) y {x,w}EE(G[S,]). 

Caso 1. Y es adyacente a w en G (S) . 

Como S E T:'in (K., C (K.)), entonces por el lema 4.4 sabemos que tanto 
G [S,J como G [S,l son gráficas inducidas en G (S) , por lo que 

{y, w} rr. E (G [S,]) U E (G [S,]). 

Sea pues S3 E S tal que 

{y,w} EE(G[S3]). 

Nuevamente, como G [S,J es una gráfica inducida en G (S) , Y dado que 

{x,y} E E(G[S,]) y {w,y} E E (G[S3]) , 

entonces x rr. V (G [S3]) (Dibujo 4.3a). 

G [s.l 
x 

G [S.1 G.", 

G [s,1 

Dibujo 4.3a Dibujo 4.3b 
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Así, sea GI •3 la subgráfica de G (S) definida como: 

E (GI •3 ) = (E (G [S¡]) U E (G [S3])) \ {x, y} 
y 

V (GI •3) = U e (Dibujo 4.3.b). 
eeE(Gt,3) 

Ahora sea 

S' = {E (G I •3 ) ,E(G[S2]) .E(G[S.]), ... ,E (G [SlsID} 

y 
G (S') = (V (G (S')) ,E (G (S'))). 

Obsérvese que como 

lE (G (S))I = lE (G (S'))I + 1 Y ISI = IS'I + 1, 

entonces (observación 4.1 ii) ) 

.1J (S') =.1J (S) 

y 

IS'I < ISI· 

Así, si probamos que 

S' E T (Kn, e (Kn)) 

tendríamos que S i T:'n (Kn, e (Kn)), terminando con este caso. 

Ahora bien, de manera análoga que en la prueba del lema 4.4, vemos que 

Para toda z E V (G (S')) \ {x,y}, da(s') (z) 2: n - q + IGs' [zll, (4.3) 

y como 

E (G (S)) \ {{x,y}} = E (G (S')), 

entonces 

da(s') (x) = da(s) (x) - 1 Y da(s') (y) = da(s) (y) - 1 . 
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Por otro lado, como 

s' = (S\ {E (G [SI]),E (G [S3])}) U E (GI,3) 

entonces: 
a) Dado que 

y E V(G[Sd)nV(G[S3]) e yE V(GI,3) 

se tiene 
IGs [yll - 1 = IGs' [yll· 

b) Como x ct V (G [S3]) , se sigue que 

IGs [xli = IGs' [x] I si x E V (GI,3) 
ó 

IGs [xli = IGs' [xli + 1 si x ~ V (G I,3)' 

En todo caso 
IGs [xli 2: IGs' [xli· 

Así pues, como S E T {Kn, e (Kn)) entonces (lema 4.2) 

da(s) (y) 2: n - q + IG s [yll 

y así 

da(s') (y) = da (S) (y) - 1 2: n - q + IGs [Yll- 1 = n - q + IGs, [Yll ; 

y como por hipótesis 

da(s) (x) 2: n - q + IGs [xli + 1 

entonces 

da(s') (x) = da(s) (x) - 1 2: n - q + IGs [xli 2: n - q + IGs' [xli· 

Por tanto, con (4.3) vemos que para todo z E V (G (S')) 

da(s') (z) 2: n - q + IGs' [zll 

y por tanto (lema 4.2) S'E T (Kn, e (Kn)). 
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Caso 2. Y no es adyacente a w en G (S) . 

Sea en este caso G¡" la subgráfica de Kn definida como: 

E (G¡,,) = ((E (G [SI]) U E (G [S,])) \ {{x,y}, {x,w}}) U {{y,w}} 

y 
V (G¡,,) = U e (Dibujo 4.4). 

eEE(GI,'2) 

G [S.] 

G 
',2 

G[S,] 

Dibujo 4.4 

Ahora definamos 

S' = {E(Gd ,E(G[S3]) , ... ,E (GISI)} 

y sea 
G (S') = (V (G (S')), E (G (S'))). 

Nuevamente 

lE (G (S))I = lE (G (S'))I + 1 y ISI = IS'I + 1, 

y entonces 
Jf (S') = Jf (S) y IS'I < ISI· 

Así. probando que 
S' E T (Kn , C (Kn )) , 

termimos con este caso. 

Una vez, más, de forma análoga que en la demostración del lema 4.4 vemos 

que 

Para toda z E V(G(S')) \ {x,y,w}, dc(s') (z);:: n - q+ IGs ' [z]l, (4.4) 
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y dado que 

(E (G (S)) \ {{x, y}, {x, w}}) U {{y, w}} = E (G (S')) 

entonces 
dG(s,) (y) = dG(s) (y) ; dG(s') (w) = dG(B) (w) 

y 
dG(s,) (x) = dG(s) (x) - 2. 

Por otro lado, como 

S' = (S\ {E (G [SI]) , E (G [S2])}) U E (GI,2) 

entonces: 
a) Dado que 

{y,w} <:;;V(G[SI])UV(G[S2]) y y,WEV(GI,2), 

entonces 
1GB [yJl :::: 1GB, [yJl y IGs [wJl :::: 1GB, [wll· 

b) Como x E V (G [SI]) n V (G [S2]) se sigue que 

IGs [xli = IGs ' [xli + 1 si x E V (G I,2) 
y 

IGs [xJl = 1GB, [xJl + 2 si x ~ V (Gd· 
En cualquier caso 

IGs [xJl- 1 :::: IGs' [xJl. 
Así, como S E T (Kn, C (Kn)), por el lema 4.2 vemos que 

dG(s') (y) = dG(s) (y) :::: n - q + IGs [yJl :::: n - q + le., [yJl; 
dG(s,) (w) = dG(s) (w) :::: n - q + IGs [wJl :::: n - q + IGs, [wll , 

y como por hi p6tesis 

dG(s) (x) :::: n - q + 1GB [xJl + 1. 

entonces 

dG(s') (x) = dG(s) (x) - 2 = n - q + IGs [xll- 1 :::: n - q + IGs' [xJl. 

Así, con (4.4) yellema4.2sesigue que S'E T(Kn,C(Kn)). 
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Lema 4.6 Existe 8 E T:',. (Kn, C (Kn)) tal que para cada G [Si] E Graf (8), 
6(G[Si]):::: 2. 

Prueba. Supongamos que el lema es falso. 
Sea pues 8 E T:',n (Kn , C (Kn )) con el mínimo número de parejas 

(z, G [S;]) , con 

z E V (G (8)) Y G [Si] E Graf (8) 

tales que dG)s,) (z) = l. 

Sin pérdida de generalidad, sea 

G [S,] E Graf (8) y Y E V (G (8)) 

tales que dG)s,¡ (y) = 1, Y sea 

{x,y} E E (G [S,]). 

Obsérvese que como 8 E T:'m (Kn , C (Kn )) entonces por el lema 4.3 G [S,] 
es conexa y como IV (G [S,])I :::: 3, entonces dG)s,) (x) :::: 2. 

Caso 1. IGs [x] I :::: 2. 

Dado que IGs [xli :::: 2, entonces existe, sin pérdida de generalidad, 
G [S2] E Graf (8) tal que 

G [S,] "f G [S2] y G [S2] E Gs [xl· 

Nótese que por el lema 4.4, G [S,] es una subgráfica inducida de G (8) por lo 
tanto 

y 

y\! V(G[S2]). 

Sea entonces G 1,' la su bgráfica de G (8) definida como: 

E (G ,.,) = (E (G [S,]) U E (G [S2])) \ {{x, y}} 

V (G, ,2) = U e (Dibujo 4.5. Página siguiente). 
eEE(G1,2) 
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'. , y / 

xkr-~ 

G [S,l / 
G [s.l 

Dibujo 4.5 

~ 
( /' 0,,2 \ 

Ahora definamos la familia 

S' = {E (G¡,2) ,E(G[S3]) , ... ,E(G¡s¡)} 

y sea 
G (S') = (V (G (S')) ,E (G (S'))). 

Obsérvese que 

lE (G (S))I = lE (G (S'))I + 1 Y ISI = IS'I + 1, 

y entonces 

.If (S') =.If (S) Y IS'I < ISI· 

Así, si probamos que 

S' E T (K., e (K.)) , 

tendríamos que S rt T:.u. (K., e (K.)) , terminando con este caso. 

De manera análoga que en la prueba del lema 4.4, vemos que: 

Para toda z E V (G (S')) \ {x, y}, dc(S') (z) ;:: n - q + IGs ' [zll , (4.5) 

yeomo 

E(G(S)) \ {{x,y}} = E(G(S')) , 

entonces 

dc(s') (y) = dc(s) (y) - 1 Y dc(s') (x) = dc(s) (x) - 1 . 
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Por otro lado, como 

S' = (S\ {(E (C [SI]) , E (C [S2]))}) U {E (Cl,2)} 

entonces: 

a) Dado que y rt V (C [S2]) , entonces y rt V (Cl,2) y así 

IGs [yll - 1 = IGs' [y]l· 

b) Como 

entonces 
IGs [x]l- 1 = IGs' [xII· 

Así, dado que S E T (Kn, C (Kn)), entonces (lema 4.2) 

de(s') (y) = de(s) (y) - 1 ~ n - q + IGs [yll- 1 = n - q + IGs' [yll 

y 

de(s') (x) = de(s) (x) - 1 ~ n - q + IGs [xll- 1 = n - q + IGs' [xII· 

y así, con (4.5) y el lema 4.2 se sigue que 8'E T (Kn, C (Kn)). 

Caso 2. IGs [xJl = 1 Y de(s) (x) ~ n - q + IGs [xJl + 1 = n - q + 2. 

En este caso sea C l " la subgráfica de C (8) definida como: 

E (C l ,,) = E(C[Sl]) \ {{x, y}} 

y 
V (C l ,,) = U e (Dibujo 4.6). 

eEE(Gl,.) 

x 
/ 

C [S,] 

Dibujo 4.6 
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Ahora definamos 

S' = {E(GI ,.),E(G[S2]) , ... ,E(G¡s¡)} 

y sea 
G (S') = (V (G (S')), E (G (S'))). 

En este caso 

lE (G (S))I = lE (G (S'))I + 1 Y ISI = IS'I , 

por lo que 
.lf (8') < .lf (S) . 

Así, si probamos que 

S' E T (Kn , e (Kn )) , 

tendríamos que S rf. T' (Kn , e (Kn )) , terminando con este caso. 

Análogamente que en la prueba del lema 4.4, vemos que: 

Para toda z E V (G (S')) \ {x, y}, do(s') (z) 2: n - q + IGs' [zll , (4.6) 

y como 

E(G(S)) \ {{x,y}} = E(G(S')) 

entonces 

do(s') (y) = do(s) (y) - 1 Y da (S') (x) = do(s) (x) - 1. 

Dado que 
S' = (S \ E (G [SI])) U E (GI,.) 

entonces: 
a) Como y E V (G [SI]) Y Y rf. V (GI,.) 

IGs [yJI- 1 = IGs, [vII· 

b) Dado que x E V (G [S¡J) y x E V (GI ,.) entonces 

IGs [xII = IGs, [xli· 
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Así pues, como S E T (K., C (Kn )) , por el lema 4.2 sabemos que 

dG(s') (y) = dG(s) (y) - 1 2: n - q + IGs [YlI- 1 = n - q + IGs , [YlI , 

y como por hipótesis 

dG(s) (x) 2: n - q + IGs [xli + 1 

entonces 

dG(s,) (x) = dG(s) (x) - 1 = n - q + IGs [xli = n - q + IGs , [xli· 

Así, por (4.6) y el lema 4.2 tenemos que S/E T(Kn,C(Kn)). 

Caso 3. IGs [xli = 1; dG(s) (x) = n-q+ IGs [xli y para cada z E V (G [S,]) 

{x,z} E E (G [S,]). 

Dado que IGs [xli = 1 Y que x es adyacente a todos los vértices de G [S,l 
se sigue que 

IV (G [S,]) I = dG1Sd (x) + 1 = n - q + 2. 

Sea Zo E V(G[S,)) \ {x,y}. Dado que S E T(Kn,C(Kn)) entonces por 
el lema 4.2 sabemos que 

dG(s) (Zo) 2: n - q + IGs [Zoll 2: n - q + 1, 

y como en la gráfica G [S,], el vértice y s610 es adyacente a x, entonces 
en G (S) el vértice Zo debe ser adyacente a algún w rf; V (e [S,]) donde 
{Zo, w} E E (G [S,]) para algún G [S,] E Graf (S) tal que i f l. 

Supongamos sin pérdida de generalidad que i = 2. 
Por otro lado, como x sólo es adyacente a vértices en G [S,] , entonces w 

no es adyacente a x en G(S) (Dibujo 4.7a). 

y 
• 

G [S2] e [S,] 

Dibujo 4.73 Dibujo 4.7b 
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Sea pues C 1,' la subgráfica de Kn definida como: 

E (C l ,.) = (E (C [SI]) \ {{x, y}}) U {{x, w}} 

y 
V (C l ,.) = U e, 

<EE(G1,.) 

Ahora definamos 

s' = {E (C l ,.), E (C [S2]) , ... , E (Clsl)} 

y sea 
C(S') = (V (C(S'»),E (C(S'»)). 

Aquí 
JJ (S') = J (S) y ISI = IS'I , 

por lo que si probamos que 

como S E T:U. (Kn , e (Kn » entonces S'E T:';' (Kn , e (Kn )) , pero en C (S') 
sucede que 

{Zo,w} E E(C[S2]) y {{x,Zo},{x,w}} S;; E (C l ,.), 

por lo que Cl,. no es una. subgráfica. inducida. de C (S') (Dibujo 4.7b) lo cua.! 
contradice el lema 4.4. 

Análogamente que en la prueba del lema 4.4, vemos que: 

Para toda z E V (C (S'» \ {x, y, w} , dG(s') (z) ;:: n - q + IGs, [zll, (4.7) 

y dado que 

(E (C (S» \ {{x, y}}) U {{x, w}} = E (C (S'» 

entonces 

dG(s,) (y) = dG(s) (y) - 1; dG(s') (w) = dG(s) (w) + 1 

y 
dG(s,) (x) = dG(s) (x). 
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Por otro lado 
S' = (S \ E (G[S¡])) U E (G¡,.) , 

entonces: 
a) Como y E V (G [SI]) y y rt V (G¡,.) 

IGs [y1I- 1 = IGs' [yll· 

b) Dado que w rt V (G [SI]) y w E V (G¡,.) entonces 

IGs [wll + 1 = IGs' [w]l· 

e) Como x E V (G [Sd) y x E V (G¡,.) se sigue que 

IGs [xII = IG s' [xII· 

Así pues, como S E T (Kn , C (Kn )) entonces por el lema 4.2 vemos que 

do(s') (y) = do(s) (y) - 1 2: n - q + IGs [y]I- 1 = n - q + IGs' [yll; 
do(s') (w) = do(s) (w) + 1 2: n - q + IGs [wll + 1 = n - q + IGs' [wll, 

y como por hipótesis 

do(s) (x) = n - q + IGs [xII + 1, 

entonces 

do(s') (x) = do(s) (x) = n - q + IGs [xII = n - q + IGs' [xII· 

Luego, con (4.7) y el lema 4.2 se sigue que S'E T (Kn , C (Kn )) . 

Caso 4. IGs [xII = 1; do(s) (x) = n - q + IGs [xII y existe w E V (G [SI]) 
tal que x es no es adyacente a w en G [Sd . 

Dado que IGs [xII = 1, sabemos que si x es no es adyacente a w en G [SI] 
entonces x no es adyacente a w en G (S) pues x sólo es vértice de G [SI]' 

Sea pues G¡,. la subgráfica de Kn definida como: 

y 

E (G¡,.) = (E(G[S¡]) \ {{x, y}}) U {{x,w}} 

V (G¡,.) = U e (Dibujo 4.8. Página siguiente). 
eEE(Gl,.) 
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y 

Ahora sean 

y. 

Dibujo 4.8 

w 

x~ 
~) G". 

S' = {E (GI ,.) ,E (G [S2]) , ... , E (Glsl)} 

G (S') = (V (G (S')), E (G (S'))). 

En este caso nuevamente 

J (S') =:' JJ (S) . 

Así, si probamos que 
S' E T (Kn , e (Kn )) , 

como S E T:w, (Kn , e (Kn )) entonces S'E T:w, (Kn , e (Kn )) . Sin embargo, 
por hipótesis S tiene el mínimo número de parejas (z, G [S,]) con 

ZEV(G(S)) y G[S,] E Graf(S) , 

tales que dGISd (z) = 1 en el conjunto T:w, (Kn , e (Kn )) Y vemos que S' tiene 
menos de tales parejas, por lo cual este caso tampoco es posible y quedaría 
demostrado el lema. 

De forma análoga. que en la prueba del lema 4.4 vemos que: 

Para toda z E V (G (S')) \ {x,y, w} , dG(s') (z) 2: n - q + 1GB, [zll, (4.8) 

y como 

(E (G(S)) \ {{x,y}}) U {{x,w}} = E(G(S')) 

entonces 

dG(s,) (y) = da(S) (y) -1; dG(B') (x) = dG(B) (x) 
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y 
dG(s,) (w) = dG(s) (w) + 1. 

Dado que 
S' = (S \ E (G [S,])) U E (G".) 

entonces 
a) Como y E V (G [S,D y y i V (G".) 

IGs [y]l- 1 = IGs' [yJl. 

b) Dado que {x,w} S; V(G[S,)) y {x,w} S; V (G".) entonces 

IGs [x]l = IGs' [xJl y IGs [wJl = IGs' [w]l. 

Como S E T (Kn , e (Kn )) , por el lema 4.2 vemos que 

dG(s') (y) = dG(s) (y) - 1 2: n - q + IGs [y)l- 1 = n - q + IGs, [y]l; 
dG(s') (w) = dG(s) (w) + 1 2: n - q + IGs [y]l + 1 = n - q + IGs' [y]l + 1 

y como por hipótesis 

dG(s) (x) = n - q + IGs [xJl 

entonces 

dG(s') (x) = dG(s) (x) = n - q + IGs [xli = n - q + IGs' [xli· 

Así, con (4.8) y el lema 4.2 se sigue que S'E T (Kn, e (Kn)). 

58 

• 



Sobre las 2-transversales del lema 4.6 

A la luz del lema 4.6 sabemos que para toda n E N Y q E N tales que 
n > q ~ 2, existe 

S E T:'n (Kn, e (Kn)) 

tal que para cada G [S,J E Graf (S) , 6 (G [S,]) ~ 2. 
Son este tipo de 2-transversales las que nos permitirán demostrar el re

sultado principal de este capítulo. 
En lo que resta de esta sección, sean n E N Y q E N tales que n > q ~ 2 Y 

s = {S¡, ",Slsl} 

una de estas 2-transversales segmentadas del par (Kn, e (KI ,.)) . 

Además sea 
Graf (S) = {G [SIJ , ... , G [Slsll} 

y 
G(S) = (V(G(S)),E(G(S))). 

Ahora definamos 

Ram(G(S)) = {x E V(G(S)): IGs[xll ~ 2}, 

Y para cada G [S,] E Graf (S) 

ord (G [S,]) = L (IG \xlI)' 
.E V( GISil) S 

Lema 4.7 Paro cada x E Ram(G(S)), 

IGs [xJl ~ n - q. 

Prueba. Sea x E Ram(G(S)) 
Es claro que 

dG(s) (x) = L (dGIS,1 (xl) , 
GIS;IEG.I·I 

y como para cada G [S,] E Graf (S) sucede que 6 (G [S,]) ~ 2, entonces 

da(S) (x) ~ 21Gs [xli· 

59 



Por otro lado, como IGs [xli ~ 2, entonces por el lema 4.5 tenemos que 

dG(s} (x) = n - q + IGs [xli, 

por tanto 
n - q + IGs [xli ~ 21Gs [xli 

de donde se sigue el resultado. 

Lema 4.8 Sea G [S,l E Graf (S) tal que 

IV (G [S,]) n Ram (G (S»I = k. 

Entoncea 
i) ord (G [S,]) ~ n~ •. 
ii) Si k ~ 2 entoncea ord (G [S,]) ~ n - q + 2 - k. 
iii) Si ord (G [S,]) < n - q + 2 - k entoncealV (G [S,]) I = k. 

Prueba. 

• 

i) Dada x E V (G [S,]) , si x E Ram (G (S)) entonoes por el lema 4.7 sabemos 
que IGs [xli ~ n - q. 

Así 

ord(G[S,]) - L ( 1 ) 
- .EV(GIS.1l IGs [xli 

~ zE(V(GIS,t:R4m(G(S}}) CG: [xli) 

~ OE(V(GIS,t:&m(G(S}}} (n ~ q) = n: q. 
ii) Como IV (G [S,]) I ~ 3, entonoes existe x E V (G [S,]) tal que 

x E V (G [S,]) \ Ram (G (S», 

y por lo tanto 

IGs [xli = 1 Y dGIS,1 (x) = dG(a) (x). 
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Por el lema 4.2 vemos entonces que 

dGIS,1 (x) ~ n - q + IGs [xli 

lo cual implica que 

IV (G [S,DI ~ n - q + IGs [xl! + 1 = n - q + 2. 

Así, 
IV (G [S,]) \ Ram (G(Slll ~ n - q + 2 - k 

y entonces 

ord (G [S,]) - 'E ( 1 ) 
- :EV(G(S,() IGs [xli 

~ :EV(GIS.~Ram(G(S» (IG: [xli) 

= IV (G [S,]) \ Ram (G (S))I 

~ n-q+2-k. 

iii) Sea G [S,J tal que ord (G [S,]) < n - q + 2 - k. 
Si 

V (G [S,]) \ Ram (G (S)) f 0 

entonces, análogamente que en el caso ii), tendríamos que 

ord (G [S,]) ~ n - q + 2 - k. 

Por lo tanto 
V (G [S,]) ~ Ram (G (S)) 

y se sigue el resultado. • 
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Lema 4.9 ¿ ord (G [S,]) = n. 
GIS.leGnf(s) 

Prueba. Considérese la gráfica bipartita 

B = (V (B), E (B)) 

definida como: 

y 

V(BI ) = V(G(8)); 
V (B2 ) = Graf (8) 

dado x E V (G (8)) y G [S,J E Graf (8), tenemos que 

(x, G [S,]) E E (B) si y sólo si x E V (G [S,]). 

Nótese que por definición de G s [xJ , esto último equivale a que 

(x, G [S,]) E E (B) si y sólo si G [S,J E Gs [xJ . 

Ahora, a cada arista (x, G [S,]) de B asignémosle el peso 

1 

IGs [xli" 

Así, contando los pesos de las aristas de B por V (BI ) vemos que 

ze~s» CS'~BIZI eGs\xJl) ) 
= L (1) = IV (G (8))1 = n. 

zeV(G(S» 

y contando los pesos de las aristas de B por V (B2 ) obtenemos 

L (L (G1 ))= L ord (G [S,]) 
Gls;)eGraf(S) .ev(Gls;) I s [xJl GIs.leGraf(S) 

de donde se sigue el resultado. 
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Lema 4.10 Si n - q 2: 2 entonces 

n 

Prueba. Supongamos que el lema es fa.Iso, es decir, que 

ISI 
J(8)=Í)IS'¡)_181<n(n- q +1)_ n. (4.9) 

_ 2 n-q+2 

Por la observación 4.1 ii) Y ellerna 4.2 vemos que 

ISI 

E (lS,1) = lE (G (8))1 
i=l 

E (n- q+ 1+21
Gs [Xll -1) 

oeV(G(S)) . 

= n(n-
2

q +1)+ L CGs[~1I-1). 
oeV(G(S)) 

Por tanto (4.9) implica que 

n 

n-q+2 

y entonces 

E (IGs [xlI- 1
) < 181- n. (4.10) 

oeV(G(S» 2 n - q + 2 
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Ahora, por un lado, del lema 4.9 y la observación 4.1 iii) vemos que 

= '"' (1 _ ord (G [S,])) . 
~ n-q+2 

GIS,lEGrof(S} 

Por otro lado, para cada x ~ RamG (S) sucede que IGs [xJl = 1, entonces 

Así (4.10) implica que 

L (IGs [~JI-l) < L (1- :d~G~~»). (4.11) 
.ERomG{S) GIS,IEGrof(S} q 

Lo que haremos a continuación, será poner a la sumatoria del lado derecho 
en términos de una sumatoria sobre RamG (S). 

Si particionamos el conjunto Graf (S) en 

{Graf (S,O) , Graf (S,l), Graf (S,2), ... } 

donde para cada k E N, 

Graf (S,k) = {G [S,] E Graf (S) : IV (G [S,]) n RamO (8)1 = k} 

vemos entonces que 

L (l_ ord (G[S,])) (4.12) 
GIS¡)EGrof(S} n - q + 2 

= t ( L (1- ord (G [S']))) . 
k=O GIS¡)EGraf(S,k} n - q + 2 
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Por otro lado, por el lema 4.8 ii) se sigue que para Graf (S,O) tenemos que 

" (l_ ord (G[S,])) < " (1_n-Q+2)=0 
L..J n- 2 - L..J n- +2 

GIS,IEG,af(S,O) Q + GISdEG,af(S,O) q 

y entonces 

~ CS'IE~af(S") (1- O;:d~~ ~~)) ) (4.13) 

~ t, CS'IE~af(S,.J1- O;:d~~~~))) 
Ahora para cada x E RamG (S) , particionemos el conjunto G s [x] en 

{ G(S,l) [xl, G(S,2) [xl, ... } 

donde para cada k E N tal que k :::: 1 

G(S,.) [xl = {G [S,l E Graf (S,k) : G [S,l E Gs [x]} . 

Obsérvese que por definici6n, para cada x E RamG (S) 

{G [S,l E Graf (S ,O) : G [S,l E G s [x]} = 0, 

así que efectivamente estamos particionando a cada G s [xl. 
Sea ahora k E N con k :::: 1. 

Dado G [S,] E Graf (S,k) , por definici6n 

IV (G [S,]) n RamG (S)I = k, 

por tanto existen 
{Xl, ... ,x.} ~ RamG (S) 

tales que G [S,l E G s [x;] para cada j E N tal que 1 ~ j ~ k, Y consecuente
mente tales que 

G [S,] E G(S,.) [Xi] 

para cada j E N tal que 1 ~ j ~ k. 
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Así pues 

L ( L (1- ord (G [S,]))) 
zERamG(S) GIS¡JEG,B .• )lzl n - q + 2 

= L k (1- ord (G [S,])) 
GIS,IEG<&f(S.') n - q + 2 

y entonces 

1; CS"E~af(S .. ) (1- :d~~~~)) ) 
= f ( L ( L (!--- ord(G[S,D ))) 

'~1 ZERamG(S) GISdEG,s .. )lzl k k (n - q + 2) 

= L (f ( L (~- ord(G[S,D ))) . 
ZERamG(S) '~1 GIS,IEG,s •• )lz) k k (n - q + 2) 

Así, de (4.11), (4.12) Y (4.13) se sigue que 

L (lGs [~lI - 1 ) 
:rE RamG(S) 

< L (f ( L (~- ord(G[S,D ))) . 
ZERamG(S) '~1 GIS;)EG,s •• )lz) k k (n - q + 2) 

Ahora bien, esta última fórmula implica que existe x E RamG (8) tal que 

IGs [xJI- 1 < ~ ( " (~_ ord (G [S,]) )) . (4.14) 
2 L.., L.., k k(n-q+2) . 

k=l G(s.leG(8,Jo){Z) 

A continuación veremos que esto no es posible. 

Primero obsérvese que como 

{ G(S.l) [xJ , G(S.2) [xJ , ... } 
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es una partición de G s [x] entonces en 

~ ( '" (~_ ord(G[S,]))) 
L., L., k k(n-q+2) 
k=l G(sileG(8 • .I:)I~1 

existen exactamente IGs [xli sumandos. 

Caso 1. IGs [xli ~ 3. 

Por la cantidad de sumandos, (4.14) implica que para alguna k E N con 
k ~ 1 Y algún G [S,] E G(S,k) [x] sucede que 

1 ord(G[S,]) 
k k (n - q + 2) 

> 1 (1GB [xll- 1) 
IGs [xli 2 

1 1 1 
= -- >-2 21Gs [xli - 3 

por lo que k ~ 2, pero entonces por el lema 4.8 ii) se sigue que 

ord (G [S,]) ~ n - q + 2 - k 

y así 

1 ord (G [S,]) 
k k(n-q+2) 

1 n-q+2-k 
~ k k (n - q + 2) 

1 1 1 1 
= ---+ = n-q+2' k k n-q+2 

por lo que tenemos entonces que 

1 1 
_"'::"'c-:;: > -
n-q+2 3 

lo cual no es posible pues por hipótesis n - q + 2 ~ 4. 
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Caso 2. IGs [xli = 2. 

En este caso sean, sin pérdida de generalidad, G [S1J , G [S2J E Gs [xJ 
donde 

siendo k 1 Y k 2 enteros positivos no necesariamente distintos. 

Entonces por (4.14) vemos que 

1 1 ord (G [S1]) 1 ord (G [S2]) 
"2 < k 1 - k 1 (n - q + 2) + k2 - k2 (n _ q + 2)' (4.15) 

Caso 2.1. 

ord (G [S1]) ~ n - q + 2 - k1 Y ord (G [S2]) ~ n - q + 2 - k2. 

Aquí tenemos entonces que 

.!.._ ord(G[S1]) +.!.._ ord(G[S2D 
k 1 k¡(n-q+2) k2 k'(n-q+2) 

1 n-q+2-k1 1 n-q+2-k2 
~ k

1 
k

1 
(n - q + 2) + k2 - ':k-2-;-(n~-":""::q-+-c2~) 

1 1 1 1 1 1 
= ---+ +---+---

k 1 k1 n - q + 2 k2 k2 n - q + 2 

2 
= 

n-q+2 

y así, con (4.15) se sigue 
1 2 
-<--.,-.." 
2 n-q+2' 

cosa que no es posible pues por hipótesis n - q + 2 ~ 4. 
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Caso 2.2. 

Así 

ord (G [S,]) ?': n - q + 2 - T, Y ord (G [S2]) < n,... q + 2 - T2. 

En este caso, por el lema 4.8 i) Y 4.8 iii) sabemos que 

k2 ord (G [S2]) ?': -- y k2 ?': 3. 
n-q 

~ _ ord (G [S¡)) + ~ _ ord (G [S2]) 
k, k,(n-q+2) k, k2(n-q+2) 

1 n - q + 2 - k, 1 k2 ::; - - + - - c-~-,.-;:-----= 
k, k, (n - q + 2) k2 k,(n - q) (n - q + 2) 

1 1 1 
= 

n-q+2 + k2 - (n-q+2)(n-q) 

1 1 1 < + - - -,----.,..,...,,-----,. 
n - q + 2 3 (n - q + 2) (n - q) 

y entonces con (4.15) se sigue que 

1 1 1 1 - < + - - .,---....,-,.----,. 
2 n - q + 2 3 (n - q + 2)(n - q)' 

y por tanto 
1 1 1 
6 n-q+2+ (n-q+2)(n-q) <o. 

Ahora multiplicando por 6 (n - q) (n - q + 2) resulta entonces 

o > (n-q)(n-q+2)-6(n-q)+6 

= (n-q)2+2(n-q)-6(n-q)+6 

= (n-q)2- 4 (n-q)+6, 

pero esta cuadrática no tiene soluciones reales para (n - q) y así este caso 
no es posible. 
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Caso 2.3. 

ord (G [SI]) < n - q + 2 - kl Y ord (G [S.]) < n - q + 2 - k •. 

En este caso, por el lema 4.8 i) Y 4.8 iii) sabemos que 

ord (G [SI]) :::: ~; IV (G [SI])! = kl Y kl :::: 3; 
n-q 

y 
k, 

ord(G[S,]):::: -; IV(G[S,])! = k, Y k,:::: 3. 
n-q 

Por otro lado, como en G (8) el vértice x sólo es vértice de las subgráficas 
G [SIl y G [S,l , entonces 

(Dibujo 4.9.). 

G [S,] G[S,] 

Dibujo 4.9 

y por tanto, por el lema 4.2 vemos que 

Así pues, 

k l + k, - 2 :::: n - q + !Gs [xl! = n - q + 2. 

1 ord (G [SI]) 1 ord(G[S,]) 
kl - kl(n-q+2) + k, - k,(n-q+2) 

1 1 2 ::; - + - - .,--7'7'---::--;
kl k, (n-q)(n-q+2) 

1 1 2 ::; - + - - .,.,--:---C,-;-:---:----:7 
kl k, (kl +k,-4)(kl +k,-2) 
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y entonces, con (4.15) se sigue que 

1 1 1 2 
"2 < k¡ + k. - (k¡+ k. - 4)(k¡+ k. - 2)" (4.16) 

Esto último en particular implica que 

1 1 1 -<-+-
2 k¡ k. 

Y como k¡ 2: 3 Y k2 2: 3, si suponemos que k. 2: k¡, entonces debe suceder 
que 

k¡ = 3 Y 5 2: k. 2: 3. 

Regresando a (4.16) con esto último, vemos que 

1 1 1 2 
"2 < 3" + k

2 
- 7.(k-2---:-1~)(""k2-+-=1)' 

o equivalentemente 
1 1 2 
¡¡ < k, - 7.( k-2 ---=-1 ):;-;(7"k2--c+--c1,,)" 

Multiplicando por 6 ((k2)2 - 1) tenemos entonces que 

y así 

(k,)2 -1 < 6 ((k,)2 -1) -12 
k, 

6 (k,)2 
:5 ~ - 12 = 6k2 - 12 

(k2)2 - 6k, + 11 < O, 

Y nos encontramos con una cuadrática que no tiene soluciones reales para k 2, 

y por tanto este caso tampoco es posible. • 

A la luz del lema 4.10 vemos que si n - q 2: 2, entonces existe una 2-trans

versal segmentada 8 del par (Kn, e (Kn» que es óptima, es decir, 

.lJ (8) = ). (Kn , e (Kn » , 

y que además 

J(8»n(n- q+1)_ n 
- 2 n-q+2 

Así tenemos 

71 



Corolario 4.1 Sean n E ¡;¡ Y q E ¡;¡ tales que q 2: 2 Y n - q 2: 2. Entonces 

>-(K C(K))>n(n- q +1)_ n 
n, n - 2 n - q + 2 

Teorema 4.1 Paro todo n E ¡;¡ Y q E ¡;¡ tales que n > q 2: 2 se cumple 

{

g(n,q) 
9 (n, q) :5 H (Kn, K¡,,) :5 

g(n,q)+1 

Prueba. 

Caso 1. n - q = 1. 

si n ó q es par Ó re(n,n-q+2) < l. 
n-q+2 2' 

en otro caso. 

• 

Obsérvese que en este caso, como Kn es una. gráfica q-regular, entonces 
por el teorema 3.2 sabemos que 

y como el número máximo de ciclos ajenos 2 a. 2 en Kn es ljJ ' entonces 

n (n - 3) lnJ H(Kn,K¡,,) = 2 + 3' +1 

= ln (n - 1 - 2) J l n J 1 
2 + n-(n-1)+2 + 

= g(n,n-1)=g(n,q) 

de donde se sigue el resultado. 

Caso 2. n - q 2: 2. 

Por el lema. 4.1 sabemos que para toda. n E ¡;¡ Y q E ¡;¡ tales que n > q 2: 2, 
se cumple que 
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Por otro lado, por el corolario 2.1 sabemos que 

y entonces del corolario 4.1 se sigue que 

H(Kn,KI,o) $; (n) _ n(n-q+1) + n 2 +1 (4.17) 
2 2 n-q+ 

= n(n-1)_n(n- q+1)+ n +1 
2 2 n-q+2 

= n(n-1-n+q-1) + n +1 
2 n-q+2 

n(q-2) n 
= 2 + 2+l. n-q+ 

Ahora bien, 

(n(q2-2) + n_:+2+1) -g(n,q) 

= n(q-2)-ln(q-2)J..¡. n -l n J 
2 2 n-q+2 n-q+2 

= re (n (q - 2),2) + re (n, n - q + 2) 
2 n-q+2 

por lo ta.nto de (4.17) tenemos que 

H (K K) ( ) re (n (q - 2) ,2) re (n, n - q + 2) 
n, 1,0 $; 9 n, q + 2 + n _ q + 2 . (4.18) 

Así entonces 

Caso 2 1 n 6 q es par 6 re{n,n-O+2) < ! 
• , n 11+2 2" 

En este caso 

_re--,(~n-,-,(q,-=----,2)-,-,--"-2) + re (n, n - q + 2) < 1 
2 n-q+2 
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y como tanto H (Kn , K¡,q) como 9 (n,q) son número enteros se sigue de (4.18) 
que 

H (Kn , K¡,q) :::; 9 (n, q). 

Caso 2.2 n y q son impares y re(n,n-q+2) > ! . 
n-q+2 - 2 

Aquí 
re(n(q-2),2) re(n,n-q+2) 

1 < + ----''-'---"-=---'-
- 2 n-q+2 

pero claramente 

re(n(q-2),2) re(n,n-q+2) 2 -'---'''-;:---'--'-'- + < , 
2 n-q+2 

y nuevamente, como tanto H (K"" K¡,q) como 9 (n, q) son número enteros se 
sigue de (4.18) que 

H (Kn , K¡,q) :::; 9 (n, q) + 1. 

• 
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Capítulo 5 

LIBROS EN 3-GRÁFICAS 

Dada una 3-gráfica G = (V (G) , E (G» (una hipergráfica tal que todas sus 
aristas constan de 3 vértices), sea 

la gráfica definida como 

v (G(l») = V (G) 
y 

E(G(l»)={{x,y}~V(G):existeeEE(G) talque {x,y}~e}. 

A la gráfica G(l) la llamaremos el l-esqueleto de G. 
Ahora consideremos la familia 0 3 ) (G) de 3-subgráficas de G compuesta 

por los siguientes elementos: 

Para cada arista a E E (G(l»), sea 

L (a) = (V (L (a», E (L (a))) 

la 3-subgráfica de G definida por el conjunto de 3-aristas que contienen a, es 
decir, 

y 
E (L(a)) = {e E E(G): a ~ e} 

V(L(a»= U e. 
eEE(L(.)) 

Así pues, 
L(3) (G) = {L(a)}.EE(G(l» 
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A cada elemento L (a) de L(3) (G) lo denominaremos libro de G, a la 
arista a de G(l) la llamaremos el lomo del libro L(a) y cada e E E(L(a)) 
será una hoja de libro L (a) . 

En este capítulo demostraremos que dada una 3-gráfica G tal que para 
cada L (a) E L(3) (G) se cumpla que lE (L (a))! ~ 2, entonces 

h (G,L(3) (G)) sIE(G)I- ~ lE (G(l»)1 + 1 

donde h (G, L(3) (G)) es el número heterocromático lineal interno de la 
3-gráfica G con respecto a L(3) (G) . 

Esto además nos permitirá probar lo siguiente: 

Dada n E N tal que n ~ 4, sean 

K~3) = (V (K~3») ,E (K~3»)) 

la 3-gráfica completa de n vértices y 

Ln_2 = (V (Ln_2) ,E (Ln_2)) 

la 3-gráfica definida como: 

V (4.-2) = {z, W,X¡, ... ,Xn -2} 

y 
E (Ln- 2 ) = {{z,w,x¡}: con 1 S i S n - 2} 

(es decir, Ln-2 es un libro de n - 2 hojas). 
Entonces 

(;) -H;) +1 ~ H(K~3),Ln_2) ~ (;) -H;) _p~n) -3g(n)+1 

donde H ( K~3) , Ln-2) es el número heterocromático lineal de K!.3) con 

respecto a la clase e = {Ln-2} ; 

y 

p(n) =re(n-1,3)n+re(n(n-1) -re(n-1,3) ,12) 

¡Osi n rI: {8,9, la, 1l,17,19} y n;f. 7610 mod 12 
1 si n rI: {8,9,10,1l,17,19} yn=7610 mod 12 

g(n)= 1sinE{9,17} 
2 si n E {8, la, ll} 
3 si n = 19. 
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5.1 La cota superior de h (G, L(3) (G)) 

5.1.1 Algunos resultados previos 

En toda esta sección, sea G una 3-gráfica; G(l) el l-esqueleto de G, y para 
cada a E E (G(l») 

L (a) = (V (L (a)), E (L (a))) 

denotará el libro de G con lomo a. 
Además sea 

Q(G) = {aE E (G(l») : !E(L(a))!;:: 2}. 

Lema 5.1 ¿; (lE (L (a)) 1) = 3!E (G)!. 
aEE(G(l,) 

Prueba. Considérese la gráfica bipartita 

definida como: 

y 

v (B1) = E (G(l»); 
V (B2 ) = E(G) 

B = (V(B) ,E(B)) 

dada a E V (B¡) ye E V (B.) , entonces (a, e) E E (B) si y sólo si a <;;; e. 

Así, para cada a E E (G(l») tenemos que 

dB (a) = !E (L (a))!; 

y por otro lado, obsérvese que para cada e E E (G) , 

!{aEE(G):a<;;;e}l=3 

y por lo tanto dB (e) = 3. 
De esta forma, contando las aristas de B por V (BI ) y V (B.) tenemos 

que 

¿ (!E (L(a)lI) = ¿ (3) = 3!E (G)! 
oEE(G(") eeE(G) 

y se sigue el resultado. • 
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Lema 5.2 ~ lE (G)I ;::: IQ (G)I· 

Prueba. Por definición Q (G) ~ E (G(l») ,entonces 

L (lE (L (a))i) 
GEE(G('») 

= L (lE (L (a))1) + L (lE (L(a))1) 
GEQ(G) GEE( G(') )\Q(G) 

L (lE (L (a))I- 2) + 21Q (G)I + L (lE (L (a))i). 
GEQ(G) oEE( G(') )\Q(G) 

y romo para cada a E Q (G) se tiene que lE (L (a))1 ;::: 2, entonces 

L (lE (L (a))l- 2) + L (lE (L (a))l) ;::: O 
GEQ(G) oEE(G('»)\Q(G) 

y así 
L (lE (L (a))i) ;::: 21Q (G)i 

GEE(G('») 

que con el lema 5.1 implica el resultado. • 
Lema 5.3 lE (G)I- 41Q (G)i ;::: 1. 

Prueba. Demostraremos el resultado suponiendo que es falso. 
Supongamos que 

1 
lE (G)i <: 21Q (G)I + 1. 

Por el lema 5.2 vemos entonces que 

IE(G)I < ~ IQ(G)I + 1:0; ¡ IE(G)i + 1 

y por tanto 
IE(G)I < 4. 

Ahora veamos los siguientes casos: 
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Caso 1. lE (e)1 = 1. 

En este caso (Dibujo 5.la), claramente IQ (e)1 = O por lo que 

lE (e)l- ~ IQ (e)1 ;::: 1. 

Caso 2. IE(e)l = 2. 

Aqui (Dibujo 5.lb), IQ (e)l ~ 1 y entonces 

lE (e)1 - ~ IQ (e)1 ;::: 1. 

Caso 3. IE(e)l = 3. 

En este caso (Dibujo 5.lc), IQ (e)1 ~ 3 Y así 

lE (e)l- ~ IQ (e)1 ;::: 1. 

e 

Dibujo 5.1a Dibujo 5.lb Dibujo 5.le 

• 

ESTA TE::nS NO SAlf .1<: 
DE lA BIBLIOTECA 
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5.1.2 Sobre las 2-transversales segmentadas 

En lo que sigue, sea Cuna 3-grálica; C(l) ell-esqueleto de C, y supongamos 
que para cada a E E (C(l») • el libro 

L(a) = (V(L(a»,E(L(a))) E L(3)(C) 

cumple que lE (L (a»1 2: 2. 
Por definición, una 2-transversal segmentada del par (C,L(3) (C)) es una 

familia 
{S" ... , Slsl} 

de su bconj untos de E (C) tal que 

i) Para toda Si E S, IS,I 2: 2. 
ii) Para cada par Si, Sj E S, si i '" j entonces Si n Sj = 0. 
iii) Dada C' E L(3) (C) existe Si E S tal que lE (C') n Sil 2: 2. 

Denotaremos como T (C, L(3) (C») al conjunto de 2-transversales segmen-
tadas del par (C, L(3) (C») y sea 

,\ (C,L(3) (C») = min {J(S) : S E T (C,L(3) (C»)}. 

Dada 
S = {S" ... , SISI} E T (C,L(3) (C») , 

dentaremos como Graf (S) al conjuntode 3-subgrálicas de C 

{C [S,] , ... , C [Slsll} . 

Observación 5.1 Para cada C [S,J E Graf (S) 

Q (C [Si]) = {a E E (C(l») : lE (C[Si]) n E(L(a))1 2: 2}. 
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Lema 5.4 Sea S E T (G, L(3) (G)) y Graf (S) = {G [SIL ... ,G [SISI)} . 
Entonces 

ISI 
L IQ (G [S,DI ~ lE (G(I»)I· 
i=1 

Prueba. Sea a E E (G(l») . Por definición, existe S, E S tal que 

IS, n E (L (a))1 ~ 2 

por lo que 
lE (G [S,]) n E (L (a))1 ~ 2 

de donde se sigue (observación 5.1) que a E Q (G [S,]). 
Así pues 

ISI 
E (G(l») ~ UQ(G[S,]) 

i=1 

y se sigue el resultado. 

Teorema 5.1 h (G, L(3) (G)) S lE (G)I-lIE (G(l») I + 1. 

Prueba. Por el corolario 2.2 sabemos que 

h (G,L(3) (G)) = IE(G)I-'\ (G,L(3) (G)) + 1, 

y entonces probar el teorema es equivalente a demostrar que 

para lo cual basta mostrar que para cada S E T (G, L(3) (G)) sucede que 

ISI 
J (S) = L (IS,I) -ISI ~ 41E (G(l»)I. 

i=1 

Sea pues 

y 
Graf (S) = {G [Sil, ... , G [Slsl]} . 
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Primero obsérvese que por definición, para cada S, E S tenemos que 

por tanto 

s, = E (G [S,]) , 

ISI 
L (1 s, 1) -lsl- ~ lE (G(l))I 
i=l 

ISI 
= L (lE (G [S,]) 1) - ISI- ! lE (G(l)) I 

<=1 2 
ISI 

= L(lE(G[S,DI-1)-~IE(G(I))I· 
i=1 

Por otro lado, por el lema 5.4 vemos que 

ISI 
L IQ (G [S,lll2: lE (G(l))! 
i=l 

y entonces 

ISI 

L (IS,I) - ISI- ~ lE (G(l)) I 
i=1 

ISI ISI 

2: L (lE (G [S,DI- 1) - ~ L IQ (G [S,]) 1 

i=l i=1 

Isl 

= ~ (lE (G [S,llI- ~ IQ (G [S,llI- 1) . 

Finalmente, por el lema 5.3 sabemos que para toda 3-gráfica G' se cumple 
que 

lE (G/)I- ~ IQ (G/)I 2: l. 

Entonces en particular, por el lema 5.3, para cada G [Sil E Graf (S) se tiene 
que 

lE (G [S,])I- ~ IQ (G [S,])I 2: 1 

82 



y así 
ISI 

:E (l8,1)-lsl- ~ lE (G(l»)I ;:>: O 
i=l 

de donde se sigue el resultado. • 
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5.2 El número heterocromático H ( KÁ3), Ln-2) 

5.2.1 Algunos resultados previos 

Dada n E N tal que n 2: 4, sea 

la 3-grá.fica completa de orden n y sea 

el l-esqueleto de K~3>. 
Además sea 

Ln - 2 = (V (Ln - 2) ,E (Ln-2)) 

la 3-gráfica que es un libro con n - 2 hojas. 

Observación 5.2 El conjunto de 3·subgráficas de K~3) isomorfas a Ln-2 es 

igual al conjunto L(3) ( K~3») . 

Lema 5.5 Sean n E N tal que n 2: 4 Y 

con 1 :o; m:O; (;). Entonces existe 

una 2-transversal segmentada del par ( K~3), {L (a')}::I) tal que 

181 
J (S) = L (IS;I) - ISI :o; m. 

;=1 

Prueba. Sea A = {al, ... a.".}. Para cada a; E A escojamos un par 

eLe; E E (K!3» 

tal que 
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Al par escogido para a. lo denotaremos como p (a.) . 
Ahora definamos a la gráfica G de la forma siguiente: 

V (G) = U p(a.) 
asEA 

y 
E(G) = {p(a,): a. E A}. 

y sean 

las r componentes conexas de G. 
De regreso a Ki3 ), la familia 

s = {V (GI ) , ... , V (Gr )} 

es una familia de subconjuntos de E (Ki3 )) disjuntos 2 a 2. 

Obsérvese que si S es una pretransversal del par (Ki3), {L (a.)}:I) , el 

lema estará probado pues 

r 

JI (S) = L (IV (G,)I) - r = IV (G)I- r, 
i=l 

y como G es una gráfica, 

m= lE (G)I ~ IV(G)I-r 

de donde se sigue que 
m ~ J(S) 

y con el lema 2.3 tendríamos el resultado. 
Así pues, sea a, E A. En la gráfica G, como 

p(a.) = {eLe;} E E(G), 

entonces el par de vértices el y e; estan en la misma componente conexa, 
digamos G j , por lo tanto, de regreso en Ki3) y S, tenemos que V (Gj ) E S Y 

IV (Gj ) n E (L (a.))I ~ 2. 

Así, S es una pretransversal del par (Ki3), {L (a')}:I) y queda demos-
trado el lema. • 
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Observación 5.3 Acerca del lema 5.5, dada 

s = { S" ... , Slsl } 

la 2-transversal segmentada del par ( K~3), {L (a¡)}::I) tal que.JI (S) :5 m, es 

claro que podemos suponer que para toda Sj E S y para toda e E Sj existe 
a¡ E {al, ... a",} tal que a¡ ~ e. En otras palabras, suponemos que no sobran 
S-aristas en los elementos de S. 

Teorema 5.2 [6J Sea In un conjunto de n elementos. Para n 2: k 2: t sea 

D (t, k, n) el máximo entero b tal que existe una familia 

de subconjuntos de In, cada uno con k elementos, tal que todo A ~ In de 
cardinal t esta contenido en a lo más un elemento de B. 

Entonces 
i) D (2,4, n) = J (2,4, n) si y s610 si n r/:. {S, 9, 10, 11, 17, 19} 
ii) D (2, 4, n) = J (2, 4, n) - 1 si Y s610 si n E {9, 10, 17} 
iii) D (2, 4, n) = J (2, 4, n) - 2 si Y s610 si n E {S, 11, 19} 
donde 

{ 

lHn3IJJ-1 
J(2,4,n) = 

l¡ ln;IJJ 

para n == 7610 (mod 12) 

en otro caso. 

Lema 5.6 Sea n E N tal que n 2: 4. Entonces 

D (2,4,n) = H;) -p;;) - g(n). 

Prueba. Obsérvese que 
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= ln(n-1) _ re(n-1,3)nJ 
12 12 

= 
n(n-1) re(n-1,3)n re(n(n-1) -re(n-1,3),12) 

12 12 12 

= 
n (n - 1) r (n - 1,3) n + re (n (n - 1) - re (n - 1,3) ,12) 

12 12 
= n(n-1)_p(n) 

12 12 

H;)-p;;)· 
Así, por el teorema 5.2 se sigue el resultado. • 
Teorema 5.3 Sean n E N tal que n ~ 4, K!.3) la S-gráfica completa de orden 
n, y Ln-2 e/libro con n - 2 hojas. Entonces 

(
n) 1 (n) (3) (n) 1 (n) p (n) 3 -2 2 +l~H(Kn ,Ln-2)~ 3 -2 2 --4-- 3g (n)+1. 

Prueba. Recordando la observación 5.2 vemos que 

y así, por el teorema 5.1 se sigue que 

Entonces para probar este resultado sólo resta demostrar que: 

(3) (n) 1 (n) p (n) H(Kn , Ln- 2) ~ 3 -2 2 --4-- 3g (n)+1. 

La demostración de esto último la haremos mostrando una c-coloración 
de E ( K!.3») donde 

c> -- ---3g(n) (
n) 1 (n) p (n) 

- 3 2 2 4 

y que es libre de Ln-2 heterocromáticos. 
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Para esto, primero construiremos una familia de 3-su bgráficas de K~~) de 
la manera siguiente: 

Sea 
K~l) = (V (K~l») ,E (K~l»)) 

el l-esqueleto de K~3) Además sea 

B={B¡, ... ,B,} 

una familia de subconjuntos de V (K~3») , cada uno con 4 elementos, tal que 

cada lomo a E E (K~l») este contenido en a lo más un elemento de B. 

Por el teorema 5.2 existen D (2,4, n) de tales conjuntos. Denotemos como 

G [B.] = (V (G [B.]), E (G [B.])) 

la 3-subgráfica de K~3) 
B. E B tenemos que 

inducida por cada B. E B . Nótese que para cada 

Ahora bien, obsérvese que en dependencia de n, no necesariamente todos 

los lomos a E E ( K~l») estan contenidos en algún B. E B. Es decir, fuera de 

este "empaque" queda una familia de 

(;) -6D(2,4,n) 

lomos de E ( K!.¡») . A este conjunto de lomos sobrantes, si no es vacío, lo 

denotaremos oomo A. 
Así, 

A= {a¡, ... ,a",} 

con m = (;) - 6D (2,4, n) . Por el lema 5.5 existe 

8 = {SI, ... ,Slsl} 

. una 2-transversal segmentada de la familia {L (a¡)}::1 tal que 

ISI 

f;(lS;I) -181::; (;) - 6D(2,4,n). 
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son exactamente 
ISI 

(;) -4D(2,4,n)- f;(lS;I). 

Ahora, a partir de la familia 

{G [B,J , ... ,G [B.J , G [S,J , ... , G [Slsll} 

definimos la siguiente coloración de E ( K~3») : 
Sea 

r: E (K~3») ~ {1, ... , ((;) -~(IS;I) + ISI- 3D(2,4,n)) } 

donde: 
i) Para cada 1:::; i:::; D (2,4,n) 

r [E (G [B,])] = i. 

ii) Para cada 1 :::; i :::; ISI 
r [E (G [S,])] = D (2, 4, n) + i. 

iii) A las 
ISI 

(;) - f;(IS;I)-4D(2,4,n) 

aristas restantes, r les asigna uno a uno los 

( 

ISI ;) - f,; (IS;I) + ISI - 3D (2, 4, n) - (D (2,4, n) + ISI) 

ISI 

= (;) - f;(IS;I)-W(2,4,n) 

colores restantes. 
A continuaci6n veremos que r es una coloración libre de Ln_2 hetero-

cromáticos. . 
Sea G una 3-subgráfica de K~3) isomorfa a Ln_' Y sea a E E ( K~l») el 

lomo del libro G. 
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Caso 1. Existe B¡ E B tal que a ~ B¡. 

Sin pérdida de generalidad supongamos que 

a = {x,y} y B¡ = {x,y,w,z}. 

Como 
{{x,y,z},{x,y,w}} ~ E(G[B,]) 

entonces 
r({x,y,z}) =r({x,y,w}) =i 

y por tanto, el libro con lomo a no es heterocromático, es decir G no es 
heterocromático. 

Caso 2. a E A. 

En este caso tenemos que G = L (a) con a E A, y por tanto existe S; E S 
tal que 

lE (L (a)) n S;I ~ 2 

y por tanto 
lE (L(a)) n E (G [S;]) I ~ 2. 

Entonces el libro de lomo a tiene 2 hojas de color D (2, 4, n) + j, es decir G 
no es heterocromático. 

Así pues, r es una e-coloración de E ( K!.3») libre de copias heterocromáti

C8S de Ln_2, donde 

[S[ 

c= (;) - ?;(IS;I}+ISI-3D(2,4,n). 

Ahora bien, por el lema 5.5 sabemos que 

[SI ?; (IS;I) -ISI :'S (;) - 6D (2,4, n) , 

y por el lema 5.6 tenemos que 

1 (n) p(n) D(2,4,n)="6 2 -12- g (n). 
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Entonces 

y de ahí que 

ISI 

e = (;) - f;(IS;I)+lsl-3D(2,4,n) 

2: (;) - e) +6D(2,4,n)-3D(2,4,n) 

= (;) - e) +H;) _p~n) -3g(n) 

= (;) -H;) _p~n) -3g(n) 

(3) (n) 1 (n) p (n) H(Kn , Ln- 2) > 3 -2 2 --4-- 3g (n) 

de donde se sigue el resultado. 
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Capítulo 6 

LAS DIGRÁFICAS 
SELECTIVAS 

En este capítulo se introduce el concepto de digráfica selectiva, junto con otra 
serie de conceptos y resultados relativos a 1 .... coloraciones de arist .... , muchos 
de los cuales serán necesarios para el desarrollo de los capítulos siguientes. 

6.1 La función v y las digráficas selectivas 

Sea G una gráfica y 

r: E(G) ---> {l, ... ,q} 

una coloración de las arist .... de G. 

Definición 6.1 Paro cada x E V (G), sea 

v(x,G,r) = Ir[E(G)II-lr[E(G\ {x})]I. 

Es decir, v (x, G, r) es el número de colores en [G, r] que aparecen exclu
sivamente en 1 .... arist .... incidentes al vértice x. 

Así podemos ver que 
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Observación 6.1 Para cada x E V(G), 

v(x,G,r);::: n 

si Y sólo si existe 
{XI, ... ,Xn } ~ Na (x) 

tal que: 

i) Dados i, j E JI! tales que 1 ::; i::; n y 1 ::; j ::; n, si i '1 j entonces 

r({x,x,}) '1 r({x,Xj}). 

ii) Dada i E JI! tal que 1 ::; i ::; n, para toda e E E (G \ {x}) sucede que 

r(e) '1 r({x,x,}). 

Observación 6.2 Para cada x E V (G) , 

v(x,G,r)=n 

si Y s610 si existe 
{x¡, ... ,xn } ~ Nc(x) 

tal que cumple i) y ii) de la observaci6n 6.1 y además 
iii) Para toda y E Na (x) \ {XI, ... ,Xn } ocurre una de dos cosas: 

a) Para algún i E JI! tal que 1 ::; i ::; n 

r({x,y}) = r({x,x,}) , 

o bien 
b) Para alguna e E E (G \ {x}) 

r({x,y}) = r(e). 

A partir de las observaciones anteriores tenemos la siguiente 

Definición ~.2 Sea x E V (G). Un subconjunto W ~ Na (x) se dirá que es 
un (x, G, r)-conjunto selectivo si: 

i) IWI = v (x, G, r) . 
ii) Todas las {x} W -aristas estan coloreadas con colores distintos. 
iii) Toda {x} W -arista tiene un color que no aparece en [G \ {x} , r] . 

94 



Es decir, dados los v(x,G,r) colores que s6lo apareoen en aristas in
cidentes a X, escogemos, por ejemplo {x, y¡} ::~,GI[') J v (x, G, r) aristas in
cidentes a x, cada una de distinto color, y cada una con alguno de esos 
v (x, G, r) colores que sólo apareoen en aristas incidentes a x. Así, el con
junto de vértices 

{y¡, ... , Yv{z,G,P)} 

es un (x, G, r)-conjunto selectivo. 

Para cada x E V (G) sea 

S(x,G,r) = {W ~ NG (x): W es un (x,G,f)-conjunto selectivo}. 

Así entonces 

Observación 6,3 Dados x E V (G) y cE r [E (G)] tal que c <t r [E (G \ (x})], 
para cada W E S (x, G, r) existe y E W tal que 

r({x,y}) = c. 

Uti1izando los conjuntos selectivos de los vértioes de G, podemos definir 
la familia de digráficas siguiente: 

Definición 6.3 Una digráfica D será denominada una (G, r)-digráfica se
lectiva si cumple con: 

i) V (D) = V (G) 
ii) Si V (G) = {XI> ... ,x,,}, entonces existe una familia de n subconjuntos 

de V (G) 

tal que para cada Xi E V (G) 

W", E S(Xi,G,r) 

y 

F (D) = U {x;:;l: u E Wz .}. 

z,EV{G) 
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En otras palabras, cada (G, r)-digráfica selectiva se define escogiendo 
para cada vértice x de G, un (x, G, r)-conjunto selectivo W., y a partir de 
esto, 

Xi! E F(D) si y sólo si u E W •. 

Por simplicidad y a menos que resulte ambiguo, diremos que una (G, r)
digráfica selectiva D esta definida por la familia 

{w"D :xE V(G)} 

de conjuntos selectivos. 
A! conjunto de todas las (G, r)-digráficas selectivas lo denotaremos como 

DS(G,r). 

De todo lo anterior, es importante resaltar lo siguiente: 

Observación 6.4 Dada DE DS (G,r) definida por la familia 

{W"D: x E V(G)}, 

tenemos que: 

i) Paro todo par x, y E V (D), 

xy E F (D) si 11 sólo si y E w"D. 

ii) Paro todo x E V (D) , 

d1;(x) = v(x,G,r). 

Finalmente 

Definición 6.4 Paro cada Y ~ V (G), sea 

11 (Y, G, r) = Ir [E (G)II-Ir [E (G \ Y)lI· 

Es decir, 11 (Y, G, r) es el número de colores en [G, rJ que desaparecen en 
[G \ Y, r] . Obsérvese que si Y = 0, entonces 11 (Y, G, r) = O. 
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6.1.1 Sobre [G, r] y las (G, r)-digráficas selectivas 

En toda. esta socci6n) sean G una gráfica; 

r: E (G) -+ {l, ... ,q} 

una coloración de las aristas de G; 

cEr[E(G)] y G={eEE(G):r(e)=c}. 

Lema 6.1 Las siguientes proposiciones son equivalentes: 
i) G = {{x,y}}. 
ii) Para toda D E DS (G, r) 

xy,!j1EF(D). 

iii) Existe D E DS (G, r) tal que 

XY,!j1EF(D). 

Prueba. 
i) '* ii) Sea G = {{x,y}} y D E DS(G,r) definida por la familia 

{W;': x E V(G)} 

de conjuntos selectivos. 
Vemos que 

c~r[E(G\{x})] 

y por tanto (observación 6.3) e>ciste z E W;' tal que 

r({x,z}) = c, 

y claramente z = y, entonces xy E F (D) . 
La demostración de que !j1 E F (D) es análoga. 

ii) '* iii). Se sigue. 
iii) '* i). Sea D E D S (G, r) definida por la familia 

{W;' : x E V (Gl) 

de conjuntos selectivos tal que 

XY,y1EF(D). 
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Entonces por definición 

XEW,f y yEW,f, 

por lo que 

r({x,y}) i r[E(G\ {y})] y r({x,y}) i r[E(G\ {x})] 

de donde se sigue que 
0= {{x,y}}. 

• 
Habiendo caracterizado el caso en que 101 = 1, en la que sigue sea 101 ~ 2 

Y Duna (G, r)-digráfica selectiva definida por la familia 

{w,f : x E V (G)} . 

Lema 6.2 Si Xii E F (D) entonces 

Prueba. Si Xii E F (D) entonces tenemos que y E W.D , por tanto para toda 
eEE(G\{x}) 

r({x,y}) '" r(e) 

y se sigue el resultado. 

Lema 6.3 Sean Xii,zw E F(D) con {x,y} '" {z,w}. Entonces 

r({x,y}) ",r({z,w}). 

Prueba. Supongamos que 

r({x, y}) = r({z,w}) = c. 

Por el lema 6.2 se sigue entonces que 

x= ne= z, 
eEe 
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por tanto 
X¡¡,XWEF(D) 

y así 
y,weW;', 

lo cual por definición implica que 

r({x,y}) f r({x,w}) 

y llegamos a una contradicción. 
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6.1.2 Las gráficas subyacentes 

En toda esta sección sean G una gráfica; 

r: E (G) -+ {l, ... ,q} 

una coloración de las aristas de G; 

cE r[E(G)] y e= {e E E(G): r(e) = e}. 

Lema 6.4 e = {{x, y}} si Y s610 si paro toda V E VS (G, r) se cumple que 
{x,y} E E (g [VD ,donde g [V] es la gráfica subyacente de V. 

Prueba. 
=}) Si e = {{ x, y}} entonces (lema 6.1) para toda V E V S (G, r) se tiene 
que 

X¡},~EF(V) 

y por tanto {x,y} E E (g [VD. 
<=) Esta implicación la demostraremos por reducción al absurdo. 

Sea lel ~ 2 Y {x, y} E e tal que para toda V E VS (G, r) 

{x,y} E E(g[VD. 

Entonces para toda V E VS (G, r) se tiene que 

xy E F (V) ó yX E F (V), 

y como x # y, por el lema 6.2 se sigue entonoes que: 

Para toda V E VS (G, r) se cumple que X¡} E F (V) , 

ó 
Para toda V E VS (G, r) se cumple que yX E F (V) . 

Sin pérdida de generalidad supongamos que para toda V E VS (G, r) se 
tiene que xy E F (V) . 

Si este es el caso, entonces para todo W E S (x, G, r) 

yEW, 
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lo cual implica que no existe z E V (G) tal que {x, z} E e, pues de lo 
contrario, dado cualquier (x, G, n-conjunto selectivo W tal que y E W, el 
conjunto 

W' = (W\ {y}) U {z} 

sería también un (x, G, r)-conjunto selectivo. 
Así ¡e¡ = 1 Y se demuestra esta implicación. • 
Nuevamente, habiendo caracterizado el caso en que ¡e¡ = 1, en lo que 

resta de la sección supongamos que ¡e¡ ~ 2. 
Además sea Duna DS(G,r)-digráfica selectiva definida por la f.mjlja 

{W;': x E V{Gl} 

y g [DI su gráfica subyacente. 
Nótese que como D E DS{G,r), entonces g [D] es una subgráfica de G 

y podemos considerar a 

[g [D], r] Y r [E (g [D])] . 

Lema 6.5 cE r [E (g [D])] si Y .ólo si existe x E V (G) tal que 

x=n e. 
cee 

Prueba . 
~) Sea c E r [E (g [D])]. Entonces existe {x, y} E E (g [D]) tal que 

r{{x,y}) =c. 

Como {x, y} E E (g [D]) entonces 

XV E F (D) 6 íí1 E F (D) , 

y por el lema 6.2 se sigue que 

x=n e 6 y=ne. 
eEC eEC 

<=) Sea x E V (G) tal que 
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y denotemos a los elementos de e como {x,y,} con i = 1, ... , lel. 
Claramente, el color c no aparece en [e \ {x} ,r] por tanto (observación 

6.3) existe i E N con 1 ::::: i ::::: lel tal que 

y, E W;' 

y así 
xy: E F(D) 

por lo que 
{x,y,} E E(g[D]) 

de donde se sigue el resultado. 

A la luz del lema 6.5 podemos ver que 

Lema 6.6 Sea {x, y} E E (g [D]) tal que r ({x, y}) = C. Si 

x= ne 
eeC 

entonces 
x¡j E F (D) Y y¿t ~ F (D). 

Prueba. Del lema 6.2 se sigue que si 

entonces 

pues si no, 

y¿t ~ F (D), 

x= ne=y. 
eeC 

y como {x, y} E E (g [D]) entonces no queda otra opción que 

x¡j E F (D). 
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Lema 6.7 Paro cada x E V (g [D]) 

dglDI (x) = v (x, G, r) + di> (x). 

Prueba. Dada x E V (g [D]) tenemos por definición que 

d.IDI (x) = dj, (x) + do (x) -INó (x) n Ni> (x)l· 

Ahora bien, 
di> (x) = do (x) -INó (x) n Ni> (x)1 

y (observación 6.4 ii) ) 
db (x) = v(x,G,r) 

de donde se sigue el resultado. 

Lema 6.8 . 
i) [g [D], r] es heterocromática. 
ii) lE (g [D])I ~ Ir [E (G)JI. 

Prueba. 
i) Supongamos que [g [D], r] no es heterocromática. Entonces sean 

{x,y} ,{z,w} E E(g[D]) 

tales que 
r({x,y}) = r({z,w}) E r[E(g[D])]. 

Por el1ema 6.5 vemos, sin pérdida de la generalidad, que 

x= ne y x= z. 

Así, por el lema 6.6 se sigue que 

Xii E F(D) Y XW E F(D) 

por lo que {y,w} ~ W;> y por tanto 

r({x,y}) f r({x,w}) 

lo cual es una contradicción. 

• 

ii) Dado que g [D] es subgráfica de G y que [g [D], r] es heterocromática, 
el número de aristas de g [D] no puede exceder el número total de colores de la 
coloración r en G. • 
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Lema 6.9 Sea {y, w} E E (e) \ E (g [D]) tal que 

r ( {y, w}) E r [E (g [D])] . 

Entonces existen z E V (e) y D' E DS (e, r) tales que la gráfica subya
cente g [D'] se define como: 

V (g [D']) = V (g [D]) 
y 

E(g[D']) = (E(g[D]) \ {{z,y}}) U {{y,w}} 

ó 

E (g [D']) = (E (g [D]) \ {{z, w}}) U {{y,w}}. 

Prueba. Como 

r({y,w}) Ef [E (g [D])] y {y,w} E E(e)\E(g[D]) 

entoncese><Íste {v,z} E E(g[D]) talque 

r({y,w}) = r({v,z}). 

Por el lema 6.5 vemos, sin pérdida de generalidad, que existen dos posibili
dades, a saber 

6 

v=ne y v=y 
e'C 

v= ne y v=w. 
e'C 

Supongamos que y = v. 
Por el lema 6.6 vemos entonces que 

V1 = Y1 E F(D) 

por lo que 

z E W.". 
Ahora bien, como 

r({y,w}) = r({y,z}) 

104 



entonces el conjunto 

w; = (w,;' \ {z}) U {w} 

es un (y, G, n-conjunto selectivo y así, la digráfica D' definida por la familia 

({w;': x E V(G)} \ {W,:'}) U {W;} 

es una (G, r)-digráfica selectiva tal que su gráfica subyacente g [D'] esta 
definida por 

v (g [D']) = V (g [D]) 
y 

E(g[D']) = (E (g [D]) \ {{z,y}})U{{y,w}}. 

Para el caso en que w = v, con una demostración análoga llegamos a que 

E(g[D']) = (E (g [D]) \ {{z,w}})U{{w,y}}. • 
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6.2 La función v y las subgráficas de G 

Sean G una gráfica y 
r: E(G) ~ {l, ... ,q} 

una coloración de las aristas de G. 
Dada G' una subgráfica de G tenemos la siguiente 

Definición 6.5 Poro cada x E V (G') sea 

v (x, G', r) = Ir [E (G')]I-Ir [E (G' \ {x})1I , 

y para cada Y ~ V (G') , sea 

v (Y, G', r) = Ir [E (O')]I-Ir [E(G' \ Y)]I. 

Lema 6.10 Para toda x E V (0') 

v (x,G', r) = v (x, 0', ro'). 

y para todo Y ~ V (G') 

v (Y, G', r) = v(Y,G', ro'). 

Prueba. Dada 
ro': E (O') ~ {l, ... ,q} 

la restricción de r en E (G') , 

r[E(G')] = ro' [E(O')]; r[E (G' \ {x})] = r a • [E (O' \ {x})] 

y 
r[E (G' \ Y)] = ro' [E(G' \ Y)] 

de donde se sigue el resultado. 

Así pues 
• 

Definición 6.6 Sea x E V (G'). Un subconjunto W ~ Na. (x) se dirá que 
es un (x, G', r)-conjunto selectivo si cumple con: 

i) IWI = 11 (x,G',r) . 
ii) Todas las {x} W -aristas estan coloreadas con colores distintos. 
iii) Toda {x} W -arista tiene un color que no aparece en [G' \ {x} , r]. 
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Para cada x E V (C) sea 

S (x, c', r) = {W <;;; Nc' (x) : W es un (x, C', r) -conjunto selectivo} 

Por el lema 6.10 vemos que para cada x E V (C') 

S(x,C',r) = S(x,C',rc '). 

Definición 6.7 Una digrúfica D será denominada una (C',r)-digrúfica se
lectiva si cumple con: 

i) V(D) = V (C') 
ii) Si V (C') = {Xl, ... ,xn }, entonces existe una familia de n subconjuntos 

de V (C') 
{W~I"'" Wz.,J, 

tal que paro cada x¡ E V (C') 

W .. E S(x¡,G',r) 

y 
F (D) = U {x;¡l: u E W.J. 

:¡,EV(G') 

Al conjunto de todas las (C' , r)-digráficas selectivas lo denotaremos como 

DS(C',r). 

Análogamente vemos que 

DS(C',r) = DS (C', r c ') . 
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Lema6.U Sea {x¡, ... xm} C;; V(G). Para toda y E V(C)\{x¡, ... xm} se 
cumple que 

v({X¡, ... ,Xm,y} ,C,r) 
= v ( {x¡, ... , xm} , C, r) + v (y, C \ {Xl, ... Xm} , r) , 

Prueba. Por definición 

v ({Xl, .. " Xm} ,C, r) = Ir [E (C)JI-Ir [E (C \ (Xl, .. "xm})JI 

y para cada y E V (C) \ {XI,"'Xm} 

v(y,C\ {x" ... ,xm } ,r) 
= Ir[E(C\ {XI, ... ,xm})II-Ir(E(C\ {XI, ... ,xm,y})]1 

por tanto 

V({XI, .... Xm} ,C, r) + v(y,C \ {Xl, .... Xm} ,r) 

= Ir(E (C)II- ¡r [E (C \ {Xl, .... Xm})JI 

+lr[E(C\ {XI, .... Xm})JI-lr[E(C\ {XI, .... Xm,y})1I 

= Ir[E(C)JI-lr[E(C\ {XI, .... Xm,y})JI 

y oomo por definición 

se sigue el resultado, 

Lema 6.12 Sea {Xl, .. ,Xin} C;; V (C). Entonces 

m 

V({XI,'''Xm} ,C,r) = LV(x"C\ {XI,,,,,X'-l},r) 
1=1 

• 

Prueba. Por el lema 6.11 sabemos que para cada i E l\I' oon 1 $ i $ m 
sucede que 

V({XI,,,,,Xi} ,C,r) 
= v ({Xl, .. " Xi_¡}, c, r) + v (Xi, C \ {Xl, .. " Xi-l} , r) 
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por tanto paxa cada i E N con 1 :::; i :::; m se tiene 

11 (x" e \ {XI, ... ,X'_I} ,r) 
= II({XI, ... ,X,} ,e,r) -1I({XI, ... ,x,_d ,e,r). 

Así 

m 

¿1I(X"e\ {xI, ... ,x,_d ,r) 
'=1 
m 

= ¿ (11 ({XI, ... ,x,} ,e, r) - 11 ({XI, ... ,x,-d ,e, r)) 
i=1 

= (11 (XI,e,r) -1I(0,e,r)) + (1I({XI,X,}.e,r) -1I(X¡,e,r)) 

+ ... + (II({XI, ... , Xm}, e, r) - II( {XI, ... ,xm-d ,e,r)). 

Reordenando los sumando tenemos entonces que 

m 

¿ 11 (x" e \ {Xl> ... ,X¡_I} ,r) 
i=1 

= -1I(0,e,r) + (11 (XI,e,r) -1I(XI,e,r)) 

+ (11 ({XI, x,} ,e, r) - II({XI,X,} ,e,r)) 

+ ... + (11 ({XI, .. ·,x",-I} ,e, r) - 11 ({XI, ... , Xrn_l} , e, r)) 

= 1I({XI, .. ·,Xrn},e,r) -1I(0,e,r) 

y se sigue el resultado. • 
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Lema 6.13 Sea G' una subgráfica de G. Dada x E V (G') , si W es un 
(x,G, r)-conjunto selectivo, entonces 

[WnV(G'JI::; v(x,G',r). 

Prueba. Sea x E V (G') y W un (x, G, f)-conjunto selectivo. 
Por definición, todas las {x} W-aristas están coloreadas de colores distin

tos y toda {x} W -arista tiene un color que no apareoe en [G \ {x} , f] . 
Así, considerando la coloración 

fa' : E (G') -+ {l, ... ,q}, 

en particular todas las {x} (W n V (G') )-aristas estan coloreadas de colores 
distintos y toda {x}(W n V (G' ))-arista tiene un color que no aparece en 
[G' \ {x}, fa']. 

Es decir, en la subgráfica G' existen cuando menos [W n V (G'll vértices 
en Na' (x) , que denotaremos como 

{ Xl, .•• , Xlwnv(a')I} , 

tales que: 

i) Dados i,j E N con 1 ::; i :5 [W n V (G')[ y 1 ::; j ::; [W n V (G')[ , si 
i i- j entonces 

fa' ({x,x,}) i- fa' ({x,x;}). 

ii} Dada i E N tal que 1 ::; i :sIW n V (G'JI, para toda e E E(G' \ {x}} 
sucede que 

fa' (e) i- fa' ({x,x,}) 

(Dibujo 6.1). 

G 

Dibujo 6.1 
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Así (observación 6.1) 

l/(x,G',ra,) ~ IWnV(G')1 

y por el lema 6.10 se sigue el resultado. • 
Lema 6.14 Sea G' una subgráfica de G. Para toda x E V (G') se cumple 
que 

1/ (x, G, r) ~ 1/ (x, G', r) + da (x) - da' (x). 

Prueba. Sean x E V (G') y W un (x, G, r)-oonjunto selectivo. 
Como 

IWI = IW \ V (G')I + IW n V (G')I 
y 

IW \ V (G')I ~ da (x) - da' (x) 

entonces 
IWI ~ IW n V (G')! + da (x) - da' (x). 

(Dibujo 6.2). 

G 

Dibujo 6.2 

Por otro lado, por el lema 6.13 sabemos que 

IwnV(G')1 ~ l/(x,G',r), 

y entonces 
IWI ~ 1/ (x, G', r) + da (x) - da' (x). 

Por último, como por definición 

IWI = l/(x,G,r) , 

se sigue el resultado. • 
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6.3 Y sobre el número heterocromático ... 

Ahora veremos la relación existente entre los conceptos presentados hasta 
ahora en este capítulo, con el número heterocromático lineal. 

Sea G una gráfica y e una clase de gráficas. Al número heterocromático 
lineal de G con respecto a e lo denotaremos como 

H(G,C). 

En lo que sigue, sea r una coloración de las aristas de G tal que 
rE C (G, e), Duna (G, r)-digráfica selectiva y sea G' E e (G). 

Lema 6.15 Sea. x E V(G) tal quee(G\ {x}) '" 0. Si rE C'(G,C) en-
tonces 

II(X,G,f) ~ H (G, C) - H (G \ {x}, C). 

Prueba. Sea x E V(G) tal que e(G\ {x}) t 0 y r E C' (G,C). 
Como r E C' (G, e) entonces, por un lado 

Ir [E (G)]I = H(G,e) -1; 

y por otro lado, [r, G \ {x}] es libre de copias heterocromáticas de elementos 
de e, por tanto 

Así 

IflE(G\ {x})]I s: H(G\ {x} ,C)-1. 

v(x,G,r) = If[E(G)II-lf[E(G\ {x})]1 
= H(G,C) -l-¡f[E(G\ {x})JI 
~ H(G,e)-l-(H(G\{x},e)-l) 
= H(G,e)-H(G\{x},e) 

y se sigue el resultado. • 
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Lema 6.16 Sea Y ~ V (C) tal que e (C \ Y) -1- 0. Si r E C' (C, C) en-
tances 

v(Y,C,r) ~ H(C,e) - H(C\ Y,C). 

Prueba. Sea Y ~ V (C) tal que e (C \ Y) -1- 0 y r E C' (C, e). 
Como r E C' (C, e) entonces, 

IrIE(C)lI = H(C,C) -1; 

y por otro lado IC \ Y, r] es libre de copias heterocromáticas de elementos de 
e, por tanto 

Ir lE (C \ Y)JI ::; H (C \ Y, e) - l. 

De manera análoga al lema 6.15, se sigue el resultado. • 
Lema 6.17 Sea Y ~ V(C) tal que e(C\ Y) = 0. Si r E C' (C, e) en-
tonces 

v (Y, C, r) ~ H(C,e) -l-IE(C\ Y)I. 

Prueba. Sea Y ~ V(C) talquee(C\Y) =0 yrE c·(C,e). 
Como r E C· (C, e) entonces, 

Ir [E (C)JI = H (C, C) - 1; 

y por otro lado 
Ir [E (C \y)1I ::; lE (C \ Y)I. 

As! 

v (Y, C, r) = Ir [E (C)JI-Ir [E (C \ Y)JI 
= H(C,e) -l-lflE(C \ Y)JI 
~ H(C,e)-l-IE(C\Y)1 

y tenemos el resultado. • 

Lema 6.18 La gráfica g [D] es libre de subgráficas isomorfas a C' . 

Prueba. Como (lema 6.8 i) ) [g [D] ,r] es heterocromático y g [D] es sub
gráfica de C, si existiera una subgráfica de g [D] isomorfa a C' , entonces en C 
existiría una copia heterocromático de G' lo cual es una contradicción. • 
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Lema 6.19 Sea x E V(C) y W un (x,C,r)-conjunto selectivo. Entonces 
en [C [W] ,r] no existe una copia heterocromática de G' \ {x}. 

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso. 
Sea x E V (C) y W un (x, C, r)-conjunto selectivo tal que en [G [W] ,r] 

existe una oopia de C' \ {x} heterocromática (Dibujo 6.3). 

Dibujo 6.3 

Por defuúción de W, todas las {x} W -aristas son de distinto oolor y de 
oolores que no aparecen en [C \ {x} ,r] . 

Así, en la subgráfica de G inducida por W U {x} , y por tanto en [G, r] , 
existe una oopia de G' heterocroruática lo cual es una contradicción. • 

Lema 6.20 Si existe una subdigráfica D' de D tal que 

g[D']+xy~C', 

donde {x, y} E E (C), entonces 

di), (x) + dI)' (y) < d.ID'1 (x) + dolD'1 (y). 

Prueba. Sea D' una subdigráfica de D que tal que 

g [D'] + xy ~ C' 

y {x,y} E E(C). 
Como (lema 6.8 i) ) [g [D] ,r] es heterocromático, entonces también lo es 

[g [D'] , r] , y dado que 
g[D'] +xy ~ C' 
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entonces debe suceder que 

r({z,y}) E r[E(g[D'J)]. 

Sea pues {z, w} E E (g [D']) tal que 

r({z,y}) = r({z,w}). 

Sin pérdida de generalidad, por el lema 6.5 vemos entonces que 

y así (lema 6.6) 

de donde 

y se sigue el resultado. 

z= ne y z= z, 
cee 

iW E F (D) Y ~ ~ F (D) 

dO. (z) < delD'1 (z) 
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Capítulo 7 

COMPLETAS 
EN GRÁFICAS COMPLETAS 

Dado m E N con m ~ 3, sea 

la gráfica completa de orden m. 
Dados n, q E N tales que n ~ q ~ 3, denotemOfl como H (Kn , K.) el 

número heterocromático lineal de Kn con respecto a la clase de gráficas 
e = {K.} . 

Aquí demostraremOfl que para todo n E N y q E N tales que n ~ q ~ 3, 
se cumple que 

si q = 3; 
en otro caso. 

donde dq_ 1 (n) es el máximo número de aristas de una gráfica de orden n 
libre de subgráficas isomorfas a Kq_l, también llamado el número de 'furán 
de K q _ l . 
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7.1 El número heterocromático H (Kn , Kq) 

7.1.1 La cota inferior 

El caso q = 3. 

Lema 7.1 Para toda n E N tal que n ~ 3, tenemos que 

H (Kn, K3 ) ~ n. 

Prueba. Este lema lo probaremos exhibiendo una (n - 1 )-coloración de 
E (Kn ) libre de K3 heterocromáticos. 

Sea 
V(Kn ) = {XI,"·,x,.} 

y consideremos la coloración 

r; E (Kn ) -+ {l, ... , n - l} 

donde para cada {Xi, Xj} E E (Kn ) , 

r({Xi,Xj}) = min{i,j}. 

Veremos ahora que r es una coloración libre de K3 heterocromáticos, es 
decir, que 

rE C(Kn , K3 ). 

Sea G una subgráfica de Kn tal que G ~ K3' Para fijar ideas, sea 

V(G) = {Xi,XJ,X.} 

y sin pérdida de generalidad, supongamos que 

i=min{i,j,k}. 

Así 
r({Xi,Xj}) = r({Xi,X.}) =i 

y por tanto G no es heterocromático. 
Entonces 

H (Kn, K3 ) > n - 1 

y se sigue el resultado. 
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El caso q;::: 4. 

En [17J Y [18J se establece una condición suficiente para que una gráfica de 
orden dado n. contenga a Km como subgráfica en términos del número de 
aristas en la gráfica. a saber: 

Thorema 7.1 Sean n. m. r y t números enteros tales que n ;::: m > 3 Y 
n= (m-1)t+r. donde 1::; r::; m-lo Sea 

(
m - 2 ) (' ') r (r - 1) 

dm(n)= 2(m-1) n -r + 2 . 

Además. denotaremos como tJ. (n. m) a la gráfica de orden n con la siguiente 
estructuro: los vértices están particionados en r clases de t + 1 vértices cada 
una y m - r - 1 clases de t vértices cada una. Las clases son ajenas I! a 
I!. y dos vértices de la gráJica son adyacentes si y sólo si no pertenecen a la 
misma clase. tJ. (n. m) contiene exactamente dm (n) aristas. 

Cualquier gráfica con n vértices y más de dm (n) aristas contiene al menos 
un Km como suhgráfico, al igual que cualquier gráfica con n vértices y exac
tamente el". (n) aristas que no sea isomorfa a tJ. (n. m) . 

• 
Observación 7.1 Nótese que 

(
m-2) 2 (re(nm-1)) dm(n)= 2(m-1) (n'-re(n.m-1))+ '2 . 

Lema 7.2 Para todo par n. q E N tales que n ;::: q ;::: 4. se cumple que 

Prueba. La prueba de este lema la realizaremos mostrando una e-coloración 
de E (Kn ) con 

c = dq- 1 (n) + 1. 

que es libre de Kq heterocromáticos. 
Consideremos a 

{Vi •...• v.-.} 
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Caso 1. Existe i E N con 1 :S i :S q - 2 tal que 

IV (C) n V (C;)I ~ 3. 

En este caso, en E (C) existen al menos 3 aristas de color 1, a saber, 
las que también pertenecen a E (Ci ). 

Caso 2. Existen i,j E N con 1 :S i:<; q - 2 Y 1:<; j :S q - 2 tales que 

IV (C) n V (Ci)1 ~ 2 Y IV (C) n V (Ci)1 ~ 2. 

Entonces en E (C) existen al menos 2 aristas de color 1, a saber, las 
aristas contenidas en E (Ci ) y E (Cj ). 

En ambos casos, el conjuntos E (G) tiene al menos 2 aristas de Un mismo 
color, por tanto C no es heterocromático. 

Así, 
H (Kn, Kq) > dq_1 (n) + 1 

y se sigue el resultado. • 
El subcaso n = q ~ 4. 

Lema 7.3 Dada q E N tal que q ~ 4, tenemos que 

H (Kq, Kq) = dq_1 (q) + 2. 

Prueba. Dada q E N tal que q ~ 4, claramente se cumple que 

Ahora calcularemos dq_ 1 (q) + 2, Y lo haremos en dos casos. 

Caso 1. q = 4. 

Si q = 4 entonces re (4, 2) = 0, y así vemos (observación 7.1) que 
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Caso 2. q 2: 5, 

Si q 2: 5 entonces re(q,q- 2) = 2, Y así (observación 7.1) 

d._ 1 (q) +2 = (2rq-_32) (q2 - 22) +3 

= (q;3)(q+2)+3 

= q(q;3) +q-3+3 

de donde se sigue el resultado. 
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7.1.2 La cota superior 

Elcasoq=3 

Lema 7.4 Sea n E N tal que n ~ 3 Y r E e (K., K3 ). Entonces para cada 
x E V (K.) 

v (x, K., r) ::; l. 

Prueba. Sean n E N tal que n ~ 3, r una coloración de E (K.) Y supon
gamos que existe x E V (K.) tal que 

v(x,K.,r) ~ 2. 

Si v (x, K., r) ~ 2 entonces (observación 6.1) existen 

XI,X2 E N Kn (x) 

tales que 
r({x,xI}) f r({x,x.}) 

y para toda e E E (Kn \ {x}) suoede que 

r(e) f r({x,x.}) y r(e) f r({x,x.}). 

Siguiendo esto, como {XI,X,} E E (K. \ {x}) entonces 

r({XI,X,}) f r({x,xIl) y r({XI,X,}) f r({x,x.}) 

(Dibujo 7.1). 

x 

x, x, 

Dibujo 7.1 

Así pues, la subgráfica G de K. inducida por {x,x" X2} es heterocromática 
y G ~ K3 , por tanto 

r rf. e (K., K3 ). 

• 
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Teorema 7.2 Sea n E N tal que n 2: 3. Entonces 

H (Kn , K 3 ) = n. 

Prueba. Por el lema 7.1, para probar el teorema basta mostrar que 

La prueba de esto la realizaremos por inducción sobre n. 
1. n = 3. 

Claramente, 
H (K3 , K3 ) = 3 :S 3. 

2. Sea n 2: 4. 
Supongamos que para toda m E N tal que 3 :S m < n, se cumple que 

H (Km, K3 ) :S m. 

Sea r E C' (Kn, K3 ). Como en particular, r E C (Kn, K3 ) entonces por el 
lema 7.4 sabemos que para toda X E V (Kn ) , 

v (x, K n , r) :S 1. 

Además, como 

r E C' (Kn , K3 ) y n - 1 2: 3, 

entonces por el lema 6.15 vemos que para toda X E V (Kn ) se tiene que 

H (Kn, K3) - H (Kn - 1, K3 ) :S v (x, Kn, r). 

Por tanto 
H (Kn, K3) :S H (Kn - 1, K3) + 1, 

que por hipótesis de inducción implica que 

H(Kn ,K3 ):S (n-1)+1 =n 

y se sigue el resultado. 
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El caso q;::: 4 

Algunos lemas técnicos. 

Lema 7.5 Sean n, m E N tales que n ;::: m;::: 3. Entonces 

2( m-2 ) 
dm (n):5n 2(m-1) . 

Prueba. Supongamos que 

( 
m-2 ) 

dm (n) > n
2 

2 (m _ 1) . 

Como (observación 7.1) 

"() (m - 2 ) ( 2 ( )2) (re (n, m - 1)) - n = 2(m-1) n-re n,m-1 + 2 

entonces se signe que 

(
re(n,m-1)) (m-2) 2 

2 > 2(m-1) re(n,m-1) , 

y así 

re(n,m-1)-1> -- re(n,m-1). (
m-2) 
m-1 

De esto último se sigue que 

re (n, m -l)(m - 1) - (m - 1) > re (n,m- l)(m - 2) 

yentonoes 
re(n,m-1) > (m-1) 

lo cual es una contradicci6n. • 
Ahora, para todo par n, q E N tales que n ;::: q ;::: 4 sea 

g (n, q) = n - 1 - l :=~ J . 
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Lema 7.6 Sean n, q E N tales que n 2: q 2: 4. Entonces 

d._ 1 (n) - d._1 (n - 1) = 9 (n, q). 

Prueba. Por la. observación 7.1 vemos que 

d.- 1 (n) - d.- 1 (n - 1) 

= ( q-3 ) (n2 _re(n,q_2)2) + (re(n,q-2)) 
2~-~ 2 

_ ( q-3 ) ((n-1)'-re(n-1 q_2)2)_ (re(n-1,q-2)) 
2~-2) , 2 

= (2(q-_3
2
)) (n2-re(n,q-2)'-(n-l)2+re(n-1,q-2)') 

+(re(n'i-2)) _ (re(n-~,q-2)) 

= (2(q~32)) (2n-l+re(n-1,q-2)2- re (n,q-2)2) 

+(re(n'i-2)) _ (re(n-~,q-2)). 

ABí tenemos los siguientes 2 casos: 

Caso 1. re(n-1,q-2)=re(n,q-2)-1. 

Aquí tenemos que 

d.- 1 (n) - d._ 1 (n - 1) 

= (2 (q-_3
2
)) (2n-1-2re(n-1,q-2)-1)+re(n-1,q-2) 

= (:=D (n-1-re(n-1,q-2)) +re(n-1,q- 2) 
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= (1- q~2) (n-1-re(n-1,q-2))+re(n-1,q-2) 

= n-1-re(n-1,q-2)- (n-1-re(n-1,q-2)) 
q-2 

+re(n-1,q-2) 

= n-1- (n-1-re(n-1,q-2)) 
q-2 

= n-1-l:=~J =g(n,q). 

Caso 2. re(n-1,q-2)=q-3 y re(n,q-2) =0. 

En este caso, entonces 

d._ 1 (n) - d._ 1 (n - 1) 

= ( q - 3 ) (2n _ 1 + (q _ 3)2) _ (q - 3) (q - 4) 
2(q-2) 2 

= ( q - 3 ) (2n _ 1 + (q _ 3)2) _ (q - 3) (q - 4) (q - 2) 
2(q-2) 2(q-2) 

= q - 3 (2n - 1 + (q - 3)2 - (q - 4) (q - 2)) 
2 q- 2 

= q-3 (~) =n (q-3) =n (1- _1 ) 
2 q-2 q-2 q-2 

= n_~=n_1_n-(q-2) 
q-2 q-2 

= n_1_n-1-(q-3)=n_1_n-1-re(n-1,q-2) 
q-2 q-2 

= n-1-l:=~J =g(n,q). 
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Lema 7.7 Sean n. q E N tales que n > q ~ 4. 
i) Siq =4 entoncesg(n.4) + 1 ~ 3. 
ii) Si q ~ 5 entonces 9 (n. q) + 1 ~ q. 

iii) g(n.q)+ 1 > n(~). 

Prueba. 
i) Por definición 

ln -lJ g(n.4)=n-1- -2-

y por tanto 

r
n -11 g(n.4) = -2- . 

ABí. como n > q y q = 4 entonces 

9 (n.4) + 1 ~ r ~l + 1 = 3. 

ii) Demostraremos este resultado suponiendo que es falso. 
Sean n > q ~ 5 tales que 

Entonces 

Por lo tanto 

y así 

g(n.q) + 2:::; q. 

q ~ n+2-ln-1J 
q-2 

n - 1 re'-(>-n_---".:1.C!q_-_2:t.) = n+1---+-
q-2 q-2 
n-1 

~ n+1---. 
q-2 

q(q-2) ~ (n+1)(q-2)-n+1 

= nq-3n+q-1 

= n(q-3)+q-1 

q (q - 3) ~ n (q - 3) - 1 
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de donde se sigue que 
1 

q >n--
- q - 3' 

pero n > q 2: 5 lo cual nos lleva a una contradicción. 
iii) Nuevamente, por definición 

y por tanto 

g (n, q) 

g(n,q)=n-l- --ln -IJ 
q-2 

= n_l_(n-l)+re(n-l,q+2) 
q-2 q+2 

n 1 
2: n-l---+-

q-2 q-2 

= n(I __ I_) _1+_1_ 
q-2 q-2 

= n(q-3) _1+_1_ 
q-2 q-2 

de donde se sigue el resultado. • 
Lema 7.8 Sean no EN, h Y f dos funciones reales con dominio en el con
junto de números enteros {n : n 2: no} y "o una constante. Si tenemos que: 

i) h (no) = f (no) + "o Y 
ii) Paro toda n 2: no 

h(n+ 1) - h(n):5 f (n+ 1) - f (n), 

entonces paro toda n 2: no tenemos que 

h (n) :5 f (n) + "o. 

Prueba. Demostraremos este resultado por inducción sobre n 2: no. 
1. n = no. 

Por i) sabemos que h (no) = f (no) + "o Y por tanto 
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2. Sea n + 1 > no . 
Supongamos que para toda m E l\I tal que no ::s; m < n+ 1 se cumple que 

h(m)::S; f(m) +eo· 

Por ii) vemos que 

h (n + 1) - h (n) ::s; f (n + 1) - f (n), 

por tanto 
h(n+1)-f(n+l)::S;h(n)-f(n). 

Ahora bien, por hipótesis de inducción 

h(n)::S; f(n)+ea 

de donde se sigue que 
h(n) - f(n)::S; ea· 

Así pues 
h(n+ 1) - f(n+ 1)::S; h(n) - f(n)::S; ea 

por lo tanto 
h(n+l)-f(n+l)::S;ea. 

• 
En las digráficas selectivas de una coloroci6n. 

En esta sección analizaremos las coloraciones máximas de E (Kn ) libres de 
K, heterocromáticos, es decir, las coloraciones r de E (Kn ) tales que 

Analizaremos solamente los casos en que n > q ;::: 4, ya que el problema 
en el caso en que n = q ;::: 4 esta resuelto en el lema 7.3. 

Para empezar, dados n, q E l\I tales que n ;::: q ;::: 4, sea 
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Lema 7.9 Seo. q E N tal que q 2: 4 Y supongamos que para toda n E N tal 
que n > q se cumple que 

,,' (Kn , K,) ~ 9 (n,q). 

Entonces para toda n E N tal que n > q, 

H (Kn , K,) = d,_l (n) + 2. 

Prueba. Sea q E N tal que q 2: 4 Y supongamos que para toda n E N tal 
que n > q se cumple que 

,,' (Kn , K,) ~ 9 (n, q). 

Para cada n E N tal que n > q, sea 

r n E C' (Kn , K,). 

Por el lema 6.15 vemos entonces que para toda x E V (Kn) , 

Por tanto para toda n E N tal que n > q sucede que 

Así pues, si para toda n E N tal que n > q 2: 4 se cumple 

,,' (Kn , K,) ~ 9 (n,q) , 

entonces para toda n E N tal que n > q 2: 4 

9 (n, q) 2: H (Kn, K,) - H (Kn_>. K,). 

Ahora bien, por el lema 7.6 vemos que para toda n E N tal que 
n 2: q 2: 4 se tiene que 

d,_l (n) - d,-l (n - 1) = 9 (n, q) , 

por tanto, para toda n > q 2: 4, 

d,-l (n) - d,_l (n - 1) 2: H (Kn, K,) - H (Kn-l> K,) . (7.1) 
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Por otro lado (lema 7.3), para toda q 2: 4 suoede que 

H (K., K.) = d.-1 (q) + 2. (7.2) 

Así, aplicando el lema 7.8 &. (7.1) Y (7.2) tenemos entonoes que para cada 
n E N tal que n > q se cumple que 

H (Kn , K.) :s d._¡ (n) + 2. 

Finalmente (lema 7.2), como para toda n E N tal que n 2: q 2: 4, 

se sigue el resultado. 

Lema 7.10 Sean n E N Y q E N tales que n 2: q 2: 4 Y r E e (Kn , K.- 1) . 

Entonces existe Xo E V (Kn ) tal que 

2 
v (Xo, Kn, r) :s - (H (Kn, K._¡) - 2). 

n 

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso. 
Sean n E N y q E N tales que n 2: q 2: 4, 

y supongamos que para toda x E V (Kn ) sucede que 

Además sea D E DS (Kn , r) y glD) su gráfica subyacente. 
Por el lema 6.7 sabemos que para toda x E V (g ID)) sucede que 

dslDI (x) = v (x, Kn, r) + d;' (x) 

donde 
d;'(x) = I{y E V (Kn) : ííX E F(D) y xy rt. F(D)}I, 

por tanto, si para toda x E V (Kn ) tenemos que 

2 
v(x,Kn,r) > -(H(Kn,K._¡)-2), 

n 
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entonces 

IE(g[D])1 = L (v(x,Kn,rl+di,(x)) 

zEV(.IDIl 

> L (~ (H (Kn, K,_~ - 2) + di, (X)) 

zEV(cIDIl 

= IV (gn[D]) I (H (Kn, Kq-d - 2) + L (di, 2(X)) , 
zEV(cIDIl 

y como por definición 

V(g[D])=V(D) y V(D)=V(Kn ), 

se sigue entonces que 

" (di, (X)) IE(g[D])I>H(Kn ,Kq_ 1)-2+ ~ -2-· 
zEV(cIDIl 

Por otro lado, como r E e (Kn, Kq_1) entonces 

y además ( lema 6.8 ii) ) 

Ir [E (Kn )lI2: lE (g [D])I , 

por lo que 
H (K", Kq- 1) - 1 2: Ir [E (Kn)1I 2: lE (g [D])I· 

Aplicando a esto último (7.3) tenemos que 

H (K", Kq_.) - 1 

2: Ir [E (Kn )lI2: lE (g [DDI 

" (di, (X)) > H(Kn ,Kq_ 1)-2+ ~ -2-
zEV(cIDIl 
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y por tanto 

(7.4) 

y 
lE (g [D])I = Ir [E (Kn ))1 = H (Kn , Kq_l) - 1. (7.5) 

Así pues, por (7.4) vemos que: 

Nota 1. A lo sumo existe un único Xo E V (g [D]) tal que do (xo) = 1, Y 
para todo x E V (g [D]) \ {xo} sucede que do (x) = o. 

As! mismo, por la Nota 1 se sigue 

Nota 2. Existe a lo más un !hl E V (g [D]) tal que 

~EF(D) y ~~F(D). 

Obsérvese que si ahora probamos que [Kn \ {Yo} ,rJ es heterocromático, 
como n ~ q entonces [Kn \ {Yo} ,rJ oontiene una copia heterocromática de 
Kq_¡, lo cual implica que [Kn , rJ oontiene una copia heterocromática de Kq_l 
y por tanto 

r~ (j(Kn ,Kq_ l ) , 

que oontradice las hipótesis y demuestra el lema. 
A continuación veremos que [Kn \ {Yo} ,rJ es heterocromático, y lo demos

traremos suponiendo que es falso. 

Sean el,e. E E(Kn \ {Yo}) tales que 

r(el) = r(e,). 

Por el lema 6.8 i) sabemos que (g [DJ ,r] es heterocromático y por (7.5) 
vemos que 

lE (g [D])I = Ir [E (Kn ))1 , 

entonces todos los colores de r [E (Kn)J aparecen en [g [DJ ,rJ y por tanto 

r (el) = r (e,) E r [E (g [D])]. 

Sea pues {w, z} E E (g [D]), que sin pérdida de generalidad podemos 
suponer {w, z} i' el, tal que 

r({w,z}) = r(el). 

133 



Por el lema 6.5, sin pérdida de generalidad, vemos que 

w = n{e E E (Kn ) : ree) = r({w,z})} 

y así, por el lema 6.6 se sigue que 

WZEF(D) y zw~F(D), 

por tanto do (z) 2: 1 Y entonces, por la Nota 1 

z =xo, 

y por la Nota 2 
W=Yo, 

pero como w E el, Y por hipótesis el E E(Kn \ {Yo}), se sigue que 
w # Yo lo cual es una contradicción. • 

Teorema 7.3 Paro todo n E N y q E N tales que n ;::: q 2: 3, se cumple que 

H (Kn , Kq) = { ~q_1 (n) + 2 

Prueba. 
Caso 1. n 2: q y q = 3. 

si q = 3; 
en otro caso. 

Por el teorema 7.2 se sigue este el resultado. 
Caso 2. n 2: q y q 2: 4. 
Caso 2.1. n = q y q 2: 4. 
Por el lema 7.3 tenemos el resultado. 
Caso 2.2. n > q y q 2: 4. 
Dada q E N tal que q 2: 4, denotemos como Prop (q) a la propiedad: 

Para toda n E Ntal que n > q, se cumple que v' (Kn , Kq) ~ 9 (n, q) . 

Obsérvese que si probamos que para toda q 2: 4 se cumple Prop (q) , 
entonces por ellerna 7.9 sabremos que para toda n E N tal que n > q 2: 4 

H (Kn , K q ) = dq_ 1 (n) + 2 

y habremos probado el teorema. 
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Allí entonces, probaremos que para toda q E N tal que q ;::: 4 se cumple 
Prop (q), y lo haremos por inducción sobre q. 
1. Seaq=4. 

Supongamos que Prap (4) no se cumple. Entonces existe n E N con n > 4 
tal que 

v' (K., K.) ;::: 9 (n, 4) + 1. (7.6) 

Sean r E C' (K., K.) Y Xo E V (K.) tal que 

y además sean D E D S (K., r) definida por la familia 

{W.: x E V (K.)} 

de conjuntos selectivos y G [W .. lla subgráfica de K. inducida por el conjunto 
de vértices W ••. Sobre esta subgráfica es que oentraremos nuestra atención. 

Primero obsérvese que como 

v (xo, K., r) ;::: 9 (n, 4) + 1, 

entonces (lema 7.7 i) ) 
v (Xo, K., r) 2: 3. (7.7) 

Allí 

G[W •• l ~ K. 

con p 2: 3, Y como G [W •• l es la subgráfica de K. inducida por W •• , entonces 
(lema 6.19) G [W .. l es libre de K3 heterocromáticos, es decir, 

r a[w •• l E C (G [W •• l ,K3 ). 

Allí, por el lema 7.4 vemos que para cada z E V (G [W.,]) 

y por el lema 6.10 se sigue entonces que para cada z E V (G [W.,]) 

v(z,G[W.,],r) ~ 1. 
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Por otro lado, (lema 6.14) vemos que para toda z E V (G [W.,D sucede 
que 

v (z, Kn, r) ::; v (z, G [W.,J , r) + dKn (z) - do[w.,J (z) 

= v (z,G[W.,J ,r) +n -1 - (IV (G [W.,DI- 1) 

= 1'(z,G[W.,],r)+n-1'(xo,Kn,r). 

Así entonces, para cada z E V (G [W.,D tenemos que 

Ahora obsérvese que si probamos que existe Zo E V (G [W.,D tal que 

1'(Zo, Kn, r) ::; n-v (Xo, Kn, r), 

como 

se sigue entonces que 

y por tanto 

Pero dado que 

9 (n, 4) + 1 = rn; 11 + 1 > l~J, 
entonces 

9 (n, 4) + 1> 1'(Xo,Kn,r) = 1'· (Kn,Kq) 

lo cual contradice a (7.6) y probaríamos así el caso q = 4. 

A continuación demostraremos pues que existe z E V (G [W.,D tal que 

v (z, Kn, r) ::; n-v (xo, Kn, r) , 

y lo haremos suponiendo que es falso. 
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Supongamos entonces que para cada z E V (G [W.oD sucede que 

Dada z E V (G [W.o]) yel (z. Kn. r)-conjunto selectivo Wz • por el lema 6.13 
vemos que 

lo cual implica que en la digráfica D están presentes todas las 

{z} (V (Kn ) \ W,,)-flechas 

(las n - /1 (Xo. Kn. r) flechas) y que 

IW. n Wzol = 1. 

Así, en la. digráfica D están presentes todas las W'o (V (Kn ) \ W'o)-flechas 
y para cada z E V (G [w.o]) existe la flecha ZV; donde 

(Dibujo 7.2a). 

V(K.I{xo})IV(W • .l 

D 

Dibujo 7.2& 

Yo\' 
V(Knl{xo})IV(W • .l 

Dibujo 7.2b 

Por otro lado. como para cada z E V (G [W'o]) 

/1 (z. Kn. r) 2: v (Xo. Kn. r) 2: 3 

entonces 

de donde existe 
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con Xo # Yo· 
Así las cosas, dada z E V (G [W •• D , sea D" la subdigráfica de D inducida 

por 
{X01 Yo, z, vz } 

(Dibujo 7.2b) donde g [D"] es su gráfica subyacente. 
Ahora veamos los siguientes 2 casos: 

Caso 1. {xo, Yo} E E (g [D"D· 

En este caso g [D"] ~ K. lo cual contradice el lema 6.18. 

Caso 2. {xo,Yo} ~ E(g[D"D 

Si {xo, Yo} ~ E (g [D"D entonces 

g [D"] U {{"o, Yo}} ~ K., 

que por el lema 6.20 implica que 

dclD"1 ("o) + dclD"1 (!hJ) > d¡'" ("o) + d¡'" (Yo) , 

pero 
d.ID"1 ("o) + d.ID"1 (!hJ) = d¡'" ("o) + d¡'" (Yo) = 4 

lo cual es una contradicción. 

2. Sea q 2: 5, y supongamos que para toda k < q se cumple Prop (k). 
Ahora demostraremos que se cumple Prop (q), y lo haremos suponiendo 

lo contrario. 
Así pues, sea n E N con n > q tal que 

11· (Kn, K.) 2: 9 (n, q) + lo 

Sean r E C· (Kn, K.) y Xo E V (Kn) tal que 

11 (xo, Kn, r) = 11· (Kn, K.) ; 

y además sean D E D S (Kn, r) definida por la familia 

(W.:xEV(Kn )} 
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y G [W'al la subgráfica de Kn inducida por el conjunto de vértices W'a· 
Nuevamente, sobre esta subgráfica es que centraremos nuestro análisis. 

Por el lema 6.19, G [W'al es libre de Kq_1 heterocromáticos, es decir, 

r G[w.al E e (G [w.,l , K q_ I ). 

Por otro lado, romo 

lI(xo,Kn,r)~g(n,q)+l y q~5, 

se tiene que (lema 7.7 ii) ) 

Así, 

G[W.al ~ K. 

ron 
p = 11 (xo, Kn, r) ~ 5 

Y entonces, por el lema 7.10, sabemos que existe Zo E V (G [W.a]) tal que 

Ahora bien, por hipótesis de inducción se cumple Prop (q - 1) , y romo 

II(Xo,Kn,r) ~ q > q-l 

entonces, aplicando el lema 7.9, vemos que 

y por tanto 

Ahora, por el lema 7.5 sabemos que 

dq_,(1I (xo, Kn, r» ~ 11 (Xo, Kn, r)2 (2 fq ~ 43») 
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y entonces 

v (Zo, G [W.,] ,r G[w.o]) 

$ V(Xo,~n,r) (v (xo, Kn ,r)2 (2 (q-_4
3)) ) 

= v (xo,Kn,r) (:=D 
que por el lema 6.10 implica que 

v (Zo,G [W.,j,r) $ V(XQ, Kn,r) - . (q-4) 
q-3 

(7.9) 

Por otro lado (lema 6.14), 

v (zo, Kn , r) $ v (Zo, G [W.,], r) + dK • (z) - dc[w.o] (z) 

= v(Zo,G[W .. ],r) +n-l- ([V(G[W.,lJ[-I) 

= v (zo,G [W",] ,r) +n - v(XQ, Kn,r) , 

por lo tanto, con (7.9) resulta que 

v (Zo, Kn, r) (7.10) 

$ V (xo, Kn,r) (: = ~) + n - v(XQ, Kn,r) 

V (xo, Kn,r) 
= n- . 

q-3 

Ahora bien, como por definición 

se sigue de (7.10) que 
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y entonces 

y así 

v(xo,Kn,r) ~ n (: = ~). 
Por otro lado, por el lema 7.7 iii) sabemos que 

(q-3) 
9 (n, q) + 1 > n q _ 2 

y por tanto 
9 (n, q) + 1 > v (Xo, Kn,r) = v· (Kn, Kq) 

lo cual contradice a (7.8). 
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Capítulo 8 

CICLOS EN GRÁFICAS 
COMPLETAS 

Sean n, q E N tales que n 2: q 2: 3; 

Kn = (V (Kn ) ,E (Kn )) 

la. gráfica completa de orden n; 

C. = (V (C.), E (C.)) 

el ciclo de orden q y denotemos como H (Kn , C.) al número heterocromátioo 
lineal de Kn con respecto a la clase e = {C.} . 

En este capítulo demostraremos que para toda n E N y q E N tales que 
n 2:: q 2:: 3, se cumple 

9 (n,q) + re (n,q - 1) (l~J - re(n,q ~ 1) + 1) 2:: H (Kn , C.) 2:: 9 (n,q) 

donde 

Obsérvese que para el caso en que q = 3, dado que C3 '=" K3 por el 
teorema 7.3 vemos que 

H(Kn ,C3 ) =n= liJ + ril =g(n,3), 

así que centraremos nuestra atención en los casos en que q ~ 4. 
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8.1 El número heterocromático H (Kn ) Cq) 

8.1.1 La cota inferior 

Lema 8.1 Dados n, q E N tales que n ;:: q ;:: 4, se cumple que 

H (Kn, C,) ;:: 9 (n, q). 

Prueba. Probaremos este lema exhibiendo una e-coloración de E (Kn) con 

e = 9 (n, q) - 1, 

que es libre de copias de C. heterocromáticas. Para esto, sea 

una partición de V (Kn) definida como sigue: 

a) Para cada i E N tal que 1:::; i:::; l.~lJ, 

IV.I = q-1. 

y si 

entonces 
b) 

IVr,:,11 =re{n,q-1). 

Ahora, para cada í E N tal que 1 :::; í :::; r .~11 denotemos como G, a la 

subgráfica de Kn inducida por el conjunto de vértices v.. 
Obsérvese que 

r~l 
L lE (G,) I 
i=l 
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Ahora consideremos la siguiente coloración de E (K n) . 
Sea 

r: E (Kn ) ---> {l, ... ,g(n,q) -l} 

donde: 
a) Para cada G ,G ;-arista oon i i j, r asigna el oolor 

min{i,j} . 

Nótese que hasta aqui, r a asignado r.~ 11- 1 oolores. 

b) A las g(n,q) - r .~11 aristas restantes, r les asigna, uno a uno, los 

colores restantes. 

g(n,q)- r~l q-l 

Ahora veremos que r es una coloración de E (Kn ) libre de e. hetera
cromáticos. 

Sea G una subgráfica de Kn tal que G ~ e., y sean 

{V;" ... , V;.} 

el conjunto de los elementos de la partición P tales que para cada r E N con 
l:5r:5k 

V¡,. nV(G) # 0. 
Nótese que k > 1 pues cada elemento de la partición tiene cardinal a lo más 
q - 1 Y IV (G)j = q. 

Ahora supongamos, sin pérdida de generalidad, que 

i¡ = min {ill ... , i k }. 

Entonces todas las G" G¡,. -aristas, con 2 :5 r :5 k, son de color i l y como G 
es un ciclo, existen cuando menos 2 aristas de G que son de color i} de donde 
se signe que G no es heterocromático. 

Asi pues 
H(Kn,e.) > g(n,q)-1 

y se sigue el resultado. • 
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8.1.2 La cota superior 

Algunos resultados previos. 

En esta sección enunciamos algunas definiciones y resultados que serán nece
sarios para el desarrollo de este capítulo. 

Definición 8.1 Una gráfica conexa G se dirá que es panconexa si para cada 
par de vértices u, v E V (G) existe una uv-tmyectoria de longitud m con 
m = d (u, v), ... , IV (G)I- 1; siendo d (u, v) la distancia entre u y v. 

Teorema 8.1 [21J Sea G una gráfica de orden t. Si para cada x E V (G) 
sucede que da (x) 2: lf entonces G es panconexa. 

• 
Teorema 8.2 [3J Sea G una gráfica de orden t. Si para cada par de vértices 
x,y E V(G) sucede que 

da (x) + do (y) 2: t + 1, 

entonces paro cada par de vértices u, v E V (G) existe una uv-trayectoria de 
longitud m con 

m=d(u,v),2,4, ... ,t-1. 

• 
Lema 8.2 Sea G una gráfica y P = {Xl, ... ,,,,,} una tmyectoria en G. Ahora 
sea G' la subgráfica de G inducida por los vértices {Xl, ... , x,}. Si 

entonces G' es hamiltoniana. 

Prueba. Sean 

y 

Ahora sea 
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el conjunto de los vecinos "izquierdos" (izquierdos según la trayectoria P que 
va de x) a x t ) de los vecinos de Xl en G'. 

Obsérvese que si un vecino izquierdo de un vecino de x[ pertenece a 
No' (x,), entonces tendremos que los vértices de G' forman un ciclo y con 
ello el resultado (Dibujo 8.1). 

X, 

.--, ¡ 
Dibujo 8.1 

Como Xc no es vecino de sí mismo ni puede ser vecino izquierdo de nadie, 
entonces 

por lo que 

Así mismo, corno 

entonces 

por tanto 

{X!I-11 ... ,xtP(_ll-l} n {x: 1 , ,." xtp (_,)} 1= 0 

y se sigue el resultado. 
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Lema 8.3 Sean q E N tal que q ;::: 4, G una gráfica tal que o (G) ;::: l~J 
y P = {Xl, ... ,x,} una trayectoria máxima en G. Si q - 1 ;::: t entonces 
la subgráfica de G inducida por los vértices {Xl, ... , X,} es una componente 
conexa hamiltoniana de G. 

Prueba. Sea P = {Xl, ... ,x,} es una trayectoria máxima en G, G' la subgrá-
fioa inducida por {Xl, ... , X,} y supongamos que q - 1 ;::: t. 

Como P = {x¡, ... ,x,} es una trayectoria máxima en G, entonces 

NG (Xl) ~ {Xl, ... ,x,} Y NG (X,) ~ {x¡, ... ,x,}, 

y como 6 (G) ;::: l~J entonces se sigue que 

dG, (Xl) + dG, (X,) ;::: q - 1 ;::: t. 

Así, por el lema. 8.2 vemos que G' es hamiltoniana. 
Ahora bien) sea 

{YI,···,Y',YI} 

un ciclo ha.miltoniano en G'. 
Si existe 

X E V (G) \ {y¡, ... ,y,} 

tal que sea adyacente a algún vértice Y¡ de G' , entonces 

es una trayectoria en G más larga que P, lo que contradice las hipótesis. • 

Lema 8.4 Sean q E N tal que q ;::: 4 Y G una gráfica tal que 8 (G) ;::: l~J . Si 
G no contiene una trayectoria de orden mayor o igual a q, entonces G es 
una unión de componentes conexas hamiltonianas, y cada componente tiene 
orden a lo más q - 1 y cuando menos l~J + 1. 

Prueba. Este resultado lo demostraremos por inducción sobre el orden de 
las gráficas. Obsérvese que como por hipótesis las gráficas a considerar tienen 
valencia mínima l~J ' entonces la base de inducción del orden es l~J + 1. 
1. Sea G una gráfica. tal que 

IV (G)I = l~J + 1; 8(G);::: l~J 
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y que no contiene una trayectoria de orden mayor o igual a q. 
En este caso, claramente 

y se sigue el resultado. 
2. Sea G una gráfica tal que 

¡V(G)!=m> l~j +1; 6(G) ~ m 
y que no contiene una trayectoria de orden mayor o igual a q. Además. 
supongamos que para toda gráfica G' tal que 

¡v (G')I < m; 6 (G') ~ l~j 

y que no contiene una trayectoria de orden mayor o igual a q. se cumple el 
resultado. 

Sea P = {XI, ...• X,} una trayectoria máxima de G. Como t :5 q - 1 y 
6 (G) ~ l~J entonces (lema 8.3) la subgráfica GI inducida por {XI •...• x,} es 
una componente conexa harniltoniana de G. y como 6 (G) ~ lfJ entonces 

l~j +1 :5 IV (GI )! =t:5 q-l. 

Ahora bien. como G l es una componente conexa de G. entonces la sub
gráfica G' de G inducida por 

V(G)\ V(G¡) 

es tal que no contiene una trayectoria. de orden mayor o igual a q. 

6(G') = 6(G) ~ m 
y además. 

¡v (G')I < ¡V(G)! =m, 

por lo tanto. por hipótesis de inducción en G' se sigue el resultado. • 

148 



Algunos lemas técnicos 

Dados k,p E N tales que k 2: 1 Y P 2: 4 sea 

g(k,p) = l/1J (p; 1) + rp~ 11 + (re(k,:-1)). 

Lema 8.5 Sean k, P E N tales que p 2: 4 Y P > k 2: 1. Entonces 

g(k,p) -1 = G). 
Prueba. 

Caso 1. P - 1 = k. 

En este caso 

lp~1J = rp~11 =1 y (re(k,:-1)) =0 

por lo que 

9 (k,p) = (p; 1) + 1 = G) + 1. 

Caso 2. p - 1 > k. 

Aquí 

lp~ 1J = O; 

y así 

g(k,p) = 1 + G). 
• 

Lema 8.6 Seank,p ym números naturales tales que k 2: p 2: 4 Y k-m 2: p. 
Entonces 

9 (k,p) + re (k,p _ 1) (l~J _ re (k,: - 1)) 

2: g(k-m,p)+m(l~J-1). 
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Prueba. Por definición es fácil ver que para cada par k,p E N tales que 
k~p~4 

9 (k,p) = 
k (p - 2) 

2 

re(k,p-l) (p- 2) 
2 

re(k,p-l)(re(k,p-l)-I) r k 1 
+ 2 + p-l 

por lo que para cualquier terna k, m y p de números naturales tales que 
k ~ p ~ 4 Y k - m ~ p ~ 4 se sigue que 

(k) (k ) 
k (p - 2) (k - m) (p - 2) 

9 ,p - 9 - m,p = 2 - 2 

re (k,p - 1) (p - 2) re (k - m,p - 1) (p -:- 2) 
2 + 2 

re (k,p - 1) (re (k,p - 1) - 1) 
+ 2 

re(k-m,p-l)(re(k-m,p-l)-I) + f-k-l- fk-ml 
2 p-l p-l 

m(p-2) re(k,p-l)(p-l-re(k,p-l)) 
~ 2 2 

+re(k - m,p - O (p-l- re (k - m,p -1)) 
2 

~ mmJ -1) +m(re~,2)) _ re(k,p-l)(p-21 - re (k,p-l)) 

~ mmJ_l)_re(k,p-l)(P-21 - re (k,p-l)) 

Así pues, 

9 (k,p) > 9 (k - m,p) + m (l~J -1) 
re (k,p -1) (p -1 - re (k,p - 1)) 

2 
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y por tanto 

9 (k,p) + re(k,p _ 1) (l~J _ re (k,: - 1)) 
2: g(k-m,p)+mmJ -1) 

+re (k,p - 1) (l~J _ re (k,: - 1)) 
re(k,p -1) (p-1- re(k,p-1)) 

2 

= g(k-m,p)+mmJ -1) 

(k ) (lPJ re(k,p-1) p-1-re(k,p-1)) +re ,p - 1 2" - 2 - 2 

= 9(k-m,p)+m(l~J-1)+re(k,p-1)(l~J-P;1) 

2: 9(k-m,p)+mmJ -1). 

• 
Lema 8.7 Sean k,p E N tales que k 2: p 2: 4 Y sean k" ... ,k, una sucesi6n 
de enteros positivos menores o iguales a p - 1 tales que 

, 
I>·=k. 
i=l 

Entonces 

, (k) 8 ; +t~9(k,p). 
Prueba. Para demostrar este lema, antes veamos lo siguiente: 

Dados a, b E N tales que a 2: b, se cumple que 

(a;l) + e;l) = (~) + G) +(a-b)+l. (8.1) 
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Ahora sea Suc (k) el conjunto de todas las sucesiones decrecientes de 
enteros positivos menores o iguales a p - 1, tales que para toda s E Suc (k) , 
donde s = (u}, ... , Ut) I se cumple que 

t 

¿ti; = k; 
i=1 

y sea R un orden sobre Suc (k) definido como sigue: 

Sean Si, s; E Suc (k) tales que 

8;= (UI, ... ,...,) y s; = (m" ... ,m,.). 

Si >R 5; si y sólo si 
i) t < r; 

o bien 
ii) t = r y U¡ > m.¡ siendo i = min {i E N : ti; f m.¡} 

Claramente, el máximo en este buen orden es la sucesión 

donde para cada i E N tal que 1 ::; i::; lp~1 J se tiene que 

k;=p-1 

y si r p~ll > lp~l J entonces, 

kr...Ll = re (k,p - 1). ,-1 

Además 

9 (k,p). 
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Así pues, demostraremos el lema probando lo siguiente: 
Dada Si = (u¡, ... ,Ut) E Suc(k) tal que Si # s', existe 

Sj = (ml, ... ,11lr) E Suc(k) , 

con Sj >R S¡ que cumple que 

es decir, estamos probando que s' alcanza el máximo de esa sumatoria. 
La prueba es como sigue: 

Sea Si # s' con Si = (UI, ... , Ut). 
Como Si es una sucesión decreciente y Si # s' entonces 

Ut-I < P - 1 Y Ut < P - lo 

Así, a partir de esto definamos la siguiente sucesión: 

Sea ml, ... , ffit una sucesión de naturales tal que para cada i E N con 
1$i::;t-2 

Y además 

ffit-I = Ut-I + 1 Y l1lt = Ut - 1. 

Caso 1. Ut > 1. 

En este caso, sea S = (mI, ... , ffit). (Sin pérdida de generalidad, supon
gamos que esta ordenada de forma decreciente). 

Asís E Suc(k), 8 >RSi y 

que por (8.1) implica que 

t (~) + t = t (~) + t + (Ut-I - Ut) + 1 

Y se sigue el resultado. 
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Caso 2. '" = 1. 

En este caso, sea s = (mll ... ,ffit-l)' (Nuevamente, sin pérdida de gene
ralidad supongamos que esta ordenada de forma decreciente). 

Así s E Suc(k), S >a Si Y 

que por (8.1) implica que 

~ (';) +t-1 

= t (~) +t-1 +(Ut_I-Ut)+l 

= t(~)+t+(Ut-I-Ut) 
0=1 

~ t(~)+t, 
y se sigue el resultado. • 
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Las coloraciones óptimas 

En toda esta seceión sean n,q E N tales que n 2: q 2: 4 Y rE C' (Kn, C.). 

Lema 8.8 Para todo Y ~ V (Kn ) tal que IYI = m :5 q - 1 se cumple que 

v (Y, Kn,r) 2: (;) + 1. 

Prueba. Sean Y ~ V (Kn ) tal que 

IYI = m:5 q-l 

y G [Y] la subgráfica indueidapor Y en Kn· 
Ahora consideremos la coloración 

1": E (Kn) ..... {l, ... ,lr[E(Kn \ Y)lI + (;) + l} 
definida como sigue: 

a) Para cada e E E (Kn \ Y) sea 

1" (e) = r(e). 

Supongamos que esos colores son dell al Ir [E (Kn \ Y)] I . 
b) A las (';') aristas de G [Y] las colorearnos con (';') colores nuevos, a 

saber, 

Ir[E(Kn \Y)lI+ l , ... ,lr[E(Kn \y)1I+ (r;). 
e) A las aristas que van de Y a V (Kn - Y) las coloreamos con un sólo 

color nuevo, a. saber, el color 

Ir[E(Kn \ Y)lI + (;) + 1. 

(Dibujo 8.2. Página siguiente). 
Ahora veremos que r es una coloración de E (Kn ) libre de copias hete

rocromáticas de C •. 
Sea G una subgráfica de Kn tal que G ~ C •. 
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G) G) 
+ 

E) ;;; E) 
r r' 

Dibujo 8.2 

Caso 1. V (e) ~ V (K. \ Y). 

Como para cada e E E (K. \ Y) tenemos 

1"(e)=r(e), 

se sigue que 
[e,1"J = [e, r]. 

y como r E C~ (K., C.) entonces [C,r] , y por tanto [e,1"J, no es hetero
cromática.. 

Caso 2. V (e) n Y f 0. 

Dado que IYI = m :5 q - 1 entonces V (e) no puede estar contenido 
totalmente en Y, por tanto existe algún vértice de e en V (K. \ Y) . 

Entonces, por ser e un ciclo, existen cuando menos 2 aristas que van de 
Y a V (K. \ Y) Y por ende de un mismo color, a saber, el color 

Ir [E (K. \ Y)JI + (;) + 1. 

Por tanto [e, I"J no es heterocromática. 

Así pues, I" E C (K., C.) y 

11"[E(K.)1I = Ir[E(K. \ Y)II+ (;) +1. 

Ahora bien, como r E C' (K., C.) entonces 

Ir [E (K.)II e: Ir' [E (K.)II 
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y dado que por definición 

v (Y, Kn, r) = Ir [E (Kn)JI -Ir [E (Kn \ Y)II 

entonces 

Ir[E(Kn \Y)]I+v(Y,Kn,r);:: Ir[E(Kn \Y)JI + (;) +1 

de donde se sigue el resultado. • 
Lema 8.9 Sea {x), ... ,xm } ~ V (Kn ) Iln conjunto máximal de vértices tal 
qlle para cada 1 $ i $ m sllcede que 

v (x;, Kn \ {x), ... ,x;_¡} ,r) $l~J -1. 
Entonces m $ 2l~J - 2. 
Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso. 

Sea {x), ... ,xm } ~ V (Kn ) tal que m ;:: 2l~J - 1 Y para cada i E N con 
1 ~ i :5 m sucede que 

v (X;, Kn \ {x¡, ... ,x;_¡},r) $l~J-1. 

Consideremos los primeros 2l~J -1 elementos del conjunto {Xl, ... ,xm}. Por 
el lema 6.12 sabemos entonces que 

2L~J-¡ 

v({X¡, ... x2 LiJ_¡},Kn,r) = L (v(x;,Kn \ {x¡, ... ,x;_¡},r)) 
i=l 

y como para cada i E N con 1 $ i $ 2l~J - 1 sucede que 

entonces 

Pero como por el lema 8.8 tenemos que 
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se sigue entonces 

y así 

l'l.J - 1 > 2liJ - 2 + 1 > l'l.J - 1 
2 - 2 2liJ - 1 2 

lo cual es una contradicción. • 
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Sobre un tipo de coloraciones 

A la luz del lema 8.9 vemos que en cualquier coloración óptima r de. 
E (Kn ) libre de ciclos heterocromáticos de orden q, existe una serie de vértices 

{Xl, ... ,xm } 

tales que si nos fijamos en la coloración r definida por la restricción de r 
.a E(Kn \ {Xl,".'Xm }) , r l es una coloración sin ciclos heterocromáticos de 
orden q y tal que para todo vértice x E V (Kn \ {Xl, "', Xm }) se cumple que 

v(x,Kn \ {Xl,:"'Xm} ,r) ~ m. 
Serán estas coloraciones las que analizaremos en esta sección. Así pues, 

dados n E N Y q E N tales que n ~ q ~ 4, al conjunto de coloraciones 
rE C (Kn , C.) tales que para cada X E V (Kn ) se tiene que 

v(x,Kn,r) ~ m 
las denotaremos como 

C" (Kn , C.). 

En toda esta sección, sean n, q E N tales que n ~ q ~ 4; r E C" (Kn , C.) ; 
DE DS (Kn,r) una digráfica selectiva y g [D] su gráfica subyacente. 

Lema 8.10 Para toda trayectoria {Xl, ... ,x.} en D sucede'que: 

Si XIX. E F (D) entonces x;::¡x; rf. F (D) . 

Prueba. Sea D' = {Xl, .:., X.} una trayectoria en D tal que X1X2 E F (D) y 
sea g [D'J su gráfica subyacente. Como 

{x¡,x.} rf. E (g[D']) 

y 
g [D'J + x¡x. ~ C. 

entonoes por el lema 6.20 vemos que 

dI" (x¡) + dI" (x.) < dslD'1 (x¡) + dalD'1 (x.) . 

Ahora bien 
dalD'1 (x¡) + dalD'1 (x.) = 2, 

por tanto, como dI" (x¡) = 1 entonoes d¡" (x.l = O de donde se sigue el 
resultado. • 
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Lema 8.11 Supongamos que g [D] contiene una trayectoria máxima 

con m ~ q. Entonces la suhgráfica inducida por {x¡, ... , xm} en g [D] contiene 
un ciclo de orden t ~ q - 1. 

Prueba. Supongamos que el lema es falso. 
Sea T = {XI,"" Xm} una trayectoria máxima de g [D] con m ~ q y sea 

D' la trayectoria en D tal que g [D'] = T. 
Claramente D' también es máxima en D, entonces 

Nj; (x¡) ~ V (D') . 

y como la subgráfica inducida por {x¡, ... , xm} en g [DI no contiene un ciclo 
de orden t 2: q - 1, entonces 

Ahora análicemos los 2 casos posibles siguientes: 

Caso 1. XIX. E F (D'). 

Sea y E Nj; (xq_l) Y consideremos el camino 

{X¡"",Xq_2,Xq_l,Y} . 

Como X¡x"q E F(D), por el lema 8.10 

no es una trayectoria, por lo tanto y E {XI, ... , Xq-2} Y así 

Regresando a la gráfica g [DI, vemos que entonces en la subgráfica G de 
g [DI inducida por los vértices 

sucede que 
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da (x¡) + da {Xq_l) ;:: di, (XI) + di, (Xq_I), 

y entonces (observación 6.4 ii) ) 

da (XI) + da (xq_¡) ;:: 2l~J ;:: q - 1, 

que por el lema 8.2 implica que G es hamiltoniana de donde se sigue que 
existe un ciclo de orden q - 1 en la subgráfica inducida por {XI> ... ,xm }. 

Caso 2. x¡x; E F (D) . 

Para este caso primero observemos lo siguiente: 
Para r E N tal que r > 2, si 

~ E F (D) y Xr_Oxr _: E F (D) 

entonces considerando la trayectoria 

regresamos al caso 1. . 
Supongamos entonces que para cada r E N tal que r > 2, si XIX~ E F (D) 

entonces Xr_OXr_1 E F (D) Y sea 

k =max{r: ~ E F(D)}. 

Obsérvese k ::; q - 2. 
Ahora bien, como 

Nfj (XI) ~ {xo, ... ,x.} 

entonces en la trayectoria {XI, ""X'_I} existen cuando menos di, (XI) - 1 
flechas orientadas hacia XI, a saber, el conjunto 

{Xr-O"'-I E F(D): r > 2 Y ~ E F(D)}. 

Ahora consideremos la trayectoria 

y su pongamos que no se da el caso 1. 

161 



Nótese que en P, en la subtrayectoria {Xl, ... ,xk-d existen cuando menos 
dt (x¡) - 1 flechas no orientadas hacia xl_l, a saber, las orientadas a XI· 

Ahora bien, como D' es máxima en longitud, entonces 

y dada la construcción de P, y que la subgráfica inducida por {XI, ••. , xm} en 
g ID] no contiene un ciclo de orden t ?: q - 1, entonces 

Ahora veamos el siguiente par de casos: 

Caso 2.1. k = q - 2. 

Aquí vemos que 

Por idénticas razones para no regresar al caso 1 que las aplicadas a XI en la 
trayectoria original, en 

{X._3, ... , x¡} 

existen cuando menos 
dt (X._3) - 1 

flechas orientadas hacia Xq_3, Y junto con las dt (XI) -1 flechas no orientadas 
hacia Xk-l tenemos entonces que en 

{Xq_3, ... ,XI} 

deben existir cuando menos 

flechas, pero sólamente existen q - 4 flechas. 
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Caso 2.2. k < q - 2. 

En este caso 

Análogamente a! caso 2.1, en 

existen cuando menos 
di, (X._3) - 1 

flechas orientadas hacia Xq-3, Y junto con las d"Jj (Xl) -1 flechas no orientadas 
hacia X'_l en 

{Xk-l, ... , Xl} 

tenemoo entonces que en 

{Xk_ll Xk-21 .. " Xl, XI;:, o." Xq-3} 

deben existir cuando menos 

d"Jj (Xl) - 1 + d"Jj (Xq-3) - 1 

flechas, pero nuevamente sólo existen q - 4. • 
Lema 8.12 Supongamos que g [D] contiene un ciclo G = {Xl> ... , x" xd con 
t 2: q - 1. Entonces la subgráfica inducida por {Xl> ... , x,} en g [D] contiene 
un ciclo de orden q - l. 

Prueba. Sea 
G = {Xl1 ... ,Xt,x¡} 

con t 2: q - 1 el ciclo contenido en g [D] Y sea 

G' = (V (G') , E (0')) 

un ciclo de orden minimo p mayor o igual a q - 1 que esté contenido en la 
subgrá.fica inducida por los vértices 
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en g[D]. 
Denotemos al ciclo G' corno 

{YI, ... , y" Y¡} 

y sea D' la subdigrá.fica de D tal que g [O'] = G'. 
Nótese que si p = q - 1 el lema queda demostrado, y p '1 q pues 

rE G (Kn, Gq ) (lema 6.18). Así entonces, supongamos que 

p=q+rconr~l. 

Caso 1. D' es un ciclo no orientado por sus flechas. 

Por ser D' no orientado, entonces sin pérdida de generalidad supongamos 
que 

Y;;Y;,!hY' E F(D'). 

Por el lema 8.10, en el ciclo D' no existe una trayectoria {z" ... , Zq} tal 
que 

.t,ZO, Zq_IZ~ E F (D') , 

así entonces, para cada i E N tal que 1 :5 i :5 p - 1, si 

Y¡Yi+1 E F (D') , 

entonces para toda terna s, t y k de enteros tales que 

s == i + k (q - 2) mod p 

y 
t == i + 1 + k (q - 2) mad p 

se tiene que 
¡¡;y. E F (D'). 

De ahí se sigue que: 

a) Corno 1ilY2 E F (D') entonces Y.=IY. E F (0'). 
b) Yq-'Yq-i E F (D') pues de lo contrario se implicaría que y,YI E F (D'). 

Consideremos ahora en el ciclo D' la trayectoria 
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Como 

l,í¡Y2,Yq-2Y,-; E F (D') 

entonces nuevamente por el lema 8.10, 

y 

Así, regresando a g [DI vemos que entonces en la subgráfica G inducida 
por 

. {y!, ... , Yq-¡} 

sucede que 

y entonces (observación 6.4 ii) ) 

da (Yd + da (y,-¡) ~ 2l~J ~ q - 1, 

que por el lema 8.2 implica que G es hamiltoniana de donde se sigue que en 
la gráfica inducida por los vértices 

{X¡, ... ,Xt,X¡} 

en g [DI existe un ciclo de orden q - 1, contradiciendo la minimalidad de C'. 

Caso 2. D' es un ciclo orientado. 

Supongamos que todas las flechas de IY son de la forma ¡¡;¡¡¡:¡:; y consi~ 
deremos las trayectorias dirigidas contenidas en D' de orden q - 1 siguientes: 

(por comodidad, en D2 obviamos el módulo). 
Como 

, 'F(D') Y,-2Yq-¡, Y2,-41/2q-3 E 
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entonces (lema 8.10) 

Ni; (YI) <;; {Y2, ... ,Yq-2,Yq-¡} y Ni; (Yq-I) <;; {Yq,Yq+I,···,Y2q-4,Y2q-3}. 

Ahora bien, por hipótesis 

G' = {y¡, ... , YP' Yd 

es un ciclo de g ID] de orden q + r cen r :::-: 1 y r mínimo. Entonces 

Ni; (Yq-I) n {Yq+I,Yq+2, ... , y,,-d = 0, 

y cerno r E G (Kn, Gq ) entonces 

Yp ~ Ni; (Yq-I) 

pues si no 
{Yq-l' YpJ Yl, ... , Yq-21 Yq-l} 

sería un ciclo heterocromátice de orden q en g ID] contradiciendo al lema 
6.18 (Dibujo 8.3). 

Yp•1 
Y Y, Y, 

" 
"" 

\ 

''o. 
, 

\ 

" \ , ....... " 
...... ::...~ 

y .. , y y Yq .. q .~ 

Dibujo 8.3 

Así pues, 

Ni; (Yq-I) <;; {Yq,Yq+l, ... ,!I2q-4,Y2q-3} \ {Yq+l,Yq+2, ... ,Yp-I,Yp} 

<;; {YI,Y2, ... ,Yq-2} u {Yq}· 

De regreso a g [D] , vemos entonces que en la subgráfica G inducida por 

{YI, ... , Yq-I} 

sucede que 
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Sin embargo, nótese que enG, Yo-I es adyacente a Yo-2 aunque 

por lo tanto 

de donde se sigue que 

y entonces 

da (YI) + da (YO-I) ~ 2l~J ~ q - 1, 

que por el lema 8.2 implica que G es hamiltoniana y así, en la gráfica inducida 
por los vértices 

en g [D] existe un ciclo de orden q-l, que contradice de nuevo la minimalidad 
&a. • 

Lema 8.13 Supongamos que g [D] contiene un ciclo e = (V (e) , E (e)) de 
orden q - 1. Sean ahom 

yEV(Kn)\V(e) y xEV(e). 

Si r({x,y}) rf. r[E(C)] entonces en [Kn,r] todas las {y} V (C)-aristas 
tienen el color r ({x, y}). 

Prueba. Demostraremos el resultado suponiendo que es falso. 
Sean 

C=(V(C),E(C)) 

un ciclo de orden q - 1; y 

Y E V (Kn) \ V(e) y x E V (e) 

tales que 
r({x,y}) rf. r[E(e)]. 

Ahora sea z E V (e) tal que 

r({z,y}) !r({x,y}). 
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Denotemos al ciclo C como {Xl,X2, ... ,Xq-l,Xl} y sin pérdida de genera
lidad supongamos que 

x = Xl Y Z = X2· 

Entonces r({X2,Y}) E r[E(C)] pues si no, el ciclo 

sería un ciclo heterocromático de orden q en [K n, r] . 

Así, como 

r({X2,Y}) a[E(C)] y y ~ V(C), 

por el lema 6.5 se sigue que 

y entonces 

r({X2,y})=r{X2,X¡} 6 r({X2,y})=r({X2,X3}), 

sin embargo, si r({X2,Y}) = r({X2,Xl}), nuevamente el ciclo 

sería un ciclo hetera cromático. Asi, 

r({X2'Y}) =r({X2,Xa}). 

De forma análoga r ({ X3, y}) E r [E (C)] pues si no el ciclo 

sería un ciclo heterocromático de orden q en [Kn, r] y por razones idénticas 
que para r({X2,Y}), 

r({X3,y}) = r({Xa,X4}). 

(Dibujo 8.4a. Página siguiente). 
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Dibujo 8.4a Dibujo BAb 

Siguiendo este argumento, tenemos entonces que para cada i ::; q - 1 
sucede que 

y por tanto, dado que C es un ciclo, 

r ({Xq_h y}) = r( {Xq_h Xl}) . 

Como estamos suponiendo que r ( {Xl, y}) 1/: r [E (e) I entonces el ciclo 

es un ciclo heterocromático de orden q en [Kn, rl lo cual es una contradicción 
(Dibujo 8.4b). • 

Lema 8.14 Supongamos que g [DI contiene un ciclo e de orden q - 1. En
tonces la subgráfica de g [DI inducida por los vértices de e, es una componente 
conexa de g [DI. 

Prueba. Demostraremos el resultado suponiendo que es falso. 
Sea 

e=(V(C),E(e)) 

un ciclo de orden q - 1 en g [DI. Denotemos al ciclo C como 

Sea además y E.v (Kn) \ V (e) tal que 

{Xl, y} E E (g [D]). 
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Como (lema 6.8) [g [D] ,r] es heterocromático entonces 

r({XI,y}) ~ r[E(e)], 

por lo que (lema 8.13) en [Kn , r] todas las {y} V (e)-aristas tienen el color 
r ( {XI, y}) y por tanto, en g [D] sólo existe la arista {XI, y} uniendo a y con 
el ciclo e. 

Ahora bien, por hipótesis 

por lo que (lema 6.7) 
d.ID1 (y) ;:: 2 

Y entonces existe w E V (D) \ V (e) tal que 

{y,w} E E(g [D]); r({x¡,y}) f r({w, y}) 

y 
r({w,y}) 1f. r[E(K'n- {y})] 

(Dibujo 8.5a. Página siguiente). 

Ahora veremos que pasa con la arista {w, X2} . 

Caso 1. r({W,X2}) 1f. r[E(e)]. 

Entonces el ciclo 
{Xl, y, W, X2 .. " Xq_l, Xl} 

es un ciclo heterocromático de orden q en [Kn , r]. 

Caso 2_ r({W,X2}) E r[E(e)]. 

En este caso, entonces r({W,X2}) E r[E(g[D])] y por el lema 6.5 se 
sigue que 

X2 = n{e E E (Kn ) : r(e) = r({X2,W})} 

y entonces 

r({W,X2}) = r({X¡,X2}) ó r({W,X2}) = r({Xa,X2})' 
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En cualquier caso, 

es un ciclo heterocromático de orden q en [Kn , r) (Dibujo 8.5b.). 

X
q

_
1 y~~:Xq_, y 

• • x 
w W 3 

Dibujo 8.58 Dibujo 8.5b • 
Lema 8_15 La trayectoria md.xima contenida en g [D) e.s de orden menor o 
igual a q - 1. 

Prueba- Demostraremos este resultado suponiendo que es falso. 
Sea T = {x" ... , xm} una trayectoria máxima en g [D) con m 2: q y sea G 

la subgráfica inducida por {x" ... , xm} en g [D). Obsérvese que G es conexa. 
Por el lema 8.11, .G contiene un ciclo de orden t 2: q - 1. Sea 

C = (V(C) ,E(C)) 

tal ciclo. Por el lema 8.12, en la subgráfica inducida en g [D) por V (C) existe 
un ciclo de orden q - 1. Como 

V(C) ~ V(G), 

entonces en G existe un ciclo de orden q - 1. Sea 

C' = (V (C'). E (C')) 

el ciclo de orden q - 1. 
Ahora bien (lema 8.14), C' es una componente conexa de g [D), Y como 

G es conexa y C' esta contenido en G, entonces 

V (C') = V(G) 

lo cual es contradictorio pues 

IV (C')I = q - 1 Y IV ((G))I = m 2: q. 

• 
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Así pues, 

Lema 8.16 g [D] es una unión de componentes conexas hamiltonianas. Y 
cada componente tiene orden a lo más q - 1 Y cuando menos l~J + l. 
Prueba. Por el lema 8.15, la trayectoria máxima contenida en g [D] es de 
orden menor o igual a q - l. Como por hipótesis, para cada x E V (Knl 
sucede que 

v (x, Kn , r) 2: l~J ' 
entonces (lema 6.7 l 

ó (g [D]) 2: l~J . 
Así, por el lema 8.4 se sigue el resultado. • 
Lema 8.17 Sean {e" ... , e r } las componentes hamiltonianas de g [D] . 

Para toda {x,y} E E (Knl tal que sea una e,e;-arista con i f j sucede 
que 

r({x,y}) Ii r [E (g[D])]. 

Prueba. Supongamos que el resultado es falso, es decir, sea {x,y} E E (Knl 
una e,e ;-arista tal que 

r( {x, y}) er [E (g [D])] . 

Como 

{x,y} E E (Knl \ E (g[D]) y r({x,y}) Ef [E (g [D])], 

entonces por el lema 6.9, existen z E V (Knl y D' E DS (Kn, C.l tales que 
la gráfica subyacente g [D'] esta definida como: 

y 

ó 

V (g [D']) = V (g [D]) 

E (g [D']) = (E(g [D']) \ {{x, z}}l U {{x, y}} 

E (g [D']) = (E (g [D']) \ {{y,z}}) U {{x,y}}. 

Obsérvese que en cualquier caso, dado que tanto e, como e j son hamil
tonianas y 

l~J + 1:<:; IV (e,ll y l~J + 1:<:; IV (ejll , 
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se sigue que en g [D'] existe una trayectoria de orden al menos 

2l~J + 2 ~ q+ 1 

contradiciendo el lema 8.15 (Dibujo 8.6). -- " , 
'., x----_Y 

:.." 
\ 
\ 

Dibujo 8.6 

, 
I 
~ 

• 

Lema 8.18 Sean {GI , ... , G.} las componentes hamiltonianas de g [D]. Paro 
cada par de componentes G, y G;, todas las G,G;-aristas son de un mismo 
color. 

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso. 
Sean G I y G2 dos componentes conexas hamiltonianas de g [D] tales que 

en [Kn,r], en las G I G2-aristas existe más de un color. 
Como (lema 8.16) 

IV (GI )] ~ l~J + 1 y IV (G2 )] ~ l~J + 1, 

y q ~ 4 entonces, si en las GI G2-aristas existe más de un color entonoes 
existen 

XI, YI E V (G¡) Y {X2, Y2} E E (G2 ) 

con XI ¡, YI Y X2 ¡, Y2 tales que 

(Dibujo 8.7a. Página siguiente). 
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G, G. 

Dibujo 8.78 Dibujo 8.7b 

Por el lema 8.17, dado que {X"X2} y {Y"Y2} son GI G2-aristas entonces 

r({XI,X.}) \1! r[E(g[D])] y r({YI,Y'}) \1! r[E(g[Dlll. 

por lo que la subgráfica G de Kn definida como 

V(G) = V(GI)UV(G,) 

y 
E (G) = E (GI ) U E (G,) U {{X"X2} ,{YI,Y2}} 

es heterocromática en [Kn , r] 
Ahora veremos que la existencia de esa subgráfica implica que en [Kn , r] 

existe un ciclo de orden q heterocromático, lo cua! es una contradicción, dado 
querEC(Kn,C,). 

Caso 1. IV (G,)! ~ IV (GIl! y !V (GI)! = q - 1. 

Por el lema 8.16 sabemos que G I es una componente conexa hamiltoniana 
de g [DJ. Sea 

C=(V(C),E(C)) 

un ciclo hamiltoniano en G I al cua! denotaremos como 

y sea, sin pérdida de generalidad, XI = WI' 

Dado que 
r ({YIo Y2}) \1! r [E (g [D])] , 
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entonces r ({y" Y2}) es un color que no aparece en r[E (C)]. Así (lema 8.13) 
en [Kn,r] todas las {Y2} V (C)-aristas tienen el color r({Y',Y2})' Luego se 
sigue que en [Kn , r] , el ciclo· 

de orden q es heterocromático (Dibujo 8.7b). 

Caso 2. IV (G2 )1 ~ IV (G,l! Y IV (G,)I = q - 2. 

Dado que 6 (g [D]) ~ LiJ ' entonces para cada par w, z E V (G,) sucede 
que 

dG , (w) +dG , (z) ~q-l ~ IV (G1)1+1. 

Así, por el teorema 8.2, sabemos que para cada par de vértices 

u,VEV(G,) 

existe una uv-trayectoria de longitud m con 

m = d (u, v), 2, 4, ... , IV (Gtll- 1. 

Consideremos una trayectoria en G, entre x, y y, de longitud 

IV(Gtll-l =q-3, 

a saber 

{XII WI, "', Wq_4, Yl}. 

Entonces, en [Kn , r] el ciclo 

es heterocromático de orden q (Dibujo 8.8a). 

G, G, G. 

Dibujo 8./la Dibujo 8.8b 
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Caso 3. IV (C2 )! ~ IV (C I )! < q - 2. 

En este caso, dado que Ó (g [D]) ~ l~J ' tanto C I como C2 cumplen las 
hipótesis del teorema 8.1 y entonces, tanto C I como C2 son panconexas. 
Como 

l~J + 1 ~ IV (C2)! ::; IV (CI )! , 

sea en C I una xly¡-trayectoria de longitud 

l~J -1 

y en C2 una X2Y2-trayectoria de longitud 

m-lo 
Uniendo las trayectorias con las aristas 

tendremos en [Kn , rJ un ciclo heterocromático de orden q (Dibujo 8.8b). • 

Lema 8.19 Sean {CI, ... ,C,} las componentes hamiltonianas de g[DJ. En
tonces en [Kn , rJ, en las aristas 

, 
E (Kn) \UE(C,) 

i=1 

no existen más de r - 1 colores. 

Prueba. Demostraremos este resultado suponiendo que es falso. Supon
gamos que en el conjunto de aristas 

, 
E(Kn)\UE(C,) 

1=1 

existen cuando menos r colores distintos bajo la coloración r. 
Por el lema 8.18 sabemos que para cada par de componentes conexas C, 

y C j, todas las C ,C raristas son de un mismo color. Consideremos as! a 

K, = (V(K,),E(K,» 

176 



la gráfica completa de orden r donde 

V (Kr ) = {Xl, ... , Xr} , 

y a la coloración r de las aristas de Kr definida como 

r' ({x" xi}) = r [G,G;-aristas]. 

Por el teorema 7.2, en [Kr, r] existe un K3 heterocromático. 
Supongamos que {Xl,X2, X3} es el triángulo heterocromático en [K" r]. 

Regresando a Kn, de aqui se sigue que en [Kn, r] , las 

son de tres colores distintos. 
Como G. y G3 son hamiltonianas, sean 

dos ciclos hamiltonianos de G2 y G3 respectivamente y sea x E V (Gl ) • 

Como 

IV (G2l! 2: l~J + 1 y IV (G3 )1 2: l~J + 1 

entonces 

{YlJJ ' YlJJ -]> ... , Yl, x, Wl, W., ... , W[Jl-" YlJJ } 
es un ciclo de orden q que es heterocromático en [Kn, r] (Dibujo 8.9). • 

Dibujo 8.9 

Con todo esto tenemos que 
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Lema 8.20 Sean n, q E N tales que n ~ q ~ 4 Y sea r E C~ (Kn, Cq ). 

Entonces 
r[E(Kn)]::; g(n,q)-1. 

Prueba. Por el lema 8.16, g [DJ es la unión de componentes conexas hamil
tonianas {Gl , ... , G, } , y cada componente tiene orden a lo más q - 1. 

Por el lema 8.19, en las aristas 

, 
E(Kn)\UE(G¡), 

;=1 

no existen mas de r - 1 colores. ABí pues 

, 
Ir(E (Kn )lI :5 L (lE (G¡)!) + r - 1 

;=1 

Ahora, como por definición V (D) = V (Kn) entonces 

, 
L (IV (G¡)!) = n 
i=l 

y así por el lema 8.7 se sigue el resultado. • 
Teorema 8.3 Sean n, q E N tales que n ~ q 2: 3. Entonces 

(lqJ r(n,q-1)) g(n,q)+r(n,q-1) "2 - 2 2:H(Kn,Cq )2:g(n,q). 

Prueba. 

Caso 1. q = 3. 

Como se dijo al inicio del capítulo, por el teorema 7.3 se sigue el resultado. 

178 



Caso 2. n 2: q 2: 4. 

Por el lema 8.1 tenemos que 

H (Kn, C.) 2: 9 (n, q). 

Asi pues, sólo queda demostrar que 

H (Kn, C.) :5 9 (n,q) + r (n, q _ 1) (m _ r (n, q; 1) + 1) . 

Sean r E C· (Kn, C.) y 

un conjunto máximal de vértices tal que para cada 1 :5 i :5 m sucede que 

v(x¡,Kn \ {xI, ... ,x¡-d,r) :5l~J-1. 

Por el lema 8.9 sabemos que 

A continuación veremos cuántos colores a lo más existen en 

Primero obsérvese que n-m> O pues 

n 2: q > 2l~J -2 2: m. 

Subcaso 2.1. n-m < q. 

En esta caso, claramente 

(
n-m) ¡r[E(Kn \ {XI,···,x..})lI:5 2 

que por el lema 8.5 implica que 

¡r [E (Kn \ {XI, ... ,xm})JI :5 g(n - m) - 1. 
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Subcaso 2.2. n-m 2: q. 

Aqui, dado que {XI, ... ,Xm } <;; V(Kn ) un conjunto máximal de vértices 
tal que para cada 1 ::; i ::; m sucede que 

entonces se sigue que para cada x E V (Kn \ {Xl, ... ,xm }) se tiene que 

y por tanto, la coloración I" definida por la restricción de r a 
E(Kn \ {x¡, ... ,xm}) es una coloración tal que 

y entonces, por el lema 8.20 

¡r[E(Kn \ {XI, .. ·,Xm})lI =I"[E(Kn_m)] ::;g(n-m,q)-l. 

Así, en ambos casos vemos que 

¡r[E(Kn \ {XI, ... ,Xm })lI ::;g(n-m,q) -1. (8.2) 

Ahora queda por ver que pasa con lo demás. 

Por el lema 6.12 sabemos que si {Xl, ... , Xm} <;; V (Kn) entonces 

m 

V ({Xl, ... , Xm}, Kn, r) = ~)V (Xi, Kn \ {Xl, ... , Xi_¡} ,r» 
i=1 

y como para cada i E N tal que 1 ::; i ::; m sucede 

entonces 

V ({Xl .. "Xm }, K n , r) ::; m (l~J - 1) 
con m ::; 2l~J - 2 . 
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Así pues, como por definición, 

entonces 

y así 

Ir[E (Kn)JI :o; Ir[E (Kn \ {Xl, "" x",})1I + m (l~J - 1) 

que con (8,2) y (8,3) implica que 

Ir [E (Kn )lI :o; 9 (n - m, q) - 1 + m (l~J -1) , 
y por el lema 8,6 esto último nos dice 

(lqJ re(n,q-1») Ir [E (Kn)JI :o; g(n,q) +re(n,q-1) 2 - 2 - L 

Finalmente, como r E C' (Kn , Cq ) entonces 

y se sigue el resultado, 
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