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Introduccién

En el afio de 1959 H.H. Corson [10] publicé un resultado cldsico, a saber: Los
¥ -producto de espacios métricos separableg son colectivamente normales. Posteri-
ormente Gul'ko [17] y Rudin demuestran que se pueden tomar cualesquiera espa-
cios métricos y Negar a la misma conclusién. En los trabajos de Kombarov [25],
[26], encontramos condiciones en espacios métricos generalizados (p-espacios para-
compactos), ¥ Cech-completos paracompactos, para concluir la normalidad en los
¥-productos de este tipo de familias. Asi llegamos a los teoremas de Yajima, en
donde tenemos resultados andlogos pero con familias de -espacios paracompactos
o espacios semi-estratificables. Sin embargo, en el proceso de llegar a estos resulta-
dos, se obtienen interesantes resultados acerca de la naturaleza de estos subespacios
densos de los productos topoldgicos. Es nuestro interés presentar no sélo los re-
sultados cldsicos mencionados arriba, sino otros de diferente tipo, en los que la
naturaleza de los S-productos es presentada. Es conocido que ningin X-producto
no trivial es paracompacto (ver teorema 4.2}, sin embargo es interesante buscar
condiciones para obtener propiedades cercanas. En el primer capitulo de este tra-
bajo presentamos tanto la notacién como los resultados basicos que nos serdn vtiles
en el posterior desarrollo del mismo. Una ripida mirada a este capitulo nos mues-
tra el amplio rango de resultados que se deben revisar y entender, estos van desde
propiedades de funciones cardinales hasta propiedades generales de normalidad,
normalidad colectiva, paracompacidad y otros.

En el segundo capitulo, desarzollamos el célculo de algunas funciones cardinales
para -productos. En este capitulo, las evaluaciones desarrolladas son conocidas
en la literatura matemdtica, sin embargo una presentacién exhaustiva de ellas no
se encontré. Es de notar la coincidencia de algunas de estas evaluaciones con las
correspondientes al producto; ademés de que dichas evaluaciones dependen sélo de
la evaluacién correspondiente en los factores y el cardinal del conjunto que indica
la familia en cuestién que se multiplica. En el tercer capitulo, analizamos algunos
teoremas de factorizacién que nos permitirdn llegar a interesantes expresiones de la
Cech-compactacién y la real-compactacién de un Z-producto. Dichas expresiones
muestran que bajo ciertas condiciones sobre los factores, la Cech-compactacién y
la real-compactacién de un I-producto coinciden con el producto de la familia.
Ademés en este capitulo analizamos algunas propiedades de seudocompacidad en
»-productos, obteniendo que con factores compactos, los ¥-productos son pumer-
ablemente compactos y en particular son seudocompactos. En el cuarto y sexto
capitulo de este trabajo desarrollamos los resultados cldsicos de Kombarov y Ya-
jima, asi como un interesante teorema de Lecheng Yang en donde la condicién
para llegar a la normalidad es a través de la paracompacidad numerable y no con
la estrechez numerable como es el caso de los teoremas de Kombarov ¥ Yajima.
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2 Introduccidn

En el capitulo cuarto también mostramos algunas conocidas propiedades de los ¥-
productos a saber: Ningin X-producto no trivial es paracompacto, ya gue todos
los T-productos no triviales contienen a [0,w;) como subespacio cerrado. En este
capftule cuatro, iniciamos una larga cadena de teoremas en los que se busca dar
condiciones para alcanzar la normalidad o la normalidad colectiva o ambas en un
T.producto. As{ pues demostramos un teorema de Kombarov (teorema 4.9) que
nos permite coneluir, como un caso particular, el teorema de Gu'ko-Rudin. Creo
impotante hacer notar que en este teorema, y los restantes del capitulo sexto, se de-
ruestran para familias de espacios paracompactos, las cuales tienen la propiedad
que sus caras numerables también son paracompactos y pertenecen a la misma
familia.

En el capitulo sexto intentamos presentar unificadamente la notacién de todos
los teoremas. Estcs son presentados en orden de publicacién, lo cual nos permite
observar analogias v diferencias, pero sobre todo observar el desarrollo de los con-
ceptos. Presenta singular dificultad entender las construcciones realizadas en estos
teoremas ya que en su publicacién original se obvian algunos pasos en las demostra-
ciones; para una mejor comprensién de éstas se detallaron estos pasos realizando
las construcciones omitidas.

Finalmente en el capitulo quinto desarrollamos sendos teorema de Kombarov
y otro de Yajima en donde la condicién de separabilidad o separabiliad heredi-
taria nos provee condiciones para obtener normalidad o normalidad colectiva en
Y-productos. Ademés, en este mismo capitulo, desarrollamos un interesante ejem-
plo de G. Gruenhage y T. Daniel [11], en donde se muestra que no basta tener caras
numerables paracompactas perfectamente normales y primero numerables para ase-
gurar que los Z-productos sean normales. Es de resaltar, la contrastante sencillez
de los conceptos involucrados en este ejemplo con la gran importancia de él.

Mencionaremos que los resultados que tratan directamente propiedades de los
¥-productos los desarrollamos de la manera més detallada posible, no asi con los re-
sultados que sdlo usamos para justificar alguna argumentacién ‘que presupone algin
resultado de topologia general o un resultado especializado pero que no involucra
directamente a los Z-productos.

E! objetivo principal de este trabajo es presentar de manera organizada y sis-
tematica los resultados clésicos de los E-productos y otros no tan clésicos, de tal
manera que se ostente una visién basica y general del tema. Pero ademds, resolve-
mos algunos problemas cuya solucién no encontramos en la literatura afin, como es
el caso de las funciones cardinales en Z-productos.




CAPITULO 1

Propiedades elementales de los X-productos

1. Definiciones Basicas

En este capitulo desarrollaremos las propiedades elementales de los Y-productos.
Propiedades que usaremos a lo largo de todo el trabajo. También estableceremos
las definiciones y notaciones bésicas, que serdn necesarias posteriormente. :

Todos nuestros espacios serdn al menos Ty y tendrin més de un elemento.
Denotaremos por Card & la clase de los mimeros cardinales. Si « es un cardinal
infinito denotamos como ot al cardinal sucesor de a. Es decir, at indicard al
min {v € Card : ¥ > o}. Sean é y A ordinales limites, y {7, : v < §} una sucesién
creciente de ordinales en X. Diremos que la sucesién {v, : v < 6} es cofinal en A 51
y s6lo si U, <57, = A. Ahora bién, denotamos cf(}) como la cofinalidad

de A que defininmos como

min{6 : existe una sucesién creciente {7, : ¥ < 6} cofinal en A}.
Un cardina! infinito « es regular si cf(a)= o y es singular si no es regular. Si
a y 3 son ordinales tales que o < 3, entonces
B]<*={ACB:|A| <a},
[B]5* = {ACB:14] La},
8] ={AC:|A] =a}.

Si A es un conjunto denotaremos como P(A) al conjunto potencia de A. Si ares
un cardinal infinito, definiremos al logaritmo de ¢ (y lo denotaremos como log{a))
como el minimo cardinal B tal que o < 2. Esta definicién es til para expresar la
densidad del producto de una familia de espacios en funcién del conjunto de indices
y las densidades de los factores (ver teorema 1.21).

Denctaremos con Top & la clase de espacios topolégicos, y en lo que sigue el
termino espacio, salvo si se aclara otra cosa, significara espacio topolégico. Una
funcién cardinal es una funcién f : Top — Card, tal que si X es homeomorfo a
Y, entonces f(X) = f(Y). A continuacién definimos las funciones cardinales que
usaremos en este trabajo.

§i X es un espacio, | X| denotard a la cardinalidad de X y en el caso que X sea
a lo més numerable, entonces denotard a Ro. El peso de X es

w(X) = min{|B] : B es una base de X} + Rg.
La densidad de X es
d(X) = min{|D| : D es un subconjunto denso de X} + o.
La densidad hereditaria de X
hd(X) = sup{d(Y) : Y es subespacio de X}.
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La amplitud de X es
(X)) = sup{|5| : S es discreto de X'} + Ry.
La extension de X es '
e{X) = sup{|S5]| : S es discreto y cerrado en X} + Ry.
La estrechez de X es .

H{X)=min{k > Rg:si AC X y p € clx(A), existe A’ C A
con|A'|<rkypeclxAl}

Una familia {O,}y<o de conjuntos abiertos de X es una familia celular si
Oy # 9 para todo ¥ < a 'y O, NO,, = @ siempre y cuando v, # 2. La celularidad
de X es

¢{X) = sup{|C| : C es una familia celular}.

Sep F ={Ay}y<o una familia de subconjuntos de X. Diremos que F es una red de
X si para todo x € X y para cualguier conjunto abierto O de X tal que z € O,
existe A, € F el cual cumple que £ € A, € O. El peso red de X es '

nw{X) =min{|A4| : A esuna red de X} 4 Ro.

Si f: X — Y es una funcién continua y biyectiva entonces diremos que X puede
ser condesado en Y, y también que f es una condensacion. El 4-peso de X es

iw{X) = min{w(Y) : X puede ser condensadoen ¥} +Ny. -~ = ¢

Sea V una familia de conjuntos abiertos no vacios de X. V es una 7-base de X si
para cualquier conjunto abierto O no vacio de X existe O’ € V tal que O’ € O. El
m-peso de X es

mw(X) = min{|B| : B es una 7w-base de X} + Ry,
El grado de Lindeldf de X es

{(X) = min{x € Card: toda cubierts abijerta de X tiene
una subcubierta de cardinalidad < &} -+ No.

El grado hereditario de Lindelsf de X es
hi(X) =sup{{(Y) : ¥ es subespacio de X}.
En general, si ¢ es una funcién cardinal definimos la funcién cardinal
hé(X) = sup{¢(Y) : Y es subespacio de X},

la cual se llamaré la funcién hereditaria de ¢ y tendra la propiedad de ser una
funcién monétona, es decir para todo subespacio Y de X, se tiene hg(Y) < h(X).
.. Elcardinal infinito x es un calibre de X si para toda familia de abiertos no vacios

de X indicada por k, digamos {Oa}a.“, existe A € [k]" tal que {0, : x € A} #£ 0.
El cardinal x es precalibre de X si para toda familia de abiertos no vacios de X
indicada por k, digamos {Oa}tack, existe A € [x]* tal que {Oy : a € A} tiene la
propiedad de la interseccién finita. El mimero de Sanin de X es

$(X) = min{m € Cand: m es infinito y m* es calibre de X}.
Andlogamente Precal(X) estd definido como ,
Precal(X) = min{m € Card : m es infinito y m¥es precalibre de X}.
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Sea z € X y V una familia de conjuntos abiertos no vacios de X. V es una base
local de =, si para toda vecindad abierta O de 7, existe O € V tal quez € ' C O,
V es una 7—base local de «, si para toda vecindad abierta O de z, existe O € V tal
que ' € O. V es una seudo-base local de r si NV ={z}. Ahora bién, sea z € X, &l
cardcter local de r es

x(z,X) = min{|B| : B es una base local de z}.

Y el cardcter de X es

x(X) =sup{x(z,X): € X} + Ng.
El m-caracter local de z es

7x(z, X) = min{|B]| : B es una 7-base local de z}.
El m-cardcter de X es
ax(X) = sup{mx(x,X): z € X} + No.
El seudocarécter local de r es
Y(z, X} = min{|B| : B es una seudo-base local de z}.

El seudocardcter de X es

Y(X) =sup{y(z, X):z € X} +Rg.

Algunas relaciones entre las funciones cardinales que hemos definido ¥ que
usaremos a lo largo de este trabajo son: si X es un espacio, entonces (ver R. Hodel
18] pgs. 14-17)

P(X) < dw(X),
VX)) < x(X) < wX),
nw(X) < w(X).

Sia€Cardy F ={X,: A < a} es una coleccién de espacios denotaremos por
[Is<a X», 0 simplemente [] cuando en el contexto sea claro quiénes son los factores
del producto, al espacio producto de la familia F. Si A C a, la funcién proyeccién
Pa: [ = [Tie X esta definida como Pa(f) = fla . Si A = {1}, escribiremos
Py en lugar de P(). Ademis, al conjunto [],c, X, se le denotars como [T,.
Recordaremos que la coleccién

{NxerP; 1(04) : Ox C X, es un conjunto abierto de X, F € [of <™}

es una base de la topologia del espacio producto [T, ., X (esta base es la llamada
base candnica del producto). Si O = Niep Py '(01) es un abierto canénico de [T,
al conjunto F se denotard como sop(0) (el soporte de ).

Si a € [] denotaremos con a{)) a Fa(a), es decir a la M-esima coordenada de
a. 81 A C o, denotaremos por X, al conjunto

{z € [T Xx:2(0) =a(A) si A ¢ A}

Ada

No es dificil demostrar que X4 es homeomorfo a [T,

DEFINICION 1.1. Sea {X1}ico una familia de espacios, a € [], ¥ F un filtre
de a. El r-producto de [, ., Xx basado en a, es el conjunto

Lr()=fze[[: (A <a:z()) =aN} € F}.
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Notemos gue que las familias
Fi={ACa:|a\ Al <R},
Fa={AC a:la\ Al <N},

Fi={ACa:la\ Al <8} donde § < a}

son filtros de a. En particular denotaremos Ly{a) = g, (a), L(a) = Zx,(a) v
Lsla) = Trs (a). St no hay posibilidad de confusidn, es decir, si la propiedad
topoldgice analizade no depende del punto base, simplemente escribiremos X, £
y Ts respectivamente. Llamaremos o-producto a los conjuntos Ly. Llamaremos
Y-producto a los conjuntos del tipo . Finalmente, se llamaran Yg-producto a los
conjuntos Xj.

Si fijamos a € [] y = € [], definimos el soporte de = con respecto a a, ¥ lo
denotamos como sop(z), al conjunto {A < a : z{A) # a(A)}. F1 es un filtro de
o (Nlamado filtro de Fréchet) bastante importante lo cual veremos en el siguiente
teorema.

TEOREMA 1.2. Sean o un cardinal infinito, F un filtro de o, {X)}aca una
familia de espacios y a € [|. Entonces Tx(a) es denso en [] st y solo si 1 € F.
En particular Do {a) y = (a)} son densos en [].

DEMOSTRACION: Supongamos que A € 7\ F. Denotamos o\ A como { A, ..., A}
Afirmamos que B\ A # ) para todo B € F (es decir BN {Ay, ..., An} # ¥ para todo
Be€ F),yaquesi B\ A=, para algin B € F, entonces B C A, osea A€ F, lo
cual no puede ser. Sea O, un conjunto abjerto no vacio de Xj; tal que a{X;} & Oy,
para cada ¢ = 1,...,n. Si asumimos que X x{a) es denso en [1. entonces existe

e € (N P7H(0a)) NEF(a).
Entonces (a \ sop(z)) € F, y podemos encontrar X; € (& \ sop(z)) para algin
i=1,..,n Entonces z{);) € Oy,, y ademds z();) = a(\:), lo cual es imposible.
Abora bién, si F; C F. Sea O = Nyep Py (0x) donde O, es un conjunto no
vacio de X para cada A en F, y F € {a] <™, Sea z) un elemento arbitrario de O,
para cada A € F, entonces definimos z € [] como ‘ :

T ireF
IW:{ a0y srgF

Es claro que x € 0, y como (e \ F) € F, entonces z € (0 N Ex(a)) # 0. O
CoRrOLARIO 1.3. Sea {X)}ico una fomilia de espacios y a € H Entonces
Tola) es denso en L(a).

DEMOSTRACION: Se sigue directamente del teorema 1.2 g

En este trabajo nos avocaremos al estudio de los Y-productos, y solo con-
sideraremos resultados més generales para Ls-productos, o resultados para los -
productos, cuando lo creamos conveniente. Obsérvese que si @ < Rp, entonces
% = J]. En este caso diremos que ¥ es trivial. En todo lo que sigue sélo con-
sideraremos Z-productos no triviales. Es decir, en el caso mds general, siempre
consideraremos T-productos en productos con un nitmero mayor que Ro de factores
no triviales.
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2. Algunas propiedades de los Z-productos

Iniciamos esta seccidn, presentando una forma interesante de expresar cualquier
E-producto.

TEOREMA 1.4. Sea {X3}rca una familia de espacios. §i ¥ es un S-producto,
entonces existe una familia {In}nen, de subconjuntos ajenos de a y T-productos
. de las familios { X, }rer, tales que

Y es homeomorfo a H 2.

n<Ry
Ademds para tode n € N, L, es homeomorfo a un subespacio cerrado en 5.

DEMOSTRACION: Como c > Rp, entonces ja x ¥y| = &. Como a x Rg = Un<iy @ X
{n}, la coleccidn {a % {n} : n < w} es una particién de o x Ry. La funcién biyectiva
entre & X Rp y & junto con la particion anterior inducen una particién {I, }nen,
de a. Notemos que |I,| = «. Si a es el punto base de £, denotamos por L, al
E-producto de la familia {X)}aes, con punto base Py (a). Demostraremos que
estos X-productos cumplen lo pedido.

Sea f: £ —+]],cn, En definida como f(x) = 2’ en donde para cadan, P,(z') =
Py, (z). f es un homeomorfismo. Bajo este homeomorfismo f(X;, NL) es un
cerrado en HKRO 3.n, el cual es homeomorfo a I,,.

El siguiente resultado nos serd 1itil.

TEOREMA 1.5. Sean {X1}ica una familic de espacios, A, lo compactacion
por un punto del espacio discreto de cardinalidad e, y ¥ un L-producto de la familia
{Xa}a<a. Entonces A, estd inmerso cerradamente en 2.

DEMOSTRACION: Sea A, = o U {+} donde * ¢ . Supongamos que a es el punto
base y sea by € X \ {ax}. Definimos la funcién g : Ay — T como g{6) = z5, para
cada § < a donde

by, si A =8,

¥ g(*) = a. Para concluir que ¢, sélo hay que demostrar la continuidad en «.
Sea O = Nyey Py 1(0s) un abierto candnico de [] tal que a € 0. Es claro que
g({a\ H)U {*}) C O. Tenemos que g(A,) = {zs: § < a}U{a}. Comprobar que g
es una funcién abierta en su imagen, no es dificil, ya que bastaré demostrar que si
H € o)< y V =yep Py (V3) es un abierto candnico de [T, tal que a(}) € V3 y
by ¢ Vi para todo A € H, entonces g ({a\ H) U {*}) =V Ng(A4,).

S6lo resta demostrar que g(A,} es cerrade en . Pero esto es senciilo, ya que
{5 : 6 < a} es un conjunto discreto y su tinico punto de acumulacién en ¥ es
a. a

xa()\)={ a(d)  siA#8

Continuamos esta seccién probando que los E-productos basados en puntos
diferentes pueden ser topolégicamente no equivalentes. Por ejemplo
Para todo A < a, definamos X, = [0,1] U {x.}, como una copia de [0, 1] mds e}
punto aislado z ¢ [0, 1]. Tomamos en [] los puntos a y b, los cuales estén definidos
por:
a{A) =z, para todo A < &,
b{A) =0 para todo A < a.
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Veamos que £(a) y Z(b) no son homeomorfos. En efecto, a € £(a), pero a ¢ 3(b)
y ademis la componente conexa de @ en Z{a) es {a}. En efecto, supongamos que
Ca € Z{a) es la componente conexa de o en I(a). Si z € C, \ {a}, entonces existe
Ao < o tal que a(Ag) # 2(Xg). Pr(Ca) es conexo en [0, 1] U {21, }, a(Ao), 2{X0) €
Py, (Ca) ¥y 2(X0) € [0,1]. Asf que Px,(Ca)N{0,1] y {21}, son conjuntos abiertos de
P3,(Ca) no vacios y ajencs que particionan’ a Py, (Ca), lo cual es imposible ya que
tal conjunto es conexo. Por otro lado, las componentes conexas de E(b) contienen
més de un punto. En efecto, sea;z € L(h). Sea Ay € o \ sop(z), aqui sop(z) se
calcula respecto a b. Podemos definir C =[], ., C», donde

Oy = { [0,1) siA=Ap
. {z())} si A # Ag.
C es conexo.ya que es un producto de conexos. Como z € C' y ademds C es infinito,
entonces Cp no puede ser un conjunto singular. Como bajo un homeomorfismo
las componentes conexas van a componentes conexas, L{a) ¥y L(b) no pueden ser
homeomorfos.
Enseguida un tecrema que nos proporciona condiciones que nos aseguran la
invarianza del T-producto respecto al punto base.

TEOREMA 1.6.-Sea {Xa}aca una familia de espacios homogéneos. Siae,b e I,
entonces T(a) y Z(b) son homeomorfos. SR :

DEMOSTRACION: Para cada A < «, denotamos con fi : X.— X, al homeoruor-
fismo que cumple fa(e(A}) = b(A). Como [, .o fa : [T — ][ es un homeomorfismo,
para concluir la demostracion del teorema, bastard demostrar que (Ihca fA)E@) =
£(b). Sea 2 € T]. Como ([Trey F)(2)(A) =b{X) si y sblo si 2(A) = a(}), entonces
tendremos que ([[5cq f2)(2) € Z(b) si y sélo si z € (a). ' O

En el siguiente teorema podremos observar que algunocs ¥-productos som, en
realidad, espacios de funciones continuas. '

TeEOREMA 1.7 (Corson). Sean o un cardinel infinito no numerable, X = R
para todo A < a y a € []. Entonces, eziste un espacio de Lindeléf X tal que Cp{X)
es homeomorfo e T{a).

DEMOSTRACION: Definimos & X como o U {z} donde z ¢ . Una base para la
topologia de X es {{A} : A < e} U{X\ A: 4 € [o*}. Es claro que el espacio
X es un espacio de Lindeldf. Definimos a Co(X) = {f € C(X) : f(z) =0}. Ahora
veremos que X es homeomorfo con Cp(X). Como R es grupo topoldgico, entonces
es homogéneo, asi que, por el teorema 1.6 podemos suponer que a(X) = 0 para todo
A< o Sea 8 : & — RX definida como 8(z) = f, donde r € Ela) y

() = z(A) si A € Sop(z)
=N =10 siA¢ Sop(z)o A==z
- ——Fntonces—fsla=r;y-ademas—fz{z)-=-0.Veamos_primero_que fo es continua, para

esto es suficiente demostrar que es continua en z. Sea O un conjunto abierto de R que
contenga a cero. Es claro que fz{{z}U(er\Sop(2))) = {0} & O. Por lo tanto, fesen
efecto una funcién con valores en Co(X). Ahora veamos que 6 es un homeomorfismo
entre y Co(X). Si6(z1) = 8(zz), entonces fz, = fz, O sea fziTa= frala, es decir
z, = z. Ahora bien, si f € Cy(X), queremos demostrar que fie€ . Como 0 €
(=1, 1), entonces existe Bn C « numerable, tal que {z}U(e\Bx) C (=%, 1),
Pero Sop(fla) = {A < a: f(A) # 0}, asi que es claro que Sop(fla) = Unen Bn. Por
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lo tanto f[.€ L. Finalmente, sea O = (MycpP; H{O2)) N E, en donde F € [a]<te
¥ Oi € R es un conjunto abierto para cada A € F. Afirmamos que 8(0) =
(Maer Py (0a)) N Co(X) (aqui (MaerPy (0x)) € R¥). Bs decir, fala (A) € Oa
paratodo A € Fosiz € O; y f[o (A) € Oy paratodo A € F,si f € Co(X) v
F{A) € O, para todo A € F. Lo cual es cierto por las definiciones del abierto O, de
fz y porque F C . Ahora sea W = (Myes Py {{(W3))NCo(X), donde J € [X}<Meo y
W C R es un conjunto abierto. Veamos primero el caso en que z ¢ J. Afirmamos
que 8~1 (W) = (MagsPTHWL)) N E, lo cual es claro ya que J C a. En el caso en
que z € J, entonces tenemos que §~1(W) = (OXE;\{Z}PA_I(WA)) NZ. Asi que 4 es
un homeomorfismo.

Ahora bién, C(X) es homeomorfo a Co(X) x R, mediante la funcién, F(f) =
{(f — f(2), f(2)). Para concluir bastard observar que I es homeomorfo a ¥ x R.
{véase el lema 4.5 del capitulo 4). (]

Es importante notar que si {Gx}acq € una familia de grupos topoldgicos ¥
0 € [Tyca G, entonces S(0) es también un grupo topolégico con las operaciones
definidas coordenada por coordenada. Para comprobar esto basta observar que si
2,y € [I<q G, entonces Sop(z - y) C Sop(z) U Sop(y) y Sop(z~1) = Sop(z).

A pesar que dos E-productos de un producto [] basados en puntos
diferentes no son necesariamente homeomorfos, como vimos al princi-
pio de esta seccién, comparten muchas propiedades topoldgicas como
veremnos a lo largo de esta tésis.

3. Principios combinatorios

Demostraremos uno de los principios combinatorios mds importante y que nos
serd muy util en el siguiente capitulo, el lema de la raiz, también conocido como el
lema del A-sistema.

TEOREMA 1.8. Sea & > Wy un cardinal regular. See A una familic de conguntos
finitos tal que |A| = k. Entonces, ezisten A’ C A y F un conjunto (posiblemente
vacio) tales que |A'| = K y F = A; N Ay donde A; y Ay son cualesquiera dos
elementos distintos de A'.

DEMOSTRACION: Para todo n < Ry definimos a las familias .4,, como
fAc A:|Al =n}
Es claro que
A = UpengAn.

Como k es un cardinal regular y £ = Upen,|4nl, podemos concluir que existe
ng < ¥y tal que |4,,,] = £. Asf que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que todos los elementos de .4 tienen la misme cardinalidad n. Demostaremos
el teorema realizando induccién sobre n. Si n = 0, entonces tomamos A= 4"y
F = 1. Supongamos que el teorema es vilido para n. Ahora supongamos que todos
los elementos de A tienen cardinalidad n+ 1. Sea F la familia de subfamilias de 4
ajenas dos a dos. No es complicado verificar que en esta coleccién de subfamiliag
se cumplen las hipétesis del lema de Zorn. Asi que existe un elemento maximal en
F; sea A’ tal elemento. Si |A'| = , estd es la familia buscada, siendo F = 0.
Supongamos shora que [A’'| < k. Entonces | U A'| = A < k. 5i

UA" = {py 17 <A},
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definimos para todo v < A a A, como {A € A\ A : p, € A}. Es claro que
A\ Al = k. Usando la maximalidad de A’ tenemos que A\ A" = Uy A, La
regularidad de « nos lleva a concluir la existencia de un vy < A tal que {4, = &.
Resumiendo, existe una subfamilia Ag de Ay p € UA' tales que |[Ag| =k yp€ A
para todo A € Ag. Definimos a la familia .Aj formada por conjuntos de cardinalidad
n, COmo :

{A\ {p}: A € Ao}

Es claro que a la familia A3, se le puede aplicar la hipdtesis inductiva, entonces existe
una subfamilia .4} de A} y un conjunto F”, tales que [A4]| =k y F' = A} N A} para
cualesquiera distintos A}, 4% elementos de A]. Finalmente tenemos, que la familia
buscada es {A: A\ {p} € A}} vy el conjunto F' es F' U {p}. O

TeOREMA 1.9, §i 8 > «, donde 3 es un cardinal reqular, y 5i G = {Fs}s<p
es una familio de subconjunios finitos de «, entonces existe A C S con |A| =8y
F C o finito tal que F = Fj para todo § € A. )

DEMOSTRACION: Igual que en la demostracién del teorema anterior, podemos suponer
que todos los elementos de G tienen cardinalidad n. Realizando induccidn sobre -
n Sin = 0 tomamos F = §. Supongamos que para n se cumple el teorema, y
que. los elementos de G tienen n + 1 elementos. Ahora, para todo 6 < § definimos
as = maxFs. Sea A(as) = {v < § : maxF, = as}. Usando la regularidad de
B, obtenemos & < 3 tal que |A(as,)| = - Combinando estos resultados tememos -
que as € F, para todo v € Aas). Si usamos la hipétesis inductiva para la fa-
milia {F, \ {0} }1eA(0s), Obtenemos la familia A" C A(ag,) y F' C « con las
propiedades: {A'| = 8y F/ = F,\ {as,} para todo F, € A’. Finalmente la familia
y el conjunto buscados son A’ y F = F' U {ag,} O

‘4, Pa.rzicompaci_dad, normalidad, propiedad de Lindeldf.

En esta seccién presentaremos algunas propiedades de espacios paracompactos,
normales,colectivamente normales o Lindeldf.

TEOREMA 1.10. §i X es un k-espacio fal que para todo K C X compacto
tenemos que t(K) < 3, entonces H{ X} < §. :

DEMOSTRACION: Para cada C C X no vacio, denotaremos por [Clg al conjunto
U{clx(A) : A € C, |A| < B} y lo lamaremos la S-clausura de C. Entonces
#(X) < B si y sélo si para todo C € X no vacio, {C]s es cerrado en X. Con
estos hechos, sea € C X no vacio. Queremos demostrar que [C]g es cerrado en X.
Para esto bastara demostrar que [C]s N K es cerrado en K para cualquier X C X
compacto.. Como t(K) < 3, bastara demostrar que si §§ # [C]g N K, entonces es una
. B-clausura en K. Proponemos que [C]gN K = [[C]s N K|f (la expresion derecha de

- -—la-igualdad-signifiea-la-B-clausura-en-K-del conjunto [Clp N K). Sea z € [Cla N K,
entonces z € elx(A)N K donde A € C con |A} < 3, asi que
z € ClK(Clx(A) n I{) = CZX(A) n K.

Como t(K) < f, existe A C elx(A)NK C [C]sNK con [A|< By z € clx(A) C

[[Cls N K]¥. Ahora sea m € [[Clp N K|f, entonces existe A° C [Cla M K con

|A"| € By m € clx(A”). Para cada z € A’ existe Ay C Ccon |Az| € Ay
x € clx(Az) N K. Tomamos A = Usca Ay Es claro que ACCylAl< By
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como r € cly([A;} € clx({A) para todo z € A" entonces A" C clx (A}, Asi que
medi(A"YC elx(A") C elx(A), y portantom € [C)z y trivialmente m € K. O

Ahora presentamos algunos teoremas sobre paracompacidad.

TEOREMA 1.11. §i X es un especio paracompacto y F = {F,} g es una
cubierta de cerrados localmente finita, entonces existe una cubierta O = {O,},<g
de abiertos, localmente finita, tel que F., C O, para tode vy < B.

DEMOSTRACION: Para toda 2 € X definimos un abierto V; en X con la propiedad
de intersectar sélo un nimero finito de elementos de F y = € V. Para este abierto
definimos I, C S finito, con la propiedad: 6 € I, si y sélosi Fs NV, # 8.

Es facil ver que para todo n € N, si {r1,...,7,} € X, entonces Ui_1,.. n Vs,
intersecta solo un ndmero finito de elementos de F,

Ahora consideramos la cubierta V = {V;}zex. Usando la paracompacidad
obtenemos una cubierta abierta W = {Wy}.cs de X localmente finita que es
refinamiento de V. Ahora definimos Oy = Uw,nr, #0W,. Como W es una cubierta
tenemos que F, C 0. Afirmamos que {Oy}y<s es localmente finita: sean z = X
¥y Z, un abierto de X tal que z € Z,, y ademés Z, sélo intersecta un mimero finito
de elementos de W. Igual, como antes, definimos L, = {p € 6 : W, N Z: # @}
De igual manera obtenemos Z; C Uuer, Wy, Como W es un refinamiento de V,
entonces por cada g € Ly existe un z, € X tal que W, C V., que nos Heva a
Ve, € Uner, Py vy 8 22 C Uper, (Uyer, Fy). Afirmamos que si v ¢ Uper Iz,
entonces Z, N Oy = 9. En efecto, si w € Z; N O,, tendriamos un u < & tal que
w€ W,y W,NF, #0. Entonces ¢z € Ly, luego W, S Vo, Asique V; NF, # 1
y concluirfamos que 7 € I, lo cual no puede ser. a

Ahora presentamos dos teoremas acerca de la normalidad colectiva.

TEOREMA 1.12. Y es colectivamente normal st y sélo si pare toda fomila
discreta de cerrados D ={F., }..cg en Y, eriste una una cubierta abierta o-localmente
finitald tal que para todo U € U, eziste v < 8 que cumple la condicicn cly (U)NEFs =
@ para tode § € 0\ {7}

DEMOSTRACION: Demostremos la necesidad. Supongamos que Y es colectivamente
normal y sea D ={F,},<¢ una familia discreta de cerrados. Por definicién existe
una familia discreta de abiertos @ ={O7v}, <o tal que F, € O, para todo v < 8.
Comeo Y es normal, para toda -y € #, existe un abierto Z, en X tal que £, C Z, C
cy(Z,) C O,; ademés como U,<oF, es cerrado y ajeno a Y\ (UyceZ,), tomamos
abiertos ajencs A, B tales que {U,<oFy) € A ¥y (Y \ (UyceZy)) € B. Podemos
definir Uy = {Z,},<8. Us = {B}, y finalmente if =14 U1, Resulta que U es la
cubierta buscada.

Demostraremos ahora la suficiencia, sea D ={F,},<¢ una familia discreta de
cerrados, y sea I =Upen Uy es una cubierta abierta de Y donde cada I, es local-
mente finita y cumple que para todo U € U/ existe v < 6 tal que ey (UyNFs =10
para todo § € 8\ {v}. Definimos

S,(n) = {U €Uy : cddy(U) N F5 =0 para todo § € 8\ {7}}
y tomamos al conjunto I,(n) = Uyes., (n)U. Con esta definicién se tiene que

Y = U,c8(Unenls(n))
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va que si T € Y, entonces existe n € N y U € U, tal que z € U; como por
hipotésis existe ¥ < & con la propiedad que cly (U) N Fs = @ para todo § € 0\ {7},
entonces x € U,{n). Pero ademds, como U, es localmente finita, tenemos que
cly (Uy(n)} = Uyes, (nmycly (U), entonces cly (U, (n)} N F5 = @ para todo § € 8\ {v}.
Observemos que paca todo n € N y v € 8 se cumple que

Ujn (Ussigcly (Us(5))) = Usgn(Uss (Duessinely (U)))
= Usen{Yueusp,ssti ey (U))
= Ujen(ely (Uueus 45, U)-

Este conjunto es cerrado, asf que el conjunto

Va(n) = Us(n) \ Uin(Usprely (Us(5))
es abierto. Finalmente tomamos V., = UpenV,(n). Afirmamos que la familia de
abiertos {V,},<¢ €s ajena dos a dos y ademds F, € V,. Demostraremos la primera
afirmacién; sean 7y, § < @ diferentes, si z € V, N V; entonces z € V,(n) N V5(m).
Supongamos que m > n. Como = € U,{n) N Us(m), entonces

T € Ujg_n(U,u;éadY(Uu(j)))-
- Pero esto es imposible ya que = € Vs(m).

Sea z € F,, entonces z € Us(m) para algin § < # v algtin m € N (podemos
suponer que 7 es el minimo con esta propiedad ); asf que z € FyNecly (Us(m)) y por
tanto v = 6. Si z € cly{Uu(j))con p # v y j < m, entonces z € £y Nely (Up(m)),
lo cual no puede suceder. Por lo tanto F, C V. Y finalmente conclulmos que Y es
colectivamente normal (ver R. Engelkmg {12] pg. 305). -+ O

TEOREMA 1.13. 85iY es un espacio normal tal que para tode familia discreta
de cerrados D = {F,}, .o €nY, eziste una familio U de abiertos o-localmente finita
tal que UD C U, y para todo U € U existe y < 0 tal que cly (U)N Fs = & pare toda
§ € 8\ {7} Entonces Y es colectivamente normal.

DEMOSTRACION: Sean D = {F,} _, y I como en las hipotésis del teorema. Sean
Ay B abiertos ajenocs tales que U'D CA, Y\(Ul) C By ANcly(B) = 0. La familia
UU{B} es o-localmente finita y la clausura. de cualquier miembro de ella intersecta
2 lo mas un elemento de D, por el teorema 1.12 concluimos que ¥ es colectwamente
normal. O

Recordar que un espacio ¥ es colectivamente Hausdorff si para cualquier con-
junto cerrade discreto D en Y, existe una familia de conjuntos abiertos de Y disjun-
tos {O, : y € D} tal que y € O, para cada y € D. Si cambiamos en los teoremas
1.12 y 1.13 la familia discreta de cerrados por un conjunto cerrado discreto, y cam-

biamos normalidad por regularidad y colectivamente mormales por colectivamente

Hausdorff, realizando anélogas contrucciones obtenemos las demostraciones de los
siguientes teoremas.

TEOREMA 1.14. Sea Y un espacio regular. Entonces Y es colectivamente
Hausdorff si y sélo si para todo cerrado y discreto D = {y, 1 v < 6} de Y, e-
ziste una cubierto abierta U de Y que es o-localmente finite, la cual cumple que
para todo U € U existe y < 8 tal que ys ¢ cly{U) para todo 6 € 8\ {7}
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TEOREMA 1.15. Sea Y un espacio regular tal que para tode conjunto cerrado
y disereto D = {y, : v < 8} de Y, eziste una familia o-localmente finita U de
conjuntos abiertos, tal que D C Ul y para todo U € U eziste un v < 8 el cual
cumple que y5 ¢ cly(U) para todo § € 8\ {v}. Entonces Y es colectivamente
Hausdor{].

Presentamos ahora algunos resultados para espacios de Lindelof.

LEMA 1.16. 8i X es un espacio Lindelsf y {z¢hier € X donde |T| > o
entonces eriste zg € X, tal que toda vecindad W de g cumple que

|{t€T:$t€W}I > Ro.
Es decir, e(X) < Ry.

DEMOSTRACION: Supongamos que tal g € X no existe. Entonces paratodox € X
existe W, abiertode X tal quex € W y [{t € T : z: € Wo}| < No. La coleccién
F ={W;}.cx es una cubierta abierta de X. Sea H € F numerable tal que UH = X.
Seato € T\Uw,en{t € T : z, € W,}. Resulta que z,, ¢ W, para toda W € H,

lo cual es una contradiccién. (]
L

5. Funciones cardinales en productos

En esta seccidén enunciaremos, en algunos casos demostraremos, resultados
bésicos respecto al comportamiento de algunas funciones cardinales en los espa-
cios producto.

Primero enunciaremos un importante teorema acerca de estas funciones cardi-
nales en los productos topoldgicos (ver 1. Juhdsz [22] pgs. 102-104).

TEOREMA 1.17. Sea {X1}rca una familia de espacios y sea
¢ € {w,nw,iw, x,¥}.
Entonces ¢([]) = & - supaca®(Xa).
Ahora demostremos un lema.

LEMA 1.18. 5 X,Y son espacios y f : X — Y es una funcidn continue so-
breyective y abierta, y si ¢ € {mw, wx}, entonces ¢(¥) < ¢(X).

DEMOSTRACION: Consideremos primero¢ = ny. Seaz € Y yx € X tal que f{z) =
z. Sen B(x) una m-base local de z en X tal que |B(z)] £ mx(z, X). Afirmamos que
B(z} = {f(B) : B € B(z)} es una w-base local de z en Y. Notemos que f(B) # @
ya que B £ 0. Sea z € O, en donde O es un abierto de Y. Tenemos que z € f~1(0)
que es abierto en X. Sea B’ € B(z) tal que B’ € f~1(0). Entonces f(B') C O.
Con esto podemos concluir que mx(z,Y) < mx(z, X), o sea mx{(¥) < mx(X).

De maners semejante se demuestra que si B es una w-base de X, entonces
B = {f(B): B € B} es una 7#-base de Y, y se concluye que mw{V} <sw(X). O

Ahora pasemos a los teoremas sobre el m-peso y el m-caracter en productos.

TEOREMA 1.19. Sea {Xa}rco una familia de espacios. Si ¢ € {xw,7x}, en-
tonces $([1) < & - suprcad(Xr).
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DEMOSTRACION: Para cuando ¢ = 7w, Tomamos 5, una m-base del factor X, tal
que |B,| € mw(X,). Definimos

B = {MerP™'(Bs): F €)™ y B, & By para cada A € F}.
Afirmamos que B es una n-base de []. Bastar4 demostrar que cualquier basico
canénico en [] contiene un elemento de B. Sea O = Nyer Py (O2) donde F € [a] <o
¥ O es abierto en X, para cada A € F. Para todo A € F, tomamos B, € B, tal
que By C O,. Es claro que NyerP~ 1(B;\) C 0. Como |B| < o suprcamw(Xy),
mw([]) < & suprcamw(Xy).
De manera semejante se demuestra que si 2z € [] y B{2(A)) es una n-base local
de z(A) en X, tal que |B{z(A))| < mx(z(A), X))}, entonces
B(z) = {MrxerP7Y(B)) : F € [o]<™ y By € B(z(\)}
es una m-base local de z en [], por tanto concluimos que
x([T) € & suprcamx(Xs). ' m

TEOREMA 1.20. :
(1) Sean X un espacio y D cualquier subcongunto denso de X, entonces my(D) <
mx (X3} y mw(D) < mw(X).
(2} Sea {X1}xca una familia de espacios. Entonces mx(X) < wx(['[) yruw(Z) <

mw([])

DEMOSTRACION:

(1} Como D es denso en X, entonces 7x(2, D) < wx(z,X) para todo z € D (ver
R. Hodel {18! pag. 17). Asf que wx(D) < mx(X). También vale la relacién
mw{z, D) < mw(z, X) para todo z € D. En efecto, es ficil comprobar que si
B una 7-base local de z en X, entonces B’ = {BN D : B € B}, familia de
abiertos en D, €5 una m-base local de z en D. Y de igual manera que antes
cancluimos que mw (D) < mw(X)

(2) Usamos lo anterior y que £ es denso en []. i

La densidad en los productos tiene una expresién interesante (para una de-
mostracién ver W. W, Comfort y S. Negrepontis [9] pg. 78), que es el siguiente
resultado fundamental:

TEOREMA 1.21 (Hewitt, Marczewski, Pondiczery). Si {X)}i<a €3 una familia
de espacios topoldgicos con dos conjuntos abiertos ajenos y no vacios en X, para
todo A < o. Entonces d([]) = log{e) - supr<ad(X,).

A continuacién presentamos Gtiles resultados de calibres y precalibres.

LEMA 1.22.
(1)_5i & es un cardinal reqular y si { X, }rcq €5 una familia de espacios, entonces

Kk es calibre de X pare todo A < a si y solo si k es calibre de [].

(2) 8ik es un cardinal regulary si {Xa}r<a €8 una familia de espacios, entonces
K es precalibre de X paru todo A < o si y 36lo si x es precalibre de [].

(3) 8i Y es un subespacio denso de X y k es un calibre de Y, entonces k es
calibre de X.

(4) i Y es un subespacio denso de X, entonces k es precalibre de X si y solo
51 k es precalibre de Y
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DEMOSTRACION:

(1)

2)

5i k un cardinal regular que ademds es calibre para todo X, con A < a.
Sea {0, },<« una familia de abiertos candnicos no vacfos de [], donde Oy, =
ﬂ,\EpnP;](OK), 07 C X, es un conjunto abierto no vacio y F, € [a]<%.
Por el teorema 1.8, existen Jy € [a] <R y Ap € [k]~ tal que Jy = F,, N F,
para todo 1, 2 € Ay distintos, Supongamos que Jg = 0. Para cada 7 € Ag
¥ A € F, tomamos z) € O}, y para cada X ¢ U{F, : 7 € Ao}, seary € Xi
arbitrario. Definimos z € ] como

x(A):{Z* si,\GF,?yner
T siA g U{F,:ne€ Ap}.
Resulta que z € N{O, : 7 € Ag}. Supongamos ahora que Jo # 0y Jo =
{A1, ..., An} € [@]™. Por hipétesis tenemos que para A; existe A; € [Ag]",
tal que

ﬂ{P)\l(On) me Al} #0.
Inductivamente construimos A,y € [4;]* tal que

ﬂ{PJ\;H (O'J) ne Ai+1} #0

para todo 1 € i +1 < n. Denotamos simplemente por A al conjunto
Apn. Es claro que |A] = &, y como A C A; para todo i = 1,... ,n, en-
tonces N{P,,(0,) : 7 € A;} € N{P(0,) : n € A}. Por tanto existe
zi € N{P(0y) : m€ A}. Paracadan € Ay A € F;\ {A1,..., A}, tomamos
7s € O y para cada A ¢ U{F, : n € A}, tomamos un 7 € X, arbitrario, y
definimos = € [] como

_ zisi A= M
=)= { rasidg Jo.
Es claro que x € N{0,,: 7 € A} y por lo tanto  es un calibre de [].
Ahora sea & un calibre de [ y {07 : 7 < &} una familia de conjuntos
abiertos no vacios de X». Entonces {P7'(07) : n < k} es una familia de
conjuntos abiertos no vacios. Entonces existe A € []* y

zen{P{(O]) :n e A}

Es claro que z(A) € N{0] : n € A}.

La demostracién es andloga a la realizada en el inciso anterior: Sea x un
cardinal regular que es precalibre de X, para todo A < o Sea O, =
Naer, Py '(0]) para todo i < K, en donde F, € [a<® vy OF ¢ X\
es un conjunto abierto no vacio. Usando el teorema 1.8 concluimos que
existen Jo € [a]<M y Ao € [k]%, tales que F, N F,, = Jy para todo
m,n2 € Ap distintos. Supongamos que Jp = @. De igual modo que en 1, ex-
iste z € N{Oy, : 1 € Ao}. Supongamos que Jo # 0y que Jo = {1, ..., A} €
[a<®e. Como {P3,(O,) : 7 € Ag} es una familia de abiertos no vacios
de X, usando la hipétesis, obtenemos un conjunto A; € [Ag]", tal que
{P:,{0,) : n € A1} tiene la propiedad de la interseccion finita. Asi que
existe Ap, € [A,_1]", tal que {P5,{Oy}: 7 € An} tiene la propiedad de la in-
terseccién finita. Afirmamos que si 4 = Ay, se cumple lo deseado; en efecto,
si {On,... ,On} C {Oy : 9 € A}; por construccitn, es posible definir

e N{P(Op):5=1,...,t},
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yaque AC A;parai =1,... ,n. Paracadan € FyyAe B\ M, A}
tomamos z € O, y para cada A € U{F, : n € A} tomamos un arbitrario
z) € X), ¥y definimos 5 € [] como

Zi 5i A= )\,‘
m(A)_{ zasiAég Jg

Concluimos que z € N0y, .

Ahora sea x un cardinal regular tal que sea un precalibre para Il
{O}}r<« una familia de conjuntos abiertos no vacios de X 1, entonces

{PTH (O} nex

es una familia de conjuntos abiertos no vacia de []. Sea A € []*, tal que
{P;Y(0%) : » € A} tiene la propiedad de la interseccién finita. De aqui, no
es complicado demostrar que la familia {O] : 7 € A}, tiene la propiedad de
la interseccion finita.

(3) Sea {Oy : 7 < £} una familia de conjuntos abiertos no vacios de X, como
Y es denso en X, entonces {Y N Oy : 7 < k} es una familia de conjuntos
abiertos no vacios de Y. Sea A €[], tal que

MY NO,:ne A} £40,
luego entonces
N{O, e A} # 0.

(4) Si % es precalibre de X y {O5NY }s<x s una familia de conjuntos abiertos no
vacios de Y, entonces existe A € [k]*, tal que {Op : § € A} tiene la propiedad
de la interseccién finita. Ahora sea {O5 N Y}ser donde F € [4]<Ps. Como
MOs}secr # 0, por la densidad tenemos que 0 # (N{Og}ser)NY = N{Os N
Y }scr. Entonces concluimos que & es precalibre de Y,

Ahora supongamos que & es precalibre de Y y sea {O5}5.. una familia
de abiertos no vacios de X. Por la densidad, {05 MY }s<x es una familia de
abiertos no vacios de Y. Entonces existe 4 € [«]*, tal que {05 NY : 6 € A}

tiene la propiedad de la interseccién finita. Ahora sea {Os}scr, donde F €
[A]<¥e. Como

# # 0{0s NY }ser = (MOs}ser) NY
entonces M{Os}scp # 0. Y concluimos que x es precalibre de X.
O
Es importante aclarar que el inverso de la parte (3) del lema 1.22 no es cierto.

Este ejemplo lo desarrollamos m4s adelante, ver capitulo 2 seccidn 5.
Ahora, presentamos algunos teoremas acerca de la estrechez.

TEOREMA 1.23. 8i {Xa}rca €5 una fomilia de espacios y 3 es un cardinel tal
que o < B y t([] ) pare todo F € [o] ™ con o < 3, entonces ¢{[]) < 4.

DEMOSTRACION: Sean x € [Ty A C [T, tales que z € cl[(A). Vamos a demostrar
que existe Agp C A, tal que z € clfj (Ao} ¥ |4o| < 8.

Si F € [a]<®, recordemos que I es el conjunto [] acF X, asi tenemos que
Pp([) = IIg. Por hipdtesis se cumple que ¢(IIx} < B, y por la continuidad de
Pr tenemos que Pr(x) € cln,.(Pr{A)) para todo F € [a]<Re. Entonces, para cada
F € [a]<®, existe Mr C Pr(A) tal que Pr(z) € cln,(Mgp) y |Mp| < 8. Para
cada F € [P0, definimos Ay C A de la manera siguiente: por cada z € Mp,
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escogemos 2’ € Fg 1{z)N A, entonces Ay = {2’ : z € My} Estos conjuntos cumplen
que |Ar| < @ para todo F € [aj<Re. Tomemos Ag = Upgja)<ro A,y y DOtEmOS
que |dp] < a- B = 3. S6lo resta demostrar que z € clf(Ag). Consideremos x €
0 =Nex P{1(0y) , donde K C o es finito y Ox es un subconjunto abierto de Xx
con Ox # Xx. Por la construccién, Py (z) € cn, (Mk). Como Pk (z) € Px(0), el
cual es abierto en [Ty , entonces P (O)N My # 0. Sea z € Pi(O)N Mg . Tomamos
su 7 € Ak, y como 2'(A) = 2(A) € oy para todo A € K, tenemos que z' € O, y
finalmente O N Ap # @. Esto prueba que z € elfy (Ao} u

Usando el resultado anterior, obtenemos una evaluacién de ]a estrechez de pro-
ductos topoldgicos.

TeorReMA 1.24. 8i {X:}aca es une familia de espacios, entonces
t(J]) = sup{t(lly): F € [a]<™}.

DEMOSTRACION: Sea k = « - sup{t(Ilz) : F € [a]<M}. Como la estrechez es
monbtona, entonces sup{t(llp) : F € (o]} < ¢([J cq Xn). Si D es el espacio
discreto de dos puntos, entonces ¢(D®) = a (ver R. Hodel (18] pg. 44). Pero
D* esté inmerso en [[, v usando monotonia obtenemos t(D%) < t([]). Entonces
tenemos que £ < 1)

Ya que t(IIr) < & para todo F € [a]<™ y ademés o < &, por el teorema 1.23
tenemos que t([]) < «. Asi que finalmente t([]) = «. 0



CAPITULQ 2

Funciones Cardinales en X-productos

1. La cardinalidad de un Z-producto

Las funciones cardinales en los I-productos dependen fundamentalmente del
conjunto de indices y del comportamiento de la funcién cardinal en los factores;
debido a esto, pueden coincidir en dos E-espacios que no son homeomorfos, ¥ pueden
coincidir con €l producto Tychonoff completo, coincidencia que en general entre
espacios y subespacios densos no sucede necesariamente.

A continuacidn calcularemos y daremos algunas acotaciones de funciones cardi-
nales en L-productos. Antes de entrar en materia, unas aclaraciones y definiciones.
Todas los espacios considerados aqui tienen més de un punto y al menos son 7).

DEFINICION 2.1. S5 C es una familia de subconjuntos de un conjunio X de
cardinalidad o, y 51 ¥p < & < a, entonces diremmos que C es una fomilic k-casi-
ajena st satisface

(1) si C €C entonces | C |> &,
(2) pera todo Cy, Cy € C distintos, |C; N Ca| < k.
C es casi-ajena si es Wo-casi-ajena.

DEFINICION 2.2. 8i Wy < &k < o, enfonces definimos

S(a, k) = min{8 = Wy : no existe C C P(a) tal que C es k-casi-ajena y |C] = 8 }.

8 .
Denotaremos por o~ al mimero cardinal sup{e* : A < 8}. Es claro que
a” = a. Enseguida enunciaremos un teorema (ver W. W. Comfort y 5. Negrepontis

[9] pe- 287) que nos servird en nuestros cdlculos posteriores.

TEOREMA 2.3. Si & es un cardinal infinito y a > 2, entonces S(a:’,n) =
(o).

Si en particular k¥ = Ny y a > N entonces S(aN“’D, Rg) = S(a,Re) = (a™)*. Es
decir para a > Ny, existe una familia € C P(a), casi-ajena, de cardinalidad ofta

Obsérvese que si C es casi-ajena podemos suponer que sus elementos tienen
cardinalidad Rq. En efecto, por cada C € C escogemos €' C C tal que | C' |[= N
(notar que esto es posible ya que [ C' |> Ng). Esta construccién cumple que si
C.D € C son distintos, entonces | ¢’ N D’ |< Ry. S5i suponemas que C7 = DY,
entonces | CY N D' |= Vo, pero (C" N D) C(CND), ast que C’' # D', por lo cual
¢’ ={C’':C€EC}escasi-ajenay | C' {=|C|.

Recordar que dada una familia de espacios {X)}ica » S € (@™, 2 € [Ty
considerarernos al conjunto Xs = {z € [] : z{A) = a(A) si A ¢ S}. Tenemos que
Xs € X y ademds X5 es homeomorfo a [] resX. :

Con estos preliminares estamos preparados para calcular la cardmahdad de los
Z-productos.

19
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TeOREMA 2.4. Sean {X,}ico una familia de espacios. Entonces

| E i: (‘[ND . SUPSE[Q]RO t HS 1 .

DEMOSTRACION: Como es fécil ver, & = Uggiqpvo Xs. Entonces
2] <[]} - supgejapuo | ¥s| = @™ - supge (oo [Hsi-

Por otro lado Xg C T para todo S € {a]™, asf que |[J5| < |Zj. Entonces

SUDPge[a]to 5| < |E]
Si demostramos que |Z| > @™ podremos concluir la igualdad que queremos.
Por el teorema 2.3, existe una familia C Cla]™ que es Ng-casi ajena con |C] = oo,

Sea C = {Crlseqno. Para cada A < « escogemos by € X, \ {a(A)} v definimos
F={fs : &§<a®}como

_Jal)  sixgCy
fﬁ(’\)‘{ ba si A € Cs.

Obsérvese que F CX. Deseamos probar que |F| = a®°. Para hacerlo, es su-
ficiente demostrar que si 6§, # &2 entonces f5, # f5,. Si 8, # & tenemos que
Cs, # Cs;, ya que Cs, "N Cjy, es finito. Entonces C, \ Cs, # 0. Por definicién f5, (A)
=byy f5, = a(}), por lo cual f5, # fs,. De esto resulta que |X| > a®o. Por todo
lo anterior obtenemos que

B} = o™ - supgeqyro sl

O

Notemos que la diferencia entre el cardinal de un ¥-producto y la cardinalidad
del producto puede ser muy grande. Por ejemplo, sea [ = D?™ donde D es el
discreto de dos puntos, y sea ¥ cualquier Z-producto en él. Entonces [[]| = 92"
y |3 = 2%,

2. Funciones de tipo peso y caricter en Z-productos

En esta seccién calcularemos el peso, el cardeter, el peso red, el {-peso o peso
deébil, el m-peso, el seudocardcter y el m-cardcter de un E-producto.
Para los Z-productos tenemos un resultado andlogo al teorema 1.17.

TEOREMA 2.5. Sez {X3}rco une familia de espacios y sea
' ¢ € {w, nw dw x, ¥}
Entonces ¢(T) = a - suprcad{Xa) = ¢([]).

DEMOSTRACION: Sea ¢ € {w,nw,iw, x,v¥}. Como ¢ es mondtona as{ que obtene-
mos

#(Xs) S #(E) < #([]) = @ suprcad(Xn).

De la desigualdad de la izquierda obtenemos que supr<a®(Xx) < ¢(X). La demostracién
concluird si probamos que e < $(X).
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Consideremos ¢ = nw. Para cada A < a, escogemos Vi, subconjunto abierto de
Xy by € Vi tales que a(A) ¢ V. Podemos tomar F = {f1}s<a € Z en donde fy
estd definido como

= ] al®) si{#A
f'\(f)-{ by sif=MA
Veamos que F es discreto en . Sea fy € F, es claro que {f1} = P{Y(Vi)NZ(a)NF.
Entonces nw(F) = |F|. Usando monotonfa, y como {F| = a, obtenemos que a =
nw(F) < nw(L(a)).

Para cuando ¢ = ¢. Sea z € ¥ y sea B(z) una. familia de abiertos de ¥ tal
que NB(z) = {z}. Supongamos que |B(z)] < a. Podemos tomar a los elementos
de B(z) de la forma £ N B en donde B es un basico canénico de []. Entonces
fU{sop(B) : BNE € B(z)}| < |B(2)| %o < a. Sea X € o\ {Upea(z)s0p(B)). Ahora
escogemos Ty, € X, \ {2(X0)} ¥ definimos

z(,\)={ 2(0)  sid# Ao

Thg siA= /\o.
Notemos que z € &, z # z y Py,(BNEB(a)) = X, para todo BN Y € B(z). Pero
z € NB(z). Asf que B(2) no es seudo-base local de z en T. Por tanto a < (z,£) <
PY(Z).
Para concluir la demostracién del teorema, usemos las relaciones enunciadas en
el capftulo 1:
o < Y() Siw()
a < P(X) £ x(Z) <w(X)
0

Las funciones cardinales 7w, mx, cumplen ansloga férmula, pero su demos-
tracién utiliza distintos argumentos, ya que estas funciones no son monétonas. En

efecto, mx(8(w)) = mw(B(w)) = o pero mx(H(w) \ w) = Tw(Bw) \ w) = 2.
También implicaremos las igualdades

'n'w(H) = @ - Suprcamw(Xy),

wx([]) = o supscamx(Xy).

Es interesante notar que si X es regular y S es denso siempre se tiene que
7w(§) = 7w(X). En este teorema veremos que para los T-productos, se puede
prescindir de la regularidad y de todas formas obtener la igualdad.

TEOREMA 2.6. Sea {X)}a<a una familia de espacios y ¢ € {mw,mx}. En-
tonces ¢(T) = a - supr<ad(X,) = S([]).

DEMOSTRACION: Por el teorema 1.20 tenemos las desigualdades
m(E) < mx([]) v 7w(=) < mu([]).

Ademsds la funcién Py !y es continua abierta y sobreyectiva. Asi que por el lema
1.18, concluitnos que ¢(X,) < ¢(Z) para todo A < &, esto es

sups<ca®(Xa) < ().
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Para verficar la igualdad bastar4 demostrar que
a < ¢(E(a)).

Pracederemos de manera similar que en la demostracién del teorema 25. Seaz € &
y B una familia de abiertos no vacfos de ¥ de la forma BN Y, en donde B es un
bésico canénico de [] . Si suponemos que |B| < a, demostraremos que 8 1o es una
n-base local de z. Sea |B| < a, entonces localizamos Ag € a\ {Upessop(B)), x5, €
X, \{2(20}} ¥ V3, abierto de X, tales que z(Ao) € Vi, pero z,, ¢ Vi, Definimos
W = P,I;I(VAO). Tenemos que BNE ¢ W para todo BNE € B, sin embargo
z € W, Podemos concluir que no existen w-bases locales de z de cardinalidad menor
que a. Por tanto a < wx(Z). Abora si B es como antes, también localizamos
Ao € a\ (Upsop(B)), ¥y Va, G X, St W = Py (V) es facil ver que BNE(a) € W
para todo B E € B. Usando estos resultados y argumentos andlogos que antes,
obtenemos que o < Tw(X).

Este tltimo teorema se puede reescribir de la siguiente forma.
TECREMA 2.7. Sean {Xx}i<a una fomilia de espacios y
¢ € {mw,wx}
Entonces $(Xg) = - suprca®(Xn) = ¢([]).
DEMOSTRACION: S6lo haremos notar que Yip{a)} es denso en Z(a}, y que todas las
construcciones del anterior teorema, se pueden realizar en Yg(a). ]
3. Densidad y celularidad

Observemos primerc que los subconjuntos numerables de los Z-productos pro-
pios nunca son densos ( i.e. los E-productos propios nunca son separables). En
efecto, supéngase que A C X es numerable donde A = {ga}nen. El conjunto

L= Un(Nn Sop(gn)

es numerable. Como o > R, podemos tomar v € a\L. Si G, es un conjunto abierto
en X., tal que a(7) ¢ Oy (recordemos que estamos considerando a T basado en a),
entonces tenemos que P;"1(0,) € T\ A. Respecto a la densidad de los -productos
tenemos:

TEOREMA 2.8. Sea {Xx}ace una familia de espacios y sea
¥ = suprcad{X).
Entonces d(E)} = o+ .

DEMOSTRACION: Para A < a sea Py : & —» X, la proyeccion candnica, ésta es

_ continua y sobreyectiva, asf que d(X) > d(X,). Por tanto

d(Z) > supr<ad(Xs) = 7.
Veamos que d(S5) > a. Para cada { < « escogemos b € X¢ \ {a(®)} v V2
conjunto abierto en X¢ que cumple a(€) ¢ Vg y bg € Vg Sea Wi = P7Y(Ve)
cual es abierto en [],., Xa. Para un subconjunto denso D en Z(a) y f € D,
consideremos el conjunto Hy = {£ < a: f € W}. Afirmamos que |Hf| € Rq, va
que si f € W , entonces f(§) € Vg , y por tanto § € sop(f) el cual es numerable.

un
él
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Ademds, & = UsepHy, yaque si € < o, We N D # 0. Calculando cardinalidades
tenemos que
Ct=lU_fo}S D] - Re = {D|.

(Observe que por los comentarios anteriores al teorema, se debe tener que | D| > Rg).
Por lo tanto a - v < d{X).

Para demostrar la otra desigualdad bastard demostrar que existe K C  denso
con |K| < - y. Para € < a, sea K¢ un subconjunto denso en X¢ con |Kef < d(Xeg).
Proponemos

K={f(df).l tJe [a]<“°,dj EKJ' para cada j € J} cCx

o= {20 8e¢7

donde

sié=jeJ
Podemos reescribir K como | Jefaj<ro K con
Kiy={zel:z()eKesié€Jyz(€) =alf)sif ¢ J}
Calculando cardinalidades tenemos que
IK] = { Ujgpajeno Kl € Ejepa<mosupjes| K] < o - supgeal K| = a - 7.
Finalmente veamos que K es denso en X. Un abierto bdsico es de la forma

0= ﬂ,-GJPJ-"l(Oj) con J € [a]<"°. Escogemos d; € (0; NK;) paracada j € J y
obtenemos f4,),; € O. a

5i X, es el discreto de dos puntos para todo A < 2% y T es cualquier T-producto
de esta familia, aplicando las fomulas anteriores tenemos: d([], <2t X2) = log(2M) =
Ro ¥ d(X) = 2%, asi que d(], ym0 X1) < &(Z). Recuerde que en general si Y es
un subespacio denso de un espacio X, d(X) < d(Y), pues cualquier denso de ¥
es denso de X. Pero con este ejemplo, mostramos que en general la densidad del
producto Tychonoff y el Z-producto puede no coincidir.

Observemos que también para los E-productos la ecuacién

(&) = « 'SﬂPA<a¢(XA)
se cumple para ¢ = d. Lo cual no se cumple para el caso del producto.
Pasemos ahora a considerar la celularidad de los Z-productos.

Es facil demostrar que si ¥ es un subespacio denso de X entonces ¢(¥) = { X ).
Asi que tenemos:

TEOREMA 2.9, 8 {X1}ica es una familia de espacios, entonces
o(Z) = (] ) = supsefag<rac(ily).

DEMOSTRACION: I es denso en [], entonces ¢(E) = ¢([]). Para la segunda igual-
dad, como la proyeccién Py : [] — IL;, donde J € [a]<™, es continua y sobreyec-
tiva, st {Of }¢ea es una familia celular de I1;, entonces { P71 (O¢) }zc 4 es una familia
celular de [], v [{O¢}ecal = [{P7(O¢)}eeal Ast que ¢(I1,) < o([]) v por tanto

sup{e(IL,) : J € [o] ) < e([]).

Denotemos
k= sup{c(Il;) : J € [o] <M}
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Si
K< C( H XA))
Ao

entonces existe una familia celular G ={G¢}ecn+ de [],, Xa; podemos suponer
que tal familia estd compuesta por abiertos canénicos. Sea Gy = Nagr Py l(Oi)
donde F¢ € [a]<M, Oi ¢ X3 es un abierto de X, para cada A € F;. Por el lema
de la raiz (Teorema 1.8) existen Jo € [a]<M y A C k¥ con jA| = x*, tales que
Fe, 1 Fe, = Jy para cualesquiera §1,&3 € A diferentes. Notemos que Jy # 9, ya
que la familia G es celular. Afirmamos que {FP;,(G¢)}eca, s una familia celular de
X, En efecto, si zg € Py (Ge,) N PGy, ), escogemos arbitrarios I € Of\‘ para
Ae Fe \Fe,, tac OF para A€ Fe, \ Fy,, ra€ Xapara A ¢ F, UFe,. Seax €]
definido como

zp(A) siAEJy

_ 1Y Si)ﬂEF&\F&
TN=3 1 sireE\R
Ta si A ¢ FEL U F&

Es claro que @ € G N Gg,, lo cual es una contradiccidn. Asf{ que la familia
{Pr(Ge)teca es celular y por tanto xt < ¢(Il;, ), lo cual no es posible dada la
definicion de k. ]

Es importante hacer notar que la segunda igualdad en el teorema anterior no
puede ser mejorada, ya que la linea de Suslin es un espacio topolégico de celularidad
numerable cuyo cuadrado no tiene celularidad numerable (ver R. Hodel {18] pg 43).

4. Las funciones hereditarias he, hl y hd

Sabemos que las funciones hereditarias son interesantes por su monotonia, es
decir se comportan bien en los subespacios. En esta seccién veremos que la funcion
amplitud, la cual es la funcién hereditaria de la celularidad, hl y hd en los -
productos y en el producto Tychonoff completo coinciden.

Ahora iniciamos la evaluacién de la funcién amplitud en los E-productos.

TeOREMA 2.10. Si{X1}, ., €5 una familia de espacios y
v=sup{s(Xa): » <a},
entonces

s([]) = (o) = 5(E) = o - sup{s(Tlp) : F € [o] ™ < - 27

sup{s (ILp) : F [o] <™} < s(Sg) < ¢ (T) < s (H) .

Ahora demostraremos que o < §(Xo). Para A < a, sea by € X\ {a(A)} v sea
hy € T (a) definida por

m@={ 5" 3aZE
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Tenemos que H = {ha}, ., C I tiene cardinalidad o y es discreto, como ya se
probé en la demostracion del teorema 2.5. Por o tanto a < s {Z4), en resumen

- sup{s(Ilg): F" € [a]<Fo} < s(%q).

Para concluir las igualdades bastars demostrar que

s(H) <a- sup{s(llf): F € [a]<™}.

Sea Z = {t¢: { < 8} un conjunto discreto de []. Para todo ¢ < 3, tomamos Qg =
Maer Py (O%) un abierto canénico de [] tal que O NZ = {t¢}. Para cada cada
F € [o]<™, definimos Fp = {Og : F¢ C F}. Afirmamos que para todo F € [a]<M,
el conjunto Zr = {Pr(te) : Of € Fp} es discreto en []. Bastard demostrar que
para todo t¢ € Z se tiene que Zr N Pp(O¢) = {Pr(t¢)}. Pero si Pr(ts), Pr(te) €
Zp N Pr(O¢) y distintos, entonces #¢,#: € Og, lo cual no es posible, Pero ademds,
Z = Upglaj<ra ity : O¢ € Fr}, entonces |Z| < o+ sup{s([[z) : F € [}, ¥
finalmente s(]]) < - sup{s([[z): F  [of<Re}. :

La desigualdad s(J]) < - 27, fue demostrada por Hajnal y Juhaz (ver L
Juhdz[22) pgs.109-112). O

Aprovecharemos la construccién del conjunto H en él teorema anterior, que
nos provee de un subconjunto de g discreto y de cardinalidad o, para realizar las
demostracidnes de los siguientes teoremas.

TEOREMA 2.11. 81 {X13}, ., &3 une familia de espacios, entonces

- sup{hl () : F € [0 <} = hl (Zg) = Al(Z) = hI(IT)

DEMOSTRACION: Aqui también la monotonfa es usada para chtener
RI{TT) > RI(T) = Kl (Sg) > sup{hl (Ilg) : F &[] <N}
Como H C 22y es discreto y de cardinalidad o, I {H) = a; de aqui que
hl(Zg) > o+ sup{flp: F € [o] <M}

Demostraremos ahora que Al([]) < a- sup{hl([];) : F € [o]<®}. Sea ¥ < []
y F={0sNY : 6 < 8} una cubierta de conjuntos abiertos de ¥, donde 05 —
Mxer, Py (0}) es un abierto canénico de []. Para cada F € [o]<™, tomamos
fp:{O&:FaCF},?}-:{PF(Oa):anfF}pr={:r€H:.‘r€O§yO§€
Fr}. Por las definiciones tenemos que F1 es una cubierta de Prp(YF). Obtenemos
FE C Fp cublerta de Pr(Yr) tal que JFL| < h([]f). Sea Hp = {OsNY € F:
Pe(Os) € FL}. Si
H = UFE[&]‘:“OHF-

Es fécil ver que # es una cubierta de Y. Y como [H| < o - sup{rl([]z) : F €
[@]<®}, obtenemos la desigualdad deseada. Q

TEOREMA 2.12. Si {Xa),.. s una familia de espacios, entonces

o sup{hd(Ilg) : F € [a]<™} = hd(Zo) = hd(E) = hd(I)
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DemoSTRACION: Considerando de nuevo al subcojunto discreto H de Lo cons-
truido en la demostracién del teorema 2.10, tenemos que d (H) = a. Asf que a <
hd (%) . Ahora por la monotonfa. de la funcién hd se cumple que

sup{hd(TlF) : F € [a] <M < hd(Z4) < hd(T) < hd(IT).
Por tanto
a- sup{hd(llp) : F € [a]<Re} < hd(E).

Bastara demostrar que Ad([]) < a- sup{hd([];) : F € [a}<¥¢}. Sea ¥ C []. Para
cada F € [@]<®e, tomamos un conjunto denso Dy C Pr(Y) tal que

|Dr| < d(Pp(Y)) < hd(IlF).

Por cada y € Dy tomamos z, € Y tal que Pr(z,) =y. Tomamos Di = {z, €Y :
yeDply D= Upglal<to Dy. Esclaro que -

1D} < sup{hd(IlF) : F € [o] ™},

Demostraremos que D es denso en Y. Sea O = Myerp Py 1(05) un conjunto abierto
canduico no vacfo de []. Entonces existe ¥y € Pp(0) N D, por tanto existe x, € ¥
tal que Pr(z,) = z, entonces z, € D}, es claro que z, € 0. O

5. Calibres y precalibres en Z-productos

En esta seccién"ézﬂéula.remos el nimero de Sanin y el precalibre de los I-
productos, encontrando interesantes férmulas. ’

TEOREMA 2.13. §i {Xi}, ., €5 una familia de espacios, entonces

Precal(I1) = min{x € Card: k es infinito y
&Y es precalibre de X, pare todo A < a}

¥
S (1} = min {k € Card : & es infinito y k* es calibre de X, para todo A < a}.

DEMOSTRACION: Usando el lema 1.22, obtenemos las dos igualdades. O

Si ademds demostramos los siguientes lemas, lograremos una evaluacién del
mimero de Sanin de un E-producto.

LEMA 2.14. Si {X)}, . es una familia de espacios y g < § < «, enfonces 5
no es calibre de 1.

DEMOSTRACION: Demostraremos que existe una familia 7 de abiertos en [] no
vacfos indicada por 8, la cual cumple que la interseccidn de cualquiera de sus

-- —gubfamilias-indicada-por-B-tiene una-interseccién-vacia-con-Z.—Para tal-fin-tomemos— .. ...

P (Vs) = Op donde V; es un abierto no vacio en X5 con a(6) ¢ Vs para cada
6 < 3. Entonces F = {Os};. 5 es una familia de abiertos no vacios en []; esta familia
cumple lo deseado. En efecto, si {Os, }..y €5 una subfamilia de F de cardinalidad

By z¢€ (I"I{OJE}KIB).OE, entonces {6¢}..5 € Sop(z), pero ]{Je}Kﬁs =8y
iSop(z)| < Rp. Lo cual es una contradiccidn. O
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LEMA 2.15. §i (Xa}, ., €5 una familia de espucios, entonces

5 > a

DEMOSTRACION: Notar que si Rg <5(E) < «, entonces S(&)t < . Ademss por
definicién, S ():?)+ es un calibre de ¥, 1o cual, por el lema anierior, es imposible. [

LEMA 2.16. 8i {Xa},, €5 una familia de espacios y -y es un cardinal regular
que es calibre de I, entonces v es calibre de X, para todo A < .

DEMOSTRACION: Si v es calibre de X, por la densidad, ¥ es calibre de [, por tanto,
por el lema 1.22, «y es un calibre de X para todo A < o

LEMA 2.17. 8i {X1}, ., &% una familia de espacios, entonces

5(z) > mz’n{mE Card : m > a ym™T es calibre de X, para todo ) < a}.

DEMOSTRACION: Se obtiene la demostracién usando los dos iltimos lemas. ||

TEOREMA 2.18. Si {Xa}, ., es una familia de espacios, entonces

S(X)=min{me Card:m 2 a ymt es calibre de X para todo A < a}.

DEMOSTRACION: Por lo anterior bastars demostrar que si m > a y mt es un
calibre de X para todo A < «, entonces m7t es un calibre de T. Para esto bastard
tomar una familia arbitraria de basicos canénicos, digamos O ={0; }c <m+ donde
O¢ = Nser Py? (Og , F¢ € o finito y 0% es abierto de X5 para todo § € Fy.
Notemos que O =Ugnenr, Cn donde C, = {O¢ € O : |F| = n}. Por la regularidad de
m™, para alguna n, |C,| = m*. Asf que podemos suponer que para todo { < m*,
{F¢| = n. Usando el lema 1.9, aseguramos que existen Acmt, fCa, f#0, tales
que f = F, para cualesquiera ( € A . Como m* es un calibre de [];¢; X5, entonces
existe B C A con |B| = m"' y zy € N¢enPs (O;). Definimos x € ¥ (a) como

_Jozy (8) sidef
z(a)—{a{& Si6¢f

Resulta entonces que, por la construceién, = € NeepOc. &

Usando el lema 2.13, podemos concluir el siguiente teorema:
TEOREMA 2.19. S5i {X1},cq €5 una fomilia de espacios, entonces
Precal(£) = Precal (T )

o sea, Precal(X) = min{k € Card. : k* es precalibre de X para todo A < al.
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EJeMPLO 2.20. Antes de finalizar esta seccidn, presentaremos un espacio topoldgico
y un calibre de él, el cual no es calibre de un subespacio dense del espacio dado.
Notemos que R, es un celibre de [0,uq). En efecto, si

F={(as,bs]: a5,b5 <wp y 6 <Ny}

es una fomilie de abiertos bdsicos de [0,wp). Tomamos Fy = {as,bs} para todo
§ < W, estarnos en condiciones de usar el teorema 1.9 y concluir la existencio de
ACH con|A| =N yde F={a,b} Cw tales que a = ag,b = bs para tode 6 € A.
Por tanto si F' = {(0s,bs] : 6 € A}, entonces

(F = (a,8] # 0

Sea Y = [0,wy)®, donde & > Ry, 5i L es un L-producto de ¥, Por el lema 1.28,
tenemos que ¥y es un calibre de Y, por el lema 2.14, Ry no puede ser calibre de .
Aun mds, si Rg fuera calibre de T, por lema 2.16, ¥y serfa calibre de [0,wp), perv la
familia {{6,wq) : § < wp}, cumple que cualquiera de sus subfamilia de cardinalidad
Wo tiene interseccidn vacta. Por todo lo anterior y usando el teorema 2.18 , tenemos

S(Y) =Rg pero S’(E) >N

Ast que en general el mimero de Sanin del producto y del ¥-producto pueden no
coincidir, sin embargo combinando los teoremas 2.138 y 2.18 obtenemos que en gen-
eral

5D <5

6. La estrechez en Z-productos

Presentaremos ahora una acotacién para la estrechez de . Antes de demostrar
un teorema més general, demostremos el lema siguiente.

LEMA 2.21. 5i {Xa}, ., e una familio de espacios, B € Card tel que 3 < '
yt(Ilg) < B para todo F € [@] R0, entonces t (Za) < 4.

DEMOSTRACION: Sea z € I y sea x € clg, (A), donde A C £5. Demostraremos
que existe A4g C A con |Ag| £ B y ademés x € cyr, (Ae)- Disefiaremos una con-
struccién inductiva. Para n = 0, como }sop (z)| < 3, escogemos Ry = sop(x), asf
que |Rp| < . Ahora supéngase que ya se tiene R, C a con |R,| < 8. Por el teorema
1.23, t([1p,) £ B. Como Pg, (z) € clfy, (Pr, (4)), existe Mn C Pr, (A), con
|My| < 8y Pr, (z) € cpy,, (Mn). Ahora construimos T, C A, de la manera sigu-
iente: por cada z € M, escogemos ' € P (2)NA,y To = {2’ : z € M.} . Es claro
que |T,| < 8. Pero también Pp, (z) € Clfj, (PR, (Tn)), ya quesi Pa, (z} € Oy
O es un abierto de ] R, » entonces existe z € M, N O; para 2z’ € T,, se cumple que

e Pp (&Y =zec O, aslque ONPg (T.) #8 Sea Rov1 = Ry U (User, sop(2')).
Como |sop(2')| < B para todo z' € Ty,, tenemos que |Rnya] < 3.

Ahora definimos Ay = Uper, Ta; por construccidn tenemos |Ag| < 8. Sélo resta
demostrar que z € clg, (Ap). Sea V = (ﬂ;\epP,\‘l (0))NZg, un abierto de Tg que
contiene a z donde F € [a]<®¢ . Tenemos un primer caso: F' C Upen, Rn. Entonces,
existe np tal que F C R,,. Por construccién Pg, (z) € Fg, (V), entonces existe
z € My, v Pr, (V). Tomamos z' € PE..I(, (zJNA. Como Pg, (2} =zyz¢€
Pr, (V), entonces 2, €V, asi que V N Ag # 0.
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Caso dos, si F1 = F'\ Upep, Bn # 8. Consideramos los conjuntos

Fp = F N (UncroBn),

Vi = (Maer Pyt (OA)) NEg,

Va = {Maer, Py (O2)) N Bp.
Es claro que V = Vi NV, si K # §; en caso contrario V = V;. Notemos ademds
que si A € F] entonces A ¢ sop(z}, y por tanto a(A) = z {A) € O,. Ahora bien si
Fp =, tomamos z5 € To y como F = Fy y sop(zj) N F = @, para todo A € F,
z5(A) = a{A) € 0. Finalmente zj € V. 8i ahora F} # 0, procediendo como en el
primer caso, obtenemos z;, € T, N V3, pero también z, € V}, ya que para todo
Ae Py, A¢sop(2,}, 08eaz, (A\)=afA) € O,y finalmente 2, € V. 0

Ahora podemos suprimir la hipétesis que limita a 3.

TeOREMA 2.22. 8i {Xa},, €5 una familia de espacios topoldgicos, 8 € Card
y para todo F € [a]™° se tiene que t(Ilg) < 3, entonces t(X,) < f para todo

v < B

DEMOSTRACION: Si a < f, usamos el lema 1.23, y tenemos que ¢ {[], ., X1) < 8.
Ahora, usando la monotonfa y que I, C [], ., Xa, concluimos que ¢ (£,) < 4.

5i # < @, usamos el lema 2.21 para concluir que ¢ {Eg) < 8. Como £, C g,
aplicamos monotonfa para concluir que t (Z,) < 3. 0

CoroLARIO 2.23. Sea {X,}, ., una familia de espacios métricos. Entonces
t(E) = No.

DEMOSTRACION: 81 F € [o)="°, tenemos que Ilxer X €8 métrico, asf que
([ x2) = Yo
AEF
Usando el teorema 2.22, tenemos que £{(Z(a}) = Rp. O

7. El grado de Lindeldf en los E-productos

El lema de Le Donne (ver [30! pg. 96 ), nos proporciona una acotacién del grado
de Lindeltf de un Z-producto. Enseguida presentamos un teorema gue mejora tal
lema.

TEOREMA 2.24. Sea {X1},., una familia de espacios, y 8 < a. 51 para todo
S e [off, 1{Ilg) < B+, entonces 1 (£p) = 8* - sup{i(Tlg) : S € [o]®}.
DEMOSTRACION: Para M C « recordar que
Ay ={z€X:s0p(z) C M}.
8i |M| < §*, podemos escribir M = {m,} ;.. Entonces Xp = U5+,
donde M, = {m; : § <}, ya quesi z € Ay y sop(z) = {my,} 44, entonces v, =

sup{Ys}s<p < 8%, y ademds sop(z) C M,,, asf que z € X, ; la otra contencién
es trivial.
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Usando la hipotésis del teorema, obtenemos que I{Xyr,) < 8*. 510 = {Vilica
es una cubierta abierta de Xas, entonces Oy = {Vp n XM’T};.: ca 98 UNA cubierta
abierta de X . Sea A, C A tal que }4,| < gy {Vun XM‘\'};‘EA es una cubierta
de Xar,. Tomamos {V,} WE Uy An Afirmamos que esta familia es una cubierta de
Xps. En efecto, si z € Xps entonces s € Xy, para alguna yp < 8%, y existe u € A,
tal que T € VN Xar,, . Como [Uy 44| < 8%, concluimos que LX) < 8%

En el caso en que & < 8, X = g, de lo dicho en el parrafo anterior el teorema
queda demostrado. Veamos el caso en que & > 3*. Para este caso demostraremos
quesi {Up}, ca €8 una familia de bésicos candnicos con g C {(Uyeally) , entonces
existe A’ C A tal que |A'| < 8% y ademés (UyeaUy,) 2 Ep. Para cada o € &, Up
es de la forma Maex, PA_i {OF) donde K, C e es finito y 0% C X es abierto para
cada A € K.

Usando induccién transfinita probaremos que para todo v < BT existen [, C
vy A, C A tales que

1 |Iy| < 6+,18,] < 6,

2. si 8 <y entonces Iy € I,

3. Ly+1 2 ULPEA-,Kﬁh

4, A, € Upea,Us

Para v = 0, seleccionamos Iy C « tal que |[lo] < B%. Por el resultado que
demostramos, existe Ag C A tal que |Ag| £ 8 y ademds Ay, & Upeno Uy

Supongamos que hemos realizado la construccidn para todo £ < v < . Defini-
mos

I = Ugen (Te U (Upeac Kop))

Es claro que |I,] < 8+. Usando los mismos argumentos que antes, €s posible
obtener A, C A tal que [A,] <8ty A1, € Ugpea, Up. Por construceién 1,2 y 4
se cumplen, y como para el caso y + 1 usarfamos el mismo esquema, entonces se
cumple 3. H_

Con estas familias de conjuntos ya construidas, definimos A = Uqeprly
I = Uyp+1,. Afirmamos que X; C U¢53an yaquesiz € Xp, sop(z) G I, entonces
para cada A € sop(z) existe vy < g+ , que cumple A € I,,. Como [sop (2)| < B,
tenemos que ygp = (sup,\esap(,)'y;\) < [3t, y por 2 tenemos que sop (xyC I,,. Loque
nos leva a concluir que z € Xy, . Entonces existe ¢ € A, C A tal que z € U,.

Es mds, aseguramos que Y(a) € U,czl,. En efecto, sea z € g (a). Si
sop(z) NI = 0, entonces a (A) =z (A} para todo A € Iyae Xr Sisop(x)nNI#9,
podemos definir :

z(X) sixesop(z)nI
¢ = { a(\) siAgsop(x)nI

Notemos que g € A7 , ademds g(A) = z (A} para todo A € I. En resumen,
podemos decir que siempre existe g € . X;, tal que g{A) = z (X)) para todo A € [.
Por construccién, existe ¢ € A, C A tal que ¢ € U,. Como K, C Iy41 € I,
entonces g (A) = z (X) para todo A € Ky, asique £ € U,; y como |A| € f1, queda
demostrado gue

l(Eﬂ) < Bt
Es claro que la igualdad se demostrard si probamos que

o-supf{l(llg}: S € [a]?} € U(Za).
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Pero la funcion cardinal es monétona en conjuntos cerrados. Como [[g es un
conjunto cerrado en Ty para todo S € [of?, asi que

sup{l(Ils) : § € [o)"} < UTp).
La demostracion estarfa completa si f+ < {(E5). Para todo A < a, sea Oy un
conjunto abierto de X, tal que by ¢ O, pero a(X) € O). Es claro que F =
{P7H(05) : A < a} es una cubierta de conjuntos abiertos de L. Sea F' C F con
|[F] £ 8. Definimos p € Yg, como

o) = by, si P7HON) e F/

PAVZY a(d) siPLi Oy ¢F

Es claro que p ¢ UF’, asf que [F'|, no es cubierta de Lz, asi que g+ < I{Ey)

En esta seccién, obtendremos o-productos que son espacios topolégicos Lin-
delsf. Sin embargo en capitulos posteriores demostraremos que ningin X-producto
es paracompacto. Asf que estos Z-productos no llegan a paracompactos pero tienen
un subespacio denso Lindeltf.

Si {X1}sco es una familia de espacios y a € [], tomemos g,, = {z € Ep(a):
[sop(z)] < n} para todo n € N. Asf que Zg{e) = U;eno;. También usaremos la
notacidn siguiente, sea A C a y n € N denotaremos

o ={zeTola): |{r e a\A: z(\) #a(N} < nl,
o bien si A = {)\} para algiin A < @, tomaremos i = o

TEOREMA 2.25. §iF = {X1}aca ¢85 una familia de espacios, tales que ((Ilg) =
Rg pera todo F € [a]<Me, entonces [(£q) = Rg.

DEMOSTRACION: Afirmamos que para toda A < a y n € N se tiene que o) x X,
es Lindelsf. Paran = 0, 6} x X es homeomorfo a X,. Ahora supongamos que
o} x X es Lindelsf. Sea O = {O¢ : £ < 8} una cubierta de o}, x X, formada
por conjuntos abiertos candnicos en []. Sea O = {O¢, i € N} C O, tal que
op x Xy ¢ UCY. Tomamos Og, = Necr, Py Y(0%) x We,, donde Fy, € [a]<%,
Og" es un conjunto abierto en X y W, es un conjunto abierto en Xi. Para cada
6 € F¢,, tomamos

Hﬁ‘ ={(z,2) €opyy x X : z(6) & Og‘,Pa\{,\}(z) el ze Xy}
Si tomamos F1 = {F\ { X5, XU ((Xs\ Og") x X,), esta familia tambien cumple
gue sus caras finitas son Lindelsf. Si el factor § de la familia 7;, lo tomamos
igual a (X5 \ O') x X,), entonces su correspondiente o x (X5 \ O%) x X») es
homeomorfo a Hg". Usando la hipétesis inductiva tenemos que Hg" es Lindelsf. E}
teorema queda demostrado si
The1 C UO' U (Usen (Uner, Hi'))-

Sea (z,z) € 0)),,. Supongamos que (z,2) ¢ UQ', entonces z ¢ o, asf que |{y ¢
a\{A}: z(y) # (7)}] = n+1. Esclaro que z # a, yaque a € a,. Seaa € O, como
T ¢ Og,, entonces existe § € F, tal que z(8) ¢ O% y a(8) € O%. Luego z(6) # a{6).
Combinando estos resultados tenemos [{y € @\ {A, 8} : z(v) # a()v}] = n; lo cual
nos lleva a que (x,z) € Hg‘ y asi finalizar la demostracion. |
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8. I-productos Fréchet-Uryschn

Para finalizar este capitulo, enseguida presentamos una interesante aplicacion
del teorema 2.22, el teorema de Kombarov-Malykhin, en el que se dan condi-
ciones para que un X-producto sea Fréchet- Urysohn. Recordaremos que un espacio
topologico X es Fréchet-Urysohn si para todo M C X y z € clx (M), existe una
sucesién {an }ney © M que converge a .

TEOREMA 2.26 (Kombarov-Malyhin}. §i {X1}, ., es una familia de espacios
topoldgicos primero mimerables. Entonces X es Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION: Como los productos numerables de espacios primero numerables
es primero numerable, tenemos que la estrechez de productos finitos de primero
numerables es numerable, Sea z € Zy M ¢ I tal que z € clg (M), por lo
anterior podemos hallar My C M numerable tal que z € cly {Mg) . Denotamos por
H al conjunto U,gpg,s0p (2). H es numerable. Afirmamos que cly (Mp) C Xy. En
efecto, si v € cle (Mp) \ Xu, existe un Ap € o\ H tal que v () # a{Xg). Sea O,
un subconjunto abierto de Xy, con v(Ap) € Oy, pero a{Ag) ¢ O,, Tenemos que
P;DI (Ox) N My = §, lo cual no puede ser ya que v € P;;' (Oy,). Como [],; es
homeomorfo a X}, el cual es primero nimerable, tenemos una base local numerable
en Xy para el punto z. Denotémosla como B(z) = {0, N Xy : n € N}, donde O,
es un abierto de X para cada n € N. Podemos suponer que la sucesién de abiertos

O, es decreciente. Sea z,, € On N My. Es fdcil ver que {z,}, <x, CONverge a . 0



CAPITULC 3

Propiedades del tipo compacidad en Z-productos

1. Teoremas de factorizacién

En esta seccién desarrollaremos algunos teoremas de factorizacién que se cum-
plen en L-productos. Estos resultados nos permitiran concluir que la compactacién
de Stone-Cech y la realcompactacién de Hewitt de un E-productos de una familia de
espacios compactos y de una familia de realcompactos separables o de caras finitas
Lindelsf respectivamente coinciden con el producto de las familias. A continuacién
un teorema de R. Engelking ( ver pg. 118 [12]).

TeOREMA 3.1 {Engelking). Sean {X)}rcq una fomilia de espacios separubles,
Y un espacic Hausdorff en donde los puntos son Gy, ¥y f: X =Y una funcién
continua. Enfonces, eristen S C o numerable y une funcion continua fy: X — Y
tales que f = fgo Pslz.

DEMOSTRACION: Veamos primero que para todo z € T, existe S C a mumerable
tal que, si 2’ € £y z(X) = z'()) para todo A € 5, entonces flzy= f(z'). Sea
{On},.cn una sucesién de abiertos en ¥ tal que

Mg On = {f ("5)}’ .

Entonces existe Vo = Naep, Py (WP) donde F,, C a es finito y Wi 4 X, es
abierto, tales que z € Vi, ¥ f(Vn) € O, para todo n € N. Definimos §, —
Unen Frn. Probaremos que S, cumple lo pedido. Sea 2’ € £ tal que 2’ ()) = z (\)
para todo A € §;. Como para todo n € N y A € F, tenemos que (N =
z{A) € W}, entonces tenemos que z' € V, para todo n € N, y por tanto
f(z') € O, para todo n € N, asi que f (') € MpenOn, O sea Flz') = f(a).
Ahora, construiremos inductivamente las siguientes familias: ©,, € ¥ numer-
able y S, C o también numerable, tales que Ps,_ (1) es denso en Xs,, . Pro-
cedemos a construir el paso 1, definimos Q; = {a} (donde a es el punto base
del ¥-producto) y S$1 = S,, para continuar es necesario definir los objetos del
paso 2. Sea D) C X, un denso numerable para A € a. Para F ¢ [$,]<™ defin-
imos Zp = {zx€E(a):z(NeDrsiAe Fyz(A)=a(A) siAg F}). Con esto
podemcs formar el conjunto numerable

Qg = UFE{S1]<“OZF'

Demostremos que Pg, () es denso en Xg,. Sea O = l’hepP;' (W) donde F ¢
(S1)™° y 0 # Wi ¢ X, es abierto. Sea dy € Wy N Dy para A € F, y definimos
m € I tal que

dy siAe F
m('\)_{a(A) siAg F.

33
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Es claro que m € Zp T {25, pero también Pg, {m) € Q. Sea Sy = 51 U (Ugeq, Ss)
Ahora supongamos que se tiene construido hasta el paso n, entonces definimos
Qn-}-l = UFE[Snf(R” Zpy Sne1 = Uizt n41 (UZEQ‘,SE). Ya con estas familias, se
puede demostrar la propiedad de que Pg, {€0,11) es denso en Xg,_ paratodon € N,
usando similar demostracién que para ¢l caso 1. ‘
Demostraremos shora que P5 ! {Ps () es denso en T {a) en donde @ = U,en
¥8 = UnenSn Sea 0 = m,\EpPA_I (W) donde F e [a]<N” y 0 # W, & X, abierto.
Si F C S entonces existe n € N, tal que F C §,,. Parad), € W), N Xy, sea z € &

definido como
| da siheF
“”—{au} siAgF

Entonceé 2 € Qny1 € ©, y también z € O, asf que trivialmente z € P35 (Ps ()N
0. SiF\S#0y FNS # @, tomamos dy igual que antes y tomamos z, € W,
arbitrario. 81 FN S C §,,, definimos ', 2 € T de la manera siguiente

za siAe F\S
2 ={ dy siAe Fns
a(}) siAgF,

_ dy siAEFNS
=1 20 siAgFNS
Se tienen las propiedades
z e Qn+1 - Q, z S O, Ps (z’) = PS (z)

y finalmente 2’ € ON Pg!(Pg(2)). Por iltimo, si FN S =@ y £\ como antes,
definimos ‘
P Y siAeF
# —{ a(d) siA¢FR
Ahora notemos que 2’ € O y Ps(2') = Ps(a}, y por construccién a € 2. Final-
mente obtenemos que 2’ € 0N P (Ps () y de aqus la densidad de Pg' (Ps (£2))
en [].

Definimos la inmersién i : X5 — X de la siguiente manera i (z) = 2’ donde

p z{\) siAg S

@ (")={ a()  siAgS
v fo : Xs — Y definida como f; = foi . Finalmente demostraremos que
fo(Pslg) = f. Bastard demostrar que para todo z € Fg 1P (9), se cumple
fo (Psig)(z) = f{z). Tenemos que fp (Pslz)}(z) = fo(Ps{y)) donde y € Q2. En-
tonces existe n € N tal que y € §,, asf que S, € Suq1 € S. Por tanto y (A) = a (A)
para todo A ¢ S, o sea i (Ps (y)) = y, de donde fo (Ps (y)) = f(y}. Por otro lado
Po (y). = Pc(z): en particular y {A) = £{}A) para todo X € S, v por la propiedad

de S, concluimos que f{z) = f (¥}, o lo que es lo mismo fp (Ps‘[z) ()= f{z) U

Este teorema admite una generalizacién natural. Para este propésito ddmos la-
siguiente definicién.

DEFINICION 3.2. Sean Y un espacio topoldgico, o un curdinal infinito y A un
subconjunto de Y. Diremos que A es un congunto del tipo G, de Y, si A es lo
interseccién de a lo mas o subconjuntos abierfos de Y.
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TeorEMA 3.3. Sean {X)}rco uno femilio de espacios topoldgicos tales que
d(Xs) <, Y un espacio topoldgico Ty en donde los puntes son G,yf:%,-Y
una funcidn continua. Entonces existe § C o con |S| < % y una funcicn continua

fo: Xy =Y tal que f = foo Psly,

DEMOSTRACION: Realizando los cambios pertinentes a la demostracisn de teorema
anterior, obtenemos para cada © € ¥, un conjunto S, con |S;| € v tal que si
T’ € E, (a} y 2'(A) = z(X) para todo A € S; entonces f(z') = f(z). Podemos
construir para todo 0 < § <, 25 C £, (a) y S5 C o tales que Q] < 7, |Ss] < ¥
y 8i p < 6. entonces Pg, (25) es denso en X, .

Sea D) denso de X con |Dy| < v. Si F € [a]<™ definimos

Zrp={zeZ,(a):z(MeDrsiAcFya(d) sir¢g F}.
Sea Sp = S, y Qo = {a}. 8i § < 7, entonces S5 = U, <55, vy

95 = Up<5 (UFEI.S'“](NU ZF) -
Comprobermos quesi 0 S g < &< yy
0 = MierPy (04),

donde F € {8 #]<R° ¥ Ox G X\ es un conjunto abierto, entonces O N P, {§2s) # 0.
Para esto, definimos dy € O;. D, yleX, (a) como
_ da siAeF
‘(")"{ a(\)  SiAgF

Es claro que F € [5, ]<N" ¥y S, C S;. Por tanto | € §, pero también Ps, (1) O.
Ademis es claro que 35| < v ¥ 195] < v para todo § < v. Entonces definimos

= U«S('yQS y8= U6<')-Sﬁ-

Analogamente se tiene que P3' (Ps(Q)) es denso en ¥, (a). También la funcién
i: X5 — %, definida por

ow=(28 1S

es una inmersién. Definimos fy = foi. Las demostraciones restantes se realizan de
manera similar que en la demostracién del teorema 3.1. [

COROLARIO 3.4. Sean { X}, una familic de espacios topoldgicos separables,
Y un espacio topoldgico Hausdorff en donde los puntos son Gs y f : £ — Y una
funcidn continua. Entonces f se puede extender continuamente a []. En particular
todo Z-producto de espacios topoldgicos separables esta C-encajado (y C*-encajado)

en]].

DEMOSTRACION: Usando el teorema 3.1, con la misma notacién, definimos f =
foo Ps. Sea z € X, entonces f (z) = fp(Pslc)(z) = f(x) osea flg= f Para
demostrar la titima afirmacién bastard observar que R es Hausdorff y sus puntos
son de tipo Gjs. a

Si X es un espacio topolégico Tychonoff se denotard por (X} y v(X) a la
compactacién de Stone-Cech y realcompactacion de Hewit de X, respectivamente.
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TEOREMA 3.5. 8i {X)},., es una familia de espacios topoldgicos Tychonoff
separables y compactos (respectivamente, realcompactos), entonces B(X) = Tlaca X
(respectivamente, v (2) = [T, ., Xa)-

DEMOSTRACION: Aplicamos el corolario 3.4: Como £ es denso y C-encajado (y C*-
encajado) en [], y [] es compacto ( realcompacto) entonces 8 () =[] (v (E) =]).
0

Veremos en lo que sigue un teorema andlogo al anterior para una familia de
espacios Lindelsf. En particular demostrarernos que el teorema anterior es vélido
para el caso de espacios compactos sin ninguna restriccién en su densidad. Para
obtener estos, primerc veremos a continuacion otro teorema de factorizacién para
T-productos. En las hipotésis de este teorema se pide que el espacio ¥ tenga
diagonal G5, y en el teorema 3.1 pedimos que el espacio tenga puntos Gs. Es -
pertinente aclarar que si un espacio tiene diagonal G, entonces sus puntos son
Gs. En efecto, sea A la diagonal de Y x ¥ con A = M;en0; donde los O; son
conjuntos abjertos de ¥’ x Y. Para todo i € N existen V; y W; conjuntos abiertos de
Y, tales que V; x Wi C Oy y A = Nen Vi x Wy, Siz € Y, no es dificil mostrar que
e (Vi NW;) = {z}. Sin embazgo el reciproco no es cierto, por ejemplo, todos los
puntos en el espacio [0,w, )} son del tipo Gy, pero si su diagonal fuera Gy, &l seria
metrizable (cualquier linealmente ordenado con diagonal G5 es metrizable).

TEOREMA 3.6. Sea {X1}, ., una faomilia de espacios topoldgicos, tales que

JTacr X es Lindeldf para todo F € [a]<ﬂ°, v sea Y un espacio topoldgico Ty cuya

diagonal enY xY esunGs. 5i f : £ = Y es una funcidn continua, entonces existe
8 € o numereble y una funcidn continua fu : Xs — Y tales que f == foo Pslg.

DEMOSTRACION: Antes que nada demostraremos que si o esta constituido por los
A’ < a, para los cuales existen xq, 21 € Xy, con la propiedad que f(xp) # f (1),
¥ Pay{ny (Zo) = Payuv} (21) , entonces o' es numerable. Supongamos que o no es
nurnerable. Tenemos que A = N,enO, donde O, es un abierto de ¥ x Y. Ahora

bien, para cada M € o sean 3, 2} € £y (a) tales que cumplen f (a:a") £f (:t:{"),
pero Pu\{x} (ma\l) = Pa\{A’} (Z{") .Sitomamos H, =Y xY \ Oy

tom e 1 () 1 (1)) € )

entonces tenemos que &' = Upey Ly, esto es porque ( f (a:a') S (sci")) ¢ A para
todo M € o, Como estamos suponiendo que o' no es numerable, entonces existe
ng < w tal que L,,, no es numerable. 5i H = H,,, y o" = L,,,, entonces H C Y x¥'\
A, Hescerradoen Y x Y, (f (zo') f (a:i‘)) € H para todo X € o' y [@”| > No.
Por el lema 1.16 y el teorema 2.25, existe xg € Xy, para el cual, en cualquier
— - ~—vecindad-W-candénicade g, existewr vonjunte infinito A(W)y Ca*tal que para—
todo N € A(W),z} € W. SiW = NaerP; ! (0s), como siempre, con F C « finito
¥ O, abiertos de X, entonces A (W) \ F es infinito, y si A’ € A(W)\ F, podemos
comprobar que 3 € W, ya que z}' € W, y como F' C « \ {V}, entonces para
todo A € F tenemos que 7 (A) = z (A} € Ox. Podemos concluir, que existe un
conjunto infinito 4’ (W) C A (W), tal que para todo N € A" (W), z} (A) ¥ =3 (X}
pertenecen a W. Ahora bién, como(f (zg), f (z0)) € A C ¥ xY'\ H, entonces existen
V1, V2 ebiertos de Y tales que (f (zg), f (zo)) € VixVa CY XY\ H. SiV = Winlk,
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entonces {f (xo), f{z0)) eV xV C Vi xVa C Y xY \ H. Entonces f~! (V) es una
vecindad de zg. Por construccién tenemos que para todo X € A’ (f~!(V)) C o,

z¥ y 7} pertenecen a V , asf que (_f (zf}') F (z{“)) €Y x Y\ H. Por otro lado

( f (asa") f (rf’)) € H. Esta contradiccién implica que o’ es numerable.

Ahora mostraremos por induccién que si zg y z; son elementos de X para
los cuales existe B C o\ o finito tal que P,\p (2o) = P,y p (1) entonces f (zg) =
£ (z1) - Por construccién si [B| = 1,y {A} = B, entonces A ¢ o, y se concluye lo pe-
dido. Ahora supongamos que vale paran, y sean o,z1 € Zoy B = {A1,.., Ane1} C
a\ o', tales que | Bf = n + 1y Py\p (To) = Payp (21). Definimos

[z siA#A
z(2) = { xt: (N siA= /\n:i.

8i By = {A;-, An} entonces P\ p, (%1) = Pa\s, (%), asf que por hipStesis
Jinductiva tenemos que f (21} = f (z), pero

Far{dns1} (T0) = P (a0y13 {Z)
Aplicando el caso 1, obtenemos que f (zg) = f ()}, ¥ finalmente f(z;) = f({z0).
Como en la demostracién del anterior teorema, sea i : X,» — % la inclusion.
Podemos definir fo = f o i, con esto ya logramos la continuidad de f5, de manera
analoga a la demostracién anterior teorema, podremos concluir la demostracion si
Jo(Parlx) v f coinciden en el denso . Para demostrar esto sea z € Iy, x; =
Pyls (z). Como
, [ oz (A) 5i A€o
c(:cl)(A)—{ a{X) siadgd e
{a es el punto base del X-producto), si denctamos z3 = i (2} ¥y B = Sop(z) — &/,
entonces z (A} = 2 () para todo A ¢ B, Es claro que B es finito, asf que f(z) =
flz2) = f(i(z1)) = fo(Pwlz (z)). Cuando B = { entonces x = z2 y se concluye
lo mismo. O

Es importante comentar que los teoremas 3.1 y 3.6 no se cumplen si cambiamos
T por Zp. En efecto, sea T (D) el Bp-producto de {0, 1}, donde {0, 1} es el discreto
de dos puntos, a > Np y 0 (A} = ( para todo A < ¢, Sea f: £y — R, definida como

f(z)=3,donde s€e N yz(s)=0, peroz(s') =1sis <s.

J estd bién definida y ademds es continua. Si fy : Xg — Y fuera una funcién
continua donde S es numerable, tal que f = fo (Pslg,()) » entonces, f = fyo Pg
extenderfa continuamente & f. Ahora tomemos a € {0,1}%, donde

_ 1 8i A < Ng
“(*)‘{ 0 siA>Ry

Y sea a, € {0,1}* definida como
1 siA<n
“"(’\)"{0 siA>mn

No es diffcil mostrar que a,, — a en {0,1}* y que f(a,) = n. Por continuidad
{f (an)} deberia converger en R, pero esto no es posible.

Siguiendo el mismo camino que en la demostracién del teorema 3.1 obtenemos
los siguientes corolarios:
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COROLARIO 3.7. Sea {Xa}y., una fomilia de espacios topldgicos Ty tales que

para todo F € [o] <%0, [lrer X» es Lindelsf. Sea Y un espacio topoldgico Ty cupa
diagonal en Y x Y es un Gs. Si f : T(a) — Y es una funcidn continua, enfonces
f se puede extender a [|. En particular todo T-producto de espacios topoldgicos
compactos esta C-encajado y C*-encajado en [].

DEMOSTRACION: La misma que se realizé en el corolario 3.4. Para la segunda parte
bastara observar que una familia de compactos cumple las hipdtesis pertinentes, y
R x R tiene diagonal Gjs.

COROLARIO 3.8." 5i { X3} cq €5 una familia de espacios topoldgicos compactos,
entonces 3(X) =TT .

Como todo espacio Lindeldf es realcompacto, entonces tenemos el siguiente
resultado.

COROLARIO 3.9. Sez {X1},., familia de espacios topoldgicos T312., tales que
para todo F € [a]<™ Xy es Lindeldf ,entonces v (£) = [Trea Xa

2. Seudocompacidad en ¥-productos

Como veremos més adelante un T-producto nunca es paracompacto, sin em-
bargo, con adecuados factores se logran obtener E-productos que tienen algunas
propiedades parecidas a la compacidad. '

DEFINICION 3.10. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es w-acotado
si todo confunto numerable infinito de X tiene clousura compacta.

TEOREMA 3.11. 5% {Xs}, ., €5 una familia de espacios compactos, entonces
Y es w-acotado.

DEMOSTRACION: Pars A C ¥ numerable infinito definimos J = U {Sop (z) : = € A}.
Obtenemos inmediatemente que J € []™ . Definimos

C={:r:€]]::c()\)-—-a()\) si)\Ea\J}

{a es el punto base de X). Porsu definicién C curnple que es producto de compactos,
asf que él es compacto, y ademds C C L. Concluiremos la demostracién si probamos
que A C C. Para esto, sea © € A, entonces Sop (x) € J. Ahora, si A € @\ J entonces
X & Sop (), en otras palabras z (\) = a{X).

Es conocido (ver J.E. Vaughan [44]) que w-acotado implica numerablemente

- __compacto y esta propiedad implica seudocompacidad. Por lo cual es claro el sigu-
iente corolario. e -

"‘COROLARIO 3.12. Cualquier ©-producto de espacios compactos es numerable-
mente compacto, y en particular seudocompacto.

Analizaremos ahora en los T-productos algunas propiedades que generalizan y
relativizan a la seudocompacidad. En lo que resta de esta seccién los espacios serdn
Tychonoff. Enseguida una serie de definiciones:(como es usual denotaremos como
C (X,R*) al conjunto de las funciones continuas de X en R®)
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DEFINICION 3.13. Sean X un espacio topoldgico, k un cardinal infinifo y A C
X . Diremos que A es C-compacto en X, si f (A) es un subconjunto compacto en
R* pare tode f € C (X, R")

DEFINICION 3.14. Sean X un espacio topeldgico y & un cardina! infinito. Si
X es C-compacto en X, diremos que X es k-seudocompacto. Es decir, si f{X)
es compacto en R* para toda f € C (X, R*). Obsérvese que w-seudocompacidad es
equivalente a la seudocompacidad (en [15} se menciona el resultado de Hewdtt: X
es seudocompacto si y sdlo si f(X) es acolado para toda f € C(X) ).

DEFINICION 3.15. Sea { X3}, una familia de espacios topoldgicos y sea k un
cardinal infinito con k S o, Un subconjunto Y de [] se dird que es k-denso si pera
todo J € [C!]" y Pr(Y) = HAEJ’X'\'

Ahora enunciaremos, un importante teorema de factorizacién de Arkhange!'skii.
Antes, la siguiente definicién.

DEFINICION 3.16. Sea f : X — Y una funcidén continua y sea z € X. Una
familia B de conjunios abiertos no vacios de X es llamada ung m-base de | en z,
st para toda vecindad obierta W de f () enY se tiene que

redx(U{BeB: f(BYCW}).

DEFINICION 3.17. Dada ung funcidn continua f : X - Y yz € X Eln-
canicter de f en z se denota como wx (f,z), y es el

min{|B| : B es w-base de f en x}
DEFINICION 3.18. El m-cardcter de f se denotard como mx (f) y es el
sup{mx (f,z) : z € X}

TEOREMA 3.19. Sean Y un espacio topoldgico Ts, {Xa}, ., une familia de
espacios topoldgicos, D C [] denso, f: D — Y una funcidn continua y -y 2> Wg. Si
hd (P (D)) < v para todo L € [a]”, entonces existen:

W L' elal",

(2) EC Pr (D) cerrado en Py (D},

(3) FC D cerrado en D tal que P (E)=F,

(4) Una funcion continua ¢ : E — Y, tal que f(z) = ¢(Pr (z)) para tedo
ze F, .

(5) SiZ={de D:mx(f;d) <y} entonces Z C F. En particular si Z es denso
en D entonces F = D y f = ¢ o (Pp[p).

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es:

COROLARIO 3.20. Sea {X)},., una familia de espacios topoldgicos tales que
w(X,)) <y < aperatodo A< SiDCJ[] esdenso, f: DY esuna funcién
continua con x (Y} < vy Y es un espacio topoldgico T3, entonces existen L € [a]”
y¢: PL(D}Y— Y tales que f =¢o PLlp .

DEMOSTRACION: Si A € [a]” entonces w ([T e 4 Xa) £ [Aly = 7. Como

() <o (I0%)
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v como para todo z € D, x{f(x),Y} £ ~. entonces existe una base local B de
f{z)en Y tal que |B] < 7. Sea B' = {f~!(0)},.p5- Como f(z) € O para todo
O e B, entonces € O para todo O’ € B’. Sea V una vecindad de f{z)en Y, y
O’ & B tal que f (') C V. Por lo anterior tenemos que x € O', y O existe ya que
B es una base local'de f(z); asi que 5’ es una n-base de f en z. Como |B' | < v,
entonces 7 (f,z) < v. Por el teorema anterior obtenemos que existe una funcién
continua ¢ : Py (D) — Y, la cual cumple que f = ¢ o Prip . O

Ahora un interesante lema en donde los tres conceptos definidos antes estdn
relacionados (ver S. Garcia-Ferreira, M. Sanchis, A. Tamariz [15]).

TeEOREMA 3.21. Sea {X1}, ., una familia de espacios topoldgicos compactos
y sea & un cordinal infinito con K < @ yw(X,) <k para fodo A <. §iY C II
denso, enfonces son equivalentes las proposiciones:
(1} Y es k-seudocompacto.
(2} Y es Ci-compacto en [].
(3) Y es k-denso en [].

DEMOSTRACION: (1) = (2) Sea f € C([], R}, entonces fly€ C (Y,R®), por tanto
Fly (Y} = f(¥) es compacto en R*, asf que Y es Cy-compacto en [].

(2) = (3) Sea J € [a]". Como Y es denso en [[ y P, es sobreyectiva entonces
Py (Y) es denso en [y, Xa. Ahorasi f € C {[[es X2, R¥), tenemos que fo P €
C([1,R"), entonces f o Py(Y') es compacto en R™ y por tanto Py (Y) es Ck-
compacto en HAEJ X,. Ademds, w (HAEJ X,\) < K, entonces existe una base B
de [,y X con [B| < k. Ahora, usando el teorema 1.2.(6)(S. Garcia-Ferreira, M.
Sanchis, A. Tamariz (15]), obtenemos que toda cubierta de Py (¥} formada con
abiertos de B tiene una subcubierta finita, y esto es suficiente para coneluir que
Py (Y) es compacto en [],; X», que también es compacto. Entonces Py (Y) es
denso y cerrado en []e; Xa. Por tanto P; (Y) = [Tag; X

(3) = (1) Sea f € C(Y,R"). Por el corolario 3.20 concluimos la existencia
deJ€lo]"yé:Pr(Y) = R tal que ¢ o Py = f. Como Ps(¥) = [1es X,
concluimos que ¢ {Py (Y)) es compacto, o sea f(Y) es compacto en R®, por tanto,
finalmente, Y es k-seudocompacto. O

_ TEOREMA 3.22. Si {X»2}yca ©5 una familia de espacios, entonces ¥ no es
N;-denso en [].

DEMOSTRACION: Sea J C a con |J| = ¥;. Supongamos que
Py (E(@) =[] X»
Aet

Sea dy € X \ {a(Aj}{donde a es el punto base del E-praducto} para todo A <
— -~ Ahora-tomamos-2-& [Jagy-Xa,-donde z(A) = dy para A € J. Si z € Py (X)), existiria

un 7 € T tal que 2 ()) = 2/ (A) para todo A € J. Esto llevaria a que JC Sop(2),
o

Io cual no es posible ya que {Sop(2')] < Ro.

Notar que si a > 3, donde a, 8 son cardinales infinitos y si X es q-seudocom-
pacto, entonces X es 3-seudocompacto ya que si feC (X ,lR'B) podemos incluir
R? en R?, digamos mediante ¢, y entonces io f € ¢ (X, R*); por hipotésis tenemos
que i o f (X) es compacto en R®. Como ademds 1 es inmersién, f(X) yio f(X)
son homeomorfos, y finalmente f (X) es compacto.
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CorOLARIO 3.23. Sea {X.}aco una familia de espacios topoldgicos, entonces
% no es k-seudocompacto para todo

k> maz {8y, sup{w(X,}: Xk <al}.

En particular ningtin Z-producto de especios segundo numerable es k-seudocompacto
para £ > Np.

DEMOSTRACION: Supongamos que & 2 maz {Ry,sup{w(X,): A< a}}y Ees &
seudocompacto. Usando la nota hecha antes de este corolario tendriamos que &
serfa Ni-seudocompacto y por el teorema 3.21, obtendriamos que I es ¥;-denso, lo
cual ya vimos que no es posible. a

3. Imégenes Continuas de X-productos

Para finalizar este capitulo, como una aplicacién de los teoremas de facto-
rizacién precedentes, mostraremos dos resultados que describen sendos tipos de
espacios, que son imagenes continuas de algunos Z-productos.

TEOREMA 3.24. Sean {X,}, ., una fomilia de espacios tales que w (X)) = No
y f:Z{a) — Y una funcidn continua y sobreyectiva. Si x(Y) = Wg, entonces
h«d (Y} == No.

DEMOSTRACION: Usando el corolario 3.20, implicamos la existencia de L € [a]™
y¢: P{E) - Y tales que f = ¢o(Prlx). Como w{XL) =Wo vy PL(Z) = X3,
entonces w (Pr (E)) = Rg y por tanto hAd (P, (X)) = Ng. Como [ es sobreyectiva,
también ¢ loes, ysi Y C Y, 71 (Y') C PL(E). Entonces d (¢~ (Y’}) = Rg. Sea
Z € ¢~ (Y’) un denso numerable de ¢~ (¥} . Afirmamos que ¢(Z) es un denso
numerable de Y'. Es claro que es numerable; sea O = VMY’ abierto no vacio de Y*
(donde V es un abierto no vacfo de Y), como ¢ # ¢~ (O) = ¢~ (V)N (¥} . y
por continuidad, ¢~ (V) n¢~! (¥Y”) es un abierto no vacfo de ¢! (Y'). Entonces
existe z € ZN{¢~ (V) N¢~' (Y'}), por construccién tenemos ¢ (2) € ¢ (Z)N0O. O

TEOREMA 3.25. See {Xp}ica una faomilia de espacios compactos fales que
wiX\) =Noparacada A < aysea f: X (a) — Y una funcidn continue sobreyectiva.
Si x(Y) = Ro, entonces Y es compacto.

DEMOSTRACION: Usando el corolario 3.20, implicamos la existencia de L € o con
|L} = Roy de ¢ : P (E(a)) = Y tal que f = ¢po (Prlg()) . Como Pr (T (a)) = X,
v f es sobreyectiva, entonces ¢ es sobreyectiva y ¢{X.) = Y. Por tanto Y es
compacto. : 0

Ahora usando el teorema de factorizacidn 3.6, podemos obtener el siguiente
teorema.

TECREMA 3.26. Sea {X,}, ., una famnilia de espacios topoldgicos tal que pory
todo F € [r:x]<ND se cumple que | (Xp) = Wp. Sea M un espacio métrico. Si M es
imagen continua de L entonces M es separable.

DEMOSTRACION: Sea f: ¥ -— M una funcién continua y sobreyectiva. Como Af
tiene diagonal Gs en M x M y es Ta, aplicando el teorema. 3.1, existe J € [A] Mo y
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fo: X; — M, tales que f = foo Psly . Resulta que M = f{Z) = (P (E) =
fo (X 7). Podemos considerar al o-producto

D={ze X;:|{re J:x(X)#a(N)}| <R}

Sabemos que D es denso en X ;. Consideremos para cada F € [J]<% al conjunto
Dp = {xr€ D:Sop(x) C F}. Por hipotésis | (Dp) = ¥o. Es claro que D =
Upepsj<ro D Podemos concluir que { (D) = Ro; en efecto, sea C = {OaN D} er
una cubierta abierta de I {donde O, es abierto de X ;). Ahora, para F € [J1<N° \
tomamos Cp = {Og N D} - Esta familia es una cubierta de Dp. Sea C C Cr
subcubierta numerable de Dp. Si A= Fel]<to Cp, A es numerable y ademds es
cubierta de D. ‘

Ahora bien, fo es sobreyectiva por lo cual fo (D) es denso en M. Ademds,
tenemos que [(fo (D)) = Wo. Sea M’ = fo(D), y sea H ={W;}sce una cu-
bierta abierta de M', y B = {fg" (Ws)};cp- B es una cubierta abierta de D,
Ahora sea B’ C B una subcubierta numerable de D. Afirmamos que si H' =
{Ws: f5} (Ws) € B’} C H , ésta es subcubierta numerable de M. En efecto, si
ze M existez € Dtalque fo(z) =2y I (Ws) e B tal quez € fot (W)
Entonces 2z € Ws € H'. En resumen tenemos que M’ es denso en M , Lindeldf y
métrico, como d(M') = [{M") (ver R. Hodel [18]), entonces M’ es separable, y por
tanto M también. : O




CAPITULO 4
Paracompacidad y teorema de Kombarov

1. Paracompacidad

En esta seccién demostraremos el importante resultado que afirma que ningin
*-producto es paracompacto.

Para tal efecto demostraremos que cualquier E-producto contiene como sub-
espacio cerrado al espacio de ordinales numerables [0,w;) con su topologfa del
orden, el cual no es paracompacto (vease en A. Garcia-Maynez, A. Tamariz [14]
pgs.181-182 y R. Engelking {12] pgs 322). Los siguientes resultados se deben a C.
Przymusifiski { vease [34] pgs 819). .

De aqui en adelante usaremos los hechos siguientes: el mimero de factores en
cualquier producto de espacios es estrictamente mayor que No, y cada factor tiene
mas de un punto. Con estas precauciones, sseguramos que los I-productos sean
subespacios propios del producto.

TEOREMA 4.1. Los T-productos contienen al espacio [0,uw1) como subespacio
cerrado.

DEMOSTRACION: Sean {Xi}, ., una familia de espacios topolégicos, y a € Iy <o X .

Sean § C arcon § = {85}y, con ss# 5,816 #~. Y para cada § < wy tomamos
qs € X5, — {a(ss)} . Para § < w; definimos z5 € 15+, X) como
sis=38y68<
Za(s) = { gé(s) de otra fo);ma g

Sea A = {zp},_,, - Queremos demostrar que A es cerrado en . Notemos que
para cada 3 < wy sop(2g) = {85};. 4 tiene cardinalidad numerable, asf que A C ¥,
Ahora bien, supongamos que z € clg(q) (A}, ¥ sop(2) \ S # 0. Sea X € sop(2) \ §.
Se tiene que z(A} # a()), entonces podemos encontrar un abierto O, de X,
tal que (A} € Oy pero a{A) ¢ O,. Como A € S, z53(\}) = a(A) para toda 3,
entonces 5 ¢ Py ' (Ox) para toda 3, lo cual es imposible ya que 2 € P (04) y
z € elp(ay (A) . Asf que podemas concluir que

sop(z) C 8.

Ahora supongamos que s, € sop(z), ¥ z(8y) # ¢+ Podemos encontrar un
abierto O, de X, tal que z(s,) € O, pero O,, N{a(s,),qy} == 0. Sea ¢ < 7; por
construccion z¢ (84) = a(sy} ¢ O, entonces z¢ ¢ P! (O,, ). St v < {, tenemos
que ¢ (8,) = gy ¢ O, , entonces 7¢ ¢ P71 (0,, ), lo cual nos lleva a concluir que
ANP;(0,,) =0, pero z € P71 (0,,), lo cual es una contradiccién. Asi que,
para todo sy € sop(z), debemos tener que z (s,) = ¢,.

Supongamos ahora que s, € sop{z) y que § < v pero sg ¢ Sop(z). Entonces
z(s5) = a(s5) . Elegimos dos abiertos Oy, U, en X,y X, respectivamente, con
las propiedades siguientes: a (s5} € O,, perogs ¢ Os, y ¢, € O,, peroa(sy) & O,
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Con estas definiciones, si O = P;;! (O,,) N P; ' (Os, ), entonces z € O . Ademés si
¢ <8<, ¢ (sy) =a(sy) ¢ Ou,; por lo que tenemos que z¢ ¢ O. Siahora § < (¢,
entonces z¢ (ss) = gs ¢ Oy v de igual manera z¢ ¢ O, pero esto no es posible
porque z € clg(q) (A) . Por lo tanto, si s, € sop(2) ¥ 6 < 7, entonces 55 € sop(2) .
Como sop (z) es numerable y S no lo es, entonces S\ sop(2) # 0 . Sea
B=mhn{y: s, €\sop(2)}.

Afirmamos que z = 5. En efecto, si A < « pero A ¢ S, entonces A ¢ sop(z), de
aquf que z5{A) = a({X) = z()\). Ahora, si A = s, € §, puede suceder que y < 3,
pero en tal caso s, € sop{z), asf que z (sy) = ¢, = 23 (84} . Y finalmente, si 8 < ~:
cuando B = v, 8, ¢ sop (2} ; pero tambiénsi § < vy sy € sop(z), por lo demostrado
en el parrafo anterior, s3 € sop(z), lo cual no es posible. Entonces, de cualquier
forma se cumple que sy ¢ sop(z), y obtenemos zg (A) = zp {54) = a(sy) = 2(sy).
De aquf se obtiene la igualdad z = x4.

Hemos demostrado que A es cerrado en T. S6lo rests demostrar que A es
homeomorfo a [0,w:). Es natural definir la funcién 6 : A — [0,w;) como

zg — f.

La funcidn § es claramente biyectiva. Resta demostrar que 6 es continua y
abierta. Sea y < 6§ < B < wy. Seleccionamos Os, y O, abiertos de X, y
X,, respectivamente tales que: ¢y € O,, pero a(sy) ¢ O,, y a(ss)} € Os, pero
g5 ¢ O,,. Es claro que x5 € O = P, (0s,) N P;;1(0O,,) . Ahora bién, sin < v
entonces T, (sy) = a{sy) ¢ Os,, 0 sea que z, € O; y si § < § < n entonces
2y (35) = g5 & Os,, 0 sea z,, ¢ O. Podemos concluir entonces que

B{xs) =8€8(0NA)C (1,8)
y de ahf la continuidad de 6.

Finalmente mostremos que § es abierta . Sea O = Naex Py 1(0,), donde
Oy C X es abierto y K es finito. Queremos demostrar que 8 (O N A) es abierto en
[0,w;). Para esto, sea zg € O N A, y veamos los siguientes casos :

1.SiKNS =0y A€ K, entonces xg{\) = a{A) € O). Pero como para todo

A€ K, A ¢ S, entonces, para todo T, € A tenemos que T, (M =a(M)e0,,
asf que O N A = A y finalmente {0 N A) =wn,

2. KN & # . Este caso lo dividimos en:

(a) B < v para todo s, € K NS, entonces z5{s,) = a(sy) € Os,.
Afirmamos que
Bgelo,f+1)<0{0).
Para esto bastard demostrar que si { < 3, entonees z¢ € 0. 8i A €
K-8
T (A) =za(X) = a(X} € O

Si A € K N5, digarios que X = &, tehenms ¢ <f-<~y-entonees——-- -

2¢ (A) = ¢ (84) = a8y} = zg(s4) € Os, = Ox. Asfque cualquiera
que sea el caso x¢ € 0.
(b) Si existe ¥ < @ tal que s, € KN S, definimos

vp=max{y<f:s, € KNA}.
Afirmamos que

BE(,B8+1)CH(0).
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Para esto serd suficiente dernostrar que si v < ¢ < f entonces z¢ € O.
Para A € K — 5, usando el mismo argumento que antes tenemos que
z¢ (M) = a{X) = z3(}) € Ou. Sea ahora A € K N S, digamos que
X = s,. Cuando suceda que 3 < v, obtenemos z¢ (s,) = a(s,) =
zg(54) € O,, = O). Finalmente si v < 3 entonces vy < 1p < ¢ y de
esto tenemos que z¢ (s} = ¢, = g (5,) € Oh.

Asf que finalmente concluimos que 8 (O) es abjerto. .

Como corolario del teorema anterior tenemos:
TEOREMA 4.2. Ningin E-producte propto es paracompacto.

DEMOSTRACION: Si ¥ fuera paracompacto, como 4 C Z(a) es cerrado (para la
definicién de A vease la demostracién del teorema 4.1), entonces A serln paracom-
pacto y también [0, w,) O

Podemos generalizar el anterior resultado de la siguiente manera:

TeCREMA 4.3. Sia > (% y {X\}, .. 9 una familia de espacios, entonces Tg
contiene a [0, f+) como un subespacio cerrado, y por tanto ¥z no es paracompacto.

DEMOSTRACION: Se obtiene la demosiracién siguiendo paso a paso la anterior
demostracion. Ig no es paracompacto ya que la paracompacidad la heredan los
subespacios cerrados y [0, %) no es paracompacto ya que es numerablemente com-
pacto y si fuera paracompacto, entonces serfa compacto. 0

2. Normalidad y teorema de Kombarov

Despues de 1o visto en la seccién anterior, surge la-siguiente pregunta natural:
7'Bajo que condiciones un L-producto es normai? En esta seccién se expondrdn
algu nas condiciones suficientes bajo las cuales logs ¥ -productos son normales. En
particular demostraremos parte de un interesante resultado de Kombarov sobre la
normalidad de E-productos de p-espacios paracompactos. Como corolario obten-
dremos los resultados cldsicos de Corson, Gul’ko y Rudin sobre la normalidad de
%-productos de espacios metrizables. La demostracién completa del teorema de
Kombarov se obtendr4 en la seccion 1 del capftulo 6.

Primero veamos un ejemplo de un L-producto no normal (En la seccién 2 del
capitulo 6 veremos un ejemplo mds elaborado).

EJEMPLO 4.4. Sea a € [0,wq]”" . Demostraremos que % (a) no es normal.

Para esto definimos & (a) = o () para @ < wy. Notar que a € [0,w1]“" y por tanto
£(&) C {0,un]** . Afirmamos que T (a) es homeomorfo a X (&) x [0,w1]. Como las
proyecciones Py ) : ©(a) — (&) y P, : X (a} - [0,w1] son continuas, la funcisn
6: % (a) — X (&) x [0,w1] definida como 8(2) = (Ppu,) (2}, Fu, (2)}, es continua,
Ademés, 0 es biyectiva, ya que si (3,c) € X (&) x [0,w], definimes 7(3,a) = 2
donde 2(B) = (B} 5i 8 < w1 y z(w1) = . T es o funcidn inversa de §. Reste
demostrar que 8 es abierta. Sea

0 = (e P (O2)) NE ()

donde Oy, es abierto, Ox C [0,w1] para todo A € J y J € [fﬂ,wl]]<R°. Pero
6{0) = Py (0) x B, (O) el cual es un abierto; ya gue ambas proyecciones
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son abiertas. 'Finalmente si = {a) fuera normal entonces % (&) x {0,w;] serfa nor-
mal, y todo cerrado de él, por ejemplo [0,ur1) x [0,u] (vease el teorema 4. 1) también,
pero tal comjunto no es normal (ver por ejemplo Przymausinski T. C.[34]pg. 785).

Podemos generalizar la técnica usada en el ejemplo anterior para obtener el
siguiente resultado.

LEMA 4.5. Si F € [o <%, {Xs}scq €8 una familia de espacios y o € Mo Xy,
entonces Lp(a) es homeomerfo a Lg (@) x Maer X para alguna & € [[yeor-

DEMOSTRACION: Definimos & € yea— p X de la siguiente manera:
a{A)=a()) paracada A€ o\ F.
Denotamos T (@) al Lg-producto de la familia {X} ¢, p cOn punto base &. La

funcién ¥ : T(a) — Ep (&) x [Miep X definida como ¥ (2) = (Pa_r (2}, Pr (2))
es un homeomorfismo. a

Un teorema cldsico sobre los £ -productos, es el Teorema de H. H. Corson que
fue demostrado en {10]. A continuacién lo epunciamos, pero demostraremos un
resultado més general debido a Gul’ko y Rudin{ver una versi6n en [34]).

TeOREMA 4.6 (Corson). Cualquier X -producto de espacios méiricos comple-
tos es normal.

Este teorema fue mejorado enunciandose en general para espacios métricos:

TEOREMA 4.7 (Gul’ko-Rudin). Cualguier £ -producto de espacios métricos es
normal.

DEMOSTRACION: Podemos usar el corolario 2.23 del capftulo 2 para conluir gue
los T-productos de espacios métricos tienen estrechez numerable. Ahora usando
el teorema de Kombarov (Teorema 4.9) podemos concluir el teorema de Gul'ko-
Rudin. O

En esta seccidn iniciaremos la demostracién del importantisimo Tecrema de
Kombarov que es una generalizacién de los anteriores teoremas. La conclucion de
Ia demostracién se realizars en la seccién 1 del capftulo 6. Antes unos lemas.

LEMA 4.8. Para A < 8%, sea Dy, el espacio discreto formado por dos puntos,
y sea b € Myep+ Da. 8i {Xs5}sc, €8 una familia de espacios donde > 1 y
o € MgeaXs, entonces T (a) contiene a Eg (b) como un subespacio cerrado.

DEMOSTRACION: Sea § C a tal que |S] = 8. Escogemos c5 € X5\ {2(6)} para
cada § € S, y definimos

A={ze¥s(a): z(6) €{a(b),cs} sib6€ 8, x(f)=a() sié¢ S}
No es diffcil demostrar que A es cerrado en Zg (a) . Sea § = {s1},.p+- Definimos
la funcién ¥ - 5 (b} — A como-¥{z) =z en donde .
a(6) sid €S b=syyz{A)=b()\)
z(8y=1¢ ¢ sifeS,6=syyx(A)#b(N)
a{f) sid¢S.
Ya que estamos asumiendo que todos los espacios son T}, entonces {a (8),c5} es

homeomorfo a D, de hecho [];c¢{a (6),cs5} es homeomorfo & [15<p+ Da mediante
un homeomorfismo @ tal que @[, (,)= ¥, por tanto T es un homeomorfismo. O
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TEOREMA 4.9 (Kombarov). Sea { Xz}, ., una familia de p—espacios paracom-
pactos y a € .o X. Entonces son equivalentes :

(1) £(Z(a)) =Ro

(2} Z(a) es normal.

{3) L (a) es colectivamente normal.

DEMOSTRACION: Ya que los p-espacios estdn incluidos en la clase de los ¥ -espacios,
(1) implica (2) es consecuencia del teorema 6.4, y (2) si y s6lo si (3) lo es del teorema
6.2. Finalmente, veamos que (2) implica (1), y concluiremos la demostracién del
teorema. Denotaremos por Z5 un X —producto de una familia de espacios discretos
de dos puntos Dy, donde A < . Por el Teorema de T. Nogura {32]( pg. 361)
tenemos que para K compacto, K x [0,3%) es normal si y s6lo si t(K) < 8.
Ademds en [16] ( pg. 444) , se demuestra que todo p-espacio es un k—espacio.
For el Lema 2.21, bastard demostrar que si {X,},., €5 una familia de p—espacios
paracompactos ¥ Zg(a) es un Lg — producto normal, entonces para todo F €
[o] <™ se cumple que t(IaerXa) < 8. Por el Lema 4.5, sabemos que T3 (a) es
homeomorfo a L5 (@) x My Xy , asl que éste es normal. Ademds Tg (6) xIiepXa
contiene como subespacio cerrado un conjunio de tipo Zg x IIacp X (ver el Lema
4.8), que tiene que ser también normal. Como ITy¢p X = ILF es un p—espacio (ver
{16] pg. 442), entonces es un k—espacio. Para cada K C Il compacto, tenemos
que Zg x K es cerrado en Zg x I, as{ que Zg x IIF es normal, pero este a su vez
contiene al cerrado [0, %) x K (teorema 4.3}, asf que ¢ (K} < 8 y de esto se obtiene
que t (TIg) < 8 (ver Teorema 1.10). Por lo tanto t (55 {a)) < 5. O

Usando el hecho de que todo espacio compacto y todo espacio paracompacto
Cech-completo es un p-espacio, obtenemos los corolarios sigutentes.

COROLARIO 4,10. §i L es E-producto de espacios compactos, entonces son
equivelentes: :

(1) ¥ es normal

{2) T es colectivamente normal

(3) t(Z) =NRg

COROLARIO 4.11. Para un T-producto 3 de espacios Cech-completos y para-
compactos, son equivalentes:

(1) £ es normal

{2) T es colectivamente normal

{3) t(Z) =Ro

Ahora usando el hecho de que un producto finito de espacios Fréchet-Uryson
tiene estrechez niimerable tenemos:

COROLARIO 4.12. Si T es un L-producto de espacios Cech-completos paracom-
pactos Fréchet-Uryson entonces ¥ es colectivamente normal.



CAPITULG 5

Normalidad de E-productos de espacios separables

1. Teorema de Kombarov-Malyhin

En este capitulo damos nuevas condiciones, y de distinta naturaleza que en el
anterior capitulo, que permiten implicar la normalidad de un X-producto.Veamos
el teorema de Kombarov-Malyhin [28), en la versién de R. Engelgking {12} p. 118.

TEOREMA 5.1. Sea F = {X) : A < a} una fomilia de espacios tales que
para todo F € [a]¥, Iy es heredilariamente separable y normal. Entonces todo
Z-producto de F es normal.

DEMOSTRACION: Sea T un E-producto de F con punto base a. Sea G € I. De-
notaremos por S{G) al conjunto U,egsop(r). Sean A y B dos conjuntos cerrados
ajenos de .

Contruiremos inductivamente familias crecientes de conjuntos numerables

B={B,C B:n& N}
A={A,CA:neN}

H={H, € [oJ* :n € N}
Tales que paratodon € N
Py, . (A) Cclxy,_, (PHa, (4n))

Py,  (B)C dxﬂ,‘_. (PHn—l (Bn-))

S(An) U S(Bn) g Hn+1

Para Ay < a, tomamos Hyg = {}p}. Como IIg, es hereditariamente separable,
existe un subconjunto denso numerable A} de Py, (A). Entonces existe un conjunto
numerable A; C A tal que Py, (4,;) = A]. Como

elity, (A1) N P (A) = Pyy(4),

tenemos que Py,(A) € cln,, (Pr, (A1)). Para definir B, se realizan andlogas
construcciones que para A;. Finalmente definimos

Hy = HoU S{A;) US(B1).

Ahora supongamos que hemos realizado la construccién para el caso n. Como en
el caso 1, existen conjuntos numerables Crnyy € A y Dy C B, tales que

Py, (A) C dny, (Pa, (Cas1)) ¥ Pu.(B) C cny, (Pu, (Das1)).

Entonces definimos An+1 = A, U Cn+1 y Bn+1 = B, U Dni1, ¥y Hn+1 = Hn U
S(Ans1) U S(Bns).

49
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Sea 8, = UH, Ag = UA y By = UB. Afirmamos que
Ps,(A) C elig, (Ps, {A0)) ¥ Ps,(B) € elng, (Ps, {Bo)) -

En efecto, sea z € A y sea V = Nagar Py 1(0)) un conjunto abierto candnico de X,
donde M € [Sp]<* y para todo A € M, O es un abierto de X, tal que P, (2) (M) €
O,. Existe H,, € H tal que M C H,,. Sabemos que Py, (2) € cli,,,, {A,). Entonces
existe a, € A, tal que Py_(a,)()) € O para todo A € M. Los mismos argumentos
valen para concluir la segunda relacién. ' '

La demostracién del teorema se concluye si probamos que clng, (Ps, (Ag)} ¥
clris, (Ps, (Bo)) son ajenos. En efecto, comoIlg, es normal estos conjuntos cerrados
tienen una separacién, digamos que estdn separados por los conjuntos abiertos P y
@ de Ilg,. Es claro que PS};‘(P) Ny PS_QI(Q) N ¥ son una separacién de Ay B
en ¥. Supongamos que

. y‘ € (CZHSO (PSu (AO))) N (Ctl'lso (PSo (BO)))
Definimos y € ¥ como

() st A €S
v = { i(&))si ¢ So

Seay € O = (ﬂ;eLP,TI (OA)) N (N £-PyY{0,)) un abierto canénico de 1L
donde L € [So]<*, L’ € |\ So]<™, Ox son conjuntos abiertos de X para todo
e LUL. Ademds tenemos que y(A\) € Ox sid € L' ya(A) € Oxsi A € L. Si
L = 0, entonces Ag € O y By C O, lo cual significa que O Ag # 0N By, Pero
sil #0, existen n € N, @, € An, by € By y Hptales que Py {an)(A) € Oz y
Py (b,){A) € Oy para todo A € M. Como

an{A) = by (A} = a(A),

para todo A € L' ya que sop(an) ¥ sop(bs) son subconjuntos de Sg, concluimos que
2, € AgN O y b, € BgnO, asi que de cualquier forma y € clpAg N cls:By o sea
y € AN B, lo cual no es posible. |

Para concluir esta seccién demostraremos que en E-productos de familias de es-
pacios separables la normalidad y la normalidad colectiva coinciden. Antes recorde-
mos que si & es un cardinal infinito, un espacio topdlogico es k-colectivamente nor-
mal si toda coleccién discreta, de a lo méds x conjuntos cerrados, es separada por
conjuntos abiertos disjuntos. Enseguida enunciaremos un importante teorema (ver
Jos comentarios de A. Bedlasgié¢ en {4} pps. 80 ¥ 81 ).

TEOREMA 5.2. Sea {Xa}ica una familia de espacios. Si 11 es normal, en-
tonces I es k-colectivamente normal si y sdlo st Il es k-colectivamente normal
para todo I € [o] <™.

T T También usaremos el teorema (ver T. C- Przymusiriski {34} p—796):

TEOREMA 5.3 (Alas). Sean k un cardinal infinito y X un espacio topdgico. X
es numergblemente paracompacto y k-colectivamente normal si y sdlo st X x A es
normal. (A, esla compactacidn por un punto de K con la topelogia discreta).

Ahora demostraremos el siguiente teorema

TEOREMA 5.4. 8i T es un E-producto de un producto de o factores, entonces
Y. es normal si y sélo si T es a-colectivamente normal.
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DEMOSTRACION: Supongamos que ¥ es normal. Por el teorema 1.4, ¥ es un pro-
ducto numerable de espacios cerrados. Pensemnos que I es pep,Z,. Por el teo-
rema 1.5, A, esta inmerso cerradamente en todo -producto de una familia de
elementos. Si consideramos I € [N]<"°, entonces el producto Il ¢; %, x A, es
un conjunto cerrado en I, y por tanto es un espacio normal. Por el teorema 5.3
concluimos que H,e; X, es a-colectivamente normal, y por el teorema 5.2 tenemos
que X es a-colectivamente normal. 0

Usando el teorema 2.9, podemos concluir que si tenemos una familia de espacios
con celularidad numerable, la celularidad del producto es numerable. Como la
densidad de un espacio es mayor o igual a su celularidad, tendremos que cualquier
familia de espacios separables tiene un producto de celularidad numerable. Veamos
el siguiente teorema, que nos permitird. concluir el resultado anuciado.

TEOREMA 5.5. Sea T un Z-producto de o espacios de celularidad numerable.
51 £ es normal, entonces todo subconjunto de X, discreto y cerrade es o lo mds
numerable.

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.9, ¢(X) = W, ¥ por el teorema 5.4, T es o-
colectivamente normal. Como ¥; < a, entonces X es Rj-colectivamente normal.
Sea D un subconjunto discreto y cerrado de . Si |D| > Rg, tomamos Dy € D
tal que |Dg| == R;. Afirmamos que la familia D = {{d} : 4 € Dy} es una familia
discreta de cerrados. En efecto, sea z € . 8i x € Dy, existe O, vecindad abierta
de =, tal que O, N Dy = {z}, pero si x € D\ Dy, de todas formas O, N Dy = 0 .
Ahora, si z € T\ D, como 3 es punto interior de £\ D, exdste O, vecindad abierta
de =, tal que Oy "D =@. As{ que la familia Dy es separada por alguna familia ¢
de abiertos ajenos de . Pero la celularidad de ¥ es numerable, entonces |0 < Ry,
luego | Dg| < Np, lo cual no es posible. O

TEOREMA 5.6. Si I es un X-producte de espacios separables, entonces T es
normal si y sélo st L es colectivarnente normal.

DEMOSTRACION: Supongamos que ¥ es normal. Sea F = {Fs : § < «} una familia
discreta de conjuntos cerrados. Si z5 € F;, afirmamos que D = {x;5 : 6 < x} es
un conjunto cerrado discreto. En efecto, sea z € £\ D, sabemos que existe O,
una vecindad abierta de z, que intersecta a lo méds un elemento de F, sea F;, tal
elemento. Si V, una vecindad abierta de z, tal que zs, ¢ V,. Podemos concluir
que (O, NV, )N D =0. Por el teorema 5.5, |D| < Rp. Por tanto [F] < Np. Por el
teorema 5.4, £ es Ng-colectivamente normal. Por tanto F es separada por abiertos
ajenos de L. O

2. Un E-producto no-normal

En esta seccién presentaremos un interesante ejemplo de una familia de espacios
topdlogicos {ver T. Daniel y G. Gruenhage [11]} en donde las caras numerables de su
producto son paracompactas perfectamentamente normales y primero numerables
pero tal familia tiene un X-producto no-normal. En los caitulos 4 y 6 tenemos
que las familias en las que encontramos la normalidad o normalidad colectiva de
sus ¥-productos, tienen sus caras numerables paracompactas, asi que este ejemplo
muestra que no es suficiente esta propiedad.
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Antes presentaremos un importanté espacio que nos servira para hacer la cons-
truccién principal (ver 8. Todortevit [37]). Por cada o € wy escogemos una funcidén
a* : w — o que sea no decreciente y no acotada, la eleccidn serd realizada de la
manera siguiente, '

No es dificil ver que el conjunto de los ordinales limites de w; es un conjunto
estacionario (ver K. Kunen [24] ps 76-86). Séa Fn{w,w;) el conjunto de las funciones
de dominio algiin subconjunto finito de w y rango en w;. Afirmamos que podemos
escoger un conjunto estacionario w; \ T en w; y para cada o € T un «* de tal
manera que para cada o € Fnfw,w;] no decreciente, existe un o € T tal que a*
es una extensién de o. En efecto, tomemos como conjunto estacionario en wy al
conjunto de los ordinales limites, y sea T el conjunto de ordinales sucesores en wy.
Para cada a < w;, definimos

Ay = {0 € Fn{w,w;) : o 10 es decreciente, & = max{o(n) : para n € Domo}}

Como A, es numerable, podemos indicarlo con w: Aq = {on : n < w}. De
mostraremos por induccién que para todo n < w, existe a, € T y o) {(con las
propiedades antes descritas) tal que es extensién de 05,. Sea Dome, = {nl,... . n}
donde n} < nl,; para toda 1 < i < r1. Tomamos oy = a + 1, y definimos a of
como

oi(nl) si0<m<nl

aifm)={ a(n}) sinl,<m<n! paral<ign

ay(n}) sinl <m<w
Supongamos que tenemos construido el paso k. Si
k+1
1

111 donde nt! < n¥!! para todo 1 i < g

Domokiy = {n Pig1 i

Definimos o, , como

O’;¢+1(n’~f+1) sid<m< n’f"'l

k . k+1 ;
ap(m) =3 opl(nft) sinf <m<aft! paral <i<ren
o +1 sinf;';ll(mSw.

Es claro que Fp(w,w) = Ua<w, Aq. Inversamente si- o= 6 + 1, usando el mismo
camino que antes definimos o = §f. Y asi completamos el modo de asignar a”
‘para « € T. Para o € vy \ T la eleccién de su correspondiente o™ se puede
realizar arbitrariamente. Denotamos por Z al conjunto {a* : @ € w;}. Dotamos a
este conjunto de la topologia siguiente: Si ™w, es el conjunto de la fanciones con
dominio el ordinal finito n y rango en wy, para @ € "w, denotamos como [o] al
conjunto {a* € Z: o*|,= 0}. En Z existe una relacién de orden natural: o < g°
si y sélo st a*(n} < §*(n) para todo n < w. Para o” denctamos como R(ca*) al
conjunto {8* € Z: a* < 8*}. Sea o* € Z; una base de vecindades para este punto

Es importante notar que para todo a € w; se cumple que R{a*)N{3": § < al =0.
En efecto, sea a* < * con 8 < . Como o*(n) < 8*(n) < B < apara todon < w,
tendremos que a” es acotada, lo cual no es posible. El anterior resultado, nos
permite concluir que para todo o € wy el conjunto {8*:a < <uw} es abierto en
Z, ya que su complemento no se intersecta con B{a, n) para todo n <w.

En Todorevié [37] se prueba que potencias finitas de Z son espacios primero
numerables, paracompactas y perfectamente normales. Ademas en T. C. Przy-
musiniski [34]p.800-811, se presentan los siguientes resultados.

seré.—deﬁmda-eomo-{-B(an,-n)—;—n-(—w-}-donde_B(arn)_esneLmnjmtoj(a:)ﬂ[aL[u],__ — .
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TEOREMA 5.7 (Morita). El producto de un espacio perfectamente normal ¥ un
espacio métrice es perfectamente normal.

TEOREMA 6.8 (Rudin y Starbird). SiY es paracompacto y M es métrico. Son
equivalentes

1. Y x M es normal.
2. Y x M es paracompacto.
3. Y x M es numerablemente paracompacto.

Como w*“ es métrico, implicamos que Z x w* es paracompacto y perfectamente
normal. Sea X, = wU{z'} para todo & < wy, donde =’ es un punto que no pertenece
a w, el cual es tomado comeo un punto aislado en cada uno de los factores. Sea b
el T-producto de la familia {X4}ecw, con punto base a definido como a(a) = &'
para toda o < wy. Afirmamos que & = Z x I; este es un E-producto de la familia
{Xa}a<w, U{Z}. Enefecto, si a* € Z arbitrario, entonces T es el S-producto de la
familia en cuestion con punto base (@, a). No es dificil ver que X, es homeomorfo a
w ¥ que las caras numerables de £ son homeomorfas a Z xw* 0 a w*; por lo anterior
tenemos que las caras numerables de T son primero numerables paracompactas y
perfectamente normales. En lo que sigue demostraremos que ¥ es no normal,

Ahora construiremos dos cerrados ajenos en T que no pueden ser separados por
abiertos ajenos. Para cada o € w; definimos f, € ¥; como

_J min{n:a* ¢ B(A,n)} sif<a
ey ={ % b

Tomemos pa = (o, f,) para todo o € w,. Afirmamos quesi H = {Pa:aeT}
¥ F = {pa:a €w1\T}, entonces H y F son conjuntos ajenos, cerrados ¥ discretos
de X que no pueden ser separados en X :

Para demostrar esta afirmacién tomamos p = (e*,y) € L. Primero veamos
que si y(6) = z’ para algin § < a, entonces p es un punto aislado de H U . Para
comprobar esto, tomamos W = (B(e,0) x Py !({z'})) N . Es claro que p € W,
veamos que WN{HUF) = 0. Siq = (8%, f3) € WN(HUF), entonces 8*(0) = o*(0),
B* > a* y fp{8) = «; entonces § > 3, 0 sea o > 3. Pero esto ltimo implica que
8* ¢ Bla,n) para todo n < w. Lo cual no es posible. Ahora supongamos que
para todo § < o se cumple que y(§) < w. Este caso se divide en

1. y(a) =n < w. En este caso, (a”,y) € W = (B(a,n) x PyY({n})) NE. Si
g = (8", fs) € WN (HUF), entonces 5* € B{e,n) y fa(a) = n, pero esto
implica que 3* ¢ B{a,n). Lo cual es una contradiccién.

2. ylo) = 7. Sea W = B(e,0) x P;Y{({z'})NEy. Sig=(f"fa) eWy
g€ (HUF). Entonces 8 > a. Perosi 8 > a, entonces fg(a) € w, lo cual
no es posible ya que fz(a) =7 ¢ w. Asique f=a.

En resumen, pars todo punto ¢ € I, existe una vecindad abierta W de él tal que
W (HNF)| < 1. Esto es suficiente para concluir que H y F son conjuntos
cerrados y discretos en 1. '

Para continuar la demostracién enunciemos el siguiente resultado (ver K. Kunen
(24] p. 80 ), el cual usaremos repetidas veces

LEMA 5.9 (Fodor). Sean x un ordinal regular mayor que w, S un subconjunto
estacionario de k y f : § -+ & una funcidn tal que f(y) < v para todo vye S
Entonces eriste § < x, tal que f~1(6) es un conjunto estacionario.
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Ahora bién demostremos que H y F no pueden ser separados en ¥. Sea U una
vecindad abierta de £. Afirmamos que clg(U)NH #0.

Obsérvese primero que cualquier abierto bésico en X, se puede denotar me-
diante a € wy, o € Fnla,w) y G € [wy \ o]<®°, de la siguiente manera

U(U,G) = {-T EX;: I(G) = {x’}vxiDnma= O’}.

En efecto, Ulo, G) = (Nsenoma( Py H{Os)} N {Nsec Py '(0s)), con Os = {o(8)} si
§cDomoy Os={z'}siéeGC.

Iniciemos la demostracién de que elx(UYNH # . Sia € wy \ T, como p, =
{a*, fo) € F, es un punto interior de U, entonces po € Ble,ng) x U{0a,Ga) CU
para algin n, < w, ga € Fo(a,w)} y Ga € Y\ a}<%, La notacion se justifica ya
que fa € U(0a,Ga) ¥ como G, N Doma, =B, falDomo., = O, entonces para todo
§ € Domo, tenemos que § < a, asi que 0, € Fn{o,w) ¥ Ga € [ \ o <Po.

Sea ¢ : (wy \ T) — w definida como go{a) = na. Esta funcién cumple las
hipétesis del lema 5.9. Asi queexisten §' C (w1 \T) conjunto estacicnario y n’ < w
tal que para todo o € 8’ se cumple n, = n'. Ahora definimos ¢; : §' — wy como
¢1{a) = |Doma,|. Ya que ¢1 cumple las hipétesis del lema 5.9, obtenemos Sp C s
estacionario y np < w tal que para todo o € Sp tenemos que {Domo,| = np. Ahora
definimos ¢s : So — wy como ¢o(a) = (n(a,1)) donde n, 1y es el primer elemento
de Domaog, como Dome C a, entonces tenemos que dz() < « para todo o € Sp.
Asi que existe §; T Sp estacionario y n) tal que para todo & € 5; las funciones o,
tienen como primer elemento de su dominio a ny.

De esta forma en un ndmero finito de pasos obtendremos un conjunto esta-
cionario § C (w \ T) tal que para todo « € § se cumple:

1. na=n';y

2. existe A C wy tal que Domo, = A.

Ahora sea v : S — wy definida como ¥ola} = IImo,|. obtenemos Co & 5
conjunto estacionario y mp < w tal que |lmgs| = my para todo o € Cy. Si
A = {81,... ,b6n,}, definimos a ¢ : Cp — wy como P (a) = aq(é;). Con los
mismos argumentos que antes, obtenemos C, € Cy conjunto estacionario y m; < w
tal que oo (61) = my para todo @ € Cy. Deesta forma, en un niimero finito de pasos
obtendremos una funcién o € Fnfwy,w] y un conjunto estacionario C (i \T) tal
que o = o, para todo a € C.

Ahora bien, podemos descomponer a ¢ como o1LUog donde oy = {(6,0): 6 € L1}
y oz ={(6,ks): 6§ € Ly y ks 2 1} donde L, = c~H0} y Ly = A\ Ly. Sioy #0,
afirmamos que para toda § € L1 y a € C, existe n(8, ), tal que §*(n(é,)) >
a*(n(6,a)). En efecto, si 8" < o, entonces a* € B(6,0). Pero fo{6) = c(8}) =0,
o sea o* ¢ B(6,0). Supongamos que Li = {e1,... ,€-}. Con el mismo método que

- #a‘ﬁt‘e's,"ipi'rca:rrdo—el-lema-&Qrpodemos-deﬁrm—qo—euG——»—wxueomouga(w);-n(el.,.a,)_._ .
con €; € L. De este modo concluimos la existencia de un conjunto estacionario
Hi CCym < w tal que n(e, o) = gy para todo o € H;. Asi en un plGmero
finito de pasos obtendremos un conjunto estacionario Z C (w \T) v 7/ < w tal que
2 > ne;,a) =g; paratodo 1 <i<rya€ Z.

Tomamos 7 > max({z',n'}U{ks : § € Ly}). Ahora definimos 7o : Z — wy como
To(@) = a™(0), obtenemos un conjunto estacionario Zg € Z y qo < w, tales que
a*(0) = go para todo @ € Zo. Y aplicando una vez més el lema 5.9 en j ocasicnes
obtenemos un conjunto estacionario B € (w \T) y {gi <w:0<¢< 7}, tales que
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a*{i) = g; para todo o € By 0 < i < j. Asf que podermos definir o’ ¢ Fn{w. )
como o'(z) = ¢; para 0 <4 < 5.
Con estas contrucciones tenemos que paratodoa € B

1. o*[;= o'

2. Para todo ¢ € L,, existe n,, < j tal que o'(n,,) < e(n,,). En efecto,
como nfe;, @) < j, podemos tomar a n,, = n(¢;, a), pero ademés € (n,,) >
a*(ng) = o'(ng,).

Afirmamos que para todo & € L; tenemos que o* > §*. En efecto, como
02(8) = ks = fa(6) > 0, asi que a* € B(6,0), 0 sea a* > §*. Pero ademss
o* € B(b,ks — 1), entonces o[k, 1= §"[k;-1-

Otra propiedad importante que obtenemos con estas construcciones es la si-
guiente: Si § < wy, 8*};=¢', Domo C 8y 3* > §* para todo § € Lo, entonces
falbome= 0. En efecto, como para todo & € Domo, tenemos que § < 3, entonces
Ffald) =min{n < w: §* ¢ B(S,n}}.

Ahora bién si § € L entonces o(8) = 0 y existe ns < j tal que o’(ns) < §*(ns),
pero 8*(ng) = o'(ns), por tanto B*(ns) < 6*(ns) es decir 3* ¢ B(5,0). Por tanto
concluimos que f3(6} = 0 para todo § € L,.

Ahora tomamos § € Ly. Como () = ks < j, entonces §*(k) = o'(k) = o*(k)
para todo 0 < k < ks y todo o € B. Sabemos que a* > §* para todo 6§ € Lo.
Combinando estos resultados, tenemos que:

1. 3*(k) = &*(k) para todo 0 < k < k5. Ya que si §*(k} > 6*(k) para alguna
0 < k < ks, entonces f,(8) < ks para toda & € B, pero f,(8) = o(8) = ks.

2. f* € B(6,k) para tode 0 < k < ks (por el inciso 1}.

3. B* ¢ B(6,ks). Por lo anterior, de suceder lo contrario tendriamos que para
todo a € B: a* € B(b, k;), o sea fo(6) > ks, lo cual no es posible.

4. Asi que f3(8) = ks = o(6).

Usando los resultados obtenidos hasta aqui, tenemos las importantes relaciones:

i [¢'1N R(a*) € B(a,n,) para todo o € B,
ii Uaea({le’] N R(a") x U(o,Ge) C Bla,na) x Ulay,Ga) T U para todo
a € B.

Hasta aqui ya hemos fijado un conjunto estacionario B, un natural j y funciones
o y ¢’ tales que para todo a € B 0, =0, a*l;= ¢’. Ahora eligiremos una coleccién
numerable de elementos en [w;|“™ convenientes. Realizazemos una construccién
inductiva de la siguiente forma. Tomamos un arbitrario ag € B, y ag U Gy, €5 un
conjunto acotado en wy, es facil ver que el conjunto F,, definido como {8 < w, :
8 > (a9 U Gy, )} es un cerrade ne acotado en w;. Por tanto BN F,, # 0. Sea
ay € BN Fy,, Ahorasea F, = {f<w1: 8> NGy} yag € BNF,,. Asf que
tenemos una sucesion {0y, }n<, estrictamente creciente de ordinales en B y otra
sucesién de conjuntos finitos ajenos {Ga,, new enwy. Seay =sup{a, i n < w. Sea
4 1§+ 1 — wy definida como

1§ oflk) si0<k<j
7(k)_{ e sik=j7.
Sea § € T tal que §*[;41= /. Afirmamos que §* > a;, para todo n < w. En
efecto, como ¢’ = af, [; para todo n < w, entonces §*(k) = af (k) para k < ;.
Pero #* es no decreciente y §"(j) = -, entonces para todo k > j tenemos que
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§*(k)> v > an > ap{k) ¥ concluimos §* > o, para todo n < w. Por tanto
8% € Nucwlio’] N R{0})) € NuewB(am, 7).

Como n,, < j para todo n < w, tenemos que Bax,,j) & B(o,.na), ¥ POr tanto

§* € B{tw,, na) para todo n < w;. Afirmamos que f5 Dome= . Por los resultados

anteriores serd, suficiente demostrar que Dome C 8, pero Dome C o <7 < 8.
Finalmente definimos g, = (§*,1,), donde

ln(ﬁ)={ f6(,‘9) sifg<éyf¢Ga,

z’ de cualquier otra manera .

Afirmamos que ps € elgU N H. Para demostrar esto serd suficiente probar que
ps € clglJ. Primero veamos que g, € U para todo n < w. Pero para demostrar esto
es suficiente demostrar que I, € U(@a,,Ga,). Si 8 € Doma,, = Doma, sabemos
que i(8) = f5(8) = o(B) = fu.(B). Ahora si 8 € Ga,, entonces LB =z =
fan{B), por tanto g, € Blom, Na,) X U(on,Ga,) EU.

Para concluir este ejemplo, demostraremos que si p; € B(8,ng) x U{os, Gs),
existe un n < « tal que I, € U{rs,Gs). Como Domos es un conjunto finito de
w; ¥ la sucesién {G,, }ncw de conjuntos ajenos de w, és infinita, entonces existe
np < w, tal que Domos N Ga,, = #. Afirmamos que I, € U(os,Gs). En efecto,
si 3 € Domes, entonces 8 < §, por tanto ln,(3) = f5(B) = o5(3). Ademds, como
Oinp < 6,51 B € G5 € (w1 \6) € {w1\ o, ), entonces gng {§) = 2’. Asique finalmente
Gny € B(asné) X U(O’g,Gs). '




CAPITULO 6

3-productos de Z-espacios paracompactos y de
espacios semi-estratificables

1. Paracompacidad y Normalidad

En este capitulo, presentaremos una serie de teoremas de Yajima, en los que
se generaliza el teorema de Kombarov (Teorema 4.9). Las técnicas empleadas en
la demostracién de los teoremas que trataremos en este capitulo, son bastante
complejas. Hemos tratado de unificar las notaciones en las pruebas de los teoremas
estudiados y hemos intentado escribir las demostraciones de tal forma que sea mds
sencilla su lectura. La fuerza de los teoremas que veremos en este capitulo se hace
mds notoria al tener presente el ejemplo de Daniel y Gruenhage (ver capitulo 5
seccidn 2).

Es conocido que un Y-espacio paracompacto Y tiene una familia F < P(Y)
o-discreta y una cubierta C de conjuntos compactos cerrados tales que, si C' € C
y € C U con U abierto de Y, entonces C € F C U, para algin F € F (ver
G.Gruenhage [16]pg. 450). Sin embargo, usaremos con més frecuencia el suguiente
lema proporcionado por K. Nagami [31)], que dice:

LEMA 6.1. §i X es un I-espacio, entonces eziste un conjunto ! y una fa-
milia {Fn},cn de cubiertas de cerrados de X localmente finitas, cumpliendo las
condiciones siguientes: :

(1) Fn = {F(BrB2...0n) : Bi1,B2,-, 0 € R} para cadan € N
(2) F(f1Ba...8n) = Ug,,,caF (B182...0uBn+1)
(3) Para z € X eriste una sucesion {Bn},.on C 0 que cumple:
(8) z € Nuen F (B152...00)-
(b) 8ix €U donde U es un abierto de X, entonces eristen € N tal que
z € F(B1By..n) C U.
{c) Si{Kn}ncn €5 una sucesion decreciente de cerrados no vacios en X
tal que K, C F (61/5;...8n) para cada n € N, entonces Npen K, # 0.

A la sucesién {Fp}, cy se le llama T-red espectral de X, y si
T € NuenF (B1,...,0n)

a la sucesién {F (5152-.-Bn} tnen se le llama T-red local de . Es importante hacer
notar que los productos de familias numerables de T-espacios paracompactos es nue-
vamente un Y-espacio paracompacto (ver K. Nagami [31] teorema 3.13). También
es importante advertir que si X es paracompacto, entonces Mnen F (Bi,..., 8,) es
compacto (ver G. Gruenhage [18] pgs. 450-453).

En lo que sigue de este capitulo, los espacios considerados serdn regulares, salvo
cuando se diga lo contrario, ademés proponemos una notacién que serd comiin en
varios teoremas.
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Sea {X1},., una familia de T-espacios y a € HxcoXx. Como hemos hecho
hasta ahora, denotaremos por £ al L-producto X(a), y al producto [], ., Xa por
fI. Si Re € [a]N" , denotaremos por X¢ = Ilagn, X». También, P; denotard a la
proyeccién de £ en X. Si ademés R, C Re, denotaremos con P$ a la proyeccion de
X sobre X,. Y finalmente si £ = (By5); ;. ., € una matriz de n X n, denotaremos
a .. =(Bij); jmp,.. 1> ¥ €0 gemeral & = (By;); ;- para k < n, en particular §o
seré la matriz vacia.

Con el siguiente teorema de Y. Yajima ([39] pgs.690-693), iniciamos una secuela
de teoremas que tienen una construccién comtin, en los cuales la paracompacidad
y la normalidad juegan un papel importante, ya que las mds de las veces pasar a
las caras numerables (que en este caso serdn espacios paracompactos) del producto,
nos dara la pauta de las demostraciones.

TeEOREMA 6.2 (Y. Yajima). 5i ¥ es un S-producto de X-espacios peracom-
pactos, entonces ¥ es normal st y sélo si T es colectivamente normal.

DEMOSTRACION: Sea {X)}, ., unafamilia de E-espacios paracompactos. Suponga-
mos que ¥ es normal. Usaremos el Teorema 1.22 para concluir que X es colectiva-
mente normal. Sea D = {F,} Y UNB familia discreta de cerrados en %. Construi-
remos por induccién: .

1. para cada n € N una familia de abiertos localmente finita Gn en T, tal que
para todo U € Gy, clx (/) intersecta a lo m4s un miembro de D;

2. para cada n € N una familia A,, de matricesde n xn. Y paracada { € An
un conjunto de indices §2 (£), tales que i £ = (Bij); juy, 2 ¥ 81 S k<n,
entonces £x_1 € Ag-1 Y Bi1s Brzs s Bin € R (§61);

3. para cada & € A,, un conjunto Rg € [a}““;

4. para cada £ € A,, una E-red espectral {Fi}, on, en X¢ con

Fro={F(Bi1B2.-B) : con By, Bz, ... Bk € ()},
tal que, si p = (ﬁij).',jm,..,n_l € An_1, Bin € Q{pi—1), Bn; € §2(p) para

1<i,jsny ]
((nk=1'w'nP;i_l (F (ﬂkl.@kZ-"ﬁk“))) N (UD)) Q UG,
entonces (ﬁij)i,j=1,....n € An;

5. para cada n € N, una familia localmente finita de abiertos en .
{H(€): £€Aal},

tal que si £ € Ay con § = (Bi5); joy, ., ¥ 8

—1
B ()= Pty P (- (B Bz Bien )+ —

entonces tenemos que E{€) C H(¢) vy
PCYP (H(E)=H{E);

6. para cada £ € A, un D(€) G D numerable , y z(§,F) € E(§) N F para
cada F € D(¢), tales que

Re¢ = Re_ U (Upep(gysop (2 (€, F))) -



Paracompacidad y Normalidad 59

De manera natural definimos Ag = {£5} en donde & es la matriz vacia, y como
B, tomamos un elemento arbitrario de {o]™. Como cada X, es un ¥.-espacio

paracompacto, Xg, es un X-espacio paracompacto, por 1o cual existe un conjunto
de indices € (&) tal que

{F(B152..Br) k€N Y B, B, ..., Br € 2 (&0)}

es una X-red espectral en Xg,. Ademas tomamos Gy = {#}, ¥ de manera conven-
cional definimos E (&) = H{£) = X. Construiremos los conjuntos requeridos
en -6 paran = 1. Sea I’y = {(B): Be (&)}, ysin = (8) € I', definimos
E(n) = P! (F(8)). Notemos que Py, (P51 (F(8))) = F(B) ya que P, es so-
breyectiva. Luego entonces la familia {P;, (E(n)): n €Ty} es una cubierta de
cerrados de Xg, localmente finita. Usando el Teorema 1.11, ya que X, ¢, €5 para-
compacto, hallamos una familia de abiertos {G (n): n € I'1} locaimente finita y
con Py, (E(m)} € G (n). Si H(n) = P" (G(n)), obtenemos que

E(n) C P (P (EMm))) C PLM(G () = H(n).
La familia de abiertos {H (1) : 5 & I';} es localmente finita, y ademas

Fi! (P (H ) = P! (e, (PEH(Gn)) = P (G () = H(w).
Ahora, definimos

I'f = {n €T, : E(n)intersecta a lo mas un nimero finito de elementos de D}

Si I'f = 0, entonces definimos a G; = {#}. En el caso en que [} sea no vacio
la construccién serd la siguiente. Para cada 7 € I'f, sean F, -y Py, los tinicos
elementos en D tales que E () N F,, # 0. Como T es normal y los F,, son ajenos
¥ D es discreta, entonces existen abiertos {G,,,...,G,,} en £ tales que F,, C G.,
814> 0,5 (Uygo—fv,,..7} Fr) C Gro- Ademids cly (Go,)NG,, =D parai #jy
0<i,j<sSeaG(n)={G,,NH {(m}i.,, .- Esta familia cumple lo siguiente

1. la clausura de todo elemento de G (1) se intersecta con a lo més un elemento
de D;

2. E(m)n(UD) C UG (n);

3. UG CH(n).

Ahora podemos definir §; = Uper+ @ (n). Como cada G (n) es finita, UG (1) C
H (n) para todo € T'f, y adem4s por construccién tenemos que {H (M}yery s
localmente finita, entonces G, es localmente finita. Es claro que para cada elemento
de Gy, su clausura intersecta s, lo m4s un elemento de V. Asi que G; cumple 1. Sea
Iy = I-F{. Ahora bién, siI'T = @, entonces T' = I'f. Por construccién {E () }ner
es una cubierta de X, y podemos concluir que UP C U G;; usando el Teorema 1.12
obtenemos que X es colectivamente normal. Si 'y # @, definimos a A; como IT.
Para cada 77 € A, podemos escoger un conjunto infinito numerable D () C D y
x (1, F) € E(n) N F para todo F € D{n). Completamos ahora la definicién de R,
Sea

Ry, = Rg, U (Upep(msop(z (n, F))) C o
Finalmente {2 (n) serd.el conjunto de indices para la T-red espectral de X,,.
Ahora supongamos que tenemos construidos todos los objetos requeridos en 1-6
para 1 <1 < n. Construyamoslos para el caso n + 1. El trabajo es el mismo que
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para n = 1. Cuando sea el caso lo haremos notar y proseguiremos la demostracidn.
Para £ € A, sea

Trt1(€) = {7 = (8i); jumy, ms1 2 = =& Bing1 € Q(&i-1),

Brtr; €82(E) para 1 <i,j <n1}
Para cada 7 € Ty (£), definimos:

E(n) =iz, n+1Pg}, (F (BirBig--Bi n41)) -
Como

P(Em) S Fe (PE—I (F (Bn41 1--Bnt1 n+1))) = F(Bnt11--Bnt1 nt1),

entonces la familia

{elx (Pe(Em)): 1€ Tapr (§} U {Xe}

es una cubierta de cerrados localmente finita en X, el cual es paracompacto. U-
sando el Teorema 1.11 , obtenemos la familia de abiertos {G (n}},cr,, (o) local-
mente finita tal que elx, (P; (E(n)}) € G (n) paratodo [pnyy (§) . Como F (B; 1..8: nfBins1} €
F(BirBin), E(m) C E(€) C H(€); por lo cual Fe (E(n)) C Pe (H(£)) -

Sea H(n) = Pe_l (G(n) N P (H (£))). Entonces E (n) € H (5) . Ademis como
H(m € P7HG (0), la familia {H (77) : 7 € I'nyy (€)} es localmente finita. Slo
comprobemos que P! (P; (H (n))) € H (n). En efecto, sea

ze P (Pe (H (),

entonces P; (z) = P (w) donde w € H (7). Entonces P (w) € G(n)NFe (H(£)), 0
sea z € Py (G (m) N Pe (H (€)))=H (n). Sea

l"',tﬂ (€) = {n € Ty41 : E{n)intersecta a lo més
un niimero finito de elementos de D}

Si [y, (€) = 9, tomamos & Gny1 (€) = 0. En caso contrario, igual que en el caso
n =1, para todo n € '}, (£) existe una familia finita de abiertos G (7) tal que:
1. para todo elemento de ¢ () su clausura intersecta con D en a lo més un
elemento;
2. E(mn(UD)CUG(n);
UG S H(n).
Y definimos & Gny4 (£} como:

U{Gm:neTi (6}

Finalmente definimos a G,.41 como:

U{g'rw-l (E) : £ € An} .

—Paa € € B8 568 Ty (&) = T (€ \ Ty Sea

Angr =U{Th, (©): € € An}.
Si Apyq = @, afirmamos que UD C U{G : { <n+1}, y entonces concluimos que
¥ es colectivamentente normal. En efecto, supongamos que

zeUP\U{G I <n+1}.

En X, existe una T-red local para %, (2). Sea {F(Bubiz.. Bra)lien tal T-red
local. Tomamos a £% = {B1;) . Airmamos que £ &.4,; €n efecto, supongamos que
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& €TY, como E(£') = PTM (F(B11)) ¥ Pe, 42) € F(811). entonces 2 € E (€1).
Ahora bién, ya que E (£') N{UP) C UG (£}) C Gy.entonces z € L {Gy :{ < n+1}.
lo cual no es posible. Sea ahora j < n y supongamos que tenemos una Z-red local
{F (ﬁﬂ,@tz ,Bﬁ }keN para Pg: 1(2} en ,Ysz 1, donde ﬁt_l = (;’J’r,,)r s=i, t—1 € A
yt < j Sea {F(ﬁ,lﬁ,g Bit) een una T-red local de Pg-i (2} en Xg-1. Afir-
mamos que st &7 = (Bra)y.oe =1, ;+ entonces & € Aj. En efecto, supongamos
que & € I‘;-"_l fj—l) Como Pe-1(2) € F(Bufe2..8j) con 1 € ¢ < 3, en-
tonces z € E (¢971) N (UD) € G; (¢7!) € G; lo que es imposible. Asi que
& € A;j. Si {F (Bnyip- ,B(n+1)k)}keNes una T-red local de Pin (2) en Xgn. en-
tonces f"‘” (Bradr.s=1, n+1 € Bru1. Por tanto L es colectivamente normal.

Supongamos ahora que A,y # 0. Como en el caso 1, para cada n € A,
existe un subconjunto infinito numerable D(n} C D y x{n,D) € E(n) N D para
cada D € D(n).

Si para toda n € N, A, # 0, definimos G = Uyen Gn. Demostraremos que
UD C UG, ya que usando el Teorema 1.12 podemos concluir que ¥ es colectivamente
normal.

Con este fin, supongamos que z € (UD) \ (UG}. Realizando la misma con-
struccién que antes, tendremos una sucesidn {J; ;}; jjcvxn tal que para todo
n € N, la matriz £ = (ﬁ.-j)i.jd’wn € An Y {F(Bn1-Bni)lieny € una E-red
local para Pen-1 (2) en Xegn-1. Sea {B1k}ren C Q{f0) tal que {F (81181 &)} e n
es una E-red local para P, (2) en Xg,.

Como cada D (£") es infinito numerable podemos escoger D, € D (£™) de tal
manera que la familia {D,}, .y sea discreta. Denotamos z, = z (£*, D;) para cada
ie N. Paracada n,k € N con n € k definimos L, = {an- (x:) - izk} C
X¢n-:. Estos conjuntos tienen las siguientes propiedades:

1. Lpk C F(Bn1.--3nk), y2 que para todo i > k se tiene
i € E(£') = Ny, Pt 5,1 (F (B85} € P(:. (F(ﬁkln-ﬂki))
y también

P(;) (F (Ber--Be:)) © Piely  (F (Ber-Bin)),

por o cual
PEn—l (Ii) S P‘Enﬂl (P(—E-'l)k—l (F (ﬁkl“ﬁkn)))

C Peot (Phs (F (Bua-Ben)))

pero
Pen-s (Pals (F (BaBen))) = F (Bi2-.Bin)

Entonces Pen-1 (2:) € F (Br1--Ben)-
2. Clx n—1 (Lnk) - F(Bnl ﬂnk)
3. ta.mbleu clx aet (Ln k1) © Ax sy (Lnk) yaque Ly g1 G L.
Ahora, usando las propiedades de E-red, obtenemos que si

Kn = Nkenclxn_, (Ink),

entonces Ky, # @. Como X;n-1 es un T -espacio paracompacto, los conjuntos Mz
F (Bni-.-Bns) son compactos, asi que los K, #cn compactos er X¢n-1. Tomemos
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al conjunto B = Upeny Ren © @ B s numerable, y para cada n < g definimos a
S, como el conjunto de los z € Tl tales que z (A} = a(A) si A ¢ Feo. Podemos
demostrar que .5, es homemomorfo & Xgn a traves de la funcién Pé’i [5.: Sn — Xen.
SiT, = (P?.fs,.) (K,n41), eutonces Tj; es compacto en [1p para todo n < Ry
Ademsds para i > k > n + 1 se tiene que P;:,, (Pen (;)) = Pen-r (23} € Lk, asi
que Pé,‘_} (Lys1 k) € Lnk, ¥ de esto obtenemos

P {elxen (Lnit k) € elxguny (Lnk) -
Por tanto ﬂkeNPg:_l (clxen (Ln41 k) € Kn, lo que implica que

‘Pg:vl (Kn+1) g Kn~

Si w € T,+1, entonces (ngs,_) (w) € Kpy1. Porlocual pé:_l (P‘?. [Sn) (w) € Ka.

Pero PE_, (w) = Pg:_l (PEE,’.[ 3“) {w). De todo esto concluimos que w € T,. Asi
que tenemos una familia decreciente de cerrados no vacios en un compacto con la
propiedad de la interseccién finita, a saber {T,},cn- Entonces podemos concluir
que NnenT, # 0. Sea t € NpenTy. Tomamos z,4; = P'g. (t) € Kny1. Resulta que

Pgﬂ—l (zn+l) = Pgnk—: (Pgsn (t)) = Pé?l—l (t) = Zn
Definimos z € X de la siguiente manera

i _ ] a(x) siAgB
2N = { zn(A) siA € Rgnr.
Para cualquier abierto W que contenga a Z, existen un conjunto finito H C
o\ B, y un abierto U, de X¢n que contiene a 2,41, y para cada A € H un abierto
Us en X que contiene a a (1) tal que

FeU =Pz (Un) N(Maeu Pyt (UA) EW |

Como 2p41 € Kny1, entonces UpN Ly & # @ para todo k 2 n+1. Sea Pen (i) €
Un M Lygt ky COD g1 > ik Para todo k > n+ 1. Por construccién tenemos que
{zisloen S PE_"I (Un), pero ademés sop (z;,) C Rg, © B, entonces tenemos que
zq, (M) = a(\) € U, para todo A € H. Finalmente obtenemos que {ziteen €U,
por tanto {zi, }eny SUN (UnenDy). Como esto puede realizarse para cualquier
vecindad de Z, la familia { Dy}, no puede ser discreta.

Para probar el siguiente tecrema, también de Yajima, demostraremnos primerc
un lema , y usaremos una buena cantidad de afirmaciones demostradas en el teorema
anterior.

LEMA 6.3. Sean X un espacio tal que t(X) = Ro, D una familia de subcon-
juntos del espacio Y y f: Y — X una funcidn continua. Si f(DYy={f{D)}pep
es no discreta con respecto ol punto x € X, entonces existe M C UD numerable tal
que {f (M (D)} pep s no discreta respecto ol punto z.

DEMOSTRACION: En el caso en que x € Upepclx (f (D)), escogemos Dy € D, tal
que = € clx (f (Dq)) - Notar que x € clx (Upep—{po}f (D)) ya que como f (D)
no es discreta respecto a 7, toda vecindad de z intersecta, ademds de f(Dy), a
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otro elemento de f (D). Podemos proponer Hy € f{Dg), Hy C Upep(p.3 f (D) =
f (‘_,D,:—D._{DQ}D) subconjuntos nurnerables, tales que z € clx {H, "oy (Ha). Sean

My C Doy My C Upepy (D} D

conjuntos numerables tales que (M) = H, y f{M;) = Hj. Notar que r €
elx (f(M1)) Nelx (f (Mz}) . Afirmamos que si M = M, U M, , este cumple que
la familia {f (M N D)} pp es no discreta en z . Para demostrar esto, sea V' una
vecindad de z. Si z; € M, son tales que f(z;) € V N f(Af;) para i = 1,2, entonces
neMNDgy 2z € Upep\{Do} (DN M).

Abora si £ & Upepelx (f {D}), por la hipotésis tenemos que

z € dx (Upepf(D}},
¥ existe
H C Upepf (D)

numerable con = € dx (H). 3ea M C UpepD, también numerable, tal que f (M) =
H. Sea V cuslquier vecindad de z. Supongamos que V intersecta séloa f (M N D')
donde D' € D, pero existe V' vecindad de z, tal que V' N f(D’) = §. Entonces
(Vavinf(M)=0,vaquesi f(z} € (VNV)Nf(M) con z € M existe D" ¢ D
tal que z € D”. 8i D' #£ D" entonces f(z) € VN f (M N D"), lo cual no es posible,
entonces ' = D" . Pero entonces f (z) € V' 11 f(D'}), que también es imposible.
Ahora, si VN f(M D} = & para todo D € D, entonces V [ f (M) = 0.Pero
He=f(M)yx€clx (H). Por lo tanto { f (M 1" D)} 5.1, es no discreta respecto a
T. d

TEOREMA 6.4. SiX es un E-producto de E-espacios paracompactos cont (L) =
Ro entonces . es colectivamente normal.

DEMOSTRACION: Para demostrar lo deseado, usaremos también la caracterizacién
de la normalidad colectiva proporcionada por el Teorema 1.12. Sea D = {F}, o
una familia discreta de cerrados en ¥. De manera semejante a la demostracién del
anterior teorema se construird:
1. para cada n € N una familia de abiertos localmente finita G,, en , tal que
para todo U € Gy, elx (U) intersecta a lo més un miembro de D;
2. para cada n € N, una familia A,, de matrices de n x n;
3. para cada £ € A, un Re € {o™, tal que Re_ C Ry;
4. para cada £ € Ap, un conjunto de indices £ (¢} y una T-red espectral para
X¢
Fe={F(6182..8¢) : con B1. 5y, .0k € 2(E)};

5. una familia de abiertos {H (£} : £ € Ay} de X, _ tal que E (§) C H (€) para
toda £ € Ay, en donde para cada £ € A,,, si £ = () , entonces

ii=1,..,

E© = Meer,on (FE) T (F (B i)

y tal que la familia {PE_-I (H(E): e An} es localmente finita en £ .
Los elementos de A, se construirdn de tal forma que
1. paracada £ € A, 81 € = (ﬁij)f,jzl.....
Ap_1 ¥ Brte . Brn € R(EFY).

o ¥ 1 £k < n, tendremos que &;_; €
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2. 5 H = (ﬂij)i,j=1,..,nml € A”—l’ 'Gﬂf € Q(P)a ﬁf?l € Q (iu'i—l) para 1 S
i,j < nyademds (ﬂi=1‘,,,nP‘:‘_, (F(Bs1, ..Bin))) M{E N (LUGR)) # 0 entonces
(3ig)i j=t,.m € D

Los conjuntos R se construirdn de la siguiente forma: :

1. para cada £ € An, existe 2 € E (§) y Mg C UD numerable tal que la familia
{Pe_ (DN Me)} pep 8 1o discreta en z, '

2. para cada £ € A, Re = Re_ U (Uzen, Sop () .

Igual que antes definimos Ag = {£o} donde & es la matriz vacia y R, es un

arbitrario elemento de [o:]N” , asi que ya podemos definir X¢, y también locahizar
Q(£&o) que indica una B—red espectral en X, Pero estamos interesados en construir

el paso 1. Sea Ty (&) = {(B): B € Q (&)} y paran = () € Ty, definimos E () =
F{B). Sea

® (£p) = {T € Xg, ¢ tal que { P, (D)}pep es no discreta en z}.

También definimos [ (§o) = {7 € 1 (§0) : E{m) N & (§o) =9} y I (§0) = F1 (€0}~
T} (&) . Andlogas consideraciones a las del teorema 6.2 se harén aqui. Si TF (&) =
0, entonces definimos G; = §. Pero si I'] (&) # 9, entonces para cada

zeU{Em:neTy (%)}
existe un abierto ¥, que contiene a z , tal que intersecta a lo més un elemento de
{Pey (D)} pep- Como X¢, es normal podemos pedir que clx,, (Vi) intersecte a lo

més un elemento de { Pg, (D)} pep: Sea {Ag} s un refinamiento localmente finito
de

{(Ve:z€U{E(@m) inel™ (&)} } U {X&, —Uperrien B (n)} .
Podemos escoger C' C C' tal que UnEFT(Eu)E(n) C U{Ag}gee v ademds de tal
forma que clx,, (Ag) intersecte a lo més un elemento de {Peo (D)} pep ( por ejemplo
B siysolosi Ag TV, paraalglin z € U ot E (7)) Finalmente, definimos
-1
a G como {Pio (Ag)}ﬁe

1. G, es localmente finita en X,
2. 1a clausura de cada elemento de G intersecta a lo mds un elemento de P,
3. UnEFf'(fo)E('r’) cu {PED (G)}GEG; '

Solamente demostremos que se cumple la afirmacién 2. Si (ci x (JF‘{B1 (Ag}))

o G, cumple:

intersectara digamos a D, y D.,, entonces P, ((cl X (Pe_o k (Ag)))) intersectarfa
a P (Dy)ya Fe, {Dy;), pero

2 ( ( m'x_(_E;(Ag)_)_)_)_(_:_dxer(J_Jgo_(fg.ﬁﬁl))ﬂseiéé);; e

Si Ag C V,, entonces clx,, (V;) intersectaria a P, (D) ¥ 8 P, (Dy,), lo cual no
es posible. Bsto demuestra la afirmacidn 2.

Usando nuevamente el Teorema 1.11 podemos concluir la existencia de la familia
localmente finita de abiertos {H (n)},err(g,) o0 & (mCHMm.

Para concluir el paso 1, definamos Ay =T (§o) . 81 &1 = 0, entonces I'y (o) =
I'f (&) y por tanto Gy seria cubierta de T, usando el teorema 1.12, tendriamos que
¥ seria colectivamente normal. Supongamos ahora gue s # i}. entonces para 71 €
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Ay existe , € E(n) N @ (&), usando el lema 6.3, implicamos la existencia de
M, C UD numerable, tal que, en z,, la familia {Fg, (D N My)} 5. p 0o es discreta.

Sea R, = (U{sop(z) : 2 € My}) U Re,.

Ahora construiremos los conjuntos requeridos para el caso n 4+ 1. Suponemos
realizada Ia construccién para toda 0 < i < n. Cuando la construecién se remita al
caso 1 lo haremos notar y la omitiremos. Para cada £ € A,,, definimos al conjunto
@ (£) como

{z € X¢: {P¢ (D)} pep noesdiscretaenz}.
8i £ = (Bij); jo1,.n» € cOnjunto Ty {£) es definido como
{1 =(Bis); jm1, mar  Bintr € R(im1)  Bni1; € Q) paral <i,j<n+1}

Para cada n e Fn+1 (f) definimos E(T]) = r‘%,~=1,,,,n+1 (Pg 1)_1 (F (,Bﬂ...ﬁ,- n+1)) ’

y ademés P:+1 €)= nelan ) EmMnNEE) = 8}y Lo (€)= Tana €) -
UF., (). SiTE,, (€) =0, definimos & Gay1 (€) = @. Supongamos que TH., (&) #0.
Como F (Biy..finfi n+1) & F (Bi1.-Bin), entonces

(PEL) ™ P (B Binbine) € (BEL) ™ (F (i) =
(Pé:l Pg_)_l {(F (Bir-.Bin)}

-1 -1
y este wiltimo es igual a (Ff ) ((Pff ) (F G ))) . Pasando a las inter-

secciones tenemos que, para para 7 € I,

Bmc () @ec (FL) HE).
La familia {E () :n € T}, (£)} es localmente finita en X¢ ya que

E(n) C (Pé_l)_l (F (Bir...Bi ns1))
que es localmente finita en X¢. Como en el caso 1 obtenemos una familia de abiertos
localmente finita {Ag};cc: en Xg. Podemos afiadir que Ag C (Pf_)_1 (H(&) ¥
de igual manera cumplird que clx, (Ag) intersecta con a lo més un elemento de
la familia {P (D)} pep- De igual forma definimos Gns1 (€) = {Pg1 (A,,)}

Ahora esta familia cumple:

1. Gnai (€) es localmente finita en T,

2. la clausura de cualquier elemento de G, ; (£} intersecta a lo mas un elemento

de D;

3. cada A € Gne1 (€) cumple: A= P P (A) C P (H(9));

4. U{EMm) :neli } CU{PA(G): GEGanr(8)}.

S6lo verificaremos que se cumple la afirmacién 3. Supongamos que A =
P (Ag), entonces P Pe(4) = PPy (P (Ag)) = P (As) = A. Por otro

o A= P (g € 2 (L) (@) = P (H ).

Finalmente definimos a Gnr1 = Ugea,Gn+1(§) Como, para cada £ € A,
Gn+1 (€) es localmente finita en X, v la familia {H (£) : £ € A, } es localmente finita

dect’
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en ¥, usando que para todo A € Gu41 (§) este cumple que A C PE_.] (H (&)}, pode-
mos concluir que la familia G, 4, es localmente finita. Sea Ap 4y = Ugea, Iy (§)-
Si Any1 = 0, afirmamos que UD € Uicn41G1, ¥ de aqui concluimos que &
es colectivamente normal. En efecto, supongamos que z € UD— Ujgnt1 Gi. Sea
{F{B115r12.-Prk) e una T-red local de Pg, () en X¢,. Tomamos a £ = (811},
afirmamos que £! € A,. En efecto, si £! € T}, ya que P (2) € F(B11), en-
tonces Pyo (2) € E (€!). Por construccién, obtenemos que z € Gy, lo cual no puede
suceder. Supongamos que para j < 7, tenemos que {F (BB Bik) g €8 una
S-red local de Pri-1 (2) en Xge-1, donde &7 = (Bra)p ooy sy €A1 ¥E ST S0
Sean {F (81341118 +1)2--Bi+ 1)) } ey U T-Ted local de Fy; (2) en Xoyfti=
(Brs)y o=, j41 - Afirmamos que ¢*1 € Ajy1, supongamos que &1 € T, (¢7).
Analogamente, como Peu-1 (2) € F (Ber..fyj41)) para 1 <t < j +1, entonces

Pys (z) € M=, 541 ((Pg.l)-l (F (v‘gtl---ﬁt(j+1)))) = E ('Ej+1) .

Lo cual significa que Py (2) = Py (u) donde u € Ay A € Giy (£7), es decir
€ P ' (P (A)) = A, lo cual no es posible. Ahora sca

{F (Brt1)1--Birr1ye) boen

una, B-red local de P¢n (z) en Xgn, podemos concluir que £ = (Bra)ra=1, .at1 €
An i, por tanto UD € Urca1 Gt

Supongamos que An4y # @, en paticular si T 41(€) # 0 para alguna £ € Dn,
usando el Teorema 1.11 y las construcciones realizadas, podemos construir fa familia

de abiertos en ¥ localmente finita {PE_ Y H (n))} _ talque E(M S H{m C
o nel (&)

(PE)™ (B (€). Asi que las fomilias {H (1) :n € Bna} y (B0 € Ansa)

cumplen lo pedido.

Para concluir la contruccién, sea 7 € Ay, como E(n) N @ (§) # 0 para
alguna £ € A,, designamos z,, € E (1) N @ (§). Por el lema 6.3 existe M, C UD
numerable, tal que {P; (D N My)}pep 1o €8 discreta en a,. Ahora, sea Ry, =Reu
(U{Sop(z) : = € Mp}), elegimos Q(n) de tal manera que si

-Fk = {F(ﬂlﬁk) H 161: ";ﬁk € Q(n)} )
entonces {Fi} e € una -red espectral de Xy, Con estas definiciones se cumplen
todas las propiedades pedidas en la constrecién para el caso n+1.
Si para toda n € N su correspondiente A, es no vacia, definimos
g = UﬂEN gn-

El teorema queda demostrado: si UD € UG. Supongamos que z € uD - (UG).
Ya que A, # @ para toda n € N, podemos construir {-Bif}(i,j)eN tal que £" =

(Bis) j=1,..n € An ¥ {F (Bn1--Brk)}ren €8 una X —red local de Pra—i (zy €0 Xgn-r, 777

para toda n € N.
13
Ahora para cada m > n definimos Lnm = {ng' (.'L’{k) k> m} , entonces

{cl Xen (an)}m>n es una familia decreciente de cerrados. Como

e
Tk € E (gk) =Mi=1,..k (sz__l) (F (ﬁu..ﬁ,‘,k)) , entonces
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k
P:'E (If") € F(ﬁnl--ﬁnk) g F (ﬁnl---ﬁnm), entonces Cle: (an) g‘ F(ﬁnlﬁnm)
Sea K, = ﬂmeNclxe,: {Lnm}), tenemos que K, # §. Como en la demostracion del

teorema anterior K, C MyuenF{(Bn1...00m ), asi que K, es compacto. Ademds si
k>m>n+1

R N £
Pf’_‘ (P€:+l (Ifk)) = P£|: {ZEEA:)

ntl
entonces PEEr_x_ (Ln+1 m) g ana y como

n

n+1 +1
Fer (dxe’:“ {Lnn "")) C dxen (ng (Lat1 m))

n+l
obtenemos P:._.' (K1) € Ky Podemos realizar analogo trabajo al de la demos-
tracién del tecrema anterior para concluir que existen, para todo n € N,zn41 €

n+l
Kui1,2n € K, tal que Pg.:' {zn41) == zn- También de manera andloga definimos
B= UneNR.E" y

. [a(y) siA¢B
’(”‘{:n(x) G € Ren

Demostraremos que D no es discreta en Zz.
En efecto, sea 7 € U = Pi! (Un) N {Maen Py ' (Un)), donde 21y € Un y Un €5

un abierto en X¢», H € ja — B|™ y a(A) € Uy, donde U s un conjunto abierto
del factor X. Como UnMLnyy & # @ para todo k > n +1, podemos encontrar 4 €

1k
Ntalqueig 2n+1ly Pé_? {x:,) € Un, entonces existen wy, € PE"‘ (Duc n Me‘-k) i

.

1
PEE_‘ (U,) donde wy, = PE'_" (wix) ¥ wie € D N Mg, D € D paral = 1.2

y D1y # Dog. Afirmamos que wy € U para l = 1,2, Primero observemos que
Sop(wi) € B, asi que wy (A) = a(A) € U para todo A € H, resta demostrar

£x * .
que Pen (wie) € Un, pero Pen (wix) = Pea (Pe-_,, (w;k)) = Pé (w,) €U, Y

como toda vecindad abierta de Z, contiene abiertos de este tipo la demostracién
concluye. O

Si cambiamos regularidad por normalidad, colectivamente Hausdorff por colec-
tivamente normal, realizamos una contruccién andloga a la del teorema 6.2, y us-
amos los Teoremas 1.14 y 1.15, obtenemos la demostracién del siguiente Teorema.

TEOREMA 6.5. Si L es un L-producto de E—espacios paracompactos, entonces
T es colectivamente Hausdorff

2. Paracompacidad y normalidad en espacios semiestratificables

En lo que sigue demostraremos un teoremna similar al que hemos demostramos
para I-espacios, pero ahora serd para espacios semiestratificables. Es importante
hacer notar, que la clase de los S-espacios y la de los espacios semiestratificables
tienen en comiin a los o-espacios (ver Gary Gruenhage [16]pgs. 456-458). Antes
los preliminares pertinentes.(ver G. Gruenhage [16] pgs, 453-468)
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DEFINICION 6.6. Un espacio topoldgico (Z,Tz) es semiestratificable, si existe
una funcién g: Z x N — Tz (para todo z € Z yn € N, g(z,n) es un abierto de
Z ) tal que:

(1) Npenvg{z,n)={z},para ceda z € Z, y
(2) si {Zn}.en 5 una sucesion en Z y z € Nueng (Zn,n), entonces {Zatnen
converge ¢ z en Z.

Llamaremos a la funcién g (y a toda funcién que cumpla lo anterior) funcién
semiestratificable de Z

Usaremos los siguientes resultados de espacios semiestratificables, véase por
ejemplo G. Gruenhage [16], G. D. Creede [6):

1. Todo espacio semiestratificable es subparacompacto.

2. Todo espacio semiestratificable es perfecto (todo abierto es un F,).

3. El producto numerable de semiestratificables es semiestratificable.

4. Si los subproductos finitos de {Xn},,¢ son paracompactos y perfectamente
normales, entonces [ ¢y Xn es paracompacto.

Para la demostracién del siguiente teorema usaremos la siguiente notacion.
Ahora A, denota un conjunto de matrices de 1 x n , es decir n—adas , y si € =

(Bl)':-vﬁn) € Aﬂ ) 6— = (.611'"9:61‘!—1) y E@,B = (ﬁl)"yﬁnn@)' ’

DEFINICION 6.7. Sea {X»}y, una familia de espacios topoldgicos y sea R C o
numerable y § C I1 . Diremos que S es R—cilindricamente abierto {cerrado)} si
Pr(S) es abierto (cerrado} en Xp,y ademds PR {Pr(8) =S.

A continuacién un lema que nos prepara para €l teorema principal de esta
seccidn
LEMA 6.8. Si {Xu}, oy, €5 une fomilia de espacios semiestratificables, la cual

cumple que cualquier producto finite es paracompactoe, entonces M cr, X x €3 para-
compacto

DEMOSTRACION: Como los productos finitos son paracompactos y semiestratifica-
bles, entonces los productos finitos son paracompactos y perfectamente normales.
Asi que podemos concluir que Iy<x, X es paracompacto O

Ahora demostraremos el siguiente teorema de Yajima.

TEOREMA 6.9 (Yajima), SiE esun E-prdducto de espacios serni-estratificables,
tal que cualquier producto finito es paracompacto yt () = Ry entonces T es normal.

DEMOSTRACION: Sea {X1}, ., una familia de espacios semiestratificables que cum-
pla las hipdtesis del teorema. Si R C « es numerable, por la mondtonia de la
estrechez tenemos que t(Xg) = o, ademds Xg es paracompacto. Ahora sean

—— ---—A,—B—cerra.dos—ajenos‘de—E%si—para-algthl—R—G—{Ot]Eﬂ—tenﬁnos-que—dxn-(fﬁ—(il))ﬂr e

clx, {Pr(B)) = 0, como Xg es normal , tendriamos la existencia de abiertos
disjuntos O, V tales que clx. (Pr(A4)) € Oy clxy(Pr(B)) S V. Entonces
PR (0) ¥y Pz' (V) son abiertos disjuntos de I, pero A Pt (clxq (Pr(A})
yBC Py Yelxn (Pr(B))), o sea ¥ es normal. Entonces podemos suponer que
para todo R € [a]““ siendo A y B cerrados ajenos de I, se tiene clx, (Pr{A) D
clx, (Pr (B)) # @. Derarrollaremos la demostracién en forma analoga a la demostra-
¢cién de los anteriores tecremas. Construiremos
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1. para cada n € N un conjunto A, de n-adas, tal que si £ € A, entonces
f»- = Aﬂ.—l

2. paracada n € N una coleccién de abiertos de T, G, localmente finita, donde
la clausura de cada elemento de G, no intersecta A o B. Donde para cada
# € Ay existe G (u) familia de abiertos en I tales que G, = Uuea,_,G (1)
y todo U € G (u) es R,-cilindricamente abierto en L.

3. Para cada £ € A, un R € [of"

4. Paracada § € A, existen subconjuntos E (£}, H (£) de £, que son B¢ _—cilin-
dricamente cerrados y abiertos respectivamente, en 3, ademés E (£) € H (£),
y la familia {H(£) : £ € A, } es localmente finita en X

5. Para cada p € Ap_,, se cumple:

Pu(E() S P(UG () UPL(U{E(§) 1 £ €Ay 6- = p}).
6. Para cada § € A,,, una funcidén semiestratificable g¢ de X¢, tal que

B (ge(m) C ge. (P (=), m)

paratodo z € Xy ym e N.
7. Paracada £ € A, un ¢ € X¢_ , tal que:
(a}) Pe (E()) S ge_ (zgum).
(b} Existen A(£) C A, B(£) ¢ B numerables.
(¢} z¢ € clx,_ (A(§))Nelx,_ (B(E))
(d} Bg=Re U(U{sop(v):y € A(§)NB(§]
Iniciamos definiendo Ay = {£g}, donde &; es la 0-ada vacia, y £ (&) = H ({) =
%; ahora seleccionamos un arbitrario Re, € [o] R . En el espacio X, ¢, tomamos una
funcién semiestratificable ge, y definimos g (o) = clx,, (FPg, (A4))Nelx,, (Py, (B)),
que es un cerrado no vacio de X¢,. 8i X¢, — $p (&) = 0, se toma & G1 = {#}. En
caso contrario, sea z € Xg, — ®g (§o). Supongamos que = ¢ clx, (F, (4)), en-
tonces existe Vz, abierto, tal que V; N P, (A) = §. Por la normalidad de X, se
puede pedir que clx, (Vz)N Py, (A} = 9. En resumen podemos definir a W como
{Vz:z € Xgy — B (£o)}- Entonces X, — $p (§p) C UW. Ademds para cada ele-
mento de W su clausura no intersecta a P, (A) o a P, (B). Obtenemos la cubierta
abierta WU {g¢, (2,1) : £ € ®¢ (£)} de X¢,. Refinando esta cubierta obtenemos una
cubierta de cerrados localmente finita, sea F (£} tal cubierta de cerrados. Dencta-
mos

Filéo)={F € F(to): existe W & W tal que F C Wr}
Usando el teorema 1.11, obtenemos una familia de abiertos localmente finita
{Gr:F e F(&)},
tal que F C Gp. Para los F € F, ({o) podemos pedir ademds que G C
Wp. Definimos G (¢y) = {Pg)l (GF): Fe F, (60)}, para estos conjuntos vale

P! (Gr) € P (Wr). Entonces clx (Pg! (Gr)) € elx (P! (W) que no in-
tersecta a A 0 a B, y en este caso tenemos que §; = G (). También definimos
F_ (&) = F (&) —~F4 (o). Como ®5{éo) # @, tomamos z € By {£o); entonces
existe F € F (&) tal que z € F. Si ademds F € F, (o}, entonces = € Wz, la
cual no intersecta a Py, (A) o 8 P, (B), lo cual no puede ser, asi que F_ () £ ).
5i denotamos I't {§o) un conjunto gue nos permite indicar al conjunto F_ (&),
definimos Ay = {(a) : a €'y (o)} em oonsecuencia}"’(u) = F, € F_{ts). Ahora
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bién , si g = (B) € Ay, definimos E (n) = P (Fy) vy H(n) = F;' (GF,), los
cuales trivialmente son Re -cilindricamente cerrados y abiertos respectivamente,
Veamos que se cumple la condicién b: siz € P, (E(&) = Xe, yze Fe
F+ (&0), entonces z € Gp = I, {0 (Gr) C Pe, (UG (&0)); pero si F e F_ (&),
entonces I = F para algin € Ay entonces z € F, = PEoPEQ (Fy), por
tanto Py, (E (o)) C Py, (UG (£0)) U Pe, (U {E(n):n€ A;}). Terminemos la con-
stuccién. Sea n € Ay. Como F, € F_ (&), entonces existe z, € ®; (&) tal que
F, C g¢, (x4, 1). Recordar que t(X) = Ry, luego entonces ¢ {Xg,) = Ro. Como
2p € clx,, (Pz (A)) Nelx, (Pe (B)) . Sean A'(n) y B'(n) subconjuntos nume-
rables de Py, (A) y P, (B) respectivamente tales que
Ty € clx,, (A" () Nelx,, (B’ (n))

Entonces existen A (n) C A, B (1) € B, numerables, tales que

Pey (A(m) = A' () ¥ Pey (B (1)) = B (n).
Entonces

T € elxy, (Peo (A () Nelixe, (Peo (B (m))).

Podemos definir R, = Re, U (U {Sop(y) 1y € A(n) U B (n)}). Como X, es semies-
tratificable, existe una funcién semistratificable g de X,. Sea z € X, como

Gto (Pg) (z) ,m) es una vecindad abierta de P} (z) para todo m € N, entonces e-

xiste V™, abierto de X, tal quex € V* y Pg) (V™) C geo (PE'L {z) ,m). Entonces

definimos g, (z,m) = V;*Ng), (z,m) , que resulta ser una funcién semiestratificable.
Con estas definiciones es fadcil comprobar las restantes propiedades paran = 1.
Supongamos que para 1 < ¢ < n, tenemos realizada la costruccion. Para
las construcciones en e} paso n + 1. Igual que antes, sea £ € A, y $,(£) =
dx (Pe{AND cb(_E (P: (B)), el cual es un conjunto cerrado y no vacfo. Ahora
definimos F¢ = P:_ (E(£)),Ge = P;_ (H (£)). Por la hipotésis tenemos que F¢ y
Ge son cerrado y abierto respectivamente, y ademds PEF1 (Fey = E{§). P"_1 (Ge) =

H(€). Como Fe € Ge, tambien (PE)” (F)\ (@) € (PE) ™ (Ge)\ 2 0).

-1
Para cada z € (Pg_) (Fe)\ & (£), existe W,, abierto en X; , con las siguientes
propiedades:

-1
ze W, C (Pé_) (Ge)\ ®n (€) ¥ clx, (W:) no intersecta a P (A) oa P (B) .
-1
Tomamos W = {Wz 1z € (PE{_) (Fe)\ &n (E)} Esta familia cumple que

o _M__(Jzﬁf_u)i(fe,)_\\m_(g)_;uw < (£ TGN\ B lE).

Sea K, = (Pg_)_l {Fe) N @, (£), como (PEE_)_l (F) es paracompacto y
{(Pf_)—l(Fg)nW W e w} U {g; (z,n+1)N (z:'g_)"1 (Fe):z & Kn}

' -1
es una cubierta abierta de (Pg_) (F:), entonces existe un refinamiento de cerra-
dos localmente finito ya que todos los factores son regulares (ver R. Engelking [12}
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pgs.300-303), sea F (£) tal refinamiento. Ahora denotamos
Fi(€) ={F € F(£) : existe We € W tal que F C W}

y F- (§) = F(¢) — F4. (£) . En esta parte de la demostracién haremos las siguientes
adevertencias. Si F4 (£} = @, entonces definimos a G (¢) = 0. Cuando F, (€) # 0,
realizaremos la construccién siguiente, notemos que F (€) es una familia de cerrados
en X¢ que es localmente finita en X¢. Por la paracompacidad, implicamos la exis-
tencia de una familia {Gr : F € F (£)} de abiertos de X localmente finita tal que
-1
F C Gr para todo F € F (£). Podemos pedir ademds que Gf C (Pg_) (Ge) y
para los F € F, (£) podemos pedir que F € Gr C We. Asi que podemos definir

G(&)={F (Gr): FEF4(©)} ¥ 2 Gasr como

U{G(€): £ € An}.
Como para los F € F, (£) para alguna £ € A,,, su correspondiente Gy es subcon-

-1
junto de (Pg_) (Ge) y como las familias {G¢ : £ € A}y {Gr: Fe F, (€)} son
localmente finitas, concluimos que la familia G, ;; es localmente finita. Ahora bién,
sea ['nq1 (€) un conjunto que indica a F__ (£). Sea

Ann{§)={£®s:6eTu (6}

Finalmente definimos 8 Anyy como U{Any; (€)1 £ € AL},

8i A, 1 =0, afirmamos que £ C Uic,+1G1, ¥ por tanto I es normal. Supong-
amos que exis.e z € I\ (Uicat1Gi}. Observemos que por contruccién, existe
F & F(&) tal que P, (2) € F, es claro que F ¢ Fy (£0), ya que, en tal caso
z € G (%) - Por tanto F = Fy para alguna £ € Ay, entonces z € E {¢'). Ahora
supongamos que para 1 < j < n, existen ¢ € A; talesque £ =i~y z € E(¢7).
Como Pn-1 (2) € Penr (E(£%71)) . Si

Pen—l (z) [S Pen-l (Ug (fﬂ_l))
entonces
2 € Pk, (Peems (UG (€771))) = UG (6%Y),

pero esto no puede suceder. Por tanto Fin-i(2z) € Fen.1 (E(£)) para alguna
§ € Ay, que cumpie que £_ = £™"1, tomemos a £ = ™. Como E (£™) es Renos-
cilindricamente cerrado, obtenemos que z € E(£"). Por lo anterior Pgn-1 (2) €

Peot (E(€%)) = Fen, entonces (Pg.."q)_l(Pen-x (2) € (Pg.."_.)‘l(E(ﬁ“)) =

(Pg:_l)_l (Fen) - Por tanto

Per () € (L) ().

Entonces existe ¥ € F (™) tal que Pgn (2) € F. 8i F € F, (£*), entonces Py~ (2) €
G, es decir z € UG (£"), lo cual no puede pasar. Entonces F € F_ ((™). Es
decir Apyy # 0. Por tanto £ C Upgns1@r, © de otra forma, ¥ es normal. Asi que
suponganmos que Apy; # 0. Sea 7 € Apyy, entonces n =@ b, donde £ € A, y
& € T'ny1 (€) . Definimos E (1) = P; ' (Fs) y H (n) = P; ' (Gr,) - Por la contruccién
tenemos que existe z, € Kp, tal que Fy C g¢ (zn,m + 1). Como z, € ¥, (£), ya que
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la estrechez de X es numerable, existen A (n) ¥ B (), subconjuntos numerables de
A y B respectivamente, tales que

2y € elx (Pe(A () Nl (Pe (B (1))

Definimos '

Ry = R U (U{Sop(y):y € A(muUB(m})
La funcién semiestratificable g,, se contruye de igual manera que en ¢l caso 1. Para

terminar, sélo verifiquemos la propiedad 5. Sea £ € A,. Es suficiente demostrar
que

PE@) < (PL) (o).

Recordar que Fy = Pe_(E(£)). Sea z € P¢ (E{£)). entonces z = F¢ (w), donde .
w € E(€). Por lo tanto

B (2) = P (Pe(w) = Pe_ (w).

Lo cual implica lo afirmadeo.

Si suponemos que A, # ¢ para toda n € N, eutonces definimos G = U G,.
Demostraremos que ©. C UG, para poder concluif la normalidad de . Sea z €
T\ UG. Realizando andlogo trabajo que en el caso finito, obtenemos una sucesién
{67} en talque €7 € Ay 271 =7 y 2 € E(§") para todan € N. Afirmamos que
para todo m > 1 la sucesién {Pg,::ll (m‘f")}rom converge & Prm-1(z) en Xem-1.

Observemos que

Penes (2) = Py (P77 (2)) € BT (P (BLE™D) ©

n—1
Pgm_l (gen.—l (J:gn.,n))
Usando la propiedad 7 varias veces, y usando que
n—1 m ira—1
Pgrﬂ—l = §m-—1 Q...9 P n-3 O Pgn—2
se tiene

r—1

PEC) (gen-1 (zn ) € gemes {Pnls (@emm))

Ahora aplicando la definicién tenemos la convergencia de {PEE | (Tgn )}

PE"" 1 (Z)
Ahora sea R = U{Rg~:n € N}. Sia €[ es el punto base de L. Tomamos a
Z € ¥ tal que

nzm

Pr(z) = Pr(2) ¥ Ps—r(Z) = Pa-r(a).

Afirmamos que 2 € ATT5 Toramos un abierto {7 de laf; —
Pf“,.l (Up) N (Mrear Pyt (UA))

donde U, es un abierto de X¢n y Pin (2) € Un para algin n, y Uy es un conjunto

abierto del factor X, tal que a (A} € U para A€ H, con H € [a — Ry . Bastars
demostrar que U intersecta A e intersecta B, para concluir la aﬁrma.cwn Por

la. convergencia recien demostrada, tenemos un k > n -+ 1 tal que PE - (xﬁn)
Un. Por la continuidad de *jl',i, , existe 1, Lapgasto abierto en Xpn—1, tal que
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Pés:_l (Ur} € Un ¥y zex € Uy. Por la propiedad 8.c, existen w € A ({"‘) C Ay
uw’ ’:C;B (€¥) C B tales que FPery (w), Pew (w') € Uy. Entonces Pg: l (Pex-r (u)),
Pé,. (Pex (w')) € Uy, o lo que es lo mismo Pen (w), Pen (w') € Un, o bién w.
w € PE_"i (Ur}. Por la contruccién, sop(w)} y sop{w') son subconjuntos de R. Por

tanto w(A) = w' (A) = a (A} para todo A € H. Podemos entonces concluir que w,
w' € U. Pero esto no es posible ya que A y B son ajenos. ]

Para concluir esta seccién, enseguida demostraremos un Teorema de Y. Yajima[41)
pes. 5-7.

TeoREMA 6.10 (Yajima). §i & es un I-producte de espacios semiestratifica-
bles, tal que cualquier producto finito es paracompacto. Entonces ¥ es normal si y
sdlo si T es colectivamente normal,

DEMOSTRACIGN: Por el lema 6.8, cualquier producto numerable de la familia dada
es paracompacto y semiestratificable. Supongamos que £ esnormal. SeaD ={F,}, ,
una familia discreta de conjuntos cerrados en L. Para cada n € N, construiremos:

1. Un conjunto A, de n-adas, tal que si £ € A, entonces £.. € A,_y.

2. Una familia G, de conjuntos abjertos en ¥ que es o-localmente finita en X.
Y la clausura de cada elemento de G, intersecta con a lo més un elemento
de D.

. Paracada £ € A, un B¢ € [a]““ ;

4. Para cada { € Ay, existen E(£) y H(£) subcoujuntos de T, que son
R, —cilindricamente cerrados y abiertos respectivamente en 3. Ademés
E(§) C E(E-)y E(€) C H(E). Y la familia {H(£):£€ An) es o-
localmente finita en X.

5. Para cada n € A,_;. El conjunto {UD) N E (), es cubierto por

(U{Gi:i=1..,n—1HUU{E{): (€ Ay . =n})
6. Para cada £ € Ay, existe una funcién g semiestratificable de X, tal que

Pf_(g¢ (z,m)) C ge. (S (z),m)

paratodox € Xg yme N,
7. Paracada é € A, un xp € X y Fy € D tales que

(a) ze e FeNE(E_\U{UG;:i=1,..,n—1}

(b) Pe_ (E(€)) € g¢ (Pe_(z¢) )

(c) Re = Re_ U sop ()

(d) Fen E{£) es cubierto po G,.
Definimos a Ap = {&}, donde &g es la O—ada vacia y a E (&) v H (&) como T
Escogemos un arbitrario fg, € [ajN" . Ya que X, es semiestratificable, escogemos
en él una funcién semiestratificable g;,. Ahora realizaremos la construccién para
n=1. Sea

2]

Wi (§o) = {g¢ (P, () ,1) : = € UD}.

Como Xg, es perfecto, entonces para cada m € N existe un cerrado Sy, en X, tal
que

LW (Go) =U{Sm:me N}.
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Sea
Sm={SmNO:0 €W (6)}.

Es claro que Sy, es una cubierta abierta del espacio paracompacto Sm. Sea &I,
un refinamiento cerrado de Sm localmente finito. Sea Fj (&) = US;,. Es claro
que Fi (£o) es una familia de cerrados de X¢, que es o-localmente finito, refina a
Wi (&) ¥ UF1 (é0) = UW, (£o) - Usando nuevamente la paracompacidad de X, y
que S!, U {X¢,} es una cubierta de cerrados localmente finita de X, obtenemos
una familia de abiertos de Xz, Hm = {Gp : D € 8.} localmente finita, tal que
D C Gp para todo D € S,. Tomamos H; (o) = UHm. Esta familia 7 (o) es
a-localmente finita, la cual cumple cumple que D C Gp para todo D € F1 (o)
Sea Iy (£o) un conjunto que nos permite indicar a 7, {(&0). Ahora definimos A, =
{(8): BeT1{(fo)}. Y paran € Ay, si n = (§) entonces tomamos E(ng) = PET {(Dg)
y H(n} = PE“Ol (G‘Dﬁ,). Ademds Ds C g, (Pe, (z9), 1), para alguna x, € uD.
Seleccionamos F,, € D tal que z, € F, Tomamos R, = Rg, U sop (zq). La
construccién de la funcién semiestratificable g, de X, es la misma que se re-
alizé en el teorema anterior. Recordar que D es una familia discreta, entonces
EMNF,C Hm\(U{FeD:F#F}), asique finalmente, usando la norma-
lidad de X, tenemos que

E(’q)ﬂanU,,gclg(Un)gH(n)\(U{FeD:F#Fn})

para algin conjunto abierto U,. Definimos Gy = {U,:n € A}. G es o-localmente
finita, ya que la familia {H (n) : n € Ay} es o-localmente finita.

Supongamos que hemos realizado la construccién para todo 1 <4 € n. Sea
£ € Ap, definimos W4y (£) como

{9 (P (),n+ )N P (E(€)) : 7 € (UD)N(E O\ (U{UGi:i=1,.n}))}

Si Whyi (€) es vacio, denotaremos a Aniy {€) = 0 = Gn41 (£) - En caso contrario,
como E (£) es Rg—cilindricamente cerrado, entonces P; (E (£)) es cerrado. Ademés
X¢ es semiestratificable. Sea W' igual a

U{ge (P (2) ,n+1) s 2 € (UDYN(EE)\W{UGi:i= 1,.n}))}.

Entonces W es un F,. De igual forma que en el caso 1, obtenemos una familia F’
de cerrados en X¢, que es o—locamente finita y que adem4s refina & la familia

{9 (P (=), +1): 2 € (WD) N(E @\ (U{UGi:i=1,.n})}-
Sea Fri1 (&) la familia
{SNP(E(€):SeF}.
Es claro que esta familia cumple:—— -~ - - -~

1. UWpp (€) = UFnn (§)

2. Fny1 (€) refina a Wa i (£)

3. UFn1 (E) CP(E(€))

4. Fns1 (£) es o —localmente finita

Igual que en el caso 1, por la paracompacidad de X¢, obtenemos Ia familia de
conjuntos abiertos de X¢

{Gjp : D e Fanr (g)}s
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la cual es o—localmente finita y ademéds D C G},. Si shora Gp = G N Fe (He),
como P (H (£)) es R¢—cilindricamente abierto, P; (H (£)) es un conjunto abierto
de X¢, y entonces

{Gp:D e Fopy (8)}

es una familia de conjuntos abiertos o—localmente finita tal que D C Gp C
Pe (H (£)).

Sea Iny1 () un conjunto que nos permite indicar a Fy g (£). Appi{l) esel
conjunto de las (n + 1) —adas

{§DB:8€Tn(6)}.
Sea 17 € Apnyi (€), digamos que p = £ @ 3. Definimos E () = P7'(Dg)yy Hn) =
P{I (Gp,) . Notar que

Pt (Goa) S P P(H ) = H ().
Luego entonces H {(n) C H (£).
Ya que Dy C ge (P: (zy) ,n + 1) N P (E(¢)) para alguna
Tn E(UD)N(E )\ (U{UG; :i=1,.n})),
entonces existe Fy, € D tal que z, € F,,. Con estos objetos, definimos a R, como
Re U sop(zy).

La definicidn de g, se realizd de igual manera que en el teorema anterior. Similar-
mente, como X, es normal, entonces existe un abierto U, tal que

FyNE(n) Uy Celx (Up) S H(M\U{F € D: F £ Fy)
Sea Gy (€) = {Un: 7 € Ans1 (§)} . Finalmente definimos
An+1 =u {An+l (E) 1€ An}

gn+1 =U {gn+1 (5) : 6 € Aﬂ} .
Supongamos que A, # B, comprobemos que se cumple lo pedido. Como Grg1 (£)
es c—localmente finita para todo £ € An, podemos escribir Guyq (§) = UO,, (£) y
{H(£): ¢ € A} = UM,, donde O, y M; son colecciones localmente finitas para
todom, [ € N. Sea

Tt ={Uy € On (§) i€ Apyy, m— =&, H(E) € M}

Las familias 7oy son localmente finitas ya que U,, C H (£) cuando 7_ = £. Ademas
U{Tpt 1 m e N} =Gy
Las restantes propiedades se deducen de la construccién. Si A, = @, afirmamos
queUDCU{G;:i=1,..,n}. Enefectosea zc UD\U{G,;:i=1,...,n}.Comoz <
UD, entonces Py, (2) € W (o) . Asi que existe 8 € Ty (&) tal que Py, (2} € Dy, en
donde Ds € F; (&) . Sea &' = (8) € Ay, entonces z € E (£!) . Ahora supongamos
que para todo j, tal que 1 < j < n, existe £/ € Aj, la cual cumpie que 2 € £ (&)
y & =¢71 Como z € UD—U{G:i :i=1,..,n}, entonces Fes (2) € W; (€7) . Sea
Dge Fi(¢7),con§ € T;(€7) y Pus (2) € D Tomamos £7+! = €7@ 8, es claro que
2€ E(¢71), ¢+ € Aj41 y también €21 = ¢7. Entonces existe £+ € A, lo
cual no puede ser, Por tanto UD C U{G; : i =1,...,n}. Asi que £ es colectivamente
normai.
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Ahora supongamos que A, # @ para todo n € N. Denotamos a § como
U{Gn:neN}.

Si UDC UG, como G es g-localmente finita, usando el teorema 1.13 podemos
finalmente concluir que X es colectivamente normal. Supongamos ahora que z €
UD — UG. Entonces existen £" € A, para todo n € N, tales que 7! = ¢7 y
z € E(£"). Sim > 1, afirmamos que la sucesién {Pem-1 (zgn)}
Pem-1(z) . En efecto, basta observar que si n > m, entonces

nzm CONIVETEE a

Pem-1 (2) = PEn_y (Penei1 (2)) C Py (Penmt (B(E")) €

n—1
Pes (ggnr (Pgn-s (zgn) 7))
Realizando anslogo proceso que en la demostracién del anterior teorema obtenemos
nw-1 =1
Pgm_l (ggn—1 (Pgn—1 {(zgn),m)) C gen (Pém__l {Pen-1 (zen)) ,n)
O sea P&m—l (z) € ggn—1 (PEm—l (Ifn) s ?’1). Sea
R=U{Re :ne€ N},

y sea y € ¥ tal que Pr(y) = Pr(2) ¥ Pa—r(¥) = Pa—r(a). Entonces y € X,

Ademds, usando la misma demostracién que en el teorema 6.9, {x¢} converge a

y. Como {Fe» :n € N} € D, que es una familia discreta, y z¢n € Fgn, entonces

{ {Fgn : n € N}| < Rg. Pero por otro lado, si m < n con n,m € N, entonces

Fen NE(E™) € UGm.

Usando varias veces que E (n) € E(n-), tenemos que E (") C E(§™). Por tanto
(1) FennE(E\U{UG:i=1,..,n—1} C FnnE(M\U{UGi:i=1,..m}
(2) Como z¢n € Fen NE(EM\U{UG:i=1,..,n—1},

tenemos que si Zgn € Fym, entonces z¢n € Fgm N E (€™). Por tanto z¢n € UG, lo

cual no es posible por (1) y (2). Por tanto se obtiene la conclucién del Teorema. O

3. Normalidad y paracompacidad numerable en £—productos

En esta seccién analizaremos la relacién entre normalidad y paracompacidad
numerable en los E-productos. En el texto Products of normal spaces de T. C.
Przymusiriski [34] pgs 814-815, encontramos el teorema:

TEOREMA 6.11 (Zenor-Nagami). Sea {X;}, ., una familia de espacios. St
para.todo I € [Rol“™ se tiene que X es normal, entonces son equivalentes

(1) Tlicx, Xa es normal
(2) Tlicn, X» es numerblemente paracompacto.

Combinando el teorema 1.4 v el teorema 6.11 obtenemos la demostracién del
siguiente teorema

TEOREMA 6.12. Sea {Xa}, ., une familia de espacios. Si L es un 3-producto
propio normal, entonces T es numerablemente paracompacto.



Normalidad y paracompacidad numesable en Z—productos 77

DEMOSTRACION: Por el teorema 1.4, ¥ es homeomorfo a un producto numerable de
E-productos gue son heemomorfos a subespacios cerrados de X. Digamos que ¥ es
homeomorfo a Iy«x, £a. Como cada E,, es cerrado, entonces para todo I € {Rp]Mo
tenemos que [I,-r X, es cerrado en T y por tanto es normal; as{ que por el teorema
5.9 concluimos que ¥ es numerablemente compacto. O

En los teoremas de Yajima hemos presentado condiciones para alcanzar la nor-
malidad en los Z-productos, sin embargo la hipStesis de la estrechez numerable
Jjuega un papel importante. En el siguiente teorema de Lecheng Yang (ver {43] pps.
949-953) se presenta cémo obtener la normalidad a través de la paracompacidad
numerable; en este sentido, este teorema es diferente a los anteriores. Antes un
lema técnico:

LEMA 6.13. Sean Y un espacio numerablemente paracompacto y regular, E y
F subconjuntos ajenos de Y. Si F es cerrado en Y y si existen conjuntos abiertos
U, deY para todo n € N lales que B C NuenyUn ¥ Nnendy(Un)NF = B, entonces
E y F son separados por conjuntos abiertos en Y.

DEMOSTRACION: Sean {Un},.y, E y F con las propiedades enunciadas en las
hipétesis del teorema. Ahora sea F la familia
{Y\F}Uu{Y\(cdy(U,):n€ N}.

F es una cubierta abierta numerable de ¥. Como Y es numerablemente para-
compacto, existe un refinamiento localmente finito de F; sea € = {Us};_, tal
refinamiento. Para cada z € E existe Us, € C tal que z € Us, C (Y \ F. Usando la
regularidad tenemos que para x € E, existe V5, tal que

z€Vs, Cely(Ve,) CUs, S (Y\F)
Como la familia {V;, : = € E} es localmente finita, entonces obtenemos:
1. Uzegely Vs, es cerrado.
2. UzegdyVs, C(Y\ F).
3. EC (User(Vs,))
Si
A=Uzer(Vs.), B=Y\ (UgerclyVs,).
Entonces EC Ay FC B con Ay B ajenocs. O

Comno en los anteriores teoremas de Yajima, para demostrar el teorems de
Lecheng Yang primero necesitamos enunciar un importante Lema para o-espacio
(ver K. Nagami [31)):

LEMA 6.14. SiY es un o-espacio, entonces exviste una familia {F, :n € N}
de cubiertas de Y, cerradas y localmente finitas que cumplen:

1 Fo={F(P1..00): B1,....0n €} pare todean € N.

2. F(B1..8.) = U{F(B1...0.08) : B € 2} para cada 5y,..0, € Q.

3. Pare cada y € Y eriste una sucesion {f, € Q:n € N} tal que
v € nnENF(Bl---ﬁn);

y para toda vecindad abierta V dey, existe alginm € N tal que F(51...5,,) C
V‘ .
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Come en el lema 6.1, a la familia de cubiertas {F,, :n € N} de ¥ se le llama
a-ted espectral de Y, y a la sucesion {Boefl:ne N} selellama o-red local de
yen Y. Salvo que se diga lo contrario, usaremos la misma notacién que en las
demostraciones de los teoremas 6.2 y 6.4. Ahora iniclaremos la demostracién del
teorema de Lecheng Yang.

TEOREMA 6.15 (Lecheng Yang). Sea {Xa}, ., una familia de o-espacios para-
compactos. Si T es un L-producio de tal familia, entonces T es normal st y sélo 51
Y es numerablemente paracompacto.

DEMOSTRACION: Sea {Xa},, una familia de o-espacios paracompactos. Por el
teorema 6.12, tenemos que es suficiente demostrar que la paracompacidad numera-
ble implica la normalidad. Sean Ay B conjuntos cerrados ajenos no vacios de I,
Observando la demostracién del teorema 1.12, podemos concluir que para lograr
wna separacion de A con B, es suficiente construir una cubierta o-localmente finita
G de conjuntos abiertos de X tal que la clausura de cualquier elemento de G es ajeno
con A o con B. Asf que construiremos para cada n € N
1. una familia localmente finita de abiertos Gy, en I, tal que para todo U € Gn,
clx(U) es ajena con A o con B; :
9. una familia A, de matrices de n x n;
3. paracada & € Ay, un R € [efe, tal que Re . € Re;
4. para cada £ € A, un conjunto de indices Q¢) y una o-red espectral para
Xe: ’
Fk = {F(ﬂlﬁzt]k) i con 31,)321 "'HBR: € Q‘(E)})
5. una familia de abiertos {H(£):& € An} de T localmente finita tal que

E(€) C H(¢) para cada £ € A, en donde para cada £ € A, 8i € =
(ﬂ';j)i,j=1,...,n entonces

E(E) = Mk=1,....n (PEk‘l)'l (F(ﬁklﬁkn) .
Los elementos de A, se contruiran de tal forma que
1. para cada £ € Bn, 81 € = (Bij); j=1,.n Y1 S k < n, entonces £x_1 € Ag—1
¥ Be1,Bi2s s Bien € Q€k—1)s ¥
2. para cads 1 = (855), ;o1 ac1 € Bn-1 B (1) es cubierto por
GnU{E({§): £ €Anconf_=7}.
Los conjuntos Re se construirén de la siguiente forma:

1. Para cada £ € A,,, existe z¢ € AN E(£) si n es impar, y T¢ € BnE(¢)si
7L €5 pal.
2. Rg=H; U sop{ze).

Sﬂ&&o_la-matriz_vanm.JomamQam_&r_l)ﬁMeu_é@ﬁ’- Como X, es un

o-espacio paracompacto, sea {2 (¢0) un conjunto de indices tal que las familias

Fe = {F(B1.-86) : By, . € (€}
forman una o-red espectral de Xg,.
Definimos

. " T{€o)={(8): B (o)}
Si (8) = € I'y, tomamos a

E(n) = F,' (F(8) -
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Denotamos 3k A ‘dTE.Cf
Aibo) ={meli(&): ANE(n) #0}.
Como F; es una cubierta de Xe,, entonces {E(n) :n €I {£0)} es una cubierta de
% asi que Ay (£o) # 0.
Notemos que

Pe, (P (F (8))) = F(8);
luego entonces la familia de cerrados en X,

{Peo (E(m) :n ey (b)),
es localmente finita. Si tomamos S, (£g) como

U{E(n):n €l (&) \ b1(%)},

entonces es claro que &1 {£g) es un conjunto cerrado. Ademés Py, (81 (€g)) es cerrado
en Xe,, ¥ se cumple la relacion S (&) = P! (P, (S1{60))). Como X, es un
g-espacio paracompacto entonces tememos que es perfectamente normal {ver G.
Gruenhage[16] pp. 446), es decir todos los conjuntos cerrados son del tipo Gs.
Como { Py, (E(n)) : n €Ty (£a)} es localmente finita en X¢, , entonces existe una
familia {W, : n € N} de abiertos en X, tal que

U{Pe, (E(M) :neT1{&)\ Ay (&)} =N {W,:ne N}.

Pero X¢, es paracompacto y U {P, (E(n)): 7 € Ty (&) \ A1 (%)} es un conjunto
cerrado en X¢,. Entonces, para todo n € N, existe un conjunto abierto V,, de Xe,
tal que

U{FPe (E(m) : n €1 (o) \ A1 (b0)} S Vo € el (Vi) C Wi,
Entonces
160} SN{PG (Va)ine N} C {5 (elx, (Vo) e N}
Pero
Si(&)=n {P; (W) :ne N} :

Luego entonces

81 (&) =n {Pgn1 (clx,, (Vi) im € N}
y también

1 (bo) = N{FL! (Vo) :n e N},
asi que
Nicls (P;l (V,,)) in€ N} N{P;" (clx,, (Va)) :n € N}.
Por tanto
N{elg (P! (V,.)) ‘neN}NA=4,

aplicando el lema 6.13, obtenemos G, abierto de T tal que

51 (%0) € G, € dx(Gg,) S (2)\ 4).
Podemos tomar G; = {Gg, } y’.Al = A (£0)-
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Para completar la construccién en el caso 1, sea {L (1) : € 'y (§)} una familia
localmente finita de conjuntos abiertos de Xg, tal que P, (E ()} € L(n) para todo
n € [ (£) (tal familia existe por el teorema 1.11) . La familia {H () :n € &4;} de
conjuntos abiertos de %, donde H (1) = Pél (L ()}, es localmente finita y ademés

E{n) C H(n). Seann € A1y T, € ANE (n); tomamos R, = R, Usop(z,). Como
X, es o-espacio, tomamos a {2 (7)) como el conjunto de indices tal que

Fro={F{f..Bc): B, B €2(m)}

es una m-red espectral de X,,. No es complicado comprobar todas las propiedades
enunciadas para las familias propuestas para el caso 1.

Supongamos construidos los objetos con las propiedades enunciadas antes para
toda 1 € 1 < n. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que n es impar.
Tomamos £ € A, y

| Y (5) ={n= (Bij){,j=1,“,_n+1 - =&, Biar1 € Q{E;1)
Y Bns1; €2(€) para1 <i,f < (n+ 1)}

Para cada 7 = (Bi;); jo1,..nq1 € Lt (€), definimos

E(n) = Niz1, i1 P (F (Bir- Bitnsn)) ) -

Observemos que P (E (1)) es un conjunto cerrado en X para toda 7 € Inya ).
De hecho P; (E(n)) = N{z € X¢ : zle,.., € F (Ba--Bin+1)) |, lo cual demuestra
que el conjunto en cuestion es cerrado.

Tenemos que:

1. E(n) € E(£) para todo 77 € T'asa (§),
2. La familia de conjuntos cerrados {P; (E (1)) : # € Tny1(£)} es localmente
finita en X¢, y

3. BT (P (E@)) = En)- _
Como en el caso 1, tomemos A, {€) como la familia de matrices

{n€Tapa(§): E(m)N B #0}.
Denotamos como Sp41 {£) al conjunto
U{E(®):1 € Cnt1 (E)\ Bn1 ()}
También logramos las relaciones
Snr1 (§) = P (Pe (Snt1 (€))) -

Ahora usando la perfecta normalidad de X¢, como en el caso 1, existe una familia
{V.. :n € N} de conjuntos abiertos de X, tal que

Sm"(-&)-f—“-ﬂ-{—};ell—(-elxs—(-i%)-)—:—WG—N—}—Q-(-E*\“B‘)
Usando el Lema 6.13, para todo £ € A, existe un conjunto G abierto de I, tal
que -

Sns1 (EYC G Celx (Ge) ST\ B.

Como Spt1 (6) € E(£) C H (€). Podemos pedir que Ge € H (€). Asi que podemos
definir a:

Gnir = {Ge 1 £ € An},
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ya A,y como

u {An+l (5) :€e An}~

8i &nyy = 0, afirmamos que Ui=1, ,n+1(UG:) = Z. En efecto, sea z € T\
(Ui=1,..n+1 (UGi)). Sea (B1;€ (k) :j€ N}, una o-red local de Py, (x} en Xg,.
Si £ = (Bu) ¢ Ay, como Pe,(z) € F (B11), entonces z € E (€'); mds exactamente,
z € S1(&), esto es x € Gg,. Supongamos que podemos construir, para cada
1<k <n+1, una o-red local {ﬂkj € Q(fk—l) tJ € N} de PEL-—] (z) en XEk-l,
con £ = (ﬂl'i)i,j=1....,k € Ay Sea {B(,,+1)J- EN(n):je N} una o-red local de
Pen (z) en Xen. Signtl = (Bis); ja,. nyrs ofirmamos que €71 € A,,; (€%). En
€as0 contrario, por construccién, tenemos que = € Sp4q (€7); 0 sea z € UGn+t1, lo
cual no es posible. Pero tampoco es posible que £"*l e A, (£") ya que estamos
suponiendo que A, =@. Asi que debe de cumplirse que Uiy, n+1 (UG} = E.

Notemos que trivialmente Ui=1,..,n+1Gi €s o-localmente finita, asi que Ay B
estin separados en ¥.

Supongamos ahora que A,4; # 0.

Para concluir la construccién, notemos que por el teorema 1.11 existe una
familia {W(n) : 7 € Tnyy (£)} de conjuntos abiertos de X¢ localmente finita tal
que F; (E(n)) € W (n). Finalmente, definimos H {n) para toda 7 € A,y como
PE'l (W (n)}n H (€). Por construccién, existe Zn € BNE(n) paratodan € A, .

Sea R, = R U sop(zy,) y sea N(n) tal que
{F(Br--B) : B, ..., Bk € (M)}, ke N}

€s una g-red espectral de X,. Comprobemos que si £ € A, entonces E (£) es
cubierto por G, U {E(n) : 9 € Apyy y - = £}. Para tal fin, tomamos z € E(g).
Supongamos que Py (z) € F (Bins1)1--Bin+1)m+1)) donde Brpnyay, - Binat)(n+1) €
Q(¢). Como

Peo 1 (2) € F (Br1--Bin) = U{F (Brz.--BenB) : B € (&1},

podemos suponer que

P, _,(z) € F (Br1---BenBr(nr1)) para alguna Brin+1) € {éx-1).

Sin= (ﬁg,-)i,jﬂwmﬂ, tenemos que 7— = §. Supongamos que i ¢ A, 11, entonces
x € UGy, ahora si 7 € Ay, por construccién tenemos que £ € E(n). Y de esto
liltimo concluimos que E {£) esta cubierto por G, U {E(n) : g € Appr1y - =¢}.

Podemos suponer que para todo » € N, tenemos la construccién anunciada,
Afirmamos que si § = Un«, G, entonces G es una cubierta o-localmente finita de
3, y con esto concluimos la separacién de Ay B en X. Supongamos que z € T\ LG,
Igual que antes podemos construir una familia de indices {Bij : 4,7 € N} tal que
paratodo n € N:

1. Sign = (ﬁij)i,j=l,...,n’ entonces £" € A,,.

2. {F{(Ba1---Bnk) : Ba1, s Bk € R (£™1)} es una o-red local del punto Pea-i(z)

en Xen—l.

Como z¢n € E(£™), sin > m > 1, tenemos que

zgn €E(E") C Pl (F {(Bina1)1--Bims)n)) -
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Asi que, sin>m

P;_:m (Ien) er (.B(m+1)1---ﬁ(m+1}n) .
Para un m 2> 1 fijo, la sucesién { Pym (2¢n) : » > m} tiene como limite & Pim(z). En
efecto, sea V' una vecindad abierta en X¢m de Pem (), entonces existe I (ﬂ(m+1)1 -Bim+1)k)
que estd contenido en V. Pero si s > k, tenemos

F (Bimnyt-Bomsnys) € F (Bims1y1 - Bmeye) € V.
Asi que para n > max{k,m}, tenemos que Fem (z¢) € V.
Si a € T es el punto base del Z-producto, tomamos R = Unenfen y z € I, tal
que
_ | z(\})siAeR
() = { o\ siAg R,
Afirmamos que la sucesién {z¢= : n € N}, tiene como limite a z.” Sea z €
U = Pioi (Um) N (NaeaUn), donde Pew() € Up, Usy €5 un abierto de Xem, H €
[\ R]<® y a(A) € U, donde Uy es un abierto de X. Tenemos que para algiin
Np, si n > Ny > m, entonces Pen (zgn) € Up,. Como

sop(xen) C Ren C R,

entonces z¢n (A) = a()) para todo A € H. Asi que zgs € U para todo n > Nj.
Entonces, z es punto limite de A y B. Por tanto 2 € (AN B). Lo cual no'es posible.
Asi que concluimos la demostracién del teorema. O

Para conclu_ir este capitulo, presentaremos un corolario importante (ver Lecheng
Yang [43]). Primero damos la siguiente definicién.

DEFINICION 6.16. Seen Y un espacio topoldgico y G = {G, : v < &} una
cubierta abierta de Y. Diremos que H = {H, : v < 8§} es un acortamiento de G, si
H es una cubierta de Y y ademds cly (H,) C G, para todo v < 6. Un espacio ¥
se dice que es acortable si toda cubierta de él tiene un acortamiento.

En Y. Yajima [42] tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 6.17. See I un Z-preducto de L-espacios paracompactos. Entonces
son equivalentes:

1. ¥ es colectivamente normal.
2. X es normal.
3. ¥ es acortable

Ahora bien usando los teoremas 6.15 y 6.17 obtenemos el siguiente resultado

COROLARIO 6.18. 57 I es un E-producto de o- espacios paracompactos, en-
tonces son equivalenies

I—Y-escolectivarmentenormul;

2. ¥ es normal.

3. X es acortable.

4. ¥ es numerablemente paracompacto.
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