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Introduccién 

En el afio de 1959 H.H. Corson [10] publicé un resultado clasico, a saber: Los 
¥-producto de espacios métricos separables son colectivamente normales. Posteri- 
ormente Gul’ko {17] y Rudin demuestran que se pueden tomar cualesquiera espa- 
cios métricos y Negar a la misma conclusién. En los trabajos de Kombarov [25], 
[26], encontramos condiciones en espacios métricos generalizados (p-espacios para- 

compactos), y Eech-completos paracompactos, para concluir la normalidad en los 

Z-productos de este tipo de familias. Asf llegamos a los teoremas de Yajima, en 
donde tenemos resultados andlogos pero con familias de S-espacios paracompactos 
0 espacios semi-estratificables. Sin embargo, en el proceso de llegar a estos resulta- 

dos, se obtienen interesantes resultados acerca de la naturaleza de estos subespacios 
densos de los productos topolégicos. Es nuestro interés presentar no sdlo los re- 

sultados clésicos mencionados arriba, sino otros de diferente tipo, en los que la 

naturaleza de los ¥-productos es presentada. Es conocido que ningin D-producto 

no trivial es paracompacto (ver teorema 4.2), sin embargo es interesante buscar 

condiciones para obtener propiedades cercanas. En el primer capitulo de este tra- 

bajo presentamos tanto la notacién como los resultados basicos que nos serén utiles 

en el posterior desarrollo de! mismo. Una répida mirada a este capitulo nos mues- 

tra el amplio rango de resultados que se deben revisar y entender, estos van desde 

propiedades de funciones cardinales hasta propiedades generales de normalidad, 

normalidad colectiva, paracompacidad y otros. 

En el segundo capitulo, desarrollamos el célculo de algunas funciones cardinales 

para S-productos. En este capitulo, las evaluaciones desarrolladas son conocidas 

en la literatura matemética, sin embargo una presentacién exhaustiva de ellas no 

se encontré. Es de notar la coincidencia de algunas de estas evaluaciones con las 

correspondientes al producto; ademés de que dichas evaluaciones dependen sdlo de 

la evaluacién correspondiente en los factores y el cardinal del conjunto que indica 

la familia en cuestién que se multiplica. En el tercer capftulo, analizamos algunos 

teoremas de factorizacién que nos permitirdn llegar a interesantes expresiones de la 

Gech-compactacién y la real-compactacién de un L-producto. Dichas expresiones 

muestran que bajo ciertas condiciones sobre los factores, la Gech-compactacién y 

la real-compactacién de un -producto coinciden con el producto de la familia. 

Ademés en este capitulo analizamos algunas propiedades de seudocompacidad en 

¥-productos, obteniendo que con factores compactos, los ¥-productos son numer- 

ablemente compactos y en particular son seudocompactos. En el cuarto y sexto 

capitulo de este trabajo desarrollamos los resultados cldsicos de Kombarov y Ya- 

jima, asi como un interesante teorema de Lecheng Yang en donde 1a condicién 

para Iegar a la normalidad es a través de la paracompacidad numerable y no con 

la estrechez numerable como es el caso de los teoremas de Kombarov y Yajima. 
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2 Introduccién 

En el capitulo cuarto también mostramos algunas conocidas propiedades de los &- 

productos a saber: Ningiin S-producto no trivial es paracompacto, ya que todos 

los E-productos no triviales contienen a {0,«1) como subespacio cerrado. En este 

capitulo cuatro, iniciamos una larga cadena de teoremas en los que se busca dar 

condiciones para alcanzar la normalidad o la normalidad colectiva o ambas en un 

E-producto. Asi pues demostramos un teorema de Kombarov (teorema 4.9) que 

nos permite concluir, como un caso particular, el teorema de Gul’ko-Rudin. Creo 

impotante hacer notar que en este teorema, y los restantes del capitulo sexto, se de- 

muestran para familias de espacios paracompactos, las cuales tienen la propiedad 

que sus caras numerables también son paracompactos y pertenecen a la misma 

familia. 

En el capitulo sexto intentamos presentar unificadamente la notacién de todos 

los teoremas. Estos son presentados en orden de publicacién, lo cual nos permite 

observar analogias y diferencias, pero sobre todo observar el desarrollo de los con- 

ceptos. Presenta singular dificultad entender las construcciones realizadas en estos 

teoremas ya que en su publicacién original se obvian algunos pasos en las demostra- 

ciones; para una mejor comprensién de éstas se detallaron estos pasos realizando 

las construcciones omitidas. 

Finalmente en el capitulo quinto desarrollamos sendos teorema de Kombarov 

y otro de Yajima en donde la condicién de separabilidad 0 separabiliad heredi- 

taria nos provee condiciones para obtener normalidad 0 normalidad colectiva en 

¥-productos. Ademas, en este mismo. capitulo, desarrollamos un interesante ejem- 

plo de G. Gruenhage y T. Daniel {11], en donde se muestra que no basta tener caras 

numerables paracompactas perfectamente normales y primero numerables para ase- 

gurar que los E-productos sean normales. Es de resaltar, le contrastante sencillez 

de los conceptos involucrados en este ejemplo con la gran importancia de él. 

Mencionaremos que los resultados que tratan directamente propiedades de los 

¥-productos los desarrollamos de la manera més detallada posible, no asf con los re- 

sultados que sdlo usamos para justificar alguna argumentacién ‘que presupone algin 

resultado de topologia general o un resultado especializado pero que no involucra 

directamente a los D-productos. 

E! objetivo principal de este trabajo es presentar de manera organizada y sis- 

tematica los resultados cldsicos de los ¥-productos y otros no tan clasicos, de tal 

manera que se ostente una visién bdsica y general del tema. Pero ademés, resolve- 

mos algunos problemas cuya solucién no encontramos en la literatura afin, como es 

el caso de las funciones cardinales en X-productos. 

 



  
CAPITULO 1 

Propiedades elementales de los =-productos 

1. Definiciones Basicas 

En este capitulo desarrollaremos las propiedades elementales de los X-productos. 
Propiedades que usaremos a io largo de todo el trabajo. También estableceremos 
las definiciones y notaciones basicas, que serdn necesarias posteriormente. 

Todos nuestros espacios serdn al menos J; y tendrdn més de un elemento. 

Denotaremos por Card a la clase de los niimeros cardinales. Si @ es un cardinal 
infinito denotamos como a+ al cardinal sucesor de a. Es decir, at indicaré al 
min {7 € Card :y > a}. Sean 6 y \ ordinales limites, y {7 : y < 5} una sucesién 
creciente de ordinales en \. Diremos que la sucesién {y, : v < 5} es cofinal en 2 si 
y solo si Uyesy = 4. Ahora bién, denotamos cf(X) como la cofinalidad 

de X que defininmos como 

min{6 : existe una sucesin creciente {y, : v < 6} cofinal en A}. 

Un cardinal infinito a es regular si cf(#)= a y es singular si no es regular. Si 

a y 8 son ordinales tales que a < 8, entonces 

[B)<* = {A CB: |A| < a}, 

[a)S* = {AC B:|A] So}, 
(gl* ={ACB: Al =a}. 

Si A es un conjunto denotaremos como P(A) al conjunto potencia de A. Si a es 
un cardinal infinito, definiremos al logaritmo de a (y lo denotaremos como log(a)) 
como el minimo cardinal # tal que a < 2°. Esta definicién es util para expresar la 
densidad del producto de una familia de espacios en funcidn del conjunto de indices 
y las densidades de los factores (ver teorema 1.21). 

Denotaremos con Top a la clase de espacios topoldégicos, y en lo que sigue el 
termino espacio, salvo si se aclara otra cosa, significara espacio topolégico. Una 
funcién cardinal es una funcidén f : Top — Card, tal que si X es homeomorfo a 

Y, entonces f(X) = f(Y). A continuacién definimos las funciones cardinales que 

usaremos en este trabajo. 

Si X es un espacio, |X| denotard a la cardinalidad de X y en el caso que X sea 

a lo més numerable, entonces denotaré a No. El peso de X es 

w(X) = min{|B] : B es una base de X} + No. 

La densidad de X es 

d(X) = min{|D| : D es un subconjunto denso de X} + No. 

La densidad hereditaria de X es 

hd(X) = sup(d(Y) : Y es subespacio de X}. 

 



4 1 Propiedades elementales de los £-productos 

La amplitud de X es 

s(X) = sup{|S|: S es discreto de X} + Xo. 

La extensién de X es 

e(X) = sup{|S| : S es discreto y cerrado en X} + No. 

La estrechez de X es : 

t(X) = min{k > No: si AC X y pe elx(A), existe A’ C A 
con |A’/| < Ky pé cly A'S. 

Una familia {O,},<o de conjuntos abiertos de X es una familia celular si 
Oy #0 para todo y < ay Oy, NO, = b siempre y cuando y # 72. La celularidad 
de X es 

e(X)} = sup{|C| : C es una familia celular}. 

Sea F ={A,},<q una familia de subconjuntos de X. Diremos que F es una red de 
X si para todo x € X y para cualquier conjunto abierto O de X tal que x € O, 
existe A, € F el cual cumple que x € A, € O. El peso red de X es 

nw(X) = min{|A|: A es una red de X} + No. 

Si f : X + Y es una funcidn continua y biyectiva entonces diremos que X puede 
ser condesado en Y, y también que f es una condensacién. El 4-peso de X es 

iw(X) = min{w(Y) : X puede ser condensado en Y} +.No. ° ‘ 

Sea V una familia de conjuntos abiertos no vacios de X. V és una a-base de X si 
para cualquier conjunto abierto O no vacio de X existe O' € V tal que O’ € O. El 

m-peso de X es 

mw(X) = min{|8| : B es una m-base de X} + No. 

El grado de Lindeléf de X es 

{(X) = min{« € Card: toda cubierta abierta de X tiene 
una subcubierta de cardinalidad <«} + No. 

El grado hereditario de Lindelof de X es 

hi(X) = sup{I(¥) : Y es subespacio de X}. 

En general, si ¢ es una funcién cardinal definimos la funcién cardinal 

hd(X) = sup{¢(Y) : Y es subespacio de X}, 

la cual se Hamaré la funcién hereditaria de ¢ y tendra la propiedad de ser una 

funcién monétona, es decir para todo subespacio Y de X, se tiene hd(Y) < hg(X). 

_..__ El cardinal infinito. es un calibre de X si para toda familia de abiertos no vacios 

de X indicada por x, digamos {Og }a<x, existe A € [x]" tal que M{Oa: a € A} #0. 

El cardinal « es precalibre de X si para toda familia de abiertos no vacios de X 

indicada por «, digamos {Oahacx, existe A € [x]* tal que {O, : a € A} tiene la 

propiedad de la interseccién finita. El nimero de Sanin de X es 

§(X) = min{m € Card: m es infinito y m* es calibre de X}. 

Anélogamente Precal(X) esta definido como : 

Precal(X) = min{m € Card: m es infinito y m*es precalibre de X}.
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Sea z € X y V una familia de conjuntos abiertos no vacios de X. V es una base 
local de x, si para toda vecindad abierta O de x, existe O' € V tal quexEO'CoO. 
Y es una 7~base local de z, si para toda vecindad abierta O de z, existe O’ € V tal 
que O' € O. V es una seudo-base local de x si AV ={z}. Ahora bién, sea rz € X, el 
cardcter local de x es 

x(x, X) = min{|B| : B es una base local de z}. 

Y el cardcter de X es 

x(X) = sup{x(z, X): 2 € X}4No. 

E} 1-caracter local de x es 

mx(x,X) = min{|B| : B es una 1-base local de z}. 

El w-cardcter de X es 

ax(X) = sup{ax(z,X):2€ X}+No. 

El seudocar&cter local de z es 

ua, X) = min{|B| : B es una seudo-base local de x}. 

El seudocardcter de X es 

o(X) = sup{y(x,X):2 EX} +No. 

Algunas relaciones entre las funciones cardinales que. hemos definido y que 
usaremos a lo largo de este trabajo son: si X es un espacio, entonces (ver R. Hodel 
[18] pgs. 14-17) 

WX) < iw(X), 
WX) S xX) < w(X), 

nw(X) < w(X). 

Si a €Card y F ={X : A < a} es una coleccién de espacios denotaremos por 
Tl<a Xa; © simplemente [] cuando en el contexto sea claro quiénes son los factores 
del producto, al espacio producto de la familia F. Si A ¢ a, la funcién proyeccién 
Pa: TT > TIse4Xa esta definida como Pa(f) = fla . Si A = {A}, escribiremos 
Py en lugar de P;,). Ademés, al conjunto Tlaeca Xa, se le denotaré como Tl: 
Recordaremos que la coleccién 

{MrerPy (Ox) : Ox C Xy es un conjunto abierto de X,, F € [a]<"°} 

es una base de la topologia del espacio producto [T,_,, Xa (esta base es la llamada 
base canénica del producto). SiO = NaerPy 1(O,) es un abierto canénico de TI. 
al conjunto F se denotaré como sop(O) (el soporte de O). 

Si a € [J denotaremos con a(A) a Py(a), es decir a la A-esima coordenada de 
a. Si A € a, denotaremos por 44 al conjunto 

{2 € T] Xx: 2() = a(d) sid ¢ A}. 
Aca 

No es dificil demostrar que 44 es homeomorfo a [T4, 

DEFINICION 1.1. Sea {Xy}ax<a una familia de espacios, a € [], y F un filtro 
dea, El Dp-producto de T], 2X» basado ena, es el conjunto 

Lela) = {ee ]]: <a: 2() =a(d)} € Fh.



6 1 Propiedades elementales de los D-productos 

Notemos que que las familias 

Fiz {AGa:|a\ Al < Xo}, 

Fo = {A Ga: la\ Al < Xo}, 

FR = {ACa:la\ Al < 5} donde 6 < a} 

son filtros de a. En particular denotaremos Lp(a) = Uy,(a), Ula) = Uz, (a) y 
Ue(a) = Uzs(a). Si no hay posibilidad de confusién, es decir, si la propiedad 
topolégica analizada no depende del punto base, simplemente escribiremos Lio, © 
y Xs respectivamente. Liamaremos o-producto a los conjuntos 29. Llamaremos 
¥-producto a los conjuntos del tipo =. Finalmente, se llamaran Dg-producto a los 

conjuntos Ds. 

Si fijamos a € T] y x € J], definimos el soporte de z con respecto a a, y lo 
denotamos como sop(z), al conjunto {A < a: 2(A) # a(A)}. Fi es un filtro de 
a (ilamado filtro de Fréchet) bastante importante lo cual veremos en el siguiente 

teorema. 

TEOREMA 1.2. Sean a un cardinal infinito, F un filtro de a, {X,},x<a una 

familia de espacios y a € []. Entonces Ux(a) es denso en |] sty sdlo si Fy CF. 

En particular Do (a) y (a) son densos en JJ. 

DEMOSTRACION: Supongamos que A € F,\F. Denotamos a\ A como {A1,-..,An}- 

Afirmamos que B\ A #0 para todo B & F (es decir BN {Ai, ..., An} # para todo 

BeF), ya que si B\ A= 9, para algin B € F, entonces B € A, o sea AEF, lo 

cual no puede ser. Sea Oy, un conjunto abierto no vacio de X,, tal que a(As) ¢ Or, 

para cada i = 1,...,n. Si asumimos que ©-(a) es denso en JJ, entonces existe 

2 € (NLYP7'(Oa,)) NE r(a). 

Entonces (a \ sop(x)) € F, y podemos encontrar A; € (o \ sop(x}) para algin 

i=1,...,n. Entonces 2(A;) € Oy,, y ademds a(A;) = a(A;), lo cual es imposible. 

Ahora bién, si #) C F. Sea O = Maer Px*(Ox) donde O, es un conjunto no 

vaefo de X) para cada \ en F, y F € ja|<". Sea x, un elemento arbitrario de Or 

para cada 4 € F, entonces definimos x € [] como . 

£ i AEF 

zr) = { a) adeF. 
Es claro que z € O, y como (a \ F) € F, entonces z € (ON Us(a)) # 0. Oo 

CoROLARIO 1.3. Sea {Xy}aca una familia de espacios ya € J]. Entonces 

Lola) es dense en X(a). 

DEMOSTRACION: Se sigue directamente del teorema 1.2 a) 

  
En este trabajo nos avocaremos al estudio de los £-productos, y solo con- 

sideraremos resultados més generales para Yis-productos, o resultados para los o- 

productos, cuando Jo creamos conveniente. Obsérvese que si a < No, entonces 

= = J]. En este caso diremos que ¥ es trivial. En todo lo que sigue sdlo con- 

sideraremos ©-productos no trivieles. Es decir, en el caso mds general, siempre 

consideraremos E-productos en productos con un niimero mayor que Xo de factores 

no triviales.
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2. Algunas propiedades de los ©-productos 

Iniciamos esta seccién, presentando una forma interesante de expresar cualquier 
L-producto. 

TEOREMA 1.4. Sea {Xa}aca una familia de espacios. Si es un S-producto, 
entonces existe una familia {In}Jncr, de subconjuntos ajenos de a y D-productos 
Un de las familias {X,}yer, tales que 

= es homeomorfo a I =n. 

ncRo 

Ademds para todan € N, Yn es homeomorfo a un subespacio cerrado en S. 

DeMosTraciOn: Como a > No, entonces ja x No| = a. Como a x Xp = Uncro® X 

{n}, la coleccién {a x {n} : n < w} es una particién de a x No. La funcién biyectiva 
entre a x No y @ junto con la particién anterior inducen una particién {In}ncro 
de a. Notemos que |J,| = a. Si a es el punto base de ©, denotamos por ¥, al 
E-producto de Ja familia {X,}aez, con punto base Py (a). Demostraremos que 
estos E-productos cumplen Io pedido. 

Sea f: 5 — T]ncr, En definida como f(x) = 2’ en donde para cada n, P,(x') = 

P;,(z). f es un homeomorfismo. Bajo este homeomorfismo f (4%, NZ) es un 
cerrado en [T,, <x, Un, el cual es homeomorfo a Ln. 

El siguiente resultado nos seré util. 

TEOREMA 1.5. Sean {Xa}aca una familia de espacios, Aa la compactacién 
por un punto del espacio discreto de cardinalidad a, y © un U-producto de la familia 
{Xahaca. Entonces Ag esté inmerso cerradamente en Dd. 

DEMOSTRACION: Sea Ag = aU {*} donde * ¢ a. Supongamos que a es el punto 
base y sea by € X) \ {a,}. Definimos la funcién g: Ag — © como g(6) = x5, para 
cada 5 < a donde 

_fad)  sird#é 
(A) ={ b= S, 

y g(*) =a. Para concluir que g, sélo hay que demostrar la continuidad en «. 

Sea O = Maen Px (Or) un abierto candnico de [] tal que a € O. Es claro que 
o((a\ H)U{*}) CO. Tenemos que 9(Aq) = {25 : 6 < a}U {a}. Comprobar que g 
es una funcién abierta en su imagen, no es dificil, ya que bastard demostrar que si 

He fas yv= Men Px (Va) es un abierto candnico de J], tal que a(A) € Vy y 
6, ¢ Vy para todo A € H, entonces g ((a \ H) U {#}) = VN g(Aa). 

Sélo resta demostrar que g(Aq) es cerrado en D. Pero esto es sencillo, ya que 

{zs : 5 < a} es un conjunto discreto y su tinico punto de acumulacién en & es 
a. Qa 

Continuamos esta seccién probando que los D-productos basados en puntos 
diferentes pueden ser topolégicamente no equivalentes. Por ejemplo 

Para todo \ < a, definamos X, = [0,1] U {2,}, como una copia de (0, 1] mds e} 
punto aislado x, ¢ (0, 1]. Tomamos en [] los puntos a y b, los cuales estan definidos 
por: 

a(A) = 2) para todo \ < a, 
b(A) = 0 para todo + < a.



8 1 Propiedades clementales de los E-productos 

Veamos que (a) y £(b) no son homeomorfos. En efecto, a € D(a), pero a ¢ U(b) 
y ademas la componente conexa de a en D(a) es {a}. En efecto, supongamos que 
Ca © E(a) es la componente conexa de a en U(a). Siz € C, \ {a}, entonces: existe 
do < a@ tal que a(Ag) # 2(Ao). Pay(Ca) es conexo en [0,1] U {2,9}, (Ao), 20) € 
Py, (Ca) y z(Ao) € (0, 1}. Asi que Pyy(Ca) M0, 1] y {2,,}, son conjuntos abiertos de 
P,,(Ca) no vacios y ajends que particionan’ a P,(Cq), lo cual es imposible ya que 
tal conjunto es conexo. Por otro lado, las componentes conexas de £() contienen 

mds de un punto. En efecto, seajx € 5(b). Sea Ag € a \ sop(x), aqui sop(x) se 

calcula respecto a b. Podemos definir C = J]... Ca, donde 

- f [0,1] sid = Ao 
r= { {2()} si AF Ao. 

C es conexo.ya que es un producto de conexos. Como x € C y ademés C es infinito, 

entonces C, no puede ser un conjunto singular. Como bajo un homeomorfismo 

las componentes conexas: van a componentes conexas, Z(a) y £(b) no pueden ser 

homeomorfos. 
Enseguida un teorema que nos proporciona condiciones que nos aseguran la 

invarianza del D-producto respecto al punto base. 

TEOREMA 1.6. Sea {X,}aca ura familia de espacios homogéneos. Sia,b € Tl 

entonces (a) y L(b) son homeomorfos. mo : 

DEMOSTRACION: Para cada A < @, denotamos con f, : X,.-» X, al homeomor- 

fismo que cumple f,(a(A)) = (A). Como [], <q fx : [1 = [] es un homeomorfismo, 

para concluir la demostracién del teorema, bastar4 demostrar que (TT, <a f ‘n»)(Z(@)) = 

E(b). Sea z € T]. Como (yc fx)(z)(A) = b(A) si y slo si 2(A) = a(A), entonces 

tendremos que ([Iyca fa)(z) € E(b) si y sdlo si z © Xa). i) 

En el siguiente teorema podremos observar que algunos U-productos son, en 

realidad, espacios de funciones continuas. , 

TEOREMA 1.7 (Corson). Sean a un cardinal infinito no numerable, X, = R 

para todo A< aya]. Entonces, existe un espacio de Lindelof X tat que Cp(X) 

es homeomorfo a Z(a). 

DEMOSTRACION: Definimos a X como aU {z} donde z ¢ a. Una base para la 

topologia de X es {{A}: A <a} U{X\A: AE [a]*}. Es claro que el espacio 

X es un espacio de Lindeléf. Definimos a Co(X) = {f ¢ C(X) : f(z) = 0}. Ahora 

veremos que 5 es homeomorfo con Co(X). Como R es grupo topolégico, entonces 

es homogéneo, asf que, por el teorema 1.6 podemos suponer que a(A) = 0 para todo 

d< a. Sea 6: 5» R* definida como O(z) = f, donde x € Ufa) y 

y= a(A) si \ € Sop(x) 

LAY= 1 9 si ¢ Sopa) oA=z. 
~~~ ——-—Eintonces-fs |g ty y-ademés-fz(z)-=-0Veamos-primero_que_fz_cs_continua, para _ 

esto es suficiente demostrar que es continua en z. Sea O un conjunto abierto de R que 

contenga a cero. Es claro que fz({z}U(a\ Sop(z))) = {0}  O. Por lo tanto, @ es en 

efecto una funcién.con valores en Co(X). Ahora veamos que @ es un homeomorfismo 

entre Dy Co(X). Si 6(21) = (x2), entonces fr, = fr, 0 Sea fx, lo= fozte, es decir 

xy = 2. Ahora bien, si f € Co(X), queremos demostrar que fla€ 5. Como 0 € 

(4, 4), entonces existe By C numerable, tal que {z}U(@\ Ba) ¢ f-(-2,4)). 

Pero Sop(fla) = {A < a: f(A) # 0}, asi que es claro que Sop( fle) = Unew Bn. Por
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lo tanto f[a€ ©. Finalmente, sea O = (NyerPy 1(Oy)) ME, en donde F € [a]<* 
y O, C R es un conjunto abierto para cada A € F. Afirmamos que 6(O) = 

(Maer Py *(Oa)) 1 Co(X) (aqui (Maer Px '(Ox)) C R*). Es decir, fefe (A) € On 
para todo A € F, six € O; y fla (A) € Oy para todo A € F, si f € Co(X) y 
f(A) € Oy para todo » € F. Lo cual es cierto por las definiciones del abierto O, de 

fz y porque F c a. Ahora sea W = (Mes Py '(Wy)) MCo(X), donde J € [X]<¥o y 
W, ¢ Res un conjunto abierto. Veamos primero el caso en que z ¢ J. Afirmamos 
que 8—}(W) = (MNyez Py (Ws) 1 E, lo cual es claro ya que J C a. En el caso en 
que z € J, entonces tenemos que 6-1(W) = (Maen te} Px (Wa) MZ. Asi que @ es 
un homeomorfismo. 

Ahora bién, C'(X) es homeomorfo a Co(X) x R, mediante la funcién, F(f) = 
(f — f(z), f(z)). Para concluir bastard observar que © es homeomorfo a L x R. 
(véase el lema 4.5 del capitulo 4). a 

Es importante notar que si {G,},<a es una familia de grupos topolégicos y 
0 € [], <4 Ga, entonces (0) es también un grupo topoldgico con las operaciones 
definidas coordenada por coordenada. Para comprobar esto basta observar que si 

2£,y € [<a Ga, entonces Sop(z -y) C Sop(x) U Sop(y} y Sop(a—1) = Sop(z). 
A pesar que dos -productos de un producto [] basados en puntos 

diferentes no son necesariamente homeomorfos, como vimos al princi- 
pio de esta seccién, comparten muchas propiedades topolégicas como 
veremos a lo largo de esta tésis. 

3. Principios combinatorios 

Demostraremos uno de los principios combinatorios mds importante y que nos 
seré muy util en el siguiente capitulo, el lema de la raiz, también conocido como el 
lema del A-sistema. 

TEOREMA 1.8. Sea > Ny un cardinal regular. Sea A una familia de conjuntos 
finitos tal que |A| = «. Entonces, existen A’ C A y F un conjunto (posiblemente 
vacio) tales que |A’| = x y F = A, 1 Ag donde A; y Az son cualesquiera dos 
elementos distintos de A’. 

DEMOSTRACION: Para todo n < No definimos a las familias A, como 

{AE A: |A] =n}. 

Es claro que 

A= UneryAn- 

Como « es un cardinal regular y & = Uncx,|An{, podemos concluir que existe 
no < No tal que [A,,| = «. Asi que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer 
que todos los elementos de A tienen la misma cardinalidad n. Demostaremos 
el teorema realizando induccién sobre n. Si n = 0, entonces tomamos A =A’ y 
F = §. Supongamos que el teorema es valido para n. Ahora supongamos que todos 
los elementos de A tienen cardinalidad n+ 1. Sea F la familia de subfamilias de A 
ajenas dos a dos. No es complicado verificar que en esta coleccién de subfamilias 
se cumplen las hipdtesis del lema de Zorn. Asi que existe un elemento maximal en 
F; sea A’ tal elemento. Si |A’| = x, estd es la familia buscada, siendo F = 0. 

Supongamos ahora que |A’| < «. Entonces | UA’| = A < x. Si 

UAT = {py sy <A},
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definimos para toda y < Aa A, como {A € A\ A’: py € A}. Es claro que 

|A\ A'| = «. Usando la maximalidad de A’ tenemos que A \ A! = U,A,. La 
tegularidad de « nos lleva.a concluir la existencia de un yy < A tal que (A,,/ = «. 

Resumiendo, existe una subfamilia Ag de A y p € UA’ tales que |Apl| =x y pe A 
para todo A € Ap. Definimos a la familia Aj formada por conjuntos de cardinalidad 
n, como 

{A\ {p}: A € Ao}. 

Es claro que a la familia A, se le puede aplicar la hipdtesis inductiva, entonces existe 

una subfamilia 4, de Aj y un conjunto F’, tales que |A{| = « y F’ = A, A) para 
cualesquiera distintos Ai, A elementos de A}. Finalmente tenemos, que la familia 
buscada es {A: A\ {p} € Aj} y ef conjunto F es F’U {p}. Oo 

TEOREMA 1.9. Si 8 > a, donde B es un cardinal regular, y siG = {F5}scp 
es una familia de subconjuntos finitos de a, entonces existe AC 8 con |Al = 8 y 
F Ca finito tal que F = Fs para todo 6 € A. 

DEMOSTRACION: Igual que en la demostracién del tuorema anterior, podemos suponer 
que todos los elementos de G tienen cardinalidad n. Realizando induccién sobre 

n: Sin = 0 tomamos F = 9. Supongamos que para n se cumple el teorema, y 
que los elementos de G tienen n + 1 elementos. Ahora, para todo 6 < 8 definimos 
ag = maxFs. Sea A(as) = {y < 8: maxF, = ag}. Usando la regularidad de 
§, obtenemos &) < f tal que |A(ag,)| = 6. Combinando estos resultados tenemos ° 
que ag € Fy para todo y € A(as). Si usamos la hipstesis inductiva para la fa- 
milia {F, \ {a8}},e4(as), Obtenemos la familia A’ C A(as,) y F’ C o con las 
propiedades: {A’| = 8 y F’ = Fy \ {as,} para todo F, € A’. Finalmente la familia 
y el conjunto buscados son A’ y F = F’ U {a} oO 

4, Paracompacidad, normalidad, propiedad de Lindel6f. 

En esta seccién presentaremos algunas propiedades de espacios paracompactos, 

normales,colectivamente normales o Lindeléf. 

TEOREMA 1.10. Si X es un k-espacio tal que para todo K © X compacto 

tenemos que t(K) < 8, entonces t(X) < f. 

DEMOSTRACION: Para cada C © X no vacio, denotaremos por [C]g al conjunto 

U{elx(A) : A © C, |A| < 8} y Jo Namaremos la G-clausura de C. Entonces 

t(X) < B si y sdlo si para todo C C X no vacio, {Clg es cerrado en X. Con 

estos hechos, sea C’ C X no vacio. Queremos demostrar que [Clg es cerrado en X. 

Para esto bastard demostrar que [C]g M K es cerrado en K para cualquier K C X % 

compacto.. Como t(K) < £, bastara demostrar que si @ # [C] aK, entonces es una 

_ 6-clausura en K. Proponemos que [C]gNK = [[C]an kK 4b (la expresién derecha de 

-~--—Ja-igualdad-significa-la-9-clausura-en-K_del-conjunto.[C]p0.K). Seaz¢ (Clank, 

entonces z € elxy(A)NM.K donde A € C con {A} < BG, asf que 

2 € clx(ely(A) NK) = clx(A)NK. 
Como t(K) < B, existe A’ C ely (A) MK C [C]aK con [A’| < By z € elx(A’) C 

[Cla O.K}X. Ahora sea m € [[C]g N-K]f, entonces existe A’ C {Clank con 

|A"| < By m € cdx(A’). Para cada « € A’ existe A, C C con |Aa| < By 
az € clx(A,) MK. Tomamos A = Uzea/As. Es claro que AC Cy |Al < By
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como x € clx(A,) © clx(A) para todo z € A’, entonces A’C clx (A). Asi que 
“" 

m €clx(A") © cy(A’) C elx(A), y por tanto m € [Clg y trivialmentem ¢ K. O 

Ahora presentamos algunos teoremas sobre paracompacidad. 

TEOREMA 1.11. Si X es un espacio paracompacto y F = {Fy} <g es una 
cubierta de cerrados localmente finita, entonces existe una cubierta O = {O,},<p 
de abiertos, localmente finita, tal que F, © O, para today < B. 

DEMosTRACION: Para toda x € X definimos un abierto V, en X con la propiedad 
de intersectar sdlo um niimero finito de elementos de F y z € V,. Para este abierto 
definimos [, C 6 finito, con la propiedad: 6 € I, si y sdlo si Fs NV, # 0. 

Es facil ver que para todo n € N, si {11,...,tn} © X, entonces Uj=1,....nVe, 

intersecta sdlo un ntimero finito de elementos de F. 
Ahora consideramos la cubierta V = {Vz}zex. Usando la paracompacidad 

obtenemos una cubierta abierta W = {W,},<e de X localmente finita que es 
refinamiento de V. Ahora definimos 0, = Uw,nr,49W,. Como W es una cubierta 
tenemos que F, C O,. Afirmamos que {O,},<g es localmente finita: sean z ¢ X 
y Z, wn abierto de X tal que r € Z, y ademés Z, sdlo intersecta un numero finito 
de elementos de W. Igual, como antes, definimos L, = {u € 9: Wy Zs # G}. 
De igual manera obtenemos Z, € Unser, W,. Como W es un refinamiento de V, 

entonces por cada pz € L, existe un z, € X tal que W, C Ve,, que nos leva a 
Va, © Uqet, Fy y a Zz © Uper,(Uyer., Fy). Afirmamos que si y ¢ Uner. tn, 

entonces Z, 1 O, = 9. En efecto, si w € Z, 1 O,, tendriamos un p < @ tal que 
we Wry W, OF, #@. Entonces p € Lz, luego W, S Ve,. Asi que V2, OF, #0 
y concluirfamos que 7 € J;,, lo cual no puede ser. QO 

Ahora presentamos dos teoremas acerca de la normalidad colectiva. 

TEOREMA 1.12. Y es colectivamente normal si y sdlo si para toda famila 
discreta de cerrados D ={Fy}4<¢ enY, existe una una cubierta abierta a-localmente 
finitaU tal que pare todo U € U, existe y < @ que cumple la condicién cly (U)OFs = 

@ para todo § € 0\ {7}. 

DEMOSTRACION: Demostremos la necesidad. Supongamos que Y es colectivamente 
normal y sea D ={F,}y<9 una familia discreta de cerrados. Por definicién existe 
una familia discreta de abiertos 0 ={O7},<9 tal que F, ¢ 0. para todo y < 8. 
Como Y es normal, para toda y € 8, existe un abierto Z, en X tal que F, © Z, © 

cly (Z,) © Oy; ademas como U,<@F, es cerrado y ajeno a Y \ (U,<9Z,), tomamos 
abiertos ajenos A, B tales que (U,<9F,) C A y (¥ \ (Uy,<eZ,)) € B. Podemos 
definir U4, = {Z.,,}<0, U2 = {B}, y finalmente U =U, U Up. Resulta que U es la 

cubierta buscada. 
Demostraremos ahora la suficiencia, sea D ={F,},<9 una familia discreta de 

cerrados, y sea Uf =Unen Un es una cubierta abierta de Y donde cada U4, es local- 
mente finita y cumple que para todo U € U existe 7 < @ tal que cly(U) N Fs = 0 

para todo § € @\ {y}. Definimos 

S,(n) = {U € Un: dy(U) 1 Fs =@ para todo 6 € 8 \ {y}} 

y tomamos al conjunto U,(n) = Lves,(n)U- Con esta definicion se tiene que 

Y= Uy,<0(UnenU, (n)) 
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ya que siz € Y, entonces existe n € N y U € U, tal que x € U; como por 

hipotésis existe y < 6 con la propiedad que cly (UV) M Fs = @ para todo 6 € 6 \ {y}, 
entonces x € U,{n). Pero ademés, como U, es localmente finita, tenemos que 
ely (Uy(n)) = Uves.(nycly (U), entonces cly (U,(n)) Fs = 0 para todo 6 € 0\ {y}. 
Observemos que pa.a todo n € N y y € @ se cumple que 

Ujen Usayely (Us (9))) = Usen (User (Uvess (ely Y))) 
= Ujsn(Wueusyssesety U)) 
= Ujen (ely (Uueusg,5y)Y)). 

Este conjunto es cerrado, asi que el conjunto 

Vy(n) = Uy{n) \ Ujen(Useyely Ua(9))) 
es abierto. Finalmente tomamos Vy = UnenV,(n). Afirmamos que la familia de 
abiertos {V}<9 es ajena dos a dos y ademas F, © V,. Demostraremos la primera 

afirmacién; sean y,6 < @ diferentes, siz € V, Vs entonces z € V,(n) M Vs(m). 

Supongamos que m > n. Como z € U,(n} 1 Us(m), entonces 

BE Ujen(Upgecly (U9). 

Pero esto es imposible ya que x € V5(m). 

Sea z € F,, entonces z € Us(m) para algin 6 < @ y algin me N (podemos 

suponer que m es el minimo con esta propiedad ); asf que z & F,Mcly(Us(m)) y por 

tanto y = 6. Siz € cly(Uy(j))con p #7 y j < m, entonces z € Fy Nely(Uu(m)), 

lo cual no puede suceder. Por lo tanto F, C Vy. Y finalmente concluimos que Y es 

colectivamente normal (ver R. Engelking [12] pg. 305). a 

TEOREMA 1.13. SiY es un espacio normal tal que para toda familia discreta 

de cerrados D = {Fy}, ¢9 enY, existe una familia de abiertos c-localmente finita 

tal que UD C UU, y para todo U EU existe y < 6 tal que cly (U) Fs = @ para toda 

6 €6\ {7}, Entonces Y es colectivamente normal. 

DeMosTRACION: Sean D = {Fy}, <9 y U como en las hipotésis del teorema. Sean 

Ay B abiertos ajenos tales que UD CA, Y \(UM) C By Ancly(B) = 0. La familia 

UU{B} es o-localmente finita y la clausura de cualquier miembro de ella intersecta 

a lo més un elemento de PD, por el teorema 1.12 concluimos que Y es colectivamente 

normal. Oo 

Recordar que un espacio Y es colectivamente Hausdorff si para cualquier con- 

junto cerrado discreto D en Y, existe una familia de conjuntos abiertos de Y disjun- 

tos {O, : y € D} tal que y € O, para cada y € D. Si cambiamos en los teoremas 

1.12 y 1.13 la familia discreta de cerrados por un conjunto cerrado discreto, y cam- 

biamos normalidad por regularidad y colectivamente normales por-colectivamente-—~-- 

Hausdorff, realizando andlogas contrucciones obtenemos las demostraciones de los 

siguientes teoremas. 

TEOREMA 1.14. Sea Y un espacio regular. Entonces Y es colectivamente 

Hausdorff si y sélo si para todo cerrado y discreto D = {y, : y < 0} de Y, e& 

iste una cubierta abierta U de Y que es a-localmente finita, la cual cumple que 

para todo U EU existe -y <6 tal que ys ¢ cly(U) para todo 6 € @\ {y}
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TEOREMA 1.15. Sea Y un espacio regular tal que para todo conjunto cerrado 
y discreto D = {y, : y < 0} de Y, existe una familia o-localmente finita U de 
conjuntos abiertos, tal que D C UU y para todo U € U existe un y < @ el cual 
cumple que ys ¢ cly(U) para todo 6 € 6 \ {y}. Entonces Y es colectivamente 
Hausdorff. 

Presentamos ahora algunos resultados para espacios de Lindelif. 

LEMA 1.16. Si X es un espacio Lindeléf y {ti}ier © X donde |T| > No 
entonces existe rq € X, tal que toda vecindad W de xq cumple que 

|{£E Ts xy € WHI > No. 

Es decir, e(X) < No. 

DeMosTRACION: Supongamos que tal xo € X no existe. Entonces para todo z € X 
existe W, abierto de X tal que x € Wz y |{t€ T: x: © Wz}| < No. La coleccién 
F ={W,}ecx es una cubierta abierta de X. Sea © F numerable tal que UH = X. 
Sea to € T\ Uwren{t € T: 2: € Wz}. Resulta que x, ¢ W, para toda W, € H, 
jo cual es una contradiccién. o 

, 

5. Funciones cardinales en productos 

En esta seccién enunciaremos, en algunos casos demostraremos, resultados 
bdsicos respecto al comportamiento de algunas funciones cardinales en los espa- 
cios producto. 

Primero enunciaremos un importante teorerna acerca de estas funciones cardi- 

nales en los productos topoldgicos (ver I. Juh4sz [22] pgs. 102-104). 

TEOREMA 1.17. Sea {Xy}aca una familia de espacios y sea 

be {w, nw, iw, x, }. 

Entonces $(T]) = @- supycaG(Xy). 

Ahora demostremos un lema. 

LEMA 1.18. Si X,Y son espacios y f : X — Y es una funcion continua so- 
breyectiva y abierta, y si ¢ € {rw, mx}, entonces o(Y) < o{X). 

DEMOSTRACION: Consideremos primero ¢ = mx. Seaz € Y yx € X tal que f(z) = 

z. Sea B(x) una 7-base local de z en X tal que |B(z)| < mx(z, X). Afirmamos que 
Bi(z) = {f(B): B € B(z)} es una 7-base local de z en Y. Notemos que f(B) # 
ya que B # @. Sea z € O, en donde 0 es un abierto de Y. Tenemos que x € f—1(Q) 
que es abierto en X. Sea B’ € B(x) tal que B’ © f-1(O). Entonces f(B’) C O. 
Con esto podemos concluir que 7x(z,¥) < x(x, X), 0 sea mx(Y) < wx(X). 

De manera semejante se demuestra que si 8 es una 7-base de X,, entonces 
B = {f(B): B € B} es wna t-base de Y, y se concluye que mw(Y} <aw(X). O 

Ahora pasemos a los teoremas sobre el 7-peso y el 7-caracter en productos. 

TEOREMA 1.19. Sea {Xa}aca una familia de espacios. Si ¢ € {xw, 7x}, en- 

tonces $(T]) S a: suprcad(Xa).
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DEMOSTRACION: Para cuando ¢ = mw. Tomamos By una m-base del factor X) tal 
que |B)| < mw(X)). Definimos 

B= (yerP1(By): FE [a] <"° y By € By para cada \ € F}. 

Afirmamos que 8 es una x-base de J]. Bastaré demostrar que cualquier basico 
candnico en J] contiene un elemento de B, Sea O = Myer Py 1(Oy) donde F € fa]<*o 
y O) es abierto en X\ para cada \ € F. Para todo A € F, tomamos By € B) tal 

que By € O). Es claro que Myer P~1(By) G O. Como (Bl S @-suprcatu(Xy), 
mw(T]) < &- supycamu(Xy). 

De manera semejante se demuestra que si z € [] y B(z(A)) es una z-base local 
de z{A) en X) tal que |B(z(A))| < mx(z(A), Xy), entonces 

B(z) = {MyerP (By) : F € [a]<"° y By € B(z(d))} 

es una 7-base local de z en [J], por tanto concluimos que 

mx([]) < @: suprca®x(Xa). qo 

TEOREMA 1.20. 

(1) Sean X un espacio y D cualquier subconjunto denso de X, entonces rx(D) < 
RX(X} y wu(D) < ww(X). 

(2) Sea {Xy}r<a una familia de espacios. Entonces mx(Z) < mx([]) ywu(Z) < 

aw(T]) 
DEMOSTRACION: 

(1) Como D es denso en X, entonces 7x(z,D) < mx(z,X) para todo z € D (ver 

R. Hodel [18] pag. 17). Asf que wx(D) < 1x(X). También vale la relacién 
ww{(z,D) < rw(z,X) para todo z € D. En efecto, es facil comprobar que si 
B una 7-base local de z en X, entonces B’ = {BN D: B € B}, familia de 
abiertos en D, es una 7-base local de z en D. Y de igual manera que antes 

concluimos que tw(D) < mw(X) 
(2) Usamos lo anterior y que ¥ es denso en J]. oO 

La densidad en los productos tiene una expresién interesante (para una de- 

mostracién ver W. W. Comfort y S. Negrepontis [9] pg. 78), que es el siguiente 
resultado fundamental: 

TEOREMA 1.21 (Hewitt, Marczewski, Pondiczery). Si {Xa}aca es una familia 
de espacios topoldgicos con dos conjuntos abiertos ajenos y no vacios en X para 

todo  < a. Entonces d(T]) = log(a) - supy<ad(Xy). 

A continuacién presentamos titiles resultados de calibres y precalibres. 

Lema 1.22. 

(1)_Sik es un cardinal regular y si {X)}aca €3 una familia de espacios, entonces _ 

es calibre de X para todo A< a si y sdlo si x es calibre de |]. 

(2) Six es un cardinal regular y si {Xy}r<a es una familia de espacios, entonces 
k es precalibre de X, para todo \ < @ si y sdlo si x es precalibre de J]. 

(3) Si Y es un subespacio denso de X y k es un calibre de Y, entonces k es 

calibre de X. 

(4) SiY es un subespacio denso de X, entonces x es precalibre de X si y sélo 

si & es precalibre de Y
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DEMOSTRACION: 

(1) Si ® un cardinal regular que ademas es calibre para todo X, con A < a. 
Sea {O,}y<x una familia de abiertos candnicos no vacios de [], donde O,, = 
Maver, Px '(O3), OF C Xx es un conjunto abierto no vacio y Fy € [a]<*. 
Por el teorema 1.8, existen Jp € [ar|<*° y Ao € [k]* tal que Jo = Fy, 9 Fin 
para todo 7, 72 € Ag distintos. Supongamos que Jo = @. Para cada 7 € Ao 
y A\€ F, tomamos z, € OF, y para cada \ ¢ U{F,: 7 € Ao}, sea ry € Xy 
arbitrario. Definimos z € [{ como 

2) = { 74 sie Fry 7€ Ag 
Tr sii ¢ U{F,:7 € Ao}. 

Resulta que z € M{O, : 7 © Ao}. Supongamos ahora que Jo # Oy Jo = 

{A1, ..., An} € [a}8°. Por hipétesis tenemos que para A; existe A; € [Ao|", 
tal que 

Pr (On) 7 € Al} AO. 
Inductivamente construimos A;+; € [A;|* tal que 

MPa (On) 7 € Aisi} AO 

para todo 1 < i+1 < n. Denotamos simplemente por A al conjunto 

An. Es claro que |A] = «, y como A C A; para todo i = 1,...,n, en- 
tonces N{Py,(On) : 7 € Ai} C N{Ps,(O,) : 7 € A}. Por tanto existe 
% € N{Py,(O,) +7 € A}. Para cada n € Ay A € F, \ {At,...,An}, tomamos 
ry, € O} y para cada A ¢ U{F,: 9 © A}, tomamos un 7, € X, arbitrario, y 
definimos x € [] como 

_f asiAaHry 
#4) = { ry, si A ¢ Jo. 

Es claro que z € M{O, : 7 € A} y por lo tanto « es un calibre de |]. 
Ahora sea « un calibre de [] y {O7 : 7 < «} una familia de conjuntos 

abiertos no vacios de X). Entonces {P,'(O%) : 7 < «} es una familia de 
conjuntos abiertos no vacios. Entonces existe A € [«]* y 

ze M{Py*(O}) 7 € A}. 

Es claro que z(A) € N{O}: 7 € A}. 
(2) La demostracién es andloga a la realizada en el inciso anterior: Sea « un 

cardinal regular que es precalibre de X, para todo X < a. Sea O, = 

ner, Px (0%) para todo 7 < «, en donde F, € [al<®° y OF C Xy 
es un conjunto abierto no vacio. Usando el teorema 1.8 concluimos que 
existen Jo € [a]<®e y Ap € [x], tales que F;, M Fy, = Jo para todo 
m2 € Ag distintos. Supongamos que Jp = @. De igual modo que en 1, ex- 
iste x € MO, : 7 € Ao}. Supongamos que Jo #D y que Jo = {Aas An} € 

[a]<®°. Como {Py,(O,) : 7 € Ao} es una familia de abiertos no vacios 
de X,,, usando la hipétesis, obtenemos un conjunto Ay € [Ao]*, tal que 
{P\,(O,) : 7 € Ai} tiene la propiedad de la interseccion finita. Asi que 

existe An € [An_i]*, tal que {P,,(O,) : 7 € An} tiene la propiedad de la in- 
terseccion finita. Afirmamos que si A = An, se cumple lo deseado, en efecto, 

si {O,,,-.. ,Om} © {On 7 € A}; por construccién, es posible definir 

2 EMNPr (On): =1..-t}
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ya que A € A; parai=1,... ,n. Paracadan € Fry €F\{A,...,An} 
tomamos =, € OJ, y para cada \ ¢ U{F, : 7 € A} tomamos un arbitrario 
x) € X, y definimos « € [] como 

_f wsidk=r; 
2a) = { za sir¢ Jo 

Concluimos que x € N:0,,. 
Ahora sea « un cardinal regular tal que sea un precalibre para JJ y 

{O}}n<« una familia de conjuntos abiertos no vacios de X. a, entonces 

{POOR nce 
es una familia de conjuntos abiertos no vacia de []. Sea A € [k]", tal que 
{Px} (0%) : 7 € A} tiene la propiedad de la interseccién finita. De aqui, no 
es complicado demostrar que la familia {O} : 7 € A}, tiene la propiedad de 
la interseccién finita. 

(3) Sea {O, : 7 < «} una familia de conjuntos abiertos no vacios de X, como 
Y es denso en X, entonces {Y 1 O, : 7 < x} es una familia de conjuntos 
abiertos no vacios de Y. Sea A € [x]", tal que 

MY NO,:7 € A} #4, 

luego entonces 

N{O,:n € A} FO. 

(4) Six es precalibre de X y {OsNY}s<x es una familia de conjuntos abiertos no 
vacios de Y, entonces existe A € [«]", tal que {Og : 6 € A} tiene la propiedad 
de la interseccién finita. Ahora sea {Os 1 Y}ser donde F € [A]<®°. Como 
M\Os}ser #®, por la densidad tenemos que @ # (N{Os}ser) NY =M{O5n 
Y}ser. Entonces concluimos que « es precalibre de Y. 

Ahora supongamos que « es precalibre de Y y sea {Og}sc, una familia 
de abiertos no vacios de X. Por la densidad, {O50 V }s<x es una familia de 
abiertos no vacios de Y. Entonces existe A € [k]", tal que {Os MY : 6 € A} 
tiene la propiedad de la interseccién finita. Ahora sea {Os}ser, donde F € 
[A]<*°. Como 

OE N{OSNY ser = (NOs}ser) NY 
entonces 1{Os}ser #0. Y concluimos que x es precalibre de X. 

Qo 
Es importante aclarar que el inverso de la parte (3) del lema 1.22 no es cierto. 

Este ejemplo Jo desarrollamos més adelante, ver capitulo 2 seccién 5. 
Ahora, presentamos algunos teoremas acerca de la estrechez. 

TEOREMA 1.23. Si {Xy}aca es una familia de espacios y B es un cardinal tal 

que. <6 yt([]e) pare todo F € [a]<*°con a < 8, entonces t(T]) <8. 

Demostraci6n: Sean x € [] y AC JT, tales que x € cl] (A). Vamos a demostrar 
que existe Ap C A, tal que  € clyj(Ag) y [Aol < B. 

Si F € [a]*®°, recordemos que Hp es el conjunto Ther Xa, asf tenemos que 
Pr(T]) = lpr. Por hipétesis se cumple que t(IIr) < G, y por la continuidad de 
Pp tenemos que Pp(:) € cig,(Pr{A)) para todo F € [a]<*o. Entonces, para cada 
F € [a]<*, existe Mp C Pp(A) tal que Pp(x) € cli,(Mr) y |Mp| < 6. Para 
cada F € [a|<®°, definimos Ar C A de la manera siguiente: por cada z € Mp,
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escogemos 2’ € Pz1(z)MA, entonces Ay = {2’: 2 € Mr}. Estos conjuntos cumplen 

que |Ar| < @ para todo F € [aj<®°. Tomemos Ag = Urefaj<toAr, y notemos 

que |Ap| < a- 6 = G. Sélo resta demostrar que z € clyj(Ao). Consideremos x € 

O= Marek Py 1(Or) , donde K ¢ a es finito y Oy es un subconjunto abierto de X. 

con O, # X. Por la construccién, Pi(x) € clo, (Mx). Como P(x) € Px(O), el 

cual es abierto en IIx , entonces Px(O)O Mx # @. Sea z € Px(O)N.Mx. Tomamos 

su 2’ € Ax, y como 2'(A) = 2(A) € oy para todo \ € K, tenemos que 2’ € O, y 

finalmente ON Ao # 9. Esto prueba que x € clyy (Ag). QO 

Usando el resultado anterior, obtenemos una evaluacién de Ja estrechez de pro- 

ductos topoldgicos. 

TEOREMA 1.24. Si {Xy}rca es una familia de espacios, entonces 

«Tp =a- sup{t(IIp): F € [a}<*°}. 

DEMOSTRACION: Sea & = a -sup{t(IIr) : F € [a]<®°}. Como la estrechez es 

monétona, entonces sup{t(IIr) : F € [al<®*} < t([] 2. Xa}. Si D es el espacio 

discreto de dos puntos, entonces t(D) = a (ver R. Hodel [18] pg. 44). Pero 

D* est& inmerso en J], y usando monotonia obtenemos t(D*) < ¢([]). Entonces 

tenemos que x < t{]]). 

Ya que t(IIr) < « para todo F € [a]<* y ademds a < x, por el teorema 1.23 

tenemos que t([]) < «. As{ que finalmente ¢([]) = «. QO



CAPITULO 2 

Funciones Cardinales en 0-productos 

1, La cardinalidad de un ©-producto 

Las funciones cardinales en los D-productos dependen fundamentalmente del 

conjunto de indices y del comportamiento de la funcién cardinal en los factores; 
debido a esto, pueden coincidir en dos 5-espacios que no son homeomorfos, y pueden 
coincidir con el producto Tychonoff completo, coincidencia que en general entre 
espacios y subespacios densos no sucede necesariamente. 

A continuacidn calcularemos y daremos algunas acotaciones de funciones cardi- 
nales en ©-productos. Antes de entrar en materia, unas aclaraciones y definiciones. 
Todas los espacios considerados aqui tienen mds de un punto y al menos son 7). 

DEFINICION 2.1. SiC es una familia de subconjuntos de un conjunto X de 
cardinalidad a, y si No < K < a, entonces diremos que C es una familia K-casi- 
ajena si satisface 

(1) si C EC entonces | C |> rn, 
(2) para todo Cy, C2 €C distintos, |Cy 1 C2| < x. 

C es casi-ajena si es Xo-casi-ajena. 

DEFINICION 2.2. Si No < K < a, entonces definimos 

S(a, x) = min{B >No: no existe C C P(a) tal que C es x-casi-ajena y |C| = 6 }. 

Denotaremos por a” al miumero cardinal sup{a* : \ < B}. Es claro que 
xm 

on =a. Enseguida enunciaremos un teorema (ver W. W. Comfort y S. Negrepontis 
{9] pg. 287) que nos servird en nuestros célculos posteriores. 

TEOREMA 2.3. Si « es un cardinal infimto y a > 2, entonces S(a~,#) = 

(a*)*. 

Si en particular « = No y a 2 No entonces Sa”, No) = S(a,No) = (a®)+. Es 
decir para a > No, existe una familia C C P(e), casi-ajena, de cardinalidad ake, 

Obsérvese que si C es casi-ajena podemos suponer que sus elementos tienen 

cardinalidad No. En efecto, por cada C € C escogemos C’ C C tal que | C’ |= No 

(notar que esto es posible ya que | C |> No). Esta construccién cumple que si 

C,D € C son distintos, entonces | C’N D’ |< No. Si suponemos que C’ = D’, 

entonces | C/N D’ |= Xo, pero (C’N D’) C (CMD), ast que C’ # D’, por lo cual 
c’ ={C’: C EC} es casi-ajena y | C’ |=|C |- 

Recordar que dada una familia de espacios {X,}ica , 5 € [al®*, a € [Ly 

consideraremos al conjunto Vs = {x € J]: z(A) = a(A) si A ¢ S}. Tenemos que 
X5 CE y ademas Vs es homeomorfo a J] yesXy. 

Con estos preliminares estamos preparados para calcular la cardinalidad de los 

I-productos. 
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TEOREMA 2.4. Sean {Xy}ico una familia de espacios. Entonces 

[Es ak. SUP gejayre | Is | - 

DEMOSTRACION: Como es facil ver, 2 = Usetejso ¥s- Entonces 

IZ] < |fe]*} - supgeja}%o|A's| = a*? - supgejqyro [Hs]. 
Por otro lado 5 € E para todo S € [a]®, asf que |[]g| < |=]. Entonces 

SUPsefa]%o [Is] < |EI 

Si demostramos que {=| > a®° podremos concluir la igualdad que queremos. 
Por el teorema 2.3, existe una familia C C[aj*° que es No-casi ajena con (C| = a, 
Sea C = {Cs}5cqxo- Para cada A < @ escogemos 6, € X \ {a(A}} y definimos 
F={fs : 5 < aX} como 

_faa sage 
£300) = by NEC 

Obsérvese que F CE. Deseamos probar que |F| = a8. Para hacerlo, es su- 
ficiente demostrar que si 6, 4 62 entonces fs, 4 fe,. Si 6, # & tenemos que 

Cs, # Caz, ya que Cs, VCs, es finito. Entonces Cs, \Ce, #9. Por definicién fs, (A) 
= by y fs, = a(A), por lo cual fs, # fs.. De esto resulta que {=| > ao, Por todo 
lo anterior obtenemos que 

[Dl = a? - supgejayro [Isl 
oO 

Notemos que la diferencia entre el cardinal de un D-producto y la cardinalidad 

del producto puede ser muy grande. Por ejemplo, sea [] = D”° donde D es el 

discreto de dos puntos, y sea D cualquier E-producto en él. Entonces | []| = 22"° 
y |b] = 2X0, 

2. Funciones de tipo peso y cardcter en D-productos 

En esta seccién calcularemos el peso, el cardcter, el peso red, el ¢-peso o peso 
débil, el 7-peso, el seudocardcter y el 7-cardcter de un E-producto. 

Para los ©-productos tenemos un resultado andlogo al teorema 1.17. 

TEOREMA 2.5. Sea {Xy}aca una familia de espacios y sea 

_. PE {w, nw, iw, x, v}. 

Entonces ¢(Z) = a: suprca$(X) = O(]])- 

DEMOSTRACION: Sea ¢ € {w, nw, iw, x,~}. Como ¢ es monétona as{ que obtene- 

mos 

#(Xs) $ GE) S$ OLD = a supacad(Xa). 
De la desigualdad de la izquierda obtenemos que sup,<a¢(X,) < ¢(2). La demostracion 

concluird si probamos que a < ¢{).
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Consideremos # = nw. Para cada \ < a, escogemos Vy subconjunto abierto de 
X) y by € Vy tales que a(A) ¢ Va. Podemos tomar F = {fa}aca CE en donde fy 
est4 definido como 

by sif =. 

Veamos que F es discreto en £. Sea f, € F, es claro que {fx} = POW) NX(a)NF. 
Entonces nw(F) = |F|. Usando monotonfa, y como |F| = a, obtenemos que @ = 
nu(F) < nw(X(a)). 

Para cuando ¢ = ~. Seaze ¥ y sea B(z) una familia de abiertos de ¥ tal 
que NB(z) = {z}. Supongamos que {B(z)| < a. Podemos tomar a los elementos 
de B(z) de la forma © B en donde B es un bdsico canénico de TI. Entonces 
[Uf{sop(B) : BNE € B(z)}| < |B(z)|-No < a. Sea Ay € o\ Usen2)sop(B)). Ahora 
escogemos Tg € Xa, \ {z(Ao)} y definimos 

_ f 20) si Ax Ap 
20) = { Big SLA = Ao, 

Notemos que z € £, 2 #2 y Py,(BOE(a)) = Xx. para todo BNE € Biz). Pero 
x € NB(z). Asf que B(z) no es seudo-base local de z en 5. Por tanto a < Pz, 2) < 
v2). 

Para concluir la demostracién del teorema, usemos las relaciones enunciadas en 
el capftulo 1: 

no={9O eh) 

a $ W() <iw() 
a <¥(Z) < x(Z) sw(Z) 

o 

Las funciones cardinales tw, 7x, cumplen andloga formula, pero su demos- 
tracion utiliza distintos argumentos, ya que estas funciones no son mondtonas. En 
efecto, ™x(B(w)) = tw(B(w)) = No pero 1 x(A(w) \w) = rw(Blw) \w) = 2%, 
También implicaremos las igualdades 

no([]) =a -suprcatw(Xy), 

mx(T]) = @ -SUPrcaTX(X). 

Es interesante notar que si X es regular y S es denso siempre se tiene que 
mw(S) = nw(X). En este teorema veremos que para los ¥-productos, se puede 
prescindir de la regularidad y de todas formas obtener la igualdad. 

TEOREMA 2.6. Sea {Xy}a<a una familia de espacios y @ € {ww,7x}. En- 
tonces $(Z) = a+ supr<ad(Xx) = A(T]). 

DEMOSTRACION: Por el teorema 1.20 tenemos las desigualdades 

mx(Z) < wx([]) y rw(X) < aw(F])- 

Ademés la funcién P)!» es continua abierta y sobreyectiva. Asf que por el lema 
1,18, concluimos que $(X,) < ¢(Z) para todo A < a, esto es 

suprcaG(X,) < A(E).
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Para verficar la igualdad bastaré demostrar que 

& < o(Z(a)). 
Procederemos de manera similar que en la demostracion del teorema 2.5. Sea z € = 
y B una familia de abiertos no vacfos de © de la forma BM, en donde B es un 
bésico candnico de []. Si suponemos que |B] < a, demostraremos que B no es una 
w-base local de z. Sea [B| < a, entonces localizamos Ao € aw \ (Usessop(B)), tr, € 
Xp, \{z(Ao)} ¥ Vig abierto de X), tales que z(Ao) € Va, pero 2, ¢ Vig. Definimos 
W= PyI(Vi,)- Tenemos que BNE ¢ W para todo BNE € B, sin embargo 
z € W. Podemos concluir que no existen -bases locales de z de cardinalidad menor 
que a. Por tanto a < mx(Z). Ahora si B es como antes, también localizamos 

No € &\ (Upson(B)), y Vig G Xrq. SEW = Py'(Vy,) es fdcil ver que BNX(a) ¢ W 

para todo BNE € B. Usando estos resultados y argumentos andlogos que antes, 

obtenemos que a < mw(Z). 

Este ultimo teorema se puede reescribir de la siguiente forma. 

TEOREMA 2.7. Sean {Xy}r<a una familia de espacios y 

¢€ {rw, rx}. 

Entonces 6(Eo) = @- suprycaP( Xr) = H{[])- 

DEMOSTRACION: Sélo haremos notar que Zo(a) es denso en (a), y que todas las 

construcciones del anterior teorema, se pueden realizar en Yo(a). QO 

3. Densidad y celularidad 

Observemos primero que los subconjuntos numerables de los L-productos pro- 

pios nunca son densos ( i.e. los ©-productos propios nunca son separables). En 

efecto, supéngase que A C ¥ es numerable donde A = {ga}nen- El conjunto 

£=Uncro $0P(9n) 

es numerable, Como a > No, podemos tomar y € a\L. SiO, es un conjunto abierto 

en X, tal que a(y) ¢ Oy (recordemos que estamos considerando a ¥ basado en a), 

entonces tenemos que P>1(0,) C E\ A. Respecto a la densidad de los E-productos 

tenemos: 

TEOREMA 2.8. Sea {Xy}r<a una familia de espacios y sea 

y= supry<ad(X). 

Entonces d(X) = a+. 

DEMOSTRACION: Para \ < a sea P, : 5 —>+ X) la proyeccién canénica, ésta es 

_continua y sobreyectiva, as{ que d(Z) > d(Xy). Por tanto 

a(S) > suprcad(Xr) = 7- 
Veamos que d(Z) > a. Para cada  < a escogemos be € X¢ \ fafé)} y Ve un 

conjunto abierto en X¢ que cumple a(é) ¢ Ve y be € Ve. Sea We = Po 1(V_) él 

cual es abierto en [],~, X,. Para un subconjunto denso D en X(a) y f € D, 

consideremos el conjunto Hy = (<a: f € We}. Afirmamos que |Hy\ < No, ya 

que si f € We , entonces f(£) € Ve , y por tanto € € sop(f) el cual es numerable.
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Ademas, a = Usep Hy, ya que si € < a, We ND #9. Calculando cardinalidades 
tenemos que 

a= |Us Hy| < [D]- Xo = (DI. 

(Observe que por los comentarios anteriores al teorema, se debe tener que |D| > No). 
Por lo tanto a- y < d(X). 

Para demostrar la otra desigualdad bastard demostrar que existe K C ¥ denso 
con |K| < a. Para € < a, sea Kg un subconjunto denso en X¢ con |Ke{ < d(Xe). 
Proponemos 

K={ fay J € [a], d; © K; para cada je J} CE 

i J 
Flay,7@ = { “° ai : ty eJ 

Podemos reescribir K como U yefaj<%o Ay con 

Ky = {zed c()e Kz i €€ Sy 2(€) =a(€) sié ¢ J} 

Calculando cardinalidades tenemos que 

IK| = | Usefajcvo Ka] S Eyejaj<roSupjes|Kjl < a supgcal Kg] =a 7. 

donde 

Finalmente veamos que K es denso en ©. Un abierto basico es de la forma 
O= NyesPz (Oj) con J € [a]<®o, Escogemos d, € (O; 1 K;) para cada j € Jy 
obtenemos fia,), 7 € O. Oo 

Si X) es el discreto de dos puntos para todo 4 < 28° y Tes cualquier <-producto 
de esta familia, aplicando las fomulas anteriores tenemos: d([] neko Xx) = log(2ko) = 
No y d(Z) = 2%, asi que dT] ,eg%0 Xx) < d(Z). Recuerde que en general si ¥ es 
un subespacio denso de un espacio X, d(X) < d(Y), pues cualquier denso de Y 
es denso de X. Pero con este ejemplo, mostramos que en general la densidad del 
producto Tychonoff y el D-producto puede no coincidir. 

Observemos que también para los ¥-productos la ecuacién 

O(E) = a -suprcad(X,) 
se cumple para ¢ = d. Lo cual no se cumple para el caso del producto. 

Pasemos ahora a considerar la celularidad de los -productos. 
Es facil demostrar que si Y es un subespacio denso de X entonces ¢(Y) = c(X ). 

Asi que tenemos: 

TEOREMA 2.9. Si{Xa}ica es una familia de espacios, entonces 

(3) = e([ J) = sup sejaj<roe(Is). 

DEMOSTRACION: © es denso en J], entonces c(Z) = e([]). Para la segunda igual- 
dad, como la proyeccién P; : [] —+ Wy, donde J € [a]<*°, es continua y sobreyec- 
tiva, si {Og }eea es una familia celular de II;, entonces {P;1(Og)}ec.a es una familia 
celular de [], y [{Og}eeal = |{P7' (Oe) }eeal- Ast que (Iz) < c([]) y por tanto 

sup{e(II) : J € fa]***} < o(f]). 
Denotemos 

«= sup{c(Ily) : J € [a}<*>}.
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Si 

K< of II Xa), 
dca 

entonces existe una familia celular G ={Gg}een+ de T],-, Xa; podemos suponer 

que tal familia esta compuesta por abiertos canénicos. Sea Gg = Oaer, Py (of) 

donde Fe € [a]<*e, of c X) es un abierto de X, para cada \ € Fe. Por el lema 

de la raiz (Teorema 1.8) existen Jo € {a]<®° y A C «* con [A] = «+, tales que 
Fy, 0 Fe, = Jo para cualesquiera £1,£2 € A diferentes. Notemos que Jo # 0, ya 

que la familia G es celular. Afirmamos que {P),(G¢)}ee4, es una familia celular de 

Xj. En efecto, si to € Py.(G_e,) 1 Ps,(Ge,), escogemos arbitrarios 1, € oF para 

d€ Fe, \ Fey, ty € OF para \ € Fe, \ Fe, 7, € Xa para \ ¢ Fe, U Fey. Sea x €T] 
definido como 

9(A) sid € Jo 
tou side Fe, \ Fe 

HA)=4 sid © Fe, \ Fe, 
Tr sir ¢ Fe, UF, 

Es claro que « € Ge, 1 Gg,, lo cual es una contradiccién. Asf que la familia 
{P(Ge)}eca es celular y por tanto «+ < e¢(II,,), lo cual no es posible dada la 

definicion de x. o 

Es importante hacer notar que la segunda igualdad en el teorema anterior no 

puede ser mejorada, ya que la linea de Suslin es un espacio topolégico de celularidad 

numerable cuyo cuadrado no tiene celularidad numerable (ver R. Hodel {18] pg 43). 

4, Las funciones hereditarias hc, hi y hd 

Sabemos que las funciones hereditarias son interesantes por su monotonia, es 

decir se comportan bien en los subespacios. En esta seccién veremos que la funcién 

amplitud, la cual es la funcién hereditaria de Ja celularidad, Ai y hd en los L- 

productos y en el producto Tychonoff completo coinciden. 
Ahora iniciamos la evaluacién de la funcién amplitud en los E-productos. 

TEOREMA 2.10. Si{Xy}, 2, €8 una familia de espacios y 

y= sup {s (Xs) :A<a}, 
entonces 

s([]) = s(£0) = s(&) = @- sup{s(Er) : F¢ fa] Sa 

-DEMOSTRAGION:_Como.ses_ monétona... 

sup{s (Ip): F [a]<89} < s(o) < 9 (EZ) <8 (TT) . 

Ahora demostraremos que w < (Zo). Para \ < a, sea by € Xy\ {a(A)} y sea 

hy € D(a) definida por 

mo={(n Size
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Tenemos que H = {hy}, <a © do tiene cardinalidad a y es discreto, como ya se 
probé en la demostracién del teorema 2.5. Por lo tanto a < 3 (Xo), en resumen 

a- sup{s(IIp) : F € [a]<®°} < s(Xp). 

Para concluir las igualdades bastara demostrar que 

s(T]) <> supfo(Ir) : F € fal}. 
Sea Z = (te: & < A} un conjunto discreto de J]. Para todo € < 8, tomamos Og = 
Mem P; x 1(O§) un abierto candnico de [] tal que Og NZ = {tg}. Para cada cada 
Fé {a oko, definimos Fp = (Og: Fe C F}. Afirmamos que para todo F € faj<*o, 
el conjunto Zp = {Pr(tg) : Og € Fr} es discreto en |]. Bastard demostrar que 
para todo tg & Z se tiene que Zp N Pr(O¢g) = {Pp(tg)}. Pero si Pr(te), Pr(te) € 
Zr Pr(Og) y distintos, entonces tg, tg: € Og, lo cual no es posible. Pero ademés, 
Z = Urtaj<ro {tg : Og € Fr}, entonces [Z| < a: sup{s([[,) : F € fol}. ¥ 
finalmente s([J) < a- sup{s([]»): F € [a}<®>}. 

La desigualdad s(JJ) < @- 27, fue demostrada por Hajnal y Juhaz (ver I. 
Juhéz[22} pgs. 109-112). o 

Aprovecharemos la construccién del conjunto H en él teorema anterior, que 
nos provee de un subconjunto de Xp discreto y de cardinalidad a, para realizar las 

demostraciones de los siguientes teoremas. 

TEOREMA 2.11. 81 {Xa}. es une familia de espacios, entonces 

a sup{hl (Ip) : F € [a}S*°} = Al (Xp) = Al(D) = AL) 

DEMOSTRACION: Aquf también la monotonfa es usada para obtener 

AI{IL) > Al(E) > AL (Zp) > sup{Al (Ip) : F € [al<}. 

Como H C Xp es discreto y de cardinalidad a, !(H) = a; de aqui que 

Al(Xo) > @- sup{IIp: F € a 

Demostraremos ahora que Al ([T]) < a@- sup{Ai([]-) € [a]<®}. Sea Y c TT 
yFu {0s mY : 6 < 6} una cubierta de conjuntos abiestas de Y, donde O; = 

Maer, P, 1(0§) es un abierto canénico de [J]. Para cada F € fa}<*o, tomamos 
Fr = {O5: Fy C F}, Fp = {Pr(Os): Os€ Fr} y Yr ={xeJ]: re OsyOc€ 

Fr}. Por las definiciones tenemos que Fp es una cubierta de Pr(Yr). Obtenemos 
Fh C Fh cubierta de Pp(Yr) tal que FAI SAl([]p). Sear = {OsNY © F: 
Ppr(Os) € FE}. Si 

H= Ure{aj<vo Hr. 

Es facil ver que H es una cubierta de Y. Y como |H| < a- sup{Al([],): F € 
[a]<*°}, obtenemos la desigualdad deseada. o 

TEOREMA 2.12. Si {Xa}. €8 una familia de espacios, entonces 

a sup{hd(IIp) : F € [a]<*°} = hd(Xo) = Ad(E) = Ad(I)



26 2 Fuuciones Cardinales en D-productos 

DEMOSTRACION: Considerando de nuevo al subcojunto discreto H de Xo cons- 
truido en la demostracién del teorema 2.10, tenemos que d(H) = a. Asf que a < 
hd (Xo). Ahora por la monotonfa de la funcién hd se cumple que 

sup{hd(Ip) : F € {aj<*° < Ad(Zq) < Ad(E) < Ad(I). 

Por tanto 

a- sup{hd(IIp) : F € [a]<®°} < Ad(Zp). 

Bastara demostrar que hd([]) < a. sup{hd([],) : F € [a]<*°}. Sea Y c []. Para 
cada F € [a]<®°, tomamos un conjunto denso Dp C Pr(Y) tal que 

|De| <d(Pr(¥)) < hd(Ir). 
Por cada y € Dr tomamos zy € ¥ tal que Pe(x,) =y. Tomamos Di, = {ay EY: 
y€ Dr} y D=Upeajcso Dp. Es claroque * 

{Di <a> sup{hd(IIp) : F € (a]<*}. 

Demostraremos que D es denso en Y. Sea O = N,e7Py1(O,) un conjunto abierto 
candnico no vacio de []. Entonces existe y € Pp(O)/M Dp, por tanto existe x, € Y 
tal que Pp(zy) = x, entonces z, € Dp, es claro que ry € O. o 

5. Calibres y precalibres en D-productos 

En esta seccjén“calcularemos el mimero de Sanin y el precalibre de los Y- 
productos, encontrando interesantes f6rmulas. , 

TEOREMA 2.13. 5% {Xy}) co, 8 una familia de espacios, entonces 

Precal (I) = min{x € Card: es infinito y 
«+ es precalibre de X para todo  < a} 

¥ 

5 (Il) = min {x € Card: « es infinito y x* es calibre de X) para todo <a}. 

DEMOSTRACION: Usando el lema 1.22, obtenemos las dos igualdades. oO 

Si ademas demostramos los siguientes lemas, lograremos una evaluacién del 
numero de Sanin de un D-producto. 

LEMA 2.14. Si {Xy}, cq es una familia de espacios y Xo < 8 < a, entonces 8 
no es calibre de D. 

DEMOSTRACION: Demostraremos que existe una familia F de abiertos en J] no 
vacios indicada por §, la cual cumple que la interseccién de cualquiera de sus 

~—-gubfamilias-indicada-por-(; tiene-una-interseccién-vacia-con-2.—Para tal-fin-tomemos—___.... 
Ps} (Vs) = Os donde Vs es un abierto no vacio en Xs con a(6) ¢ Vs para cada 
6 < B. Entonces F = {Os}5<g es una familia de abiertos no vacfos en |]; esta familia 
cumple lo deseado. En efecto, si {Os, }ee g eS una subfamilia de F de cardinalidad 

Byze (N{Os.}.<8) ME, entonces {be}.gg € Sop(z), pero |{ech-ca| =By 

{Sop (z)| < No. Lo cual es una contradiccién. oO
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LEMA 2.15. Si {Xa}ycq es una familia de espacios, entonces 

S(z) >a. 

DEMOSTRACION: Notar que si Xo <S(5) < a, entonces $(5)* < a. Ademds por 

definicién, $ (z=)* es un calibre de 5, lo cual, por el lema anterior, es imposible. C1 

LEMA 2.16. Si {Xa} <,, es una familia de espacios yy es un cardinal regular 
que es calibre de 1, entonces y es calibre de X, para todo \< a. 

DEMOSTRACION: Si ¥ es calibre de ©, por la densidad, + es calibre de [], por tanto, 

por el lema 1.22, + es un calibre de X) para todo 4 < a. 

LEMA 2.17. Si {Xa} ycq e5 una familia de espacios, entonces 

§(z) > min{m € Card :m >a ym? es calibre de X) para todo X < a}. 

DEMOSTRACION: Se obtiene la demostracién usando los dos ultimos lemas. oO 

TEOREMA 2.18. Si {Xa}, cq e8 una familia de espacios, entonces 

S(X) = min{m € Card: m >a ym? es calibre de X) para todo ¥< a}. 

DEMOSTRACION: Por lo anterior bastard demostrar que si m > a y mt es un 

calibre de X, para todo A < a, entonces m+ es un calibre de L. Para esto bastara 

tomar una familia arbitraria de basicos candnicos, digamos O = {O¢ be <m+ donde 

O¢ = Nser,P5? (08), Foc a finito y O§ es abierto de Xs para todo 6 € Fy. 

Notemos que O =Uncity Cn donde C, = {O¢ € O: [Fe =n}. Por la regularidad de 

mt, para alguna n, |Ca| = m+. Asf que podemos suponer que para todo ¢ < m*, 

|Fe| = n. Usando el lema 1.9, aseguramos que existen Acmt,fca,f #4, tales 

que f = Fe para cualesquiera ¢ € A. Como mt es un calibre de []5<; Xs, entonces 

existe BC A con |B] = m* y zy € NenPy (Oc). Definimos x € E (a) como 

- (6) sidef 
(6) ={ a(6) sib ef 

Resulta entonces que, por la construccién, x € NceBOc. qo 

Usando el lema 2.13, podemos concluir el siguiente teorerna: 

TEOREMA 2.19. Si {Xa},cq €8 una familia de espacios, entonces 

Precal(Z) = Precal (ID) ; 

o sea, Precal(Z=) = min{x € Card.: «+ es precalibre de X, para todo A < a}.



28 2 Funciones Cardinules en E- productos 

EJEMPLO 2,20. Antes de finalizar esta seccién, presentaremos un espacio topoldgico 
y un calibre de él, el cual no es calibre de un subespacio denso del espacio dado. 

Notemos que 8, es un calibre de [0,wo). En efecto, si 

F = {(as, bg]: 5,05 < uy vy < di} 

es una familia de abiertos bdsicos de (0,wo). Tomamos Fy = {a5,bs} para todo 

& <i, estamos en condiciones de usar el teorema 1.9 y concluir la existencia de 

ACR, conjA|=21 y de F = {a,b} C w tales que a = 05,6 = bs para todo 6 € A. 
Por tanto si F' = {(a5, 6s]: 6 € A}, entonces 

OF = (a,b) £9 

Sea Y = [0,wo)*, donde a > Ni, si D es un Y-producto de Y. Por el lema 1.22, 
tenemos que Ni es un calibre de Y, por el lema 2.14, Xi no puede ser calibre de D. 
Aun més, si Xo fuera calibre de ¥, por lema 2.16, Xo serfa calibre de {0,wo), pero la 
familia {(5,wo) : 6 < wo}, cumple que cualquiera de sus subfamilia de cardinalidad 
No tiene interseccién vacta. Por todo lo anterior y usando el teorema 2.18 , tenemos 

S(Y) =No pero §(Z) > 

Ast que en general el mimero de Sanin del producto y del Si-producto pueden no 
coincidir, sin embargo combinando los teoremas 2.13 y 2.18 obtenemos que en gen- 
eral 

STD < $@) 

6. La estrechez en ©-productos 

Presentaremos ahora una acotacién para la estrechez de 5. Antes de demostrar 
un teorema mas general, demostremos el lema siguiente. 

LEMA 2.21. Si {Xa} cq e9 una familia de espacios, 8 € Card tal que 8 < a 

yt(Ilp) < 6 para todo F € [a]<**, entonces t(Zp) < B. 

DEMOSTRACION: Sea z € Lg y sea x € cly, (A), donde A C Eg. Demostraremos 
que existe Ag C A con |Ao| < 8 y ademas x € ely, (Ag). Disefiaremos una con- 
struccién inductiva. Para n = 0, como {sop(x)| < @, escogemos Ry = sop(z), asf 
que || < @. Ahora supéngase que ya se tiene R, C acon |Rpl < G. Por el teorema 
1.23, t (IIx) < 8. Como Pr, (x) € cl, (Pr, (A)), existe Mn C Pr, (A), con 

|Mn| < By Pr, (t) € ly, (Mn). Ahora construimos T,, C A, de la manera sigu- 

iente: por cada z € M,, escogemos z’ € PR! (2) A, y T, = {2:2 © M,}. Es claro 

que |T,| < 6. Pero también Pp, (x) € Cly,, (Pr, (Tn), ya que si Pa, (x) E Oy 

O eg un abierto de J] R, » entonces existe z € M,, MO; para 2’ € T, se cumple que 

—_—_. —-Pp,-(z!) = 2 € O, asi que ON Pp, (Tn) # 0. Sea Rng = Ra (Uren soptz')). 
Como |sop(z')| < 6 para todo z' € Tp, tenemos que |Rn+z1] < 8. 

Ahora definimos Ap = Un<r, Tn; por construccién tenemos |Ao| < 8. Sélo resta 

demostrar que  € cls, (Ap) . Sea V = (Mer Px! (Ox)) Zz, un abierto de Dg que 
contiene a x donde F € {a]<®° . Tenemos un primer caso: F C Uncno Rn. Entonces, 
existe no tal que F C Ryo. Por construccién Pr,,, () € Pr, (V), entonces existe 

z € Ma OPr,, (V). Tomamos 2’ € Pr (z) A. Como Prp,, (2) = zy z€ 

Pp, (V) , entonces z},, € V, asi que VM Ao # 9.
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Caso dos, si F,) = F \ Unen, Rn # 0. Consideramos los conjuntos 

Fy = FO Uncrofn) 5 

Vi = (Mer, Py? (Oa) NEz, 

Va = (Quer, Px? (Qn) NEp. 
Es claro que V = Vi V2 si Fy # @; en caso contrario V = Vj. Notemos ademas 
que si A € F, entonces A ¢ sop(z), y por tanto a(X) = (A) € Oy. Ahora bien si 
Fo = 0, tomamos z € To y como F = F; y sop(zj) MF =, para todo ) € F, 
2 (A) = @(A) € O). Finalmente 2 € V. Si ahora F, 4 @, procediendo como en el 
primer caso, obtenemos z;,, € Ty, 1 Va, pero también z},, € Vi, ya que para todo 

AEF, A ¢ sop (zi), 0 sea zi, (A) = a(A) € On , y finalmente z/,, € V. Oo 

Ahora podemos suprimir la hipdtesis que limita a (. 

TEOREMA 2.22. Si {Xa}... €8 una familia de espacios topoldgicos, 8 €Card 

y para todo F € [a]<* se tiene que t(IIr) < B, entonces t(Z4) < B para todo 

1S8. 

DEMOSTRACION: Si a < G, usamos el lema 1.23, y tenemos que t ([],-, Xa) < 6. 
Ahora, usando la monotonfa y que ©, € J],< Xa, concluimos que t (=) < . 

Si 8 < a, usamos el lema 2.21 para concluir que t(Eg) < 8. Como £, € Xz, 
aplicamos monotonfa para concluir que t(Z4) < 2. Oo 

COROLARIO 2.23. Sea {X,},.,, una familia de espacios métricos. Entonces 

t(E) =o. 

DEMOSTRACION: Si F € Ja]“"*, tenemos que Ther Xa €8 métrico, asf que 

tT] Xa) =o. 
ACF 

Usando el teorema 2.22, tenemos que t(Z(a)) = No. Oo 

7. El grado de Lindeléf en los L-productos 

El lema de Le Donne (ver [30] pg. 96 ), nos proporciona una acotacién del grado 
de Lindelof de un D-producto. Enseguida presentamos un teorema que mejora tal 
lema. 

TEOREMA 2.24. Sea {Xj} ., una familia de espacios, y 8 < a. Si para todo 

S€[al®, I(Is) < Bt, entonces l (Sg) = Gt - sup{i(Is) : S € [a]>}. 

DEMOSTRACION: Para M C a recordar que 

Am = {x € 2: sop(z) CM}. 

Si |M| < 6+, podemos escribir M = {m,},g+- Entonces Yy = Uy<g+Xu,, 
donde M, = {mg : 6 < y}, ya que si z € Xx y sop(z) = {mrshscar entonces yg = 

sup{Ys}sca < B+, y ademas sop(z) C My, asi que z € Xy,,; la otra contencién 
es trivial.
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Usando la hipotésis del teorema, obtenemos que I(%m,) < B+. SiO = {Values 

es una cubierta abierta de yz, entonces O, = {Vu n XMy bea es una cubierta 

abierta de Yy,. Sea A, ¢ A tal que |A,| < At y {vn My byea, es una cubierta 

de ¥x4,. Tomamos {Vu} pEUy Ay? Afirmamos que esta familia es una cubierta de 

Xn. En efecto, sic € Ay entonces s € Xy,, para alguna yo < Bt, y existe p © Ay, 

tal que z € VN Xm,,. Como |U,A,| < Bt, concluimos que 1(Xu) < Bt. 

En el caso en que a < $+, Xq = Hg, de lo dicho en el parrafo anterior el teorema 

queda demostrado. Veamos el caso en que a > B+. Para este caso demostraremos 

que si {Up} yea es una familia de bdsicos can6nicos con Lg C (Upeay) , entonces 

existe A’ C A tal que |A’| < Bt y ademas (Upea'Uy) 2 Up. Para cada pe A, Up 

es de la forma Naex, Py | (Of) donde Ky € a es finito y OF c X) es abierto para 

cada \ € Ky. 

Usando induccién transfinita probaremos que para todo y < St existen I, C a 

y A, ¢ A tales que 

1. [Ey] < Bt Oy] < Bt, 
2. si 8 < -y entonces Ig C L,, 

3. Iy41 2 Uvea, Ky, 
4X, Upea,Uy. 

Para y = 0, seleccionamos Ip C @ tal que \fol < Bt. Por el resultado que 

demostramos, existe Ay C A tal que |Aol $ 6* y ademas A7, © Upedo Uy. 

Supongamos que hemos realizado la construccién para todo € < 7 < ft. Defini- 

mos 

Ty = User (le U (Upea,Ko)) - 

Es claro que [I,| < A+. Usando los mismos argumentos que antes, es posible 

obtener A, ¢ A tal que [Ay] < Bt y 41, S Upea, Uy. Por construccién 1,2 y 4 

se cumplen, y como para el caso y + 1 usarfamos el mismo esquema, entonces se 

cumple 3. _ 

Con estas familias de conjuntos ya construidas, definimos A = UyegrAy @ 

I =Uyeg+,. Afirmamos que XC Ueno: ya que siz € X, sop (2) G I, entonces 

para cada \ € sop(z) existe 7, < B* , que cumple d € 1,,. Como |sop(z)| < 8, 

tenemos que ‘Yo = (supresop(z) Ya) < B+, y por 2 tenemos que sop (z) € I4,. Lo que 

nos lleva a concluir que z € *;,,. Entonces existe p € Ay, C A tal que z € Uy. 

Es més, aseguramos que Xg(a) © U,egUy. En efecto, sea z € Dg(a). Si 

sop (x) NI = @, entonces a (A) =x (A) para todo Ae Ty ae Ay. Si sop(z) NI #9, 

podemos definir : 

ya z() sid € sop(z) NT 

GN=4 GQ) si dg sop(a) NI 

Notemos que q € 4 , ademas q(A) = x(A) para todo A € J. En resumen, 

podemos decir que siempre existe q € - #7, tal que q(A) = (A) para todo A € I. 

Por construccién, existe p € A, CA tal que q € Uy. Como Ky C Iy41 © I, 

entonces q(A) = z(A) para todo A € Ky, asi que z € Uy; y como |A| < Bt, queda 

demostrado que 
Ug) < Bt. 

Es claro que la igualdad se demostrard si probamos que 

a-sup{i(ils): 5 € [al*} < U(Zp).
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Pero la funcion cardinal es monétona en conjuntos cerrados. Como [], es un 

conjunto cerrado en Ug para todo S € [a}?, asi que 

sup{i(IIs) : 5 € [a]®} < (Eg). 

La demostracién estarfa completa si B+ < [(Zg). Para todo A < a, sea Oy un 
conjunto abierto de X,, tal que 6, ¢ Oy pero a{A) € Oy. Es claro que F = 
{P<"(Oy) : 4 < a} es una cubierta de conjuntos abiertos de Dg. Sea F’ C F con 
|F"| < B. Definimos p € Lg, como 

Q) = by si P'(O,) EF 
PV (a) si Py (Oa) € F’ 

Es claro que p ¢ UF’, asf que |F’|, no es cubierta de Nig, asi que B+ < l(Xg) 

En esta seccién, obtendremos o-productos que son espacios topolégicos Lin- 
delif. Sin embargo en capitulos posteriores demostraremos que ningiin L-producto 
es paracompacto. Asf que estos D-productos no llegan a paracompactos pero tienen 
un subespacio denso Lindeléf. 

Si {Xa }a<a es una familia de espacios y a € [], tomemos o, = {x € Yq (a): 
|sop(x)| <n} para todo n € N. Asf que Xo (a) = Ueno. También usaremos la 
notacién siguiente, sea A C a y n € N denotaremos 

og = {x € Eq(a): (A €@\ A: 2(A) #a(A)}] <n}, 
o bien si A = {A} para algtin \ < a, tomaremos o{*} = 0 

TEOREMA 2.25. SiF = {X hace es una familia de espacios, tales que (Ie) = 
No para todo F € lal<*o, entonces [(Zo) = No. 

DEMOSTRACION: Afirmamos que para toda A < a yn € N se tiene que o> x Xy 
es Lindelof. Para n = 0, a x X) es homeomorfo a X). Ahora supongamos que 
od x X> es Lindeléf. Sea O = {Og : € < 8} una cubierta de 0, x X, formada 
por conjuntos abiertos canénicos en []. Sea O’ = {O,,: 1 € N} Cc Q, tal que 

od x X, C UC’. Tomamos Og, = Nser,, Py (O§) x We,, donde Fe, € [a]<*, 
of es un conjunto abierto en Xs y W¢, es un conjunto abierto en X,. Para cada 
6 € Fe,, tomamos 

HS = {(2, 2) €odyy x Xv: 2(6) € OF”, Payay(a) € 02,2 © Xa}. 

Si tomamos Fi = (F \{ Xs, Xa}) U((Xs \ OF) x X,), esta familia tambien cumple 
que sus caras finitas son Lindeldf. Si el factor 6 de la familia F,, lo tomamos 

igual a (Xs \ of) x X,), entonces su correspondiente 08 x ((X5 \ O§%) x X,) es 

homeomorfo a HE. Usando la hipstesis inductiva tenemos que He es Lindelof. El 

teorema queda demostrado si 

on, CUU (Vien Uner,, Hf). 

Sea (x, z) € oA,,. Supongamos que (z,z) ¢ UO’, entonces x ¢ od, asf que |{-y € 

a\ {A}: x(y) # (y)}| = +1. Es claro que x # a, ya quea € od. Seaa € Og,, como 

x ¢ Og,, entonces existe 6 € Fe, tal que x(6) ¢ Of y a(5) € OF. Luego 2(6) # a(6), 
Combinando estos resultados tenemos |{y € a \ {A,6} : 2(y) # a()y}| = 7; lo cual 

nos lleva a que (x, z) € He y asf finalizar la demostracién. i
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8. L-productos Fréchet-Urysohn 

Para finalizar este capftulo, enseguida presentamos una interesante aplicacién 
del teorema 2.22, el teorema de Kombarov-Malykhin, en el que se dan condi- 
ciones para que un L-producto sea Fréchet-Urysohn. Recordaremos que un espacio 
topoldgico X es Fréchet-Urysohn si para todo M C X y z & clx (M), existe una 
sucesiOn {@n}nen & M que converge a x. 

TEOREMA 2.26 (Kombarov-Malyhin). Si {X.}, <q es una familia de espacios 
topoldgicos primero nimerables. Entonces X es Fréchet-Urysohn. 

DEMOSTRACION: Como los productos numerables de espacios primero numerables 
es primero numerable, tenemos que la estrechez de productos finitos de primero 

numerables es numerable. Sea t € Ly M C & tal que x € cly(M), por lo 
anterior podemos hallar My C M numerable tal que x € cly (Mo). Denotamos por 
H al conjunto U,em,sop(z). H es numerable. Afirmamos que cly (Mo) C Vy. En 
efecto, si v € cly (Mo) \ ¥x, existe un Ap € a \ H tal que v (Ap) # a (Ao) . Sea On,, 
un subconjunto abierto de X), con v(Ag) € Oy, pero a(Ag) ¢ Oy,.Tenemos que 

Py} (Or.) MN Mo = 9, lo cual no puede ser ya que v € Py’ (O),). Como [],, es 
homeomorfo a j;, el cual es primero nimerable, tenemos una base local numerable 
en 4 para el punto z. Denotémosla como B(x) = {O, 1¥y in € N}, donde On 
es un abierto de 5 para cada n € N. Podemos suponer que la sucesién de abiertos 
On, es decreciente. Sea ty € On M Mo. Es fécil ver que {tn}pce, converge a x. oO



CAPITULC 3 

Propiedades del tipo compacidad en ¥-productos 

1. Teoremas de factorizacién 

En esta seccién desarrollaremos algunos teoremas de factorizacién que se cum- 
plen en £-productos. Estos resultados nos permitirAn concluir que la compactacién 
de Stone-Cech y la realcompactacién de Hewitt de un &-productos de una familia de 
espacios compactos y de una familia de realcompactos separables o de caras finitas 
Lindelif respectivamente coinciden con el producto de las familias. A continuacion 
un teorema de R. Engelking ( ver pg. 118 [12)]). 

TEOREMA 3.1 (Engelking). Sean {Xa}, cq una fomilia de espacios separables, 
Y un espacio Hausdorff en donde los puntos son Gs, y f : & > Y una function 
continua. Entonces, eristen S C a numerable y una funcion continua fo: Xs 4 Y 
tales que f = foo Pstz. 

DEMOSTRACION: Veamos primero que para todo x € D, existe 5, C¢ @ numerable 
tal que, siz’ € By x(A) = «'(d) para todo A € Sz, entonces f(r) = f(z’). Sea 
{On}nen una sucesion de abiertos en Y tal que 

nen On = {f (z)}. 

Entonces existe Vi = Naer, P| (W2) donde F, © @ es finito y Wr G X) es 
abierto, tales que « € Vaz y f(Va) © On para todo n € N. Definimos Sy = 
UnenF,. Probaremos que S, cumple lo pedido. Sea x’ € ¥ tal que 2’ QO) =2(A) 
para todo A € S;. Como para todo n € N y \ € Fy tenemos que ge QA) = 
x(A) € W, entonces tenemos que z’ € V, para todo n € N, y por tanto 
f(z’) € O, para todo n € N, asi que f(z’) € OnenOn, 0 sea f(z’) = f(z). 
Ahora, construiremos inductivamente las siguientes familias: 9, C © numer- 
able y S, © a también numerable, tales que Ps, (Qn41) es denso en Xg,,. Pro- 
cedemos a construir el paso 1, definimos 2; = {a} (donde a es el punto base 
del ©-producto) y S1 = Sg, para continuar es necesario definir los objetos del 
paso 2. Sea Dy, © X, un denso numerable para A € a. Para F € [S,]*"° defin- 
imos Zp = {2 € (a): 2(A) € Dy site Fy 2(\) =a(A) si dg F}. Con esto 
podemos formar el conjunto numerable 

Ne = Upej{g,}<o ZF. 

Demostremos que Pg, (M2) es denso en Xg,. Sea O = Oyer Py! (Wy) donde FP ¢ 
[5] <%° yO0AW) © X) es abierto. Sea d. € W, Dy para \ € F, y definimos 
me tal que 

_fad si keF 
mA) = { a(t) siadF. 
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Es claro que m € Zp © Qe, pero también Ps, (m) € O. Sea Sz = S$, U (User, Sx) - 
Ahora supongamos que se tiene construido hasta el paso n, entonces definimos 
Qnet = Upeis,jsro Ze ¥ Suga = Uiet,...2t1 (Uzen, Sz). Ya con estas familias, se 

puede demostrar la propiedad de que Ps, (Qn+1) es denso en Xs, para todon € N, 

usando similar demostracién que para el caso 1. 
Demostraremos ahora que Ps} (Ps (@)) es denso en 5 (a) en donde @ = UnenQn 

y 5 =UnenSn. Sea O = Myer Py) (Wy) donde F € [a]<** y 0 4 Wy G X, abierto. 
Si F C S entonces existe n € N, tal que F C S,. Para dy, € WyN Xs, seaz ed 
definido como 

_f a sikeF 
20)={ a) si NEF, 

Entonces z € Qn41 © 9, y también z € O, asf que trivialmente z € P5! (Ps (Q))/N 
0. SiF\S #40y FNS £4, tomamos d) igual que antes y tomamos zr, € Wy 
arbitrario. Si FS C S,, definimos z’,z € © de la manera siguiente 

zy site F\S 
g=€ dy site FNS 

a(A) sir ¢ F, 

_f dy site FOS 
27=) afl) sIAEFNS. 

Se tienen las propiedades 

ZEON C2, 2 €O, Ps (z’) = Ps (z) 

y finalmente 2’ € ON Pz} (Ps ()). Por ultimo, si FNS = 0 y x, como antes, 
definimos 

tJ Tr site F 
7=VaQ) sidEF. 

Ahora notemos que z’ € O y Ps(z') = Ps (a), y por construccién a € 2. Final- 

mente obtenemos que 2’ € ON Ps} (Ps ()) y de aqui la densidad de Pz* (Ps (2) 
en [I]. 

Definimos la inmersién i: Xs — ¥ de la siguiente manera i (x) = x’ donde 

rey f sides 
# w={ a(t) si¢S 

y fo: Xs — Y definida como fo =. foi. Finalmente demostraremos que 
fo(Pstz) = f. Bastard demostrar que para todo z € P5'Ps (2), se cumple 

fo(Psts) (x) = f (x). Tenemos que fo (Ps!) (x) = fo (Ps (y)) donde y € 2. En- 
tonces existe n € N tal que y € Qn, asi que Sy © Saya © S. Por tanto y (A) = a(A) 
para todo » ¢ S, o sea i (Ps (y)) = y, de donde fo (Ps (y)) = f (y). Por otro lado 
Ps (y) = Ps (x); en particular y (A) = z{A) para todo A € Sy, y por la propiedad 
de Sy concluimos que f (x) = f (y), 0 lo que es lo mismo fo (Pslx) (x) = f (x) c 

Este teorema admite una generalizacién natural. Para este propésito damos la 

siguiente definicién. 

DEFINICION 3.2. Sean Y un espacio topoldgico, « un cardinal infinito y A un 
subconjunto de Y. Diremos que A es un conjunto del tipo G, de Y, si A es la 

interseccién de a lo més a subconjuntos abiertos de Y.
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TEOREMA 3.3. Sean (X,}rcq una familia de espucios topoldgicos tales que 
d(Xy) <7, Y un espacio topoldgico Tz en donde los puntos son G,y f:0y°¥ 
una funcion continua. Entonces existe § C a con |S| < 7 y una funcién continua 
fo: X44 Y tal que f = foo Psts, . 

DEMOSTRACION: Realizando los cambios pertinentes a 1a demostracién de teorema 
anterior, obtenemos para cada x € Ey un conjunto S;, con {S,| < 7 tal que si 
zr’ € Ey (a) y 2’(A) = x() para todo A € Sz entonces f(x’) = f (x). Podemos 
construir para todo 0 < 6 < y, 25 € Ey (a) y Ss C @ tales que || < 7, [Sei < ¥ 
y si # < 6, entonces Ps, (Ms) es denso en Xs,. 

Sea D, denso de X, con [Da < y. Si F € [aj<"° definimos 

Zp = {x EL, (a): 2(ME Da site Fy a(d) sid ¢ Fh. 

Sea So = Sa y % = {a}. Si 6 < y, entonces $5 = Uses Sy y 

28 = Unes (Urets,1<% Zr) : 

Comprobemos que si0<pp<d<yy 

O=MyerPy' (Or), 

donde F € {s,]<° y Ox © X) es un conjunto abierto, entonces ON Ps, (Os) #4. 
Para esto, definimos d, € 0, Dy y LEE, (a) como 

_ f dy site Fr 
1a)={ ait) stkEF 

Es claro que F € [3,)<* y S, © Ss. Por tanto | € 5, pero también Ps, (1) € O. 
Ademés es claro que |Q| < y y |Ss| < para todo 6 < y. Entonces definimos 

Q= UscyQe yS= Uses. 

Analogarnente se tiene que P;’ (Ps ()) es denso en 3, (a). También la funcion 
i: Xs +2, definida por 

. _f x(a) sites 
1@)O) = { a() sk AS 

es una inmersién. Definimos fo = f oz. Las demostraciones restantes se realizan de 
manera similar que en la demostracién del teorema 3.1. o 

CoroLanio 3.4. Sean {X)})—, una familia de espacios topoldgicos separables, 
Y un espacio topoldgico Hausdorff en donde los puntos son Gs y f: XU Y una 
function continua. Entonces f se puede extender continuamente a []. En particular 

todo =-producto de espacios topoldgicos seporables esta C-encajado (y C*-encajado) 
en J]. 

DEMOSTRACION: Usando el teorema 3.1, con la misma notacién, definimos f = 
foo Ps. Sea x € E, entonces f(z) = fo(Psts) (2) = f(x) o sea flo= f. Para 
demostrar la ultima afirmacién bastard observar que R es Hausdorff y sus puntos 
son de tipo Gs. Oo 

Si X es un espacio topolégico Tychonoff se denotaré por 6(X) y v(X) a la 

compactacién de Stone-Cech y realcompactacion de Hewit de X, respectivamente.



36 3 Propiedades del tipo compacidad en E-productos 

TEOREMA 3.5. Si {X)}\~, es una familia de espacios topoldgicos Tychonoff 
separables y compactos (respectivamente, realcompactos), entonces B(D) = []ycq Xa 
(respectivamente, u(Z) = [I,eq Xx). 

DEMOSTRACION: Aplicamos el corolario 3.4: Como E es denso y C-encajado (y C*- 
encajado) en J, y J] es compacto ( realcompacto) entonces 8 (Z) = [] (v(Z) =J]). 

Veremos en lo que sigue un teorema andlogo al anterior para una familia de 
espacios Lindeléf. En particular demostraremos que el teorema anterior es vdlido 

para el caso de espacios compactos sin ninguna restriccién en su densidad. Para 
obtener estos, primero veremos a continuacién otro teorema de factorizacién para 

-productos. En las hipotésis de este teorema se pide que el espacio Y tenga 
diagonal Gs, y en el teorema 3.1 pedimos que el espacio tenga puntos Gs. Es 
pertinente aclarar que si un espacio tiene diagonal Gs, entonces sus puntos son 
Gs. En efecto, sea A la diagonal de Y x Y con A = MienQ; donde los O; son 

conjuntos abiertos de Y x Y. Para todo i € N existen V; y W; conjuntos abiertos de 

Y, tales que Vj x Wi CO; y A=MienVi x Wi. Si a € Y, no es dificil mostrar que 
Nien (Vi W;) = {x}. Sin embargo el recfproco no es cierto, por ejemplo, todos los 
puntos en el espacio (0,41) son del tipo Gs, pero si su diagonal fuera Go, él seria 
metrizable (cualquier linealmente ordenado con diagonal Gs es metrizable). 

TEOREMA 3.6. Sea {Xy},-, una familia de espacios topoldgicos, tales que 

Ther Xx e8 Lindeléf para todo F € [a}<"°, y sea Y un espacio topoldgico Te cuya 
diagonal enY xY es un Gs. Sif: —4Y es una funcidn continua, entonces existe 
S Ca numerable y una funcidn continua fo: Xs + Y tales que f = foo Pstz. 

DEMOSTRACION: Antes que nada demostraremos que si a’ esta constituido por los 
X’ <q, para los cuales existen 29,2; € Xo, con la propiedad que f (xo) # f (x1), 
¥ Pata} (0) = Pay {a} (£1) , entonces a es numerable. Supongamos que a no es 
numerable. Tenemos que A = NnenOn donde O, es un abierto de Y x Y. Ahora 

bien, para cada 2’ € a! sean 22’, 2} € Ep (a) tales que cumplen f (a) #f (¥’), 

pero Pap} (z3') = Pap} (2*’) . Si tomamos H, =Y x Y\Ony 

ine {vows (7 (08) s(t) eth) 
entonces tenemos que o’ = Unen Ln; esto es porque ( f (z0') if (z*’)) ¢ A para 

todo \’ € a’. Como estamos suponiendo que @’ no es numerable, entonces existe 
ng <w tal que L,, no es numerable. Si H = Hy, y a” = Ly,, entonces H CY xY\ 

A, H es cerrado en Y x Y, ( f (23’) if (2’)) € H para todo \’ € a" y |a”| > No. 

Por el lema 1.16 y el teorema 2.25, existe xq € Cp, para el cual, en cualquier 
~~ —-vecindad-Wcandnica dep, existe unt conj unto infinita A(W)-¢ a”; tal que para ~ 

todo V € A(W), 23° € W. SiW =Myer Py} (Oy), como siempre, con F C a finito 
y O) abiertos de X,, entonces A (W) \ F es infinito, y si ’ € A(W) \ F, podemos 
comprobar que «3 € W, ya que x@ & W, y como F C a \ {1}, entonces para 

todo \ € F tenemos que 2} (A) = 2‘ (A) € Ox. Podemos concluir, que existe un 
conjunto infinito A’ (W) ¢ A(W), tal que para todo  € A’ (W), 2¥ (A) y 24’) 
pertenecen a W. Ahora bién, como(f (ao), f (to)) € A C Yx¥\H, entonces existen 

Vi, Vo abiertos de Y tales que (f (ao), f (vo)) EVixVe CYXY\H. SiV=VUYNN,
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entonces (f (ro), f (to)) EV x V CV xe C ¥Y XY \ A. Entonces f~!(V) es una 
vecindad de zo. Por construccién tenemos que para todo V € A’ (f-1(V)) Ca", 

zy’ y 2)’ pertenecen a V , asf que (F (z3') if (=) €Y x Y\H. Por otro lado 

( f (zd) if (=) € H, Esta contradiccién implica que a’ es numerable. 

Ahora mostraremos por induccién que si zo y 21 son elementos de Nig para 
los cuales existe B C a \ o/ finito tal que Pays (zo) = Paya (z1) entonces f (x9) = 
f(t) . Por construccién si |B] = 1, y {A} = B, entonces  ¢ a’, y se concluye lo pe- 
dido. Ahora supongamos que vale para n, y sean 9,21 € Dp y B= {A1,..., Angi} © 
a\ a’, tales que [BJ =n +1 y Pag (20) = Pa\g (21). Definimos 

fo) six dn 
2Q)= { z Qa) si A= do. 

Si By = {Aq,...,An} entonces Paya, (t1) = Pas, (t), ast que por hipdtesis 
inductiva tenemos que f (x1) = f(z), pero 

Pa\(ansi} (20) = Pay {rugs} (2): 
Aplicando el caso 1, obtenemos que f (zo) = f (x), y fimaimente f (21) = f (zo). 
Como en la demostracién del anterior teorema, sea i : Xj — © la inclusion. 
Podemos definir fo = f 07, con esto ya logramos la continuidad de fo, de manera 
analoga a la demostracién anterior teorema, podremos concluir la demostracién si 
fo(Patlz) y f coinciden en el denso Do. Para demostrar esto sea x € Dg, 21 = 
Puls (2). Como 

. _ f x) si rea’ 
ie ={ a(r) si \ ¢ af 

(a es el punto base del S-producto), si denotamos x2 = i(1,) y B = Sop(x) —a’, 
entonces z(\) = 2 (A) para todo 4 ¢ B. Es claro que B es finito, asf que f (x) = 
f (v2) = f (i(e1)) = fo (Parte (x)). Cuando B = @ entonces z = x2 y se concluye 
lo mismo. 0 

Es importante comentar que los teoremas 3.1 y 3.6 no se cumplen si cambiamos 
Z por Xp. En efecto, sea Do (0) el Np-producto de {0,1}, donde {0, 1} es el discreto 
de dos puntos, a > No y 0(\) = 0 para todo \ < a. Sea f : Eo > R, definida como 

f(z) =, donde s € N y x(s) =0, pero x(s’) = 1 si 8’ < 8. 

f estd bién definida y ademas es continua. Si fo : Xs — Y fuera una funcién 
continua donde S$ es numerable, tal que f = fo (Pslz,()) , entonces, f = foo Ps 
extenderfa continuamente a f. Ahora tomemos a € {0,1}*, donde 

fil si A < No 

a={ 4 si AD Np. 
Y sea ay, € {0,1}* definida como 

1 sidA<n 

an (A) = { 0 sidkon. 
No es diffcil mostrar que a, — a en {0,1}* y que f (an) = n. Por continuidad 
{f (en)} deberia converger en R, pero esto no es posible. 

Siguiendo el mismo camino que en la demostracién de} teorema 3.1 obtenemos 
los siguientes corolarios:
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CoroLario 3.7. Sea {Xr} ,cq una familia de espacios toplégicos T, tales que 

pare todo F € [aj<*°, Ther Xa es Lindeléf. Sea Y un espacio topoldgico Tz cuya 

diagonal en Y x Y es un Gs. Si f : D(a) > ¥ es una funcion continua, entonces 

f se puede extender a ||. En particular todo ©-producto de espacies topoldgicos 

compactos esta C-encajado y C*-encajado en J]. 

DEMOSTRACION: La misma que se realiz6 en el corolario 3.4. Para la segunda parte 

bastaré observar que una familia de compactos cumple las hipétesis pertinentes, y 

R x R tiene diagonal G5. 

CorOLaRio 3.8. Si{Xa},cq €3 une familia de espacios topoldgicos compactos, 

entonces 3(X) = J]. 

Como todo espacio Lindeléf es realcompacto, entonces tenemos el siguiente 

resultado. 

CoroLario 3.9. Sea {Xa} cq familia de espacios topoldgicos Ts, tales que 

para todo F € [a]<"° Xp es Lindeldf ,entonces v (Z) = Thea Xa: 

2. Seudocompacidad en ¥-productos 

Como veremos més adelante un ©-producto nunca es paracompacto, sin em- 

bargo, con adecuados factores se logran obtener ¥-productos que tienen algunas 

propiedades parecidas a la compacidad. 

DEFINICION 3.10. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es w-acotado 

si todo conjunto numerable infinite de X tiene clausura compacta. 

TEOREMA 3.11. St {Xa}ycq es una familia de espactos compactos, entonces 

= es w-acotado. 

DEMOSTRACION: Para A © E numerable infinito definimos J = Ui {Sop (2) : x € A}. 

Obtenemos inmediatemente que J € [a]** . Definimos 

c= {re]] 2) =a) si ea\J} 

(a es el punto base de £). Por su definicién C curnple que es producto de compactos, 

asi que él es compacto, y ademas CC Z. Concluiremos la demostracién si probamos 

que A C C. Para esto, sea x € A, entonces Sop(x) © J. Ahora, si \ € a\J entonces 

d ¢ Sop (z), en otras palabras x (A) = a(A). Oo 

Es conocido (ver J.E. Vaughan [44}) que w-acotado implica numerablemente 

_compacto_y esta propiedad implica seudocompacidad. Por lo cual es claro el sigu- 

iente corolario. 
a 

COROLARIO 3.12. Cualquier E-producto de espacios compactos es numerable- 

mente compacto, y en particular seudocompacto. 

Analizaremos ahora en los £-productos algunas propiedades que generalizan y 

relativizan a la seudoeompacidad. En lo que resta de esta seccion los espacios serdn 

Tychonoff. Enseguida una serie de definiciones:(como es usual denotaremos como 

C'(X,R*) al conjunto de las funciones continuas de X en R*)
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DEFINICION 3.13. Sean X un espacio topoldgico, x un cardinal infinite y AC 

X . Diremos que A es C,-compacto en X, st f (A) e3 un subconjunte compacte en 
R* para todo f € C(X,R*) 

DEFINICION 3.14. Sean X un espacio topoldgico y K un cardinal infinite. Si 
X es C,-compacte en X, diremos que X es x-seudocompacto. Es decir, si f (X) 
es compacto en R" para toda f € C(X,R"). Obsérvese que w-seudocompacidad es 
eguivalente a la seudocompacidad (en [15] se menciona el resultado de Heuntt: X 
es seudocompacto si y sélo si f(X) es acotado para toda f € C(X) ). 

DEFINICION 3.15. Sea {Xy},—, una familia de espacios topoldgicos y sea k un 
cardinal infinito con K < a, Un subconjunto Y de |] se diré que es K-denso si para 
todo J € la)" , P(Y)= They Xy. 

Ahora enunciaremos, un importante teorema de factorizacién de Arkhangel’skii. 

Antes, la siguiente definicién. 

DEFINICION 3.16. Sea f : X + Y una funcion continua y seaz € X. Una 

familia B de conjuntos abiertos no vactos de X es Uamada una m-base de f en x, 
st para toda vecindad abierta W de f (x) en Y se tiene que 

a €cly (U{B EB: f (B)CW)). 

DEFINICION 3.17. Dada una funcién continua f: X 4 Y ya e X. Elx- 
caricter de f enx se denota como mx (f,x), y es el 

méin{|B| : B es x-base de f en x} 

DEFINICION 3.18. El -canécter de f se denotard como mx (f) y es el 

sup{mx (f, 2): 2 © X} 

TEOREMA 3.19. Sean Y un espacio topoldgico T3, {Xa},cq una familia de 

espacios topoldgicos, D C |] denso, f : D — Y una funcidn continua y y > No. Si 

hd(P;, (D)) < 7 para todo L € [a], entonces existen: 

Q) Lelay, 
(2} EC Py (D) cerrado en Py (D), 
(3) F C D cerrado en D tal que Py (E) = F, 
(4) Una funcién continua ¢ : E — Y, tal que f(x) = ¢(Pu (x)) para todo 

zeFr, 

(5) SiZ = {dE D: wy (f;d) < y} entonces Z C F. En particular si Z es denso 
en D entonces F = D y f = 60(PuIp)- 

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es: 

CoROLARIO 3.20. Sea {Xv}, una familia de espacios topoldgicos tales que 
w(X,) <7 <a para todo X< a. Si D CT] es denso, f: DY es una funcisn 
continua con x(Y) <7 y Y es un espacio topoldgico Ts, entonces existen L & {a\* 
y¢@: Pr (D)Y tales que f=p0 Prin. 

DEMOSTRACION: Si A € [a] entonces w ([],¢4 Xa) < [Aly = 7- Como 

“(1) s#(IL») 
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y como para todo z € D, x(f (x), ¥) < +, entonces existe una base local B de 
f(x) en ¥ tal que |B| < 7. Sea BY = {f-} ()} oes: Como f(z) € O para todo 

O € B, entonces x€ O’ para todo O’ € B’. Sea V una vecindad de f (x) en Y, y 
O’ € B' tal que f (O’) ¢ V. Por lo anterior tenemos que z € O’, y O' existe ya que 
B es una base local de f (x); asi que B’ es una -base de f en z. Como |B’ | < 7, 
entonces rx (f,2) < y. Por el teorema anterior obtenemos que existe una funcion 

continua @: P, (D) — Y, la cual cumple que f = ¢° Prip - O 

Ahora un interesante lema en donde los tres conceptos definidos antes estan 

relacionados (ver §. Garcia-Ferreira, M. Sanchis, A. Tamariz (15}). 

TEOREMA 3.21. Sea {Xy}, <4 una familia de espacios topoldgicos compactos 

y sea x un cardinal infinite con & < a y w(X,) < « para todo A <a. SiY CT] 

denso, entonces son equivalentes las proposiciones: 

Q) Y es «-seudocompacto. 

(2) Y es C,-compacto en J]. 
(3) Y es x-denso en J]. 

DEMOSTRACION: (1) => (2) Sea f € C (T], R*), entonces flye C (¥,R*), por tanto 

fly (Y) = f (Y) es compacto en R*, asf que Y es C,-compacto en TI. 

(2) => (3) Sea J € {a]*. Como Y es denso en [] y P; es sobreyectiva entonces 

P;(Y) es denso en [],¢7 Xa. Ahorasi fec (They X.,R*) , tenemos que foP; € 

C(T],R*), entonces f o P;(Y) es compacto en R* y por tanto P; (Y) es Ch 

compacto en [],¢)-Xa. Ademés, w (Ther Xa) < *, entonces existe una base B 

de [J,<, Xa con |B] < «. Ahora, usando el teorema 1.2.(6)(S. Garcia-Ferreira, M. 

Sanchis, A. Tamariz (15]), obtenemos que toda cubierta de P; (¥) formada con 

abiertos de 8 tiene una subcubierta finita, y esto es suficiente para concluir que 

P;(¥) es compacto en [J,-; Xa, que también es compacto. Entonces P;({Y) es 

denso y cerrado en [],¢7Xa. Por tanto P;(Y) = [Tags Xo. 

(3) = (1) Sea f € C(Y,R*). Por el corolario 3.20 concluimos la existencia 

de J € lal” y 6: Py(Y) 4 R* tal que do Py = f. Como Py (¥) = [yes %as 

concluimos que ¢(P; (Y)) es compacto, o sea f (Y) es compacto en R“, por tanto, 

finalmente, Y es x-seudocompacto. QO 

TEOREMA 3.22. Si {Xa}ycq 8 una familia de espacios, entonces © no es 

Xi -denso en TT]. 

DEMOSTRACION: Sea J C a con |.J| = X,. Supongamos que 

P;(Z(a)) = [] Xs. 
rer 

Sea dy € Xy \ {a(A}} (donde a es el punto base del E-producto) para todo A < a. 
—___----_-Ahora-tomamos-z.¢ ]],.)-Xy,-donde.z.(d) = d, para A € J. Siz € Py(%), existirfa 

un 2 € E tal que z(A) = 2’ (A) para todo A € J. Esto llevarfa a que J © Sop (z'), 

lo cual no es posible ya que |Sop(z’)| < No. o 

Notar que si a > 6, donde a, @ son cardinales infinitos y si X es a-seudocom- 

pacto, entonces X es @-seudocompacto ya que si f € C (X,IR®) podemos incluir 

R® en R®, digamos mediante i, y entonces io f eC (X,R*); por hipotésis tenemos 

que io f (X) es compacto en R®. Como ademés i es inmersion, f(X) y io f (X) 

son homeomorfos, y finalmente f (X) es compacto.
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CoROLARIO 3.23. Sea {Xyhaca una familia de espacios topoldgicos, entonces 
= no es k-seudocompacto para todo 

«> maz{Ni, sup{w(X,}:A<a}}. 

En particular ningin D-producto de espacios segundo numerable es k-seudocompacto 
para K > No. 

DEMOSTRACION: Supongamos que « > maz {hi, sup{w(X,):A<a}} y £ es w- 
seudocompacto. Usando la nota hecha antes de este corolario tendrfamos que © 
seria N,-seudocompacto y por el teorema 3.21, obtendriamos que © es N;-denso, lo 
cual ya vimos que no es posible. Qo 

3. Imagenes Continuas de U-productos 

Para finalizar este capitulo, como una aplicacién de los teoremas de facto- 
rizacién precedentes, mostraremos dos resultados que describen sendos tipos de 
espacios, que son imagenes continuas de algunos h-productos. 

TEOREMA 3.24. Sean {Xj}, una familia de espacios tales que w (Xa) = Xo 
yf :Uf{a) > Y una funcion continua y sobreyectiva. Si x(¥)} = Xo, entonces 
hd(¥) =o. 

DEMOSTRAGION: Usando el corolario 3.20, implicamos la existencia de L € [a]*° 
y @: Pr(Z) > Y tales que f = $0 (Pix). Como w(X1) = %o y Pi(U) = X21, 
entonces w(Pz{X)) = No y por tanto hd (P,(Z)) = Xo. Como f es sobreyectiva, 
también ¢ lo es, y si Y’ C ¥, 6"! (Y’) C Py (Z). Entonces d(¢71(¥’)) = No. Sea 
ZG ¢7'(¥’) un denso numerable de ¢—! (Y’). Afirmamos que ¢(Z) es un denso 
numerable de Y’. Es claro que es numerable; sea O = VY" abierto no vacio de Y’ 

(donde V es un abierto no vacio de Y), como @ # $-}(O) = @ 1 (V)Nd-1(¥"’). y 
por continuidad, 6-! (V) MN ¢7! (Y”) es un abierto no vacio de #~' (Y") . Entonces 
existe z € ZN(¢7! (V) N¢7! (Y’)), por construccién tenemos ¢(z) € ¢(Z)NO. O 

TEOREMA 3.25. Sea {Xy}rca una familia de espacios compactos tales que 

w(X) = No para cada A < ay sea f : D(a) > Y una funcion continua sobreyectiva. 
Six(Y) = No, entonces Y es compacto. 

DEMOSTRACION: Usando el corolario 3.20, implicamés la existencia de L © a@ con 

|L| = Noy de @: Py (Z(a)) > ¥ tal que f = 60 (Pray) . Como Py (Z(a)) = Xz, 

y f es sobreyectiva, entonces ¢ es sobreyectiva y ¢(Xz) = Y. Por tanto Y es 
compacto, im 

Ahora usando el teorema de factorizaci6én 3.6, podemos obtener e} siguiente 
teorema: 

TEOREMA 3.26. Sea {X)},., una familia de espacios topoldgicos tal que para 

todo Fé [a]<* se cumple que 1(Xr) = No. Sea M un espacio métrico. Si M es 
imagen continua de Z entonces M es separable. 

DEMOSTRACION: Sea f : & — M una funcién continua y sobreyectiva. Como M 

tiene diagonal Gs en M x M y es Ta, aplicando el teorema 3.1, existe J € [A]® y 
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fo: Xi — M, tales que f = foo Pyly . Resulta que W = f(Z) = fo(Py(E)) = 

fo(X ). Podemos considerar al o-producto 

D={xEXs:|{A€ J: 2(d) Fa(A)}| < Ro} 

Sabemos que D es denso en X . Consideremos para cada F € [ys al conjunto 
Dp = {x €D:Sop(z)¢ F}. Por hipotésis |(Dr) = No. Es claro que D = 
Upejyj<ro Dp. Podemos concluir que {(D) = No; en efecto, sea C = {Oa Dh wer 

una cubierta abierta de D (donde Oz es abierto de Xj). Ahora, para F € [J|S*°, 
tomamos Cr = {02 Dr},er- Esta familia es una cubierta de Dp, Sea Ch C Cr 

subcubierta numerable de Dr. Si A = Upeyjj<vo Cy, A es numerable y ademas es 

cubierta de D. 

Ahora bien, fo es sobreyectiva por lo cual fo(D) es denso en M. Ademés, 

tenemos que [(fo(D)) = No. Sea M’ = fo(D), y sea H={W5}ecg una cur 

bierta abierta de M’, y B = {fo* (Ws)} ceo: B es una cubierta abierta de D, 

Ahora sea B’ C B una subcubierta numerable de D. Afirmamos que si ‘H’ = 

{Ws : fo’ (Ws) € B’} © 1, ésta es subcubierta numerable de MM’. En efecto, si 

z € M’', existe « € D tal que fo(z) =zy fo (Ws) € B’ tal que 2 € fo’ (Ws). 

Entonces 2 € Ws & ‘H’. En resumen tenemos que M’ es denso en M , Lindelif y 

métrico, como d(M’) = 1(M") (ver R. Hodel [18]), entonces.M’ es separable, y por 

tanto M también. Qo



CAPITULO 4 

Paracompacidad y teorema de Kombarov 

L. Paracompacidad 

En esta seccién demostraremos el importante resultado que afirma que ningun 
2X-producto es paracompacto. 

Para tal efecto demostraremos que cualquier D-producto contiene como sub- 
espacio cerrado al espacio de ordinales numerables {0, w;) con su topologfa del 
orden, el cual no es paracompacto (vease en A. Garcia-Méynez, A. Tamariz [14] 
pgs.181-182 y R. Engelking {12] pgs 322). Los siguientes resultados se deben a C. 
Przymusiriski { vease [34] pgs 819). 

De aquf en adelante usaremos los hechos siguientes: el ntimero de factores en 
cualquier producto de espacios es estrictamente mayor que No, y cada factor tiene 
mds de un punto. Con estas precauciones, aseguramos que los D-productos sean 

subespacios propios del producto. 

TEOREMA 4.1. Los E-productos contienen al espacio {0,w1) como subespacio 
cerrado. 

DEMOSTRACION: Sean {X)}\.., una familia de espacios topolégicos, y a € Myce Xy. 
Sean SC acon S = {85} 5cu, con 85 # 8, sié #. Y para cada 6 < w, tomamos 
a6 € Xs, — {a(85)}. Para 8 <u, definimos zg € Tye_gX, como 

Sis=ssyb< 
za (s)= { a(s) de otra forma ° 

Sea A = {za}, <w, * Queremos demostrar que A es cerrado en ©. Notemos que 

para cada 8 <u sop(xg) = {85}5<g tiene cardinalidad numerable, as{ que A C ©. 
Ahora bien, supongamos que z € clyyq) (A), y sop(z) \ 5 #0. Sea \ € sop(z)\ S. 
Se tiene que z(A) # a(A), entonces podemos encontrar un abierto Ox de X, 
tal que z(A) € Oy pero a(A) ¢ Oy. Como A ¢ S, za(A) = a(A) para toda BG, 
entonces zg ¢ Py! (Oy) para toda @, lo cual es imposible ya que z € POl(Os) y 
z € elsyay (A). Asf que podemos concluir que 

sop (z) ¢ S. 
Ahora supongamos que 3, € sop(z), y z(sy) # gy. Podemos encontrar un 

abierto O,, de Xs, tal que z(8,) € O,, pero Os, 1 {a (s+) ,q,} = 0. Sea ¢ < 7; por 

construccién x¢ (8) = a(s,) ¢ Os,, entonces x, ¢ P=’ (O,,). Si y < ¢, tenemos 

que zc (8,) = dy ¢ Oe, entonces z¢ ¢ P=! (O,,), lo cual nos lleva a concluir que 

ANP; (O.,) = 0, pero z € P51 (O,,), lo cual es una contradiccién. Asi que, 
para todo s, € sop(z), debemos tener que z (s+) = 94. 

Supongamos ahora que s, € sop(z) y que 6 < y pero ss ¢ Sop{z) . Entonces 
2 (85) = a(ss). Elegimos dos abiertos O,,,0s, en X5,y Xs, respectivamente, con 
las propiedades siguientes: a (5) € Os, pero gs ¢ Os, ¥ 4 € Os, peroa(sy) ¢ Oz. 
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Con estas definiciones, si O = P;,!(O.,) P;;' (Oz), entonces z € 0. Ademés si 
€<6< 74, xc (sy) =a(sy) ¢ O,,; por lo que tenemos que x; ¢ O. Si ahora 6 < ¢, 
entonces z¢ (ss) = 95 ¢ Os, y de igual manera z¢ ¢ O, pero esto no es posible 
porque z € cly(q) (A). Por lo tanto, si sy € sop(z) y 6 < 7, entonces s5 € sop(z). 
Como sop(z) es numerable y S no lo es, entonces S \ sop(z) #9. Sea 

B=min{y: 8, € \sop(z)}. 

Afirmamos que z = xg. En efecto, si \ < @ pero \ ¢ S, entonces » ¢ sop(z), de 

aqu{ que zg (A) = a(A) = z(A). Ahora, si \ = s, € S, puede suceder que y < 6, 

pero en tal caso s, € sop(z) , asf que z (sy) = 4, = xg (81). ¥ finalmente, si 8 < 7: 

cuando 6 = 7, 8, ¢ sop (z); pero también si 8 < 7 y sy € sop(z), por lo demostrado 

en el parrafo anterior, 3g € sop(z), lo cual no es posible. Entonces, de cualquier 

forma se cumple que s, ¢ sop(z), y obtenemos xg (A) = ug (81) = a(8y) = 2 (8y)- 
De aquf se obtiene la igualdad z = xg. 

Hemos demostrado que A es cerrado en 5. Solo resta demostrar que A es 

homeomorfo a {0,w1). Es natural definir la funcién @ :.A - {0,w1) como 

zg B. 

La funcién 6 es claramente biyectiva. Resta demostrar que @ es continua y 

abierta. Seay < 6 < 6 < uw. Seleccionamos O,, y Oz, abiertos de X., y 

X4, respectivamente tales que: gy € O,, pero a(s) ¢ Os, ¥ @(85) € Os, pero 

as ¢ O,,. Es claro que t5 € O = P; (O2,) M Pz! (O.,). Ahora bién, si y < 7 

entonces ty (87) = a(3,) ¢ Os,, 0 sea que 2, ¢ O; y si 6 < B < 7 entonces 

Zn (8s) = 95 ¢ Oss, 0 802 2, ¢ O. Podemos concluir entonces que 

8(xs5) = 6 €8(ONA) C (7,8) 

y de ahf la continuidad de 0. 

Finalmente mostremos que 0 es abierta . Sea O = Mack Py 1(Q,), donde 

Oy C Xy es abierto y K es finito. Queremos demostrar que @ (0 / A) es abierto en 

[0,w4). Para esto, sea 2g € OMA, y veamos los siguientes casos : 

1. Si KNS=Oy AE K, entonces xg (A) = a(A) € Oy. Pero como para todo 

A€ K, A ¢ S, entonces, para todo x, € A tenemos que ry (4) =a Ae 0, 

asf que ON A=Ay finalmente §(OM A) = 4, 

2. KOS #0. Este caso lo dividimos en: 

(a) B < 7 para todo s, € KMS, entonces zg (sy) = a(sy) € Os,. 

Afirmamos que 

Ae j0,8+1)¢4(0). 

Para esto bastaré demostrar que si ¢ < (, entonces a € O. SiAE 

K-S 

ac (A) = ap (A) =a (A) € Op. 

Si i € KS, digamos que \ = s,, tenemos-¢-<-f-<7;entonees-—-~ - 

ag (A) = ae (84) = 2 (84) = 2p (Sy) € Os, = On. Asf que cualquiera 

que sea el caso ap € O. 
(b) Si existe y < 8 tal que s, € KS, definimos 

yo = max {y < 8 :8,€ KN A}. 

Afirmamos que 

BE (y0,8+1) 90).
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Para esto serd suficiente demostrar que si yp < ¢ < § entonces r¢ € O. 
Para 4 € K —S,, usando el mismo argumento que antes tenemos que 
2¢ (A) = a(d) = 2g (A) € Oy. Sea ahora A € KS, digamos que 
A = 8,. Cuando suceda que 8 < +, obtenemos x¢(s,) = a(s,) = 
zg (sy) € Os, = Oy. Finalmente si y < § entonces y < yo < ¢ y de 

esto tenemos que z¢ (8) = 4, = 13 (8,) € Oy. 

Asi que finalmente concluimos que 6 (O) es abierto. G 

Como corolario del teorema anterior tenemos: 

TEOREMA 4.2. Ningiin D-producto propto es paracompacto. 

DEMOSTRACION: Si E fuera paracompacto, como A C ¥(a) es cerrado (para la 
definicion de A vease la demostracién del teorema 4.1), entonces A serfa paracom- 
pacto y también (0,1) o 

Podemos generalizar el anterior resultado de la siguiente manera: 

TEOREMA 4,3. Sia > Bt y {Xv} <q e3 una familia de espacios, entonces Lg 

contiene a [0,*) como un subespacio cerrado, y por tanto Sig no es paracompacto. 

DEMOSTRACION: Se obtiene la demostraci6n siguiendo paso a paso la anterior 
demostracion. Lg no es paracompacto ya que la paracompacidad la heredan los 
subespacios cerrados y [0, 8+) no es paracompacto ya que es numerablemente com- 
pacto y si fuera paracompacto, entonces seria compacto. a 

2. Normalidad y teorema de Kombarov 

Despues de lo visto en la seccién anterior, surge la-siguiente pregunta natural: 

?Bajo que condiciones un ¥-producto es normal? En esta seccién se expondrén 
algu nas condiciones suficientes bajo las cuales los © -productos son normales. En 
particular demostraremos parte de un interesante resultado de Kombarov sobre la 
normalidad de £-productos de p-espacios paracompactos, Como corolario obten- 
dremos los resultados cldésicos de Corson, Gul’ko y Rudin sobre la normalidad de 
S-productos de espacios metrizables. La demostracién completa del teorema de 
Kombarov se obtendré en la seccion 1 del capitulo 6. 

Primero veamos un ejemplo de un ¥-producto no normal (En la seccién 2 del 

capitulo 6 veremos un ejemplo mas elaborado). 

EJEMPLO 4.4. Sea a & [0,w;|“'*!. Demostraremos que %(a) no es normal. 
Para esto definimos & (a) = a(a) para a <u. Notar que @ € [0,u1]"" y por tanto 
(4) C [0,04] . Afirmamos que X (a) es homeomorfo a © (4) x [0,41]. Como las 
proyecciones Pip...) : = (a) + E (4) y Pu, : Ea) — (0, w} son continuas, la funcion 

6: D(a) + E(4) x [0,w1] definida como 8 (z) = (Pio) (2), Pu, (2)), 8 continua. 
Ademas, @ es biyectiva, ya que si (2,a) € (4) x [0,41], definimos r(2,a) = z 

donde z(@) = 2(8) si B < ui y z(wi) = @ 7 es la funcidn inversa de 8. Resta 
demostrar que 0 es abierta. Sea 

O= (Maes Px? (O3)) NE (a) 

donde Oy es abierto, O, C [0,u:1] para todo X Ee Jy J € [[0, wil] <"°. Pero 

6(0) = Pro) (O) x P., (O} et cual es un abierto; ya que ambas proyecciones



46 4 Paracompacidad y teorema de Kombarov 

son abiertas. Finalmente si D(a) fuera normal entonces & (2) x {0,w;] serfa nor- 
mal, y todo cerrado de él, por ejemplo [0, w1) x [0, v1] (vease el teorema 4.1) también, 
pero tal conjunto no es normal (ver por ejemplo Przymusihski T. C.[34]p9. 785). 

Podemos generalizar la técnica usada en el ejemplo anterior para obtener el 

siguiente resultado. 

Lema 4.5. SPE [a)<* {Xahreqg es una familia de espacios ya € WycoXa, 

entonces Yg (a) es homeomorfo a Yip (@) x WaerXy para alguna & & I] ,cayr- 

DEMOSTRACION: Definimos @ € Hyea—rX, de la siguiente manera: 

&{A} =a(A) para cada \ € a\ F. 

Denotamos Dg (4) al Ng-producto de la familia {X)}¢,\- Con punto base 4. La 

funci6n W : Bg (a) > Dg (4) x TaerXa definida como W(z) = (Pa_r (2), Pr (z)) 

es un homeomorfismo. a 

Un teorema cldsico sobre los 5 -productos, es el Teorema de H. H. Corson que 

fue demostrado en {10}. A continuacién lo enunciamos, pero demostraremos un 
resultado més general debido a Gul’ko y Rudin(ver una version en [34}). 

TroREMA 4.6 (Corson). Cualquier £ -producto de espacios métricos comple- 

tos es normal. 

Este teorema fue mejorado enunciandose en general para espacios métricos: 

TEoreMA 4.7 (Gul’ko-Rudin). Cualquier ¥ -producto de espacios métricos es 

normal. 

DEMOSTRACION: Podemos usar el corolario 2.23 del capftulo 2 para conluir que 

los E-productos de espacios métricos tienen estrechez numerable. Ahora usando 

el teorema de Kombarov (Teorema 4.9) podemos concluir el teorema de Gul’ko- 

Rudin. Oo 

En esta seccién iniciaremos la demostracién del importantisimo Teorema de 

Kombarov que es una generalizacién de los anteriores teoremas. La conclucién de 

la demostracién se realizard en Ia seccién 1 del capftulo 6. Antes unos lemas. 

LEMA 4.8. Para \ < B+, sea D» el espacio discreto formado por dos puntos, 

y sea b © Wycg+ Da. Si {Xs}gcq 09 una familia de espacios donde a > Bt y 

a € IseaXs, entonces Lp (a) contiene a Lg (b) como un subespacio cerrado. 

DEMOSTRACION: Sea 5S € a tal que |S$| = 8. Escogemos cs € X¢\ {a(5)} para 

cada 6 € S, y definimos 

A= {z€¥g(a): =(6) € (a(6),c5} side S, x (6) =a(5) sid ¢ S} 

No es dificil demostrar que A es cerrado en Eig (a) . Sea S = {8,},<9+- Definimos 

ta funcién > Bg-(b)—+-A-como-¥-(«) =.z-en donde . 

a(6)  sid€S,6=s8) y (A) =5(A) 
2(6)=4 cs si6€S,6=s, y x(d) #60) 

a(S) sid¢S. 

Ya que estamos asumiendo que todos los espacios son Ty, entonces {a (8) ,cs} es 

homeomorfo a Dg, de hecho []5<5{a (6) ,cs} es homeomorfo a Tl<g+ Da mediante 

un homeomorfismo @ tal que ®[z,(a)= WY, por tanto WY es un homeomorfismo.. 0
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TEOREMA 4.9 (Kombarov). Sea {X,}, <q una familia de p—espacios paracom- 
pactos ya € Weg Xy. Entonces son equivalentes : 

(1) €(2 (a) = Ro 
(2) X(a) es normal. 
(3) Z(a) es colectivamente normal. 

DEMOSTRACION: Ya que los p-espacios estan incluidos en la clase de los ¥ -espacios, 
(1) implica (2) es consecuencia del teorema 6.4, y (2) si y sdlo si (3) lo es del teorema 
6.2, Finalmente, veamos que (2) implica (1), y concluiremos la demostracién del 
teorema. Denotaremos por Zg un Xg—producto de una familia de espacios discretos 
de dos puntos D,, donde \ < 6+. Por el Teorema de T. Nogura [32]{ pg. 361) 
tenemos que para K compacto, K x [0, 6+) es normal si y sdlo si t(K) < 6. 
Ademés en [16] ( pg. 444) , se demuestra que todo pespacio es un k—espacio. 
Por el Lema 2.21, bastaré demostrar que si {X)},<, es una familia de p—espacios 
paracompactos y Lg(a@) es un Lg — producte normal, entonces para todo F € 

fa] se cumple que t (IIxerX.) < @. Por el Lema 4.5, sabemos que Ya (a) es 
homeomorfo a Ug (4) x Wier Xy , asf que éste es normal. Ademds ig (4) x Tne r Xa 
contiene como subespacio cerrado un conjunto de tipo Zg x WaerXy (ver el Lema 

4.8), que tiene que ser también normal. Como IyerX, = ILF es un p—espacio (ver 
(16] pg. 442), entonces es un k—espacio. Para cada K C II- compacto, tenemos 
que Zg x K es cerrado en Zg x Ip, asf que Zg x Ilr es normal, pero este a su vez 
contiene al cerrado (0, 8*) x K (teorema 4.3), asf que t (K) < 8 y de esto se obtiene 
que ¢ (II) < 8 (ver Teorema 1.10). Por lo tanto t (Sg (a)) < 8. ao 

Usando el hecho de que todo espacio compacto y todo espacio paracompacto 
Cech-completo es un p-espacio, obtenemos los corolarios siguientes. 

CorROLaRIo 4,10. Si D es Z-producto de espacios compactos, entonces son 

equivalentes: : 

(1) © es normal 
(2) & es colectivamente normal 

(3) ¢(Z) =No 
Corovario 4.11. Para un D-producto 5 de espacios Cech-completos y para- 

compactos, son equivalentes: 

(1) © es normal 
(2) 5 es colectivamente normal 

(3) #(2) =No 
Ahora usando el hecho de que un producto finito de espacios Fréchet-Uryson 

tiene estrechez ntimerable tenemos: 

COROLARIO 4.12. SiZ es un L-producto de espacios Cech-completos paracom- 
pactos Fréchet-Uryson entonces © es colectivamente normal.



CAPITULO 5 

Normalidad de £-productos de espacios separables 

1. Teorema de Kombarov-Malyhin 

En este capitulo damos nuevas condiciones, y de distinta naturaleza que en el 
anterior capitulo, que permiten implicar la normalidad de un D-producto. Veamos 
el teorema de Kombarov-Malyhin [28], en la versién de R. Engelgking [12] p. 118. 

TEOREMA 5.1. Sea F = {X, : A < a} una familia de espacios tales que 
para todo F € [a|*°, Ip es hereditariamente separable y normal. Entonces todo 
X-producto de F es normal. 

DEMOSTRACION: Sea © un E-producto de F con punto base a. Sea G C L. De 
notaremos por S(G) al conjunte Usegsep(x). Sean A y B dos conjuntos cerrados 
ajenos de E. 

Contruiremos inductivamente familias crecientes de conjuntos numerables 

B={B,CB:neN} 

A={AnG Arne N} 

H = {Ha € [al® sn € N} 

Tales que para todo n € N 

Pi, (A) S dx, (Pata: (An) 

Pu. (B) dx, (Pita: (Bn)) 

S(An) US(Ba) C Hast 
Para Ao < a, tomamos Hg = {Ao}. Como IIx, es hereditariamente separable, 
existe un subconjunto denso numerable Aj de Py,(A). Entonces existe un conjunto 
numerable A; C A tal que Pxy,(A1) = Aj. Como 

ltt, (Ai) A P(A) = Pu (A), 
tenemos que Py,(A) C elm, (Pu. (A1)). Para definir B, se realizan andlogas 

construcciones que para A). Finalmente definimos 

A, = HoU S(A1) U S(Bi). 

Ahora supongamos que hemos realizado la construccién para el caso n. Como en 
el caso 1, existen conjuntos numerables Cayi © A y Days C B, tales que 

Px, (A) © lity, (Pit, (Cn+1)) ¥ Pr. (B) © elt, (Pita (Dn+1))- 
Entonces definimos Any) = An U Ca41 Y Bayi = Ba U Dnai, Y Bagi = Ha U 
S(Angi) US(Bu+1)- 
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Sea So = UH, Ao = UA y Bo = UB. Afirmamos que 

Ps,(A) & elms, (Ps, (Ao)) y Psy(B) € els, (Ps, (Bo)) - 

En efecto, sea z € A y sea V = Mca P, *(O,) un conjunto abierto canénico de Xs, 

donde M € [So}**e y para todo 4 € M, O) es un abierto de X, tal que Pg, (z) (A) € 

Oy. Existe H, €H tal que M C H,,. Sabemos que Py,(z) € ens, (An). Entonces 

existe a, € A, tal que Py, (an)(A) € O, para todo 4 € M. Los mismos argumentos 

valen para concluir la segunda relacidn. 

La demostracion del teorema se concluye si probamos que els, (Ps, (Ao)) y 

clits, (Psq (Bo}) son ajenos. En efecto, como IIg, es normal estos conjuntos cerrados 

tienen una separacién, digamos que estén separados por los conjuntos abiertos P y 

Q de Ilg,. Es claro que P53 (P)nNZy Ps (Q) NZ son una separacién de A y B 

en &:. Supongamos que 

y' € (cls, (Ps (Ao))) 9 (els, (P50 (Bo))) 

Definimos y € = como 

_f yQA)sirA€ So 
9) = { a(d) sid ¢ So. 

Seaye Ou (Men Px? (Oa)) 1 (M. iP, (Oy)) un abierto canénico de TL 

donde L € [So]<*°, L’ € fa \ So]<*°, Ox son conjuntos abiertos de X, para todo 

d€ LULZ. Ademds tenemos que y(A) € Oy sid € Li y a(A) e OQ si A € L. Si 

L = @, entonces Ao © O y Bo € O, 1o cual significa que OM Ap # ON Bo. Pero 

si L #9, existen n € N, an € An, bn € Ba y Hntales que Py, (an)(A) € Or ¥ 

Py, (bn)(A) € Oy para todo A € M. Como 

n(A) = bn(A) = aA), 

para todo \ € L’ ya que sop(an) y sop(b,) son subconjuntos de Sp, concluimos que 

Qn € Ao MO y by € Bo MO, asi que de cualquier forma y € cly Ag M cly.Bo 0 sea 

y € ANB, lo cual no es posible. o 

Para concluir esta seccién demostraremos que en D-productos de familias de es- 

pacios separables la normalidad y la normalidad colectiva coinciden. Antes recorde- 

mos que si « es un cardinal infinito, un espacio topdlogico es x-colectivamente nor- 

mal si toda coleccién discreta, de a lo mds & conjuntos cerrados, es separada por 

conjuntos abiertos disjuntos. Enseguida enunciaremos un importante teorema (ver 

los comentarios de A. BeSlasgié¢ en [4| pps. 80 y 81 ). 

TEOREMA 5.2. Sea {Xa}aca una familia de espacios. Si TI es normal, en- 

tonces Il es K-colectivamente normal si y sdlo si Il; es «-colectivamente normal 

para todo I € [a]<®o. . 

También usaremos el teorema (ver T. C- Przymasiiski [34] p-—796): 

TEoREMA 5.3 (Alas). Sean x un cardinal infinito y X un espacio topdgico. X 

es numerablemente paracompacto y K-colectivamente normal si y sdlo si X x A, es 

normal. (A, es la compactacién por un punto de K con la topologia discreta). 

Ahora demostraremos el siguiente teorema 

TEOREMA 5.4. Si =. es un D-producto de un producto de a factores, entonces 

¥ es normal si y sélo si X es a-colectivamente normal.
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DEMOSTRACION: Supongamos que © es normal. Por el teorema 1.4, © es un pro- 

ducto numerable de espacios cerrados. Pensernos que ¥ es Uncrg&n. Por el teo- 

Tema 1.5, Aq esta inmerso cerradamente en todo -producto de una familia de a 

elementos. Si consideramos I € [No]<®°, entonces el producto MnesDn X Aw es 
un conjunto cerrado en ©, y por tanto es un espacio normal. Por el teorema 5.3 
concluimos que Hne7En es a-colectivamente normal, y por el teorema 5.2 tenemos 
que 5 es a-colectivamente normal. oO 

Usando el teorema 2.9, podemos concluir que si tenemos una familia de espacios 
con celularidad numerable, la celularidad del producto es numerable. Como la 

densidad de un espacio es mayor o igual a su celularidad, tendremos que cualquier 
familia de espacios separables tiene un producto de celularidad numerable. Veamos 
el siguiente teorema, que nos permitirA concluir el resultado anuciado. 

TEOREMA 5.5. Sea I un S-producto de a espacios de celularidad numerable. 
Si E es normal, entonces todo subconjunto de Z, discreto y cerrado es a lo mds 
numerable. 

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.9, c(=) = No, y por el teorema 5.4, © es a 

colectivamente normal. Como X; < a, entonces © es Nj-colectivamente normal. 

Sea D un subconjunto discreto y cerrado de ©. Si [D| > No, tomamos Dp Cc D 
tal que |Do| = 81. Afirmamos que la familia D = {{d} : d € Do} es una familia 
discreta de cerrados. En efecto, sea r € XD. Si x € Dg, existe O,, vecindad abierta 

de z, tal que Oz 1 Dg = {a}, pero si x € D\ Do, de todas formas O, 1 Dp = 0. 
Ahora, si z € £\ D, como z es punto interior de D\ D, existe Oz, vecindad abierta 
de z, tal que 0, 7D = @. Asi que la familia Dg es separada por alguna familia O 
de abiertos ajenos de ©. Pero la celularidad de © es numerable, entonces |O| < Xo, 

luego |Do| < No, lo cual no es posible. 

TEOREMA 5.6. Si & es un S-producto de espacios separables, entonces % es 
normal si y sdlo si & es colectivamente normal. 

DEMOSTRACION: Supongamos que © es normal. Sea F = {Fs : 6 < «} una familia 
discreta de conjuntos cerrados. Si zs € Fs, afirmamos que D = {xs : 6 < x} es 
un conjunto cerrado discreto. En efecto, sea z € E \ D, sabemos que existe O,, 
una vecindad abierta de z, que intersecta a lo mds un elemento de F, sea Fs, tal 
elemento. Si V, una vecindad abierta de z, tal que xs, ¢ V.. Podemos concluir 
que (0, V,) ND = 0. Por el teorema 5.5, |D| < Xo. Por tanto |F| < No. Por el 
teorema 5.4, X es No-colectivamente normal. Por tanto F es separada por abiertos 
ajenos de D. oO 

2. Un 5-producto no-normal 

En esta seccién presentaremos un interesante ejemplo de una familia de espacios 
topélogicos (ver T. Daniel y G. Gruenhage (11])} en donde las caras numerables de su 
producto son paracompactas perfectamentamente normales y primero numerables 

pero tal familia tiene un Z-producto no-normal. En los caftulos 4 y 6 tenemos 
que las familias en las que encontramos la normalidad o normalidad colectiva de 
sus 2-productos, tienen sus caras numerables paracompactas, asi que este ejemplo 
muestra que no es suficiente esta propiedad.



52 5 Normalidad de D-productos de espacios separables 

Antes presentaremos un importante espacio que nos servira para hacer la cons- 
truccién principal (ver $8. Todoréevié [37]). Por cada a € w; escogemos una funcién 
a” :w — @ que sea no decreciente y no acotada, la eleccién serd realizada de la 

manera siguiente. 
No es dificil ver que el conjunto de los ordinales limites de w es un conjunto 

estacionario (ver K. Kunen [24] ps 76-86). Séa Fn(w,w) el conjunto de las funciones 
de dominio algin subconjunto finito de w y rango en w;. Afirmamos que podemos 
escoger un conjunto estacionario uw, \T en w, y para cada a € T un o” de tal 

manera que para cada o € Fn[w,w] no decreciente, existe un a € T tal que a* 
es una extensién de o. En efecto, tomemos como conjunto estacionario en w, al 

conjunto de los ordinales limites, y sea T' el conjunto de ordinales sucesores en wy. 

Para cada a@ < wy, definimos 

Ag = {o € Fn(w,w1) : o no es decreciente, a = max{o(n) : para n € Domo}} 

Como Aq es numerable, podemos indicarlo con w: Ay = {on : n < w}. De 

mostraremos por induccién que para todo n < w, existe a, € T y af (con las 

propiedades antes descritas) tal que es extensién de ¢,. Sea Dome, = {n},... , 7, 

donde n} < n},, para toda 1 <i <r. Tomamos a; = a +1, y definimos a aj 

como 

oi(ni) si0<m<n} 
ai(m) =< oy(n}) sink <m<n} paral<ign 

a,(n},) sink <m<uw. mH. 

Supongamos que tenemos construido el paso k. Si 

Domogs1 = {nft},... ,nFt1} donde nft1 < nki} para todo 1 <¢ <Tk41- 

i * Definimos of, como 

or(mt) iOS menitt 
k+l) gf k+l k+1 

ayi(m) = 4 on(nit) singh <msaj 
a+1 singh) <m<w. 

paral <i < resi 

Es claro que F,(w,u1) = Uacw,4a- Inversamente sia = 6 +1, usando el mismo 

camino que antes definimos a* = 6{. Y asf completamos el modo de asignar a* 

paraa € T. Para a € wv; \ T la eleccién de su correspondiente a* se puede 

realizar arbitrariamente. Denotamos por Z al conjunto {a* : a € a}. Dotamos a 

este conjunto de la topologia siguiente: Si “w, es el conjunto de la funciones con 

dominio el ordinal finito n y rango en w;, para 0 € "w,, denotamos como {o} al 

conjunto {a* € Z:a*l,= 0}. En Z existe una relacién de orden natural: a* < pt 

si y sdlo si a*(n) < 6*(n) para todo n < w. Para a” denotamos como R(a*) al 

conjunto {6* € Z:a* < B*}. Sea a* € Z; una base de vecindades para este punto 

Es importante notar que para todo a € w se cumple que R(a*)N {B*:8<a}=0. 

En efecto, sea a* < 8* con 8 < a. Como a*(n) < 8*(n) < 8 < a para todon <u, 

tendremos que a* es acotada, lo cual no es posible. El anterior resultado, nos 

permite concluir que para todo a € wy el conjunto {B* : a < B < wy} es abierto en 

Z, ya que su complemente no se intersecta con B(a,n). para todo n < w. 

En Todoréevié [37] se prueba que potencias finitas de Z son espacios primero 

numerables, paracompactas y perfectamente normales. Ademds en T. C. Pray- 

musitiski [34}p.800-811, se presentan los siguientes resultados. 

seré-definida-como-{B(a,n)--n-<w}-donde-B: (a,n)-es.el-conjunto_R(a*).Ofo*t,|____..
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TEOREMA 5.7 (Morita). El producto de un espacio perfectamente normal yun 
espacio métrico es perfectamente normal. 

TEOREMA 5.8 (Rudin y Starbird). $i Y es paracompacto y M es métrico. Son 
equivalentes 

1. Y x M es normal. 
2. Y x M es paracompacto. 
3. Y x M es numerablemente paracompacto. 

Como w” es métrico, implicamos que Z x w es paracompacto y perfectamente 
normal. Sea Xq = wU{z‘} para todo a < w1, donde x’ es un punto que no pertenece 
aw, el cual es tomado como un punto aislado en cada uno de los factores. Sea D1 
el £-producto de la familia {Xa}a<w, con punto base a definido como a(a) = x! 
para toda a <u. Afirmamos que 5 = Z x Zj este es un ©-producto de la familia 
{Xahacu, U{Z}. En efecto, si a* € Z arbitrario, entonces E es el -producto de la 
familia en cuestion con punto base (a*, a). No es dificil ver que Xq es homeomorfo a 
w y que las caras numerables de D son homeomorfas a Z xw” 0 aw”; por lo anterior 
tenemos que las caras numerables de © son primero numerables paracompactas y 
perfectamente normales. En lo que sigue demostraremos que © es no normal. 

Ahora construiremos dos cerrados ajenos en D que no pueden ser separados por 
abiertos ajenos. Para cada o € w definimos f, € ©; como 

1iay={ geese €BtIm) 40s 
Tomemos pa = (0°, fy) para todo a € w,. Afirmamos que si H = {Pa : a € T} 

y F = {pa: a € uy \T}, entonces H y F son conjuntos ajenos, cerrados y discretos 
de © que no pueden ser separados en D. 

Para demostrar esta afirmacién tomamos p = (a*,y) € E. Primero veamos 
que si y(5) = 2’ para algun § < a, entonces p es un punto aislado de HUF. Para 
comprobar esto, tomamos W = (B(a,0) x Ps '({x'})) MZ. Es claro que p € W: 
veamos que WO(HUF) = @. Sig = (6", fa) € WN( HUF), entonces 6*(0) = a*(0), 
8* > a* y fa(5) = 2’; entonces 5 > B, 0 sea a > . Pero esto tiltimo implica que 
&* ¢ Bla,n) para todo n < w. Lo cual no es posible. Ahora supongamos que 
para todo 6 < a se cumple que y(5) < w. Este caso se divide en 

1, y(a) =n <w. En este caso, (a",y) € W = (B(a,n) x Pr({n}))NE. Si 
q = (6*, fs) ¢ WN (HU F), entonces * € B(a,n) y fa(a) = n, pero esto 
implica que 6* ¢ B(a,n). Lo cual es una contradiccién, 

2. y(@) = 2, Sea W = Bla,0) x Pr'({2'}) Mh. Sig = (8", fs) EW y 
q € (HUF). Entonces § > a. Pero si 6 > a, entonces fe(a) € w, lo cual 
no es posible ya que fg(a) =a’ ¢ w. Asi que B=a. 

En resumen, para todo punto g € ©, existe una vecindad abierta W de él tal que 
|Wn (HN F)| < 1. Esto es suficiente para concluir que H y F son conjuntos 
cerrados y discretos en D. 

Para continuar la demostracién enunciemos el siguiente resultado (ver K. Kunen 
[24] p. 80 ), el cual usaremos repetidas veces 

Lema 5.9 (Fodor). Sean « un ordinal regular mayor que w, S un subconjunto 
estacionario dex y f : S -+ «& una funcidn tal que f(y) < yy pam todo ve S. 
Entonces existe 6 < x, tal que f-1(6) es un conjunto estacionario.
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Ahora bién demostremos que H y F no pueden ser separados en ©. Sea U una 

vecindad abierta de F. Afirmamos que cly(U) NH #9. 

Obsérvese primero que cualquier abierto basico en X1, se puede denotar me- 

diante a € wy, ¢ € Fn(a,w) y G & [uw \a]<*°, de la siguiente manera 

U(a,G) = {x € D,:2(G) = {2z"}, tipome= o}- 

En efecto, U(a,G) = (Msepoma (Ps (Os) 1 (Msea Ps *(Os)), con Os = {7(5)} si 
6€ Dome y Os = {2} sib EG. 

Iniciemos la demostracién de que cly(U) MH #0. Sia €u, \T, como pg = 

(a*, fa) € F, es un punto interior de U, entonces Pa € Bla, na) x U(oa, Ga) CU 

para algiin ng <w, da € Fn(a,w) y Go & fur \a}<®o, La notacion se justifica ya 

que fa € U(oe, Ga) y como Ga Domed, = 0, falDome, = Ta, entonces para todo 

6 € Doma, tenemos que 6 < a, asi que Og € Fn(a,w) y Ga € {wr \al<e. 

Sea do : (wu \T) — «1 definida como $o(@) = ng. Esta funcién cumple las 

hipétesis del lema 5.9. Asi que existen S’ C (wi \T) conjunto estacionario y n’ < w 

tal que para todo a € S’ se cumple ng = 1’. Ahora definimos @, : S’ > uw, como 

¢1(a) = |Doma,|. Ya que ¢, cumple las hipétesis del lema 5.9, obtenemos Sp © Ss 

estacionario y no < w tal que para todo a € So tenemos que {Dome,| = no. Ahora 

definimos ¢2 : Sp > wy como $o(a) = (mo,1)) donde riq,1) es el primer elemento 

de Doma,, como Doma C a, entonces tenemos que dela) < @ para todo a € So- 

Asi que existe 5, C Sp estacionario y n, tal que para todo a € S, las funciones oq 

tienen como primer elemento de su dominio a 71. 

De esta forma en un numero finito de pasos obtendremos un conjunto esta- 

cionario S € (w, \T) tal que para todo a: € S se cumple: 

lina=nyy 
2. existe A C w, tal que Doma, = A. 

Ahora sea to ; S — 4 definida como y¥o(a) = \Imoq|, obtenemos Co € S 

conjunto estacionario y mp < w tal que |Imeq| = mo para todo a € Co. Si 

A = {61,... dno}, definimos ay, : Co — w1 como dn(a) = o_(6,). Con los 

mismos argumentos que antes, obtenemos C; C Co conjunto estacionario y mi < w 

tal que ¢(6:) = m para todo a € C). De esta forma, en un nimero finito de pasos 

obtendremos una funcién o € Fn[w,w] y un conjunto estacionario CC (a1 \T) tal 

que 0 = dq para todo a EC. 

Ahora bien, podemos descomponer a a como 0 Uo donde o; = {(6,0) : 6 € Li} 

y oo = {(6,ks) : 6 € La y ks > 1} donde L, = oT {0} y Lg = A\ Ly. Sion #0, 

afirmamos que para toda 6 € L y a € C, existe n(6,a), tal que 6*(n(6,a)) > 

a*(n(,a)). En efecto, si 6" < a”, entonces a* € B(6,0). Pero fa(6) = o(6) = 0, 

o sea a* ¢ B(6,0). Supongamos que L; = {e1,...,€r}- Con el mismo método que 

— — antes, aplicando el lemar6:9;-podemos-definir-p+-C—-w1-como-¢(a)-—n(e1.)— 
——_--. 

con €, € £;. De este modo concluimos la existencia de un conjunto estacionario 

A, GCyg <w tal que n(é1,a) = g) pata todo a € Hy. Asi en un niimero 

finito de pasos obtendremos un conjunto estacionario Z C (a \T) y 2’ <w tal que 

2’ > n{e:,a) = gi paratodol <i<rya@e Z. 

Tomamos j > max({z’,n’}U{ks : 6 € L2}). Ahora definimos 79 : Z— w, como 

To(@) = 4*(0), obtenemos un conjunto estacionario Zo © Z y qo < w, tales que 

a*(0) = go para todo a € Zo. Y aplicando una vez mas el lema 5.9 en j ocasiones 

obtenemos un conjunto estacionario BC (w \T) y {qa <w:0 <i jj, tales que
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a(t) = q; para todo a € By 0 <i < j. Asi que podemos definir o/ € Fn(w. 11) 
como o'(i) = q; paraQ<i<j. 

Con estas contrucciones tenemos que para todo a € B 

1. a*}j= 0" 
2. Para todo ¢, € Ly, existe n,, < j tal que o/(n.,) < ef(ne,). En efecto, 

como n{¢;,a) <j, podemos tomar a n,, = n(e;,a), pero ademas e*(n,,) > 
a" (ne) = 0" (Ne). 

Afirmamos que para todo 6 € I tenemos que a* 
02(6) = ks = fa(5) > 0, asi que a* € B(6,0), 0 sea 
a* € B(é,ks — 1), entonces a*[k,-1= 8" bes ~1- 

Otra propiedad importante que obtenemos con estas construcciones es la si- 
guiente: Si 6 < wy, B*{j;= 0’, Domo C B y B* > &* para todo 5 € Le, entonces 
falbome= 7. En efecto, como para todo 6 € Doma, tenemos que 6 < 8, entonces 
fo(5) = min{n < w: 8 ¢ BE6,n)}. 

Ahora bién si 6 € Li entonces o(5) = 0 y existe ng < j tal que o’(ng) < 6*(ns), 
pero {*(ng) = o’(ng), por tanto *(ns) < 6*(ns) es decir 8* ¢ B(6,0). Por tanto 
concluimos que fg(6) = 0 para todo 6 € Ly. 

Ahora tomamos 6 € Lz. Como o(6) = ks < j, entonces 8*(k) = o'(k) = a*(k) 
para todo 0 < k < ks y todo a € B. Sabemos que a* > 6* para todo 6 € Lo. 
Combinando estos resultados, tenemos que: 

1. 8*(k) = 5*(k) para todo 0 < k < ks. Ya que si @*(k) > 6*(k) para alguna 
O<k < kg, entonces f,(6) < ks para toda a € B, pero f.() = o(5) = ks. 

2. 6* € B(6,k) para todo 0 < k < kg (por el inciso 1). 

3. 6* ¢ B(6,ks). Por lo anterior, de suceder lo contrario tendrfamos que para 
todo a € B: a* € B(6, ks), 0 sea f.(5) > ks, lo cual no es posible. 

4. Asi que fg(6) = kg = o(6). 

Usando los resultados obtenidos hasta aqui, tenemos las importantes relaciones: 

i [o’] N R(a") © Bla, ng) para todo a € B, 
ii Uses ((fo’] N R(a*) x Ulo,Ga) © Bla,na) x Uloa,Ga) C U para todo 

aeéB. 

6". En efecto, como > 

a* > &*. Pero ademas 

Hasta aqui ya hemos fijado un conjunto estacionario B, un natural j y funciones 
a yo’ tales que para todo a € Bag = 0, a*1;= 0’. Ahora eligiremos una coleccién 
numerable de elementos en {w,]<*° convenientes. Realizaremos una construccién 
inductiva de la siguiente forma. Tomamos un arbitrario ag € B, y a9 UGao, es un 

conjunto acotado en uw, es facil ver que el conjunto F,, definido como {8 < uy : 
B > (ag UGa,)} es un cerrado no acotado en w,. Por tanto BN Fy, # 0. Sea 
a € BN Foo, Ahora sea Fy, = {8 < wi: 8>a11Ga,} y a2 € BN Fy,. Asi que 
tenemos una sucesion {a@,}n<, estrictamente creciente de ordinales en B y otra 

sucesidn de conjuntos finitos ajenos {Go,, new en wi. Seay = sup{an in <w. Sea 
¥f:7+1— w definida como 

ry _f wk) siOSk <j 
re ={ 4 sik=j. 

Sea 6 € T tal que 6*[;41= 7. Afirmamos que 6" > a% para todo n < w. En 
efecto, como o’ = a [; para todo n < w, entonces §*(k) = a%(k) para k < j. 

Pero 6* es no decreciente y 6"(j) = ‘y, entonces para todo k > j tenemos que
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6"(k) > -y 2 an > a%(k) y concluimos 6* > aj, para todo n < w. Por tanto 

& EM ncw([o’] N RoR) S An<w Blan J)- 

Como ng, <j para todo n < w, tenemos que B(an,3) © B(Qn,Ma); Y por tanto 

&" € Bn, Na) para todo n < w;. Afirmamos que fs!Domo= 7- Por los resultados 

anteriores seré suficiente demostrar que Domo C 6, pero Dome C a << 6. 

Finalmente definimos g, = (6*, In), donde 

wia)={ lB) 1 8<8y 64 Gon 
de cualquier otra manera . 

Afirmamos que ps € clpU 0 H. Para demostrar esto sera suficiente probar que 

ps € clpU. Primero veamos que gn € U para todo n < w. Pero para demostrar esto 

es suficiente demostrar que In € U(ta,,Ga,)- Si # € Doma, = Doma, sabemos 

que {n(8) = fs(8) = (8) = fa, (3). Ahora si 8 € Ga,, entonces [n(8) = 2! = 
fa, (B), por tanto dn € Blan, Na.) X U(On, Gan) €U- 

Para concluir este ejemplo, demostraremos que si ps € B(b,ns) x U(os, Gs), 

existe un n < w tal que ln € U(os,Gs). Como Domos es un conjunto finito de 

w y la sucesién {Ga,, }n<w de conjuntos ajenos de uy és infinita, entonces existe 

no < w, tal que Domos M9 Gang = 9. Afirmamos que I, € U(os,Gs). En efecto, 

si 6 € Domas, entonces 8 < 6, por tanto In,(8) = fs(B) = 06(8). Ademds, como 

Ong < 6, 818 € Gs S (41 \8) © (wz \Ong), emtonces gn. (6) = 2’. Asi que finalmente 

Gng € BCS, ns) x U(os, Ga). : 

 



CAPITULO 6 

u-productos de D-espacios paracompactos y de 

espacios semi-estratificables 

1. Paracompacidad y Normalidad 

En este capitulo, presentaremos una serie de teoremas de Yajima, en los que 
se generaliza el teorema de Kombarov (Teorema 4.9). Las técnicas empleadas en 
la demostracién de los teoremas que trataremos en este capitulo, son bastante 
complejas, Hemos tratado de unificar las notaciones en las pruebas de los teoremas 
estudiados y hemos intentado escribir las demostraciones de tal forma que sea més 
sencilla su lectura. La fuerza de los teoremas que veremos en este capitulo se hace 
mds notoria al tener presente el ejemplo de Daniel y Gruenhage (ver capitulo 5 
seccién 2). 

Es conocido que un -espacio paracompacto Y tiene una familia F C P(Y) 
o-discreta y una cubierta C de conjuntos compactos cerrados tales que, si C € C 
y C CU con U abierto de Y, entonces C C FC U, para algin F € F (ver 
G.Gruenhage [16]pg. 450). Sin embargo, usaremos con més frecuencia el suguiente 
lema proporcionado por K. Nagami [31], que dice: 

LeMA 6.1. Si X es un E-espacio, entonces existe un conjunto 2 y una fa- 
milia {Fa}nen de cubiertas de cerrados de X localmente finitas, cumpliendo las 
condiciones siguientes: 

(1) Fn = (F (B182-..Bn): Bi, B2,---1 Bn € OD} para cadane N 

(2) F (6182...8n) = Us, .,enF (8182-.-8nBn+1) 
(3) Para z € X existe una sucesién {nrc © 2 que cumple: 

(a) 2 € MnenF (A1B2-..Bn). 
(b) Six EU donde U es un abierto de X, entonces existe n € N tal que 

x € F(B1f2...Bn) CU. 
(c) Si{Ka}new €8 una sucesién decreciente de cerrados no vacios en X 

tal que K,, © F (8;/32...8n) para cada n € N, entonces NnenKn #0. 

A la sucesién {F,},¢y se le lama ¥-red espectral de X, y si 

zE MnenF (At, -.-, Bn) 

ala sucesién {F (162...8n)}nen $e le lama E-red local de x. Es importante hacer 
notar que los productos de familias numerabies de L-espacios paracompactos es nue- 
vamente un 2-espacio paracompacto (ver K. Nagami [31] teorema 3.13). También 
es importante advertir que si X es paracompacto, entonces MnenF (41, ..., Bn) es 

compacto (ver G. Gruenhage [16] pgs. 450-453). 
En lo que sigue de este capitulo, los espacios considerados serdn regulares, salvo 

cuando se diga lo contrario, ademés proponemos una notacién que seré comtin en 

varios teoremas. 
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Sea {Xa}, <q wna familia de Z-espacios y a € Hy<aX,. Como hemos hecho 
hasta ahora, denotaremos por © al producto U(a), y al producto [],.,, Xa por 

J]. Si Re € fal , denotaremos por X¢ = Ther, Xy. También, P; denotard a la 

proyeccién de Een X¢. Si ademds Ry C Re, denotaremos con P§ a la proyeccfon de 

X¢ sobre X,. Y finalmente si € = (8i3), p01, es una matriz de n x n, denotaremos 

afi= (8i3)s jot..n—0 y en general , = (Biz) ij=1,...% para k <n, en particular €9 

ser la matriz vacia. 
Con el siguiente teorema de Y. Yajima ((39] pgs.690-693), iniciamos una secuela 

de teoremas que tienen una construccién comin, en los cuales la paracompacidad 
y la normalidad juegan un papel importante, ya que las més de las veces pasar a 
las caras numerables (que en este caso serdn espacios paracompactos) del producto, 
nos dard la pauta de las demostraciones. 

TEoREMA 6.2 (Y: Yajima). Si X es un D-producto de L-espacios paracom- 
pactos, entonces X es normal si y sdlo si © es colectivamente normal. 

DEMOSTRACION: Sea {X)}) <q una familia de E-espacios paracompactos. Suponga- 

mos que 5 es normal. Usaremos el Teorema 1.22 para concluir que © es colectiva- 

mente normal. Sea D = {Fy} <p wna familia discreta de cerrados en £. Construi- 

remos por induccién: 

1, para cada n € N una familia de abiertos localmente finita G,, en L, tal que 

para todo U € Gy, clx (U) intersecta a lo més un miembro de D; 
2. para cada n € N una familia A,, de matrices de n x n. Y para cada  € An 

un conjunto de indices 9 (€), tales que si € = (8:9); jet, ysil<k<n, 

entonces 4-1 € Ag—1 ¥ Bir, Bia, -) Bon € 2 (Ee—1) 
. para cada € € Ay, un conjunto Re € fa]*°; 

. para cada £ € Ay, una D-red espectral {Fi}, en Xe con 

Fi = (F (Bi B2--Br) + con Br, Bo,» Be € (EF, 

tal que, si # = (Bij); ja1,jn—1 © Anis Bin © 2(Hi-1), Braj € O(y) para 
lsijgny 

((PeataninPact,  (BerBe2--Bin))) 0(UD)) £ UGm, 
entonces (833); 51,41 © Ani 

5, para cada n € N, una familia localmente finita de abiertos en 2 

{H(€): €€ An}, 

tal que si € € An con € = (843); jar, in ¥ 

E(€)-= Aeron Pg (EF (Bir Be2--Bin))-+ 

entonces tenemos que £ (€) C H(é) y 

PZ Pe (H(©) =H ©); 
6. para cada € € An, un D(E) G D numerable , y z(€,F) € E(§)F para 

cada F € D(é), tales que 

Re = Re_U (Urenie sop (2 (€,F))) - 

m
w
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De manera natural definimos Ag = {& } en donde €9 es la matriz vacia, y como 
Fg, tomamos un elemento arbitrario de (a]*”. Como cada X, es un x-espacio 
paracompacto, X¢, es un E-espacio paracompacto, por lo cual existe un conjunto 
de indices 2 (&) tal que 

{F (81 B2...Bk) 2k © Ny Bi, Bo, De € 2(Eo)} 
es una ¥-red espectral en Xg,. Ademds tomamos Gy = {@}, y de manera conven- 
cional definimos E (fy) = H (o) = X. Construiremos los conjuntos requeridos 
en 1-6 paran = 1. Seal, = {(8): BEQ(&)}, y siq = (8) € T, definimos 

E(n) = Fy," (F (6). Notemos que Fe, (P:;1(F())) = F(B) ya que Pe, 05 50- 
breyectiva. Luego entonces la familia {P;,(E(n)): n€ T,} es una cubierta de 
cerrados de Xg, localmente finita. Usando e] Teorema 1.11, ya que X¢, es para- 
compacto, hallamos una familia de abiertos {G(n): 7 € 1} localmente finita y 
con Py, (E(n)) © G(n). Si H(n) = Pz (G(q)) , obtenemos que 

E(n) & Pz) (Pe (E(n))) © Pe (Gn) = H(m). 
La familia de abiertos {H (n) : 4 € 11} es localmente finita, y ademas 

Pe (Pay (H (n))) = Pa" (Pe (Pt (G(n)))) = Pg (G(n) = Hn). 
Ahora, definimos 

Cy = {1 € Ty : £ (7) intersecta a lo mds un niimero finito de elementos de D} 
Sif = @, entonces definimos a G, = {8}. En el caso en que I'} sea no vacio 

la construccién ser la siguiente. Para cada n € I'f, sean Fy,,-.,F, los tinicos 
elementos en D tales que E'(n) M F,, # 0. Como ¥ es normal y los F,, son ajenos 
y D es discreta, entonces existen abiertos {G,,, 1Gy,} en E tales que FL, © Gy, 
sii > 0, ¥ (Usce—gy,..g}F1) © Gyo. Ademés clx (Gy,) Gy, =O parai #jy 
O<i,j<s. Sea G (mn) ={G,,0 H(n)}inn,.,0 Esta familia cumple to siguiente 

1. la clausura de todo elemento de G (7) se intersecta con a lo més un elemento 
de D; 

2, E(n) (UD) C UG (n); 
3. UG (n) C H(n). 
Ahora podemos definir $, = U,cr+G (9). Como cada G(x) es finita, UG (m) C 

H(n) para todo n € I}, y ademés por construccién tenemos que {H (Mh rere es 
localmente finita, entonces G, es localmente finita. Es claro que para cada elemento 
de Gj, su clausura intersecta a lo més un elemento de D. Asi que G, cumple 1. Sea 
I'y = ['—Tf. Ahora bién, si [7 = 0, entonces P = lf. Por construccién {E (n)}ner 
es una cubierta de Z, y podemos concluir que UD C U G1; usando el Teorema 1.12 
obtenemos que © es colectivamente normal. Si Ty # 0, definimos a A, como ry. 
Para cada 7 € A; podemos escoger un conjunto infinito numerable Din) CDy 
x(n, F) € E(n) OF para todo F € D(n). Completamos ahora la definicién de Ry. 
Sea 

Fy = Rey U (Urenin sop (2 (0, F))) a 
Finalmente ©.(n) serd.el conjunte de indices para la D-red espectral de X,. 

Ahora supongamos que tenemos construidos todos los objetos requeridos en 1-6 
para i <i <n. Construyamoslos para el caso n+ 1. El trabajo es el mismo que
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para n = 1. Cuando sea el caso lo haremos notar y proseguiremos la demostracién. 
Para € € A), sea 

Patil’) = {7 = Gidget, net I =O Bing E (6-1), 

Bat j EN(E) paral <i,j Sn+1} 

Para cada 7 € Tn+1 (€), definimos: 

E(n) = Mint,..nai Ps), (F (BirBia-Bi nt1))- 

Como 

Pe(E(n)) S Pe (PZ CF (Bn4i1--Bnt1 nt1))) = F (Bn411--Bn+1 n+1)> 

entonces la familia 

{olx, (Pe (E(n))): 7 © Tass @)} U {Xe} 
es una cubierta de cerrados localmente finita en X¢, el cual es paracompacto. U- 

sando el Teorema 1.11 , obtenemos la familia de abiertos {G (n)} ,er,,,(@ local- 

mente finita tal que clx, (Pe (E (n))) © G(n) para todo Tn41 (€) . Como F (8; 1.8; nBi nti) © 

F (Bi1---Bin), B(n) C E(€) ¢ A (€); por lo cual Pe (E()) © Pe (H (6) - 
Sea H (n) = Py? (G(n) N Pe (H (€))). Entonces E(n) C H (n). Ademés como 

H(n) & Pr? (G(n)), la familia (H (n) : 7 € Pgs (€)} es localmente finita. Sélo 
comprobemos que Pe 1 (Pe (H (n))) © H (). En efecto, sea 

ze Pet (Pe (H(n))), 
entonces P; (z) = Pz (w) donde w € H (nm). Entonces P; (w) € G(")N Pe (H (8), © 

sea z € Po! (G(n) 0 Pe (H (€)))=H (n). Sea 

Vs,,(€) = {7 € Tai: E(m) intersecta a lo més 
un niimero finito de elementos de D} 

Si Tho (€) = @, tomamos 8 Gn4i (€} = 0. Em caso contrario, igual que en el caso 

n=1, para todo 7 € T+, , (€) existe una familia finita de abiertos ¢ (7) tal que: 

1. para todo elemento de G(n) su clausura intersecta con D en a lo mds un 

elemento; 

2. E(n) (UD) C UG (n); 
3. UG (n) ¢ H(n). 
Y definimos a G,,41 (€) como: 

U{G(n) = 7 ETH (6)}- 
Finalmente definimos a Gy41 como: 

U {Gar (6): € € An}. 
  Paral EA, sea Thy; (E)= Tag EV VT ayy See 

Anti =U{Payy (6): € € An} - 

Si Anti = 0, afirmamos que UD C U{G:1< +1}, y entonces concluimos que 

¥ es colectivamentente normal. En efecto, supongamos que 

zEUD\ UG sl snth}. 

En Xg, existe una S-red local para Pe, (z). Sea LF (Buh. fis)tsen tal Dred 

Jocal. Tomamos a €! = (613), Afirmamos que ¢: €Aj; en efecto, supongamos que
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& ET}, como £(é!) = Pr} (F (11) ¥ Peg (2) € F (G11). entonces 2 € E(€'). 

Ahora bién, ya que E (€1) N(UD) © UG (é') C Gy. entonces z EU {Gp :i Ss ntl}, 
lo cual no es posible. Sea ahora j <n y supongamos que tenemos una L-red local 

{F (B11 12--Btt)becn Para Per (z) en Xgei, donde €'! = (Bre), ga, ¢-1 © At 
yt <j, Sea {F(B)1Bj2...8jt)}een wna D-red local de Pes-1 (z) en Xes-1. Afir- 
mamos que si 7 = (Bra) pe=t 1,..,j > entonces & € A;. En efecto, supongamos 

qe 2 é€ TH, (@7!). Como Pe-i(z) € F(Buh2...8;) con 1 < t < 3, en 

tonces z € E(€-!) MN (UD) C G; (-1) C G; to que es imposible. Asf que 
& €A;. Si {F (Any Bintt)k) }pen®s una E-red local de Pen (z) en Xgn, en- 

tonces €*+? = (8,5), sat,.n41 € Sn41- Por tanto © es colectivamente normal. 
Supongamos ahora que A,., # 0. Como en el caso 1, para cada 7 € Andi, 

existe un subconjunto infinito numerable D(n) C D y x(n,D) € E(n) ND para 
cada D € D(n). 

Si para toda n € N, A, # @, definimos G = Uncen Gn. Demostraremos que 
UD C UG, ya que usando el Teorema 1.12 podemos concluir que E es colectivamente 

normal. 
Con este fin, supongamos que z € (UP) \ (UG). Realizando la misma con- 

struccién que antes, tendremos una sucesién {3:5 }(, ex. tal que para todo 

ne N, la matriz €" = (Bi 5), ja1,...n € Any {F(8n1.-.8n eben es una ¥-red 

local para Pen-1 (z) en Xgn-1. Sea {Bi ehpew © 2 (Eo) tal que {F (41 1-31 &) dee 
es una L-red local para Pg, (z) en X¢,. 

Como cada D(E") es infinito numerable podemos escoger D, € D(E") de tal 
manera que la familia {Dn},,¢ sea discreta. Denotamos x, = z (é*, D;) para cada 
ié N. Para cada n,k € N conn < k definimos Lng = {Pea-i (ni): 2K} 
Xgn-1. Estos conjuntos tienen las siguientes propiedades: 

1. Dak © F (Bn1--.3nk), ya que para todo i > k se tiene 

my € B(E) =A yar.ePeh, (FB r-Bi)) S Pay (F Gx1~-Bei)) 
y también 

Pes (F (Bkx---Bei)) S Pel (F (Bk1--Bien))s 

por lo cual 

Pent (xi) € Penn (PG), CF (Gt1-Bsn))) 

C Penns (Pots (F (x1-Bin))) » 
pero 

Penna (Pecks (F (Ber--Ban))) = F Ber--Ben) 
Entonces Pen-1 (a;) € F (Be1---Ben)- 

2. chXen—1 (En) & F (Bnt--Bnk)s 
3. también lx 1 (Ln kta} & lx naa (Lax) ya que Ln kta G Lng. 

Ahora, usando las propiedades de D-red, obtenemos que si 

Kn = Onenclxgn-1 (Ent), 

entonces K, # 0. Como Xgn-1 es un L -espacio paracompacto, los conjuntos "yen 

F (@nt.--Gnk) son compactos, asi que los K, eon compactos en Xgn-1. Tomemos
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al conjunto B = Unen Re» C a; Bes numerable, y para cada n < Xo definimos a 

Sp como el conjunto de los z € Tg tales que z(A} = a(A) si A ¢ Ry. Poderos 

demostrar que S, es homemomorfo a Xen a traves de la funcién PR Is, Sn Xen. 

-1 
37, = (PIs,) (Kn41), entonces Tj, es compacto en Fg para todo n < No. 

Ademds para i > k > n+1 se tiene que Pe, (Pen (@4)) = Pen-a (x;) € Lyx, asi 

que Pe, (Zn41%) © Lnk, y de esto obtenemos 

Pe, (chen (Emit e)) © lx,n-1 Ent) - 

Por tanto Neew PE (clxgn (Eni &)) © Kn, lo que implica que 

PE, (Kasi) © Kn. 

Si w € Tayi, entonces (PBis.) (w) € Kny1. Por lo cual P&., (PEs) (w) € Ka. 

Pero PR (w) = PE (PBIs,) (w). De todo esto concluimos que w € Ty. Asi 

que tenemos una familia decreciente de cerrados no vacios en un compacto con la 

propiedad de la interseccidn finita, a saber {T,},¢y- Entonces podemos concluir 

que NnenTn # 0. Seat € Mnen Tn. Tomamos 2n41 = PE (t) € Kn41. Resulta que 

PE, @ng1) = PE (PB () = PB (8) = 2 
Definimos Z € X de la siguiente manera 

ey, _f @Q) sirkgB 
20) = { tn (A) siAE Rent. 

Para cualquier abierto W que contenga a Z, existen un conjunto finito HC 

a\ B, y un abierto Un de Xen que contiene a zn41, y para cada \ € H un abierto 

Uy» en Xy que contiene a a (X) tal que 

ZU = Pa} (Un) M (Maen Py | Ua) CW 

Como 2n41 € Kn41, entonces Un, Lnt1k F @ para todo k > n+1. Sea Pen (ai,) € 

Un O Entpi ks COM tpt1 > te para todo k > n+ 1. Por construccién tenemos que 

{ti heen © Py (Un), pero ademés sop(x;,) C Agi, € B, entonces tenemos que 

x4, (A) = a(d) € U, para todo A € H. Finalmente obtenemos que {tikeen GU; 

por tanto {ri,},ey GUN (UnewDn). Como esto puede realizarse para cualquier 

vecindad de Z, la familia {Dn},¢yj no puede ser discreta. 

Para probar el siguiente teorema, también de Yajima, demostraremos primero 

un lema , y usaremos una buena cantidad de afirmaciones demostradas en el teorema 

anterior. 

Lema 6.3. Sean X un espacio tal que t(X) = No, D una familia de subcon- 

juntos del espacio Y y f : Y + X una funcidn continua. Si f(D) = {f D)}nen 

es no discreta con respecto al punto x € X, entonces existe M CUD numerable tal 

que {f (MO D)} pep es no discreta respecto al punto x. 

DEMOoSTRACION: En el caso en que x € Upepelx (f (D)), escogemos Do € D, tal 

que x € ely (f (Do)). Notar que x € ely (Upep-(no}F (P)); ya que como f(D) 

no es discreta respecto a z, toda vecindad de = intersecta, ademas de f (Do), @
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otro elemento de f (D). Podemos proponer H, © f (Do), Ho C Unep-—{p.}f (D} = 

f (Lvep {Do} )) subconjuntos numerables, tales que x € cly (Hy)Ccly (Hy). Sean 

M, © Do y Mz © Uper\{%}D 

conjuntos numerables tales que f(M,) = Hi y f (M2) = Ho. Notar que x € 
elx (f (My)) N cly (f (Mg}) . Afirmamos que si M = M, U Mz , este cumple que 
la familia {f (M1 D)} pep es no discreta en x . Para demostrar esto, sea V una 
vecindad de z. Si z; € M;, son tales que f(z) € VM f (Mj) para i = 1,2, entonces 

aE MN Doy 22 € Upem tp} (DM). 
Ahora si z ¢ Upepelx (f (D)), por la hipotésis tenemos que 

rox (Upepf (D)), 
y existe 

HC Upenf (D) 

numerable con z € elx (H). Sea M C UnenD, también numerable, tal que f (MM) = 
H. Sea V cualquier vecindad de x. Supongamos que V intersecta sdlo a f (M9 D’) 

donde D‘ € D, pero existe V’ vecindad de z, tal que V'N f(D’) = @. Entonces 
(VAV) Of (M) = 0, va que si f(z) € (VNV’) Nf (A) con z € AM existe D” € D 
tal que z € D”. Si D’ # D” entonces f(z) € VNf (MM D"), lo cual no es posible, 
entonces D’ = D" . Pero entonces f(z) € V’M f(D’), que también es imposible. 
Ahora, si VM f (Af{M.D) = @ para todo D € D, entonces VM f (M) = @.Pero 
H= f(A) y x €clx (H). Por lo tanto {f (M1 D)} pep es no discreta respecto a 
x. oO 

TEOREMA 6.4. Si es un L-producto de N-espacios paracompactos cont (©) = 
No entonces © es colectivamente normal. 

DEMOSTRACION: Para demostrar lo deseado, usaremos también la caracterizacién 

de la normalidad colectiva proporcionada por el Teorema 1.12. Sea D = {Fy}, <6 

una familia discreta de cerrados en ©. De manera semejante a la demostracién del 
anterior teorema se construird: 

1, para cada n € N una familia de abiertos localmente finita G,, en E, tal que 
para todo U € Gy, clx (U) intersecta a lo més un miembro de D; 

2. para cada n € N, una familia A, de matrices de n x n; 

3. para cada € € Ay, un Re € {a}*° , tal que Re_ © Re; 
4. para cada € € A,, un conjunto de indices 2 (£} y una L-red espectral para 

Xe 
Fa = {F (81 82...8) + con 8. B2,...8, € 2(E)}; 

5. una familia de abiertos {H (€):€ € An} de X¢_ tal que E(€) C H(€) para 
toda € € A,, en donde para cada € € Ay, si € = (Ajj) n entonces ijt... 

E(8) = Mretn (PE) (F Gnr-Ben)) 
y tal que Ja familia {Pe (H(6)):€€ An} es localmente finita en © . 

Los elementos de A, se construirdn de tal forma que 

1. para cada £ € Ay, si = (Bis)ijn,..., 

Ag—1 ¥ Bats 1 Ben € 2 (EF). 

n¥ 1k <n, tendremos que &_) €
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2. Sip = (Big); jar, yn © An-1, Bay € 2H), Bin € Q(we-1) paral < 

i,j <ny ademas Gee Pah, (F (Bis. -Bin))) N(Z\ (UGp)) # @ entonces 

(3i9); jat,an © An. 

Los conjuntos ¢ se construirdn de la siguiente forma: 

1. para cada € € Ap, existe xe € E(€) y Me CUD numerable tal que la familia 

{Pe (DN Me)} pep &s no discreta en re, 

2. para cada € € An, Re = Re_ U (Urem, Sop (x). 

Igual que antes definimos Ap = {£0} donde €o es la matriz vacia y Re, es un 

arbitrario elemento de [a}®° , asi que ya podemos definir X¢, y también localizar 

2 (€o) que indica una D~red espectral en X¢,. Pero estamos interesados en construir 

el paso 1. Sea T) (fo) = {(8) : 8 € 2 (60)} y paran= (8) €T1, definimos E (7) = 

F (8). Sea 

@ (&) = {a € Xe, : tal que {Pe,(D)} pep es no discreta en zx}. 

También definimos If (fo) = {7 € 11 (0) : E(m) 8 (fo) = O} TY (0) = Pi (Eo) ~ 

Tt (é). Andlogas consideraciones a las del teorema 6.2 se harén aqui. Sif (€) = 

6, entonces definimos Gj = @. Pero si Ff (9) # 0, entonces para cada 

ze U{E(n): 7 € TT (0)} 
existe un abierto V; que contiene a z , tal que intersecta a lo més un elemento de 

{Pe,(D)} pep. Como X¢, es normal podemos pedir que elx,, (Vz) intersecte a lo 

més un elemento de { Pc, (D)} nep- Sea {As} gec wn refinamiento localmente finito 

de 

{Ve:z€U {E(m) nett (G0) }} u {Xe - Unert a) =} : 

Podemos escoger C’ € C tal que Unert (go) = (1) © U{As}geq: y ademas de tal 

forma que clx,, (Ag) intersecte a lo més un elemento de {Pe (D)} pep ( por ejemplo 

BEC" siy solo si Ag C V, para algiin z € Uner+()E (n)). Finalmente, definimos 

—1 a G, como {Ps (40)} 5. 

1. G, es localmente finita en L, 

2. la clausura de cada elemento de G; intersecta a lo mds un elemento de D, 

3. Unert (eoy= (”) CU{ Pe, (G)} eg, : 

Solamente demostremos que se cumple la afirmacién 2. Si [clx (Ps 1 (4s))) 

o G, cumple: 

intersectara digamos a D,, y Dx, entonces Pe, ((e Ix (PE 4 (4s)))) intersectaria 

a Pe (Dy) y & Peg (Dy), pero 

Ber ( (etx (2GLAp)))) Clare, (Pee (Pg (As) = Axee(Aa). 
Si Ag C V,, entonces clx,, (Vz) intersectaria a Pe, (D+,) y & Pe, (Dyq), lo cual no 

es posible. Esto demuestra la afirmacién 2. 

Usando nuevamente el Teorema 1.11 podemos concluir la existencia de la familia 

localmente finita de abiertos {H ™)} nery (.) Con EB (n) S H(n). 

Para concluir el paso 1 , definamos Ay = F'T (0). Si Ar = @, entonces T°; (0) = 

I} (€0) y por tanto G; seria cubierta de 5, usando el teorema 1.12, tendriamos que 

¥ seria colectivamente normal. Supongamos ahora gue 4; # 0. entonces para 7 €
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Ay existe r, € E(n)M ®(o), usando el lema 6.3, implicamos la existencia de 
M, G UD numerable, tal que, en Zp, la familia (Pe, (DN Mn)} pep 00 es discreta. 

Sea R, = (U{sop(x): 2 € MyJ)URg. 
Ahora construiremos los conjuntos requeridos para el caso n + 1. Suponemos 

realizada la construccién para toda 0 <i <n. Cuando la construccién se remita al 

caso 1 lo haremos notar y la omitiremos. Para cada é € An, definimos al conjunto 
@(€) como 

{z€ X_:{Pe(D)}pep no es discreta en x}. 

Si € = (Bi), 521, n> el conjunto Tay1 (€) es definido como 

{7 = (Bis), gat, sng | Bi ner € 2 (1) Bata 7 € Q(€) paral <i,j <n 4}. 

-1 
Para cada 7 € Dna. (€) definimos E(n) = Qie1, 41 (Ff 4) (F (Bi.--Bi nat))» 

y ademds T7,, (€) = {7 € Tae (€): EQ) 18 (E) =O} y Taya (€) = Pati (6) - 
Te, (6). SITE, (€) = 9, definimos a Ga+1 (€) = 0. Supongamos que T4444 

Como F (8i1..Binfi nti) © F (B-.Bin), entonces 

(FE) (F (8i1..-Bin Bi nti) S (Ff.)" (F (Bi..Bin)) = 

(PEPE) (F Ba. -Bin)) 
-1 -1 

y este ultimo es igual a (ré) ((&) (F (3s.in))) . Pasando a las inter- 

secciones tenemos que, para para 7 € Tt, , 

Bic (PL) em) (PL) #®). 
La familia {E(n) :7 €Tt,, (€)} es localmente finita en X¢ ya que 

BOS (PE) FB nts)) 
que es localmente finita en X¢. Como en el caso 1 obtenemos una familia de abiertos 

localmente finita {Ag}geq, en X¢. Podemos afiadir que Ag C Can (HO) y 

de igual manera cumpliré que clx, (Ag) intersecta con a lo mas un elemento de 

la familia {P;(D)} pep- De igual forma definimos Gn+i (€) = {Pg (As)} 

Ahora esta familia cumple: 

1. Guei (€) es localmente finita en 5; 
2. la clausura de cualquier elemento de G,,+.1 (€) intersecta a lo mas un elemento 

de D; 

3. cada A € Gn4i (€) cumple: A= PrP, (A) C Pol (H(); 

4. U{E(n) ne T Ey} CU (Pe (G): GE Guar I - 
Sélo verificaremos que se cumple la afirmacién 3. Supongamos que A = 

Pz} (Ag), entonces Pr4Pe(A) = Pr'Ps (Po? (Aa)) = Pr} (Ag) = A. Por otro 

lado A= Pr (da) Fe" ((PE) | (H@)) = FeO). 
Finalmente definimos a Gni1 = VUeea.Gn+i (€). Como, para cada £ € An, 

Gn+1 (€) es localmente finita en ©, y la familia {H (€) : € € A,,} es localmente finita 

Bec"
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en 5, usando que para todo A € Gn4i (€) este cumple que A C Py} (FH (€)), pode- 

mos concluir que la familia Gn41 es localmente finita. Sea Ans, = Usea Tay (€)- 

Si Anu = @, afirmamos que UD © Ur<n4iGi, y de aqui concluimos que © 

es colectivamente normal. En efecto, supongamos que z € UD- Ui<n+1 Gi. Sea 

{F (Bi1012---Bie)} xen Una E-red local de Pe, (z) en X¢,. Tomamos a @ = (Bn), 

afirmamos que £1 € A. En efecto, si £1 € Tf, ya que Pyo(z) € F (8), en- 

tonces Peo (z) € E (é!). Por construccién, obtenemos que z € Gi, lo cual no puede 

suceder, Supongamos que para j < 7, tenemos que {F (Bu Br--Bik) teen 8 una 

V-red local de Pe:-1 (z) en Xge-1, donde £7! = (Brs),,c1,.0-1 CA YESI EN 

Sean {F (8411 8G41)2--6u+08) Seen Una D-red local de Pes (z) en Xp y gle 

(Brs)n.s=1,..,j+1' Afirmamos que +l € Aj41, supongamos que 4+! € T3,, (é). 

Analogamente, como Pe.-s (z) € F (Br1---Gg41)) para i <t <j +1, entonces 

Pes (z) € Me=1,..,541 (Cae (F (4-6i+n))) = E(é*). 

Lo cual significa que Pes (z) = Pes (u) donde u € Ay AE Git (64), es decir 

€ Py ! (Pgs (A)) = A, lo cual no es posible. Ahora sea 

LF (Batayi--Bin+1)&) been 
una D-red local de Pen (z) en Xgn,, podemos concluir que E11 = (Bes) get,...nti © 

An4i, por tanto UD © Unt Gt. 

Supongamos que An+: # 0, en paticular si (€) #0 para alguna € € An, 

usando el Teorema 1.11 y las construcciones realizadas, podemos construir la familia 

de abiertos en E localmente finita {Pe 1(H(n)) tal que B(n) C A (n) S 
1 ney. (€) 

(PE) (H(®). Asi que las familias {H (nm): € Anes} y {E(n) 17 € Ants) 
cumplen lo pedido, 

Para concluir la contruccién, sea 7 € Anyi, como E(n)N (é) # @ para 

alguna € € An, designamos x, € E(n)M&(€). Por el lema 6.3 existe M, C UD 

numerable, tal que {Pe(DN My)} pep 0 €s discreta en Ty. Ahora, sea R,, = Re U 

(U {Sop (a) : « € My}), elegimos O(7) de tal manera que si 

Fu = (F (1.-Be) : Bry Bk EX (m)}, 

entonces {Fr}pen 08 una D—red espectral de X,,. Con estas definiciones se cumplen 

todas las propiedades pedidas en la constreci6én para el caso n+1. 

Si para toda n € N su correspondiente An es no vacia, definimos 

G =Unen Gn. 

El teorema queda demostrado: si UD C UG. Supongamos que z € UD — (Ug). 

Ya que A, # @ para toda n € N, podemos construir (8s Gjen tal que €" = 

(Bis) gaan € An y {F (Bn1--Bnk) teen 8 Una Sed local de Peni (2) en Xen-3,~ 

para toda n € N. ‘ 

Ahora para cada m > 7 definimos Lam = {ei (ag) tk> mh , entonces 

clx,, (Lnm) es una familia decreciente de cerrados. Como 
er m>n 

evo 

zgr E (é*) = M=1,..,.k (Fé,) (F (Gi1.-Biz)) , entonces
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k 
Pe (age) € F (Bnt-Bnk) © F (Bni--Bnm), entonces clxen (Lam) © F (Bn1.--Bam)- 

Sea Kn = Mmendxgn (Lnm), tenemos que Ky # @. Como en la demostraciéa del 

teorema anterior Ky © MmenF (Gni-.-Bnm), asi que K,, es compacto. Ademés si 

k>m>n4l 

ent! f net é* 
Pen (i. (=e) = Pee (xg) 

+ mati 

entonces Pee (Ln+1m) © Lam, y como 

ent ent 

PEE (cbrguns (Lavi m)) C exer (PE (nts nl) 
m+ 

obtenemos Pee (Kn+i) © Kn. Podemos realizar analogo trabajo al de la demos- 

traci6n del teorema anterior para concluir que existen, para todo n € N,2n+1 € 
ath 

Kasis2n € Kn tal que Pa (2n41) = 2n- También de manera andloga definimos 

B=UnenRen y 

. Q) siagB 
z0)={ ae) si © Ren 

Demostraremos que D no es discreta en 2. 
En efecto, sea Z€ U = Pa (Un) (Mae Py (Ua), donde zn41 € Un y Un es 

un abierto en Xen, H € [a — B]<*° y a(A) € Us, donde Uy es un conjunto abierto 

del factor X,. Como UnM Lasik # @ para todo k > n+1, podemos encontrar i, € 
the 

N tal que i, >n+ly Pes (zi,) € Un, entonces existen wy, € Pes (Dx n Mg) n 

te 2 

PE) (Un) donde wip = Pore (wie) ¥ wie € Dik Mere, Dik € D paral = 1,2 

y Dix # Dox. Afirmamos que wy € U para / = 1,2. Primero observemos que 

Sop (un) © B , asi que wx (A) = a (A) € Uy para todo A € H, resta demostrar 
Te the 

que Pen (wiz) € Uny peto Pen (wir) = PES (Paz (wen)) = Poe (hp) € Un. ¥ 
en ee ee 

como toda vecindad abierta de Z, contiene abiertos de este tipo la demostracién 

concluye. a 

Si cambiamos regularidad por normalidad, colectivamente Hausdorff por colec- 

tivamente normal, realizamos una contruccién anéloga a la del teorema 6.2, y us- 

amos los Teoremas 1.14 y 1.15, obtenemos la demostracién del siguiente Teorema. 

TEOREMA 6.5. Si es un D-producto de U—espacios paracompactos, entonces 

¥ es colectivamente Hausdorff 

2. Paracompacidad y normalidad en espacios semiestratificables 

En lo que sigue demostraremos un teorema similar al que hemos demostramos 

para D-espacios, pero ahora seré para espacios semiestratificables. Es importante 

hacer notar, que la clase de los X-espacios y la de los espacios semiestratificables 

tienen en comtin a los o-espacios (ver Gary Gruenhage [16]pgs. 456-458). Antes 

los preliminares pertinentes.(ver G. Gruenhage [16} pgs, 453-468)
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DEFINICION 6.6. Un espacio topoldgico (Z,Tz) es semiestratificable, si existe 

una funcién g: Zx N — Tz (para todoz € Zyne€ N, g(z,n) es un abierto de 

Z) tal que: 

Q) Oneng (2,7) = {2}, para cada ze Z,y 

(2) st {2n}nen eS una sucesién en Z yz € Nneng (tn,n), entonces {tn}ney 

converge az en Z. 

Llamasemos a la funcién g (y a toda funcién que cumpla lo anterior) funcién 

semiestratificable de Z 

Usaremos los siguientes resultados de espacios semiestratificables, véase por 

ejemplo G. Gruenhage [16], G. D. Creede [6]: 

1. Todo espacio semiestratificable es subparacompacto. 

2. Todo espacio semiestratificable es perfecto (todo abierto es un F,). 

3. El producto numerable de semiestratificables es semiestratificable. 

4. Si los subproductos finitos de {Xn},,¢x on paracompactos y perfectamente 

normales, entonces The. ny Xn es paracompacto. 

Para la demostracién del siguiente teorema usaremos la siguiente notacion. 

Ahora A,, denota un conjunto de matrices de 1 x n , es decir n—adas , y sig = 

(Bry Bn) € Ans & = (Bry Bn—1) ¥ € ®B = (B15 Bas 8). 

DEFINICION 6.7. Sea {Xy}\<, una familia de espacios topaldgicos y sea RCa 

numerable y S C IL. Diremos que S es R—cilindricamente abierto (cerrado) si 

Pp (S) es abierto (cerrado) en Xp,y ademds Py* (Pr(S)) = S. 

A continuacién un lema que nos prepara para el teorema principal de esta 

seccién 

Lema 6.8. Si {Xr}, cx, 8 una familia de espacios semiestratificables, la cual 

cumple que cualquier producto finito es paracompacto, entonces TlacnoXr 8 para- 

compacto 

DEMOSTRACION: Como los productos finitos son paracompactos y semiestratifica- 

bles, entonces los productos finitos son paracompactos y perfectamente normales. 

As{ que podemos concluir que TIycx Xa es paracompacto Oo 

Ahora demostraremos el siguiente teorema de Yajima. 

TEOREMA 6.9 (Yajima). SiE es un L-producto de espacios semi-estratificables, 

tal que cualquier producto finito es paracompacto yt (E) = No entonces E es normal. 

DEMosTRACION: Sea {X,},<,, una familia de espacios semiestratificables que cum- 

pla las hipétesis del teorema. Si R C a es numerable, por la monétonia de la 

estrechez tenemos que t(Xp) = No, ademds Xp es paracompacto. Ahora sean 

anne —Az-B-cerrados-ajenos-de-S}-si-para-algtin-R-¢ {a]**.,-tenemos.que_dxq-(Pr(A)).O. —_ 

clx, (Pr(B)) = 9, como Xp es normal , tendriamos la existencia de abiertos 

disjuntos O, V tales que clx,(Pr(A)) © Oy elxe (Pr(B)) S V. Entonces 

Pg! (O) y Pg’ (V) son abiertos disjuntos de Z, pero A C Px! (clxg (Pr(A))) 

y BC PR! (cx, (Pr(B))), 0 sea E es normal. Entonces podemos suponer que 

para todo R€ fal” siendo A y B cerrados ajenos de 5, se tiene lx, (Pr (A)) 

ex, (Pr(B)) #9. Derarrollaremos la demostracién en forma andloga a la demostra- 

cidén de los anteriores teoremas. Construiremos
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1, para cada n € N un conjunto A,, de n-adas, tal que si £ € An, entonces 

£.. € An-1 
2. paracada n € N una coleccién de abiertos de ©, Gn, localmente finita, donde 

la clausura de cada elemento de G,, no intersecta A o B. Donde para cada 

# € Ay-1 existe G (u) familia de abiertos en E tales que Gn = Usean_. (#4) 
y todo U € G () es R,,-cilindricamente abierto en E. 

3. Para cada € € An, un Re € fal? 
4. Paracada € € A, existen subconjuntos EF (£), H (€) de = , que son Re_—cilin- 

dricamente cerrados y abiertos respectivamente, en ©, ademas E (€) C H (€), 
y la familia {Hf (€) : € € A,} es localmente finita en ©. 

5. Para cada » € A,-i, se cumple: 

Pu (E(u) S Pu (UG (4) U Py (ULE (E):€ © An y & = y}). 
6, Para cada € € Ay, una funcién semiestratificable gg de X¢, tal que 

PE (a¢(zm)) © ge. (PE (2).m) 
para todo z€ XgymeN. 

7. Para cada € € A, un rg € X__ , tal que: 

(a) Pe. (E(€)) S g¢- (we, 7). 
(b) Existen A(£) C A, B(€) € B numerables. 

(c) z_ €clx, (A(E)) Nex, (B(E)). 
(d) Re = Re_u (U{sop(y) sy € A(E)N B(E)}) 

Iniciamos definiendo Ag = {£}, donde ép es la 0-ada vacia, y E (9) = H (€0) = 

&; ahora seleccionamos un arbitrario Rg, € [a]*° . En el espacio X¢, tomamos una 
funcién semiestratificable ge, y definimos Bp (£9) = clx,, (Pe. (A)) Metx,, (Peo (B)), 

que es un cerrado no vacio de X¢,. Si X¢, — Bo (fo) = 0, se toma a G; = {8}. En 
caso contrario, sea z € X¢, — Bo (éo). Supongamos que x ¢ clx,, (Pe, (A)), en- 
tonces existe Vz, abierto, tal que V; M Pe, (A) = @. Por la normalidad de X¢, se 

puede pedir que clx,, (Vz) Fe, (A) =@. En resumen podemos definir a W como 

{V, : 2 © Xgq — Bo (£o)}. Entonces X;, — Go (fo) C UW. Ademés para cada ele- 
mento de W su clausura no intersecta a Pe, (A} 0 a Pe, (B). Obtenemos la cubierta 
abierta WU {ge (x, 1) : « € Bo (€0)} de X¢,. Refinando esta cubierta obtenemos una 
cubierta de cerrados localmente finita, sea. F ()) tal cubierta de cerrados. Denota- 
mos 

F4. (0) ={F € F (0): existe Wr € W tal que F C Wr} 

Usando el teorema 1.11, obtenemos una familia de abiertos localmente finita 

{Gr:F €F (6)}, 
tal que F C Gr. Para los F € F,(&) podemos pedir ademés que Gp C 

Wr. Definimos G (é) = {P,! (Gr): FE Fy (6)}, para estos conjuntos vale 

P;,\ (Gr) © Pg) (Wr). Entonces clx (P;) (Gr)) CG elx (Pg (We) que no in- 
tersecta a Ao a B, y en este caso tenemos que 9; = G(f ). También definimos 

F- (60) = F (€) -F + (Eo). Como © (fo) # 0, tomamos x € Gp (Eo); entonces 
existe F € F(&) tal que c € F. Si ademas F € F, (fo), entonces t € Wr, la 
cual no intersecta a Pe, (A) o a P¢, (B), lo cual no puede ser, asi que F_ (&)) # 0. 
Si denotamos T; (9) un conjunto que nos permite indicar al conjunto F_ (£9), 
definimos A, = {(a) : a € PF; (9)} em consecuencia Fig) = Fa € F_{€e). Ahora
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bién , si 7 = (8) € Aj, definimos E(m) = Po'(F,) y H(n) = Pz," (Gr,), hos 
cuales trivialmente son R¢,-cilindricamente cerrados y abiertos respectivamente. 
Veamos que se cumple la condicién 5: si z € Pe, (E(&)) = X, yz EF € 

Fs (Eo), entonces z € Gr = PeoPs,' (Gr) © Pey (UG (Eo)); pero si F © F_ (Eo), 
entonces F = F, para algin 7 € Aj, entonces z € Fy = Pe Pet (Fy), por 

tanto Pe (E (€o)) © Pro (UG (€0)) U Pe (U £E (n) : 7 € Ai}). Terminemos la con- 
stuccién. Sea 7 € A;. Como F, € F_ (&), entonces existe z, € %p (&p) tal que 
Fy & 96 (ty, 1). Recordar que t(X) = No, luego entonces t(X¢,) = No. Como 
ty € elx,, (Pe, (A)) M elx,, (Peo (B)). Sean A’(m) y BY (ny) subconjuntos nume- 
tables de P:, (A) y Pe, (B) respectivamente tales que 

tq € clx,, (Al (n)) Nelx,, (B’ (n)) 

Entonces existen A (7) C A, B(n) C B, numerables, tales que 

Pe (A(m)) = Al (1) y Peo (B(n)) = B’(n). 
Entonces 

Bn € x4, (Peo (A(m))) Nelxg, (Peo (B(n)))- 

Podemos definir Ry = Re, U(U {Sop (y) : y € A(n) U B(n)}). Como X, es semies- 
tratificable, existe una funcién semistratificable gi, de X,. Sea « € X,, como 

Io (Fe (x) sm) es una vecindad abierta de Pz) (x) para todo m € N, entonces e- 

xiste Vz", abierto de X,, tal que z € Vz" y Pz (Vz") C ge, (PE (z) ,m). Entonces 

definimos g,, (x,m) = Vi"Mg), (z,m) , que resulta ser una funcién semiestratificable. 
Con estas definiciones es fadcil comprobar las restantes propiedades para n = 1. 

Supongamos que para 1 < i < n, tenemos realizada la costruccién. Para 
las construcciones en el paso n +1. Igual que antes, sea € € An, y On (£) = 
clx, (Pe (A)) O elx, (Pe (B)), el cual es un conjunto cerrado y no vacio, Ahora 

definimos Fe = Pe_ (E(é)),Ge = Pe_ (H (€)). Por la hipotésis tenemos que Fe y 

Ge¢ son cerrado y abierto respectivamente, y ademés Prt (Fe) = EB (6), Pe 1G) = 

H(@). Como Fe © Ge, también (PS) '(F)\ (©) ¢ (PE) Ge)\ 8a) 
-1 

Para cada z € (Pé) (Fe) \ @n(€), existe W,, abierto en X¢ , con las siguientes 

propiedades: 

26W.C (PE)" (Ge) \ @a (€) y elx; (Wz) no intersecta a Pe (A) 0a Pe (B). 

Tomamos W = {W. tz€ (PE) (Fe) \ Sn wf. Esta familia cumple que 

(2) ape, ocume ( PE) (G)\ Gn (0): 

Sea Kn = (PE)" (Fe) a (6), como (Pf) (Fe) es paracompacto y 

{FL} @oow We wh u { (eatin (P)" (Fe) ie © Ka 

. ~1 
es una cubierta abierta de (PE) (F;) , entonces existe un refinamiento de cerra- 

dos localmente finito ya que todos los factores son regulares (ver R. Engelking {12}
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pgs.300-303), sea ¥ (€) tal refinamiento. Ahora denotamos 

Fx (6) = {F € F(€) : existe We € W tal que F C We} 

y F. (€) =F (€) —F,, (€). En esta parte de la demostracién haremos las siguientes 
adevertencias. Si F4 (€) = 0, entonces definimos a G (€) = @. Cuando F, (€) # 0, 
tealizaremos la construccién siguiente, notemos que F (€) es una familia de cerrados 
en X¢ que es localmente finita en X¢. Por la paracompacidad, implicamos la exis- 
tencia de una familia {Gp : F € F (€)} de abiertos de X¢ localmente finita tal que 

-1 
FC Gr para todo F € F (£). Podemos pedir ademas que Gy C (P£) (Ge), ¥ 
para los F € F, (€) podemos pedir que F © Gr © We. Asi que podemos definir 
Ge) = {PE (Gr): Fe Fy ©} y @Gu41 como 

U{G(E):€ € An}. 
Como para los F € F, (€) para alguna £ € An, su correspondiente Gr es subcon- 

~1 
junto de (76) (Ge) y como las familias {Gz :€ € An} y {Gr : F € Fy ()} son 
localmente finitas, concluimos que la familia G,,41 es localmente finita. Ahora bién, 
sea Dn+1 (€) un conjunto que indica a F_ (€). Sea 

Ans (6) = {€ 66:6 € Trays (OF. 

Finalmente definimos a A,41 como U{Ans1 (€):€ € An}. 
Si Anyi =9, afirmamos que © C Ur<n4iG, y por tanto E es normal. Supong- 

amos que exisie z € E \ (Ur<n41G:). Observemos que por contruccidn, existe 
F € F (&) tal que P,, (z) € F, es claro que F ¢ F, (9), ya que, en tal caso 
z €G(&). Por tanto F = Fe: para alguna é! € Aj, entonces z € E (£!). Ahora 

supongamos que para 1 < j < a, existen £7 € A; tales que @ = "ly ze E(é). 
Como Pent (2) € Pena (E(E"-¥)).. Si 

Peni (z) € Pen~s (UG (€"-1)) 
entonces 

2 € Ponts (Pena (UG (67) = UG (699); 
pero esto no puede suceder. Por tanto Peni (z) € Pen-1 (E(€)) para alguna 

€ € Aj, que cumple que ¢_ = £"~!, tomemos a € = £*. Como E(£*) es Ren-i- 
cilindricamente cerrado, obtenemos que z € £(£"). Por lo anterior Pen-1 (z) € 

Pen-1 (E(&")) = Fen, entonces (PE) 7 (Pen (z)) € (PE. (E(6)) = 

(Fe 
-1 

f+) (Fen) . Por tanto 

Per (2) € (PEs) (Fen). 
Entonces existe F € F (€") tal que Pen (z) € F. Si F € Fy (€"), entonces Pen (z) € 
Gr, es decir z € UG(E"), lo cual no puede pasar. Entonces F € F_(é"). Es 
decir Ania # @. Por tanto E C Urensi91, 0 de otra forma, © es normal. Asi que 

suponganmos que An+) # 9. Sea 7 € Ani, entonces 7 = £ @ 6, donde £ € A, y 

6 € Pina (€) . Definimos E (n) = Py? (Fs) y H (n) = Pe? (Gr,) . Por la contruccién 
tenemos que existe z, € K;, tal que Fs C ge (ty,n + 1). Como ay € Sn (€), ya que
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la estrechez de X es numerable, existen A(7) y B (7), subconjuntos numerables de 

Ay B respectivamente, tales que 

ay € lx, (Pe (A ()}) Nel, (Pe (B (0). 
Definimos 

Ry = Re U(U{Sop(y) :y € ACM U B(n)}) 
La funcién semiestratificable g, se contruye de igual manera que en el caso 1. Para 
terminar, sdlo verifiquemos la propiedad 5. Sea € € A,,. Es suficiente demostrar 

que 

Pe(E(@) ¢ (PE) (Fe). 
Recordar que Fy = Pe_ (E(€)). Sea z € Pe (E(€)), entonces z = Pe (w), donde 
w € E(€)}. Por lo tanto 

PS (2) = P§_(Pe(w)) = Pe (w)- 
Lo cual implica lo afirmado. 

Si suponemos que A, # @ para toda n € N, entonces definimos G = U Gn. 
Demostraremos que © © UG, para poder concluir la normalidad de EZ. Sea z € 

D\UG. Realizando andlogo trabajo que en el caso finito, obtenemos una sucesién 

{6} nen tal que £" € An, entl — en y z © E(E") para toda n € N. Afirmamos que 

para todo m > 1 la sucesién {PE em t (cen) converge a Pem-1(z) en Xgm~1. 

Observemos que 

Pemas (2) = PE, (PEO (2) € PES (PE (BEE) C 
m1 

Pee (gen-1 (zens) 

Usando la propiedad 7 varias veces, y usando que 
m1 7. na? maa) PET = PEL, 0.0 Pla 0 PR 

se tiene 
oa a 

Pe (gent (xen, n)) S gem (Piro (zg»,n)) . 

Ahora aplicando la definicién tenemos la convergencia de {Pir (xen) 8 
n>m 

Pem-1 {z). 

Ahora sea R = U{Ren: 1 € N}. Sia € [J es el punto base de ©. Tomamos a 

zZé€T tal que . 

Pr (2) = Pr(z) y Por (2) = Po-r (a). 
  

Afirmamos que z € ATT B: Tomamos tn abierto-U-de la forma — — 

Peal Up) 2 (Mex Px Ua), 
donde U;, es un abierto de Xen y Pen (z) € Un para algiin n, y U) es un conjunto 

abierto del factor X, tal que a(A) € Uy para A € H, con H & [a — Ry<Re . Bastard 

demostrar que U intersecta A e intersecta B, para concluir la afirmacién. Por 
Fe—1 

la convergencia recien demostrada, tenemos un k > n+ 1 tal que PE, (age) € 

Up. Por la continuidad de PE. ”, existe Ii,,.czajunto abierto on Kp, tal que
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Pe (Uk) © Un y rex € Ug. Por la propiedad 8.c, existen w € A(é) cCAYy 

w &B (€*) © B tales que Pes-s (w), Pex (w’) € Uy. Entonces PE ' (Pe (uy), 

FE, (Pex (w’)) € Un, 0 lo que es lo mismo Pen (w), Pen (w') € Un, o bién w, 

we Peat (U,). Por la contruccién, sop(w) y sop (w') son subconjuntos de R. Por 

tanto w() = w’ (A) = a (A) para todo 4 € H. Podemos entonces concluir que w, 
w' € U. Pero esto no es posible ya que A y B son ajenos. D 

Para concluir esta seccién, enseguida demostraremos un Teorema de Y. Yajima(41] 
pgs. 5-7. 

TEOREMA 6.10 (Yajima). Si es un U-producto de espacios semiestratifica- 
bles, tal que cualquier producto finito es paracompacto. Entonces D es normal si y 
sdélo si es colectivamente normal. 

DEMOSTRACION: Por el lema 6.8, cualquier producto numerable de la familia dada 
es paracompacto y semiestratificable. Supongamos que © es normal. Sea D = { Fy} <6 

una familia discreta de conjuntos cerrados en ©. Para cada n € N, construiremos: 

1. Un conjunto A, de n-adas, tal que si £ € An, entonces €_ € Ant. 

2. Una familia G, de conjuntos abiertos en £ que es a-localmente finita en ©. 
Y la clausura de cada elemento de G,, intersecta con a lo mds un elemento 

de D. 
3. Para cada € € An, un Re € [a]. 
4. Para cada £ € An, existen E(€) y H(é) subconjuntos de DY, que son 

Re—cilindricamente cerrados y abiertos respectivamente en ©. Ademés 

E() © E(é-) y B(é) © H(€). ¥ la familia {H(é):€ © An} es o- 
localmente finita en X. 

5. Para cada 7 € Ay_1. El conjunto (UD) 9 E (x), es cubierto por 

(U{Gi rt =1,..,.n— IJ U(U{E(Q) EE An y & =n}) 
6. Para cada € € Ap, existe una funcidn gg semiestratificable de X¢, tal que 

PE (95 (x,m)) ¢ 9¢. (PE (2),m) 
para todoze XpgymeEN. 

7. Para cada € €¢ An, un xg © X y Fe € D tales que 
(a) ~ € RENE (E-)\U{UG:t=1,..,n-1} 

(b) Pe_ (E(€)) S ge (Pe_ (#e) 2) 
(c) Re = Rg_ U sop (ze) 
(d) Fe 1 E (€) es cubierto po G,. 

Definimos a Ap = {&}, donde es la 0—ada vacia y a E(f)) y H(&) como 5 

Escogemos un arbitrario Rg, € lal*° . Ya que X¢, es semiestratificable, escogemos 
en él una funcién semiestratificable g,,. Ahora realizaremos la construccién para 
n=l1. Sea 

     1 

Wi (0) = {960 (Peo (z) 1): € UD}. 
Como X¢, es perfecto, entonces para cada m € N existe un cerrado S,, en X¢, tal 

que 

UW, (fo) =U{Sm:meN}.
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Sea 

Sm = {Sm MO +O € W, (£o)}- 

Es claro que Sm es una cubierta abierta del espacio paracompacto Sm. Sea Si, 

un refinamiento cerrado de Sm localmente finito. Sea Fy (fo) =US,,. Es claro 

que F; (0) es una familia de cerrados de X¢, que es o-localmente finito, refina a 

W, (£0) y UF (€0) = UW, (fo). Usando nuevamente la paracompacidad de X¢, y 

que S/,, U {X¢,} es una cubierta de cerrados localmente finita de X¢,, obtenemos 

una familia de abiertos de Xz, Hm = {Gp : D € S),} locaimente finita, tal que 

DC Gp para todo D € S},. Tomamos 11 (0) = UNim. Esta familia Hy (Eo) es 

g-localnente finita, la cual cumple cumple que D C Gp para todo D € Fy (€0)- 

Sea T, (9) un conjunto que nos permite indicar a Fy (éo). Ahora definimos A; = 

{(8) : 8 E11 (€0)}. ¥ paran € Ar, sin = (@) entonces tomamos E (7) = Pz} (Dg) 

y H(n) = Pz‘ (Go,). Ademas Dg C ge (Peo (tq),1), para alguna x, € UD. 

Seleccionamos F, € D tal que t, € F,. Tomamos R, = Re, U sop(zy). La 

construccién de la funcién semiestratificable g, de X, es la misma‘que se re- 

alizé en el teorema anterior. Recordar que D es una familia discreta, entonces 

E(n)N Fy H(n)\ (U{F ED: F FZ Fy}), asi que finalmente, usando la norma- 

lidad de ©, tenemos que 

E(n) OF, CU, Cele Uy) © H(m) \ (ULF 6D: F # Fy}) 

para algun conjunto abierto U,,. Definimos G, = {U,:7 € Ay}. Gi es o-localmente 

fnita, ya que la familia {H (n) : 7 € Ax} es o-localmente finita. 

Supongamos que hemos realizado la construccién para todo 1 <i <n. Sea 

&€€ An, definimos W,41 (€) como 

{oe (Pe (x) n+ 1) 1 Pe (EO): 4 € (UD) N(E®\ U{UG t= 1,.n}))} 

Si Wa+1 (€) es vacio, denotaremos a Anis (€) = 9 = Gass (6). En caso contrario, 

como E (€) es Rg—cilindricamente cerrado, entonces P; (E (€)) es cerrado. Ademds 

X¢ es semiestratificable. Sea W’ igual a 

U {ge (Pe (2) nt 1) 2 € (UD) N(E(E) \ (U{UGi st = 1,..n}))}- 

Entonces W’ es un Fy. De igual forma que en el caso 1, obtenemos una familia F’ 

de cerrados en X¢, que es o—locamente finita y que ademés refina a la familia 

{oe (Pe (a) +1): 2 € (UD) (EE) \ (U {UG #=1,-nh)}- 

Sea Fr41 (€) la familia 

{SOP (E(€): S€F}. 

Es claro que esta familia cumple:~ ~~~ - — 

1h. UWrss (6) = UF int (8) 
2. Frat (€) refina a Was (6) 

3. UF ny (€) CPs (E (6) 
4. Froi (€) es o—localmente finita 

Igual que en el caso 1, por la paracompacidad de X¢, obtenemos la familia de 

conjuntos abiertos de X¢ 

{Gp : D € Fai (O)}5
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la cual es o—localmente finita y adem4s D C G’p. Si ahora Gp = Gp Pe (He), 
como P, (H ()) es Re—cilindricamente abierto, P. (H (é)) es un conjunto abierto 
de X¢, y entonces 

{Gp: DE Fay (6)} 
es una familia de conjuntos abiertos o~localmente finita tal que D C Gp C 
Pe (H (€). 

Sea Tayi (€) un conjunto que nos permite indicar a Fa41 (€). An+i (€) es el 
conjunto de las (n + 1) —adas 

{€@B: BET as (6)}. 
Sea 7 € Ans (€), digamos que 9 = € ® 8. Definimos E (n) = Pr} (Da) y H (m) = 
Pz! (Gp,) . Notar que 

Pe" (Gog) S Pet (Pe(H()) = HO). 
Luego entonces H (yn) C H(€). 

Ya que Dg C ge (Pe (tq) 2 + 1) 9 Pe (E(€)) para alguna 

pq € (UD) N (EB (E)\ (U{UG 24 =1,..n})), 
entonces existe F,, € D tal que z, € F,. Con estos objetos, definimos a R,, como 

Re Usop (ry). 

La definicién de g, se realizé de igual manera que en el teorema anterior. Similar- 
mente, como © es normal, entonces existe un abierto U,, tal que 

Fy MN E(n) S Uy C clx (Un) © H(n) \U{F ED: F£ Fy} 
Sea Ga4i (€) = {Uy 27 © Angi (€)}. Finalmente definimos 

Anat = U {Angi (6): € € An} 

Gasi = U{Ga41 (6): € An}. 

Supongamos que A,,+1 # 8, comprobemos que se cumple lo pedido. Como Ga4i (€) 
es o—localmente finita para todo € € An, podemos escribir Gay: (€) = UOm (€) y 
{H (€):€€ A,} = UM), donde On, y Mz son colecciones localmente finitas para 
todo m, 1 € N. Sea 

Trt = {Un € Om (E) 27 € Ans, 7- =£, H(E) € Mi}. 
Las familias 7, son localmente finitas ya que U,, © H (£) cuando n_ = €. Ademés 

U{Tmi 1m, le N} = Gat. 

Las restantes propiedades se deducen de la construccién. Si An4, = @, afirmamos 
que UD C U{G; :i=1,...,n}. En efecto sea z € UD\U{G; :i =1,...,.n}. Como z€ 
UD, entonces Pe, (z) € W; (Eo). Asi que existe G ET (Ep) tal que Pe, (z) € Dg, en 
donde Dg € F; (£0). Sea £1 = (8) € Ay, entonces z € E (£1). Ahora supongamos 
que para todo j, tal que 1 < j <n, existe €/ € Aj, la cual cumple que 2 € E (€) 

y@ =&"1, Como z € UD-U{Gi:i = 1,...,.n}, entonces Pes (z) € W; (€4) . Sea 
Dg € F; (€) , con B € T; (€7) y Pes (z) € Dg. Tomamos €+! = £9 @£, es claro que 
z€ E (+1), +1 €.A;,, y también é7*! = €7. Entonces existe €"+1 € Anis. lo 
cual no puede ser. Por tanto UD € U{G,: i =1,....n}. Asi que 5 es colectivamente 
normal.
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Ahora supongamos que A,, # @ para todo n € NV. Denotamos a G como 

U{GnineEN}. 

Si UD C UG, como G es a-localmente finita, usando el teorema 1.13 podemos 

finalmente concluir que © es colectivamente normal. Supongamos ahora que z € 

UD —UG. Entonces existen ? < A, para todo n € N, tales que 777 = €" y 
z € E(€"). Si m > 1, afirmamos que la sucesién { Pem-1 (xen)} converge a n>m 
Prm-1 (z). En efecto, basta observar que sin > m, entonces 

Pm=s (2) = PED) (Pent (2)) G Pinca (Pens (E(E"))) © 

pol 
Pim (gen-1 (Pen (zen) s)) 

Realizando andlogo proceso que en la demostracién del anterior teorema obtenemos 

awd not 
PEt (gens (Pans (wen) sm)) © gerne (PEL (Penns (ver) .n) 

O sea Pem-1 (2) € gen-1 (Pem—1 (gn) 1). Sea 

R=U{Reo ine N}, 

y sea y € © tal que Pr(y) = Pr(z) y Po_-r(y) = Pa_r(a). Entonces y € ©. 

Ademés, usando la misma demostracién que en el teorema 6.9, {xg.} converge a 

y. Como {Fen :n€@ N} C D, que es una familia discreta, y xen € Fen, entonces 

| {Fen 2 © N}| < No. Pero por otro lado, sim <n con n,m € N, entonces 

Fem 1. E(E™) © UG: 
Usando varias veces que E(n) C E(n_), tenemos que E (€") € E (é™). Por tanto 

QQ) Fe ME(€")\U{UG t= 1,....n-1} C Fe NE (™)\U {UG i = 1,..,m} 
(2) Como ae € Fen NE(E")\U {UG 24 = 1,...,.2 - 1}, 

tenemos que si xgn € Fem, entonces xgn € Fem 1 E(€™). Por tanto zen € UGm, lo 

cual no es posible por (1) y (2). Por tanto se obtiene la conclucién del Teorema. O 

3. Normalidad y paracompacidad numerable en 2—productos 

En esta seccién analizaremos la relacién entre normalidad y paracompacidad 

numerable en los 5-productos. En el texto Products of normal spaces de T. C. 

Przymusiriski [34] pgs 814-815, encontramos el teorema: 

TEOREMA 6.11 (Zenor-Nagami). Sea {Xi};.n, una familia de espacios. Si 

pora_todo I € [No|<"* se tiene que Xr es normal, entonces son equivalentes _ 

(1) Thier, Xa es normal 
(2) THer, Xa es numemblemente paracompacto. 

Combinando el teorema 1.4 y el teorema 6.11 obtenemos la demostracién del 

siguiente teorema 

TEOREMA 6.12. Sea {Xa}, cq una familia de espacios. Si es un 3i-producto 

propio normal, entonces I es numerablemente paracompacto.
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DEMOSTRACION: Por el teorema 1.4, © es homeomorfo a un producto numerable de 
=-productos que son hoemomorfos a subespacios cerrados de ©. Digamos que es 
homeomorfo a Th<x)2n- Como cada Ey, es cerrado, entonces para todo I € {Ro]%e 

tenemos que [I,¢7Z, es cerrado en ¥ y por tanto es normal; as{ que por el teorema 
5.9 concluimos que 5 es numerablemente compacto. O 

En los teoremas de Yajima hemos presentado condiciones para alcanzar la nor- 
malidad en los D-productos, sin embargo la hipdtesis de la estrechez numerable 
juega un papel importante. En el siguiente teorema de Lecheng Yang (ver {43} pps. 
949-953) se presenta cémo obtener la normalidad a través de la paracompacidad 
numerable; en este sentido, este teorema es diferente a los anteriores. Antes un 

lema técnico: 

LEMA 6.13. Sean Y un espacio numerablemente paracompacto y regular, E y 
F subconjunios ajenos de Y. Si F es cerrado en Y y si existen conjuntos abiertos 
U, deY para todo n € N tales que E © MnenUn y Mnencly (Un) NF = 0, entonces 
Ey F son separados por conjuntos abiertos en Y. 

DeMosTRACION: Sean {Un},cy, E y F con las propiedades enunciadas en las 
hipdétesis del teorema. Ahora sea F la familia 

{Y \F}U{Y¥ \(cdy(U,) one N}. 

F es una cubierta abierta numerable de Y. Como Y es numerablemente para- 
compacto, existe un refinamiento localmente finito de F; sea C = {Us}5e, tal 

refinamiento. Para cada x € E existe Us, €C tal que r € Us, C (Y \ F. Usando la 
regularidad tenemos que para x € E, existe Vs, tal que 

zE Vs, Ccly(Vs,) CUs, C (Y \ F). 
Como la familia {Vs, : c € E} es localmente finita, entonces obtenemos: 

1. Usegcly V5, es cerrado. 

2. Usercly Vs, © (Y \ F). 
3. ES (Uren(V,)) 

Si 

A=Urea(Vs,), B= Y \ (Usexely Vo). 
Entonces EC Ay FC Boon Ay B ajenos. 0 

Como en los anteriores teoremas de Yajima, para demostrar el teorema de 
Lecheng Yang primero necesitamos enunciar un importante Lema para o-espacio 
(ver K. Nagami [31]): 

Lema 6.14. Si Y es un o-espacio, entonces existe una familia {F, :n € N} 
de cubiertas de Y, cerradas y localmente finitas que cumplen: 

1. Fa = {F(B1.-Bn) : Bt, 5 Bn € 2} para toda ne N. 
2. F(A1...Bn) = U{F(A1...8n8) : 8 € 2} para cada f;,...B, €2. 
3. Para caday€Y eviste una sucesién {Gn €2:n € N} tal que 

y € nen F(A1...Bn)s 

y para toda vecindad abierta V dey, existe alginm € N tal que F(B;...8m) C 
V.
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Como en el Jema 6.1, a la familia de cubiertas {F,:2 € N} de Y se le llama 

a-red espectral de Y, y a la sucesién (8, € Q:n € N} se le llama g-red local de 

y en Y. Salvo que se diga lo contrario, usaremos la misma notacién que en las 

demostraciones de los teoremas 6.2 y 6.4. Ahora iniciaremos la demostracién del 

teorema de Lecheng Yang. 

TEOREMA 6.15 (Lecheng Yang). Sea {Xy}<, una familia de o-espacios para- 

compactos. Si es un D-producto de tal familia, entonces = es normal si y sdlo si 

X es numerablemente paracompacto. 

DemostractOn: Sea {X},¢q una familia de o-espacios paracompactos. Por el 

teorema 6.12, tenemos que es suficiente demostrar que la paracompacidad numera- 

ble implica la normalidad. Sean A y B conjuntos cerrados ajenos no vacios de &. 

Observando la demostracién del teorema 1.12, podemos concluir que para lograr 

una separacién de A con B, es suficiente construir una cubierta o-localmente finita 

G de conjuntos abiertos de X tal que la clausura de cualquier elemento de G es ajeno 

con Aocon B. Asf que construiremos para cada n € N 

1. una familia localmente finita de abiertos G,, en 5, tal que para todo UeEGh, 

clx(U) es ajena con Ao con B; 

2. una familia A, de matrices de n x 7; 

3. para cada € € An, un Re € fal, tal que Re. C Re; 

4, para cada € € A, un conjunto de indices Q(é) y una o-red espectral para 

Xe: 

Fy = (F(81B2.-Bx) + con Br, Ba, ---, Be © MED} 

5. una familia de abiertos {H(£):£€ An} de E localmente finita tal que 

E(é) © H(€) para cada € € An, en donde para cada £ € An, si € = 

(Big) ject,..on entonces 

E(6) = Metin (Poe) (P(Ber-Ben) - 
Los elementos de A, se contruirdn de tal forma que 

1. para cada € € An, si € = (Bi), 501.4, YES k <n, entonces €,-1 € Ag-1 

¥ Ber, Br2s 1 Ban € U(Ex-1); ¥ 
2. para cada 7 = (Bis), 3-1,.n-1 © An-1, E (ny) es cubierto por 

Gn U (BE): € € An con €_ = 7}. 

Los conjuntos R¢ se construirén de la siguiente forma: 

1. Para cada € € Aj, existe ze € AN E(€) sin es impar, y a € BNE(§) si 

n es pat. 

2. Re = Re_ U sop(ze). 

gee, fg-la-matriz-vacia.Tomamos un arbitrario Rg, € [a|*°. Como Xgq es un 

o-espacio paracompacto, sea 12 (0) un conjunto de indices tal que las familias 

Fe = (F (Bi--Br) + Biy--B € (6o)} 
forman una o-red espectral de X¢,. 

Definimos 

T, (60) = {(8) : 8 € O(Eo)}. 

Si (8) =7 €T1, tomamos a 

E(n) = Pg (F (8).
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Denotamos a Be (OTEC. 

Ai (60) = {7 ET) (£0): ANE (nm) #O}. 
Como F; es una cubierta de X¢,, entonces {E' (nq): €T; (€0)} es una cubierta de 
&; asf que Ay (£9) £ 0. 

Notemos que 

Pe, (Pa! (FB) = PO): 
luego entonces la familia de cerrados en Xe 

{Pe (E(n)) 7 ET: (60)}, 
es localmente finita. Si tomamos S (9) como 

U{B(n) 27 EP 1 (Eo) \ Ar (Eo) }, 
entonces es claro que 5) (&)) es un conjunto cerrado. Ademés Peq (S; (€o)) es cerrado 
en X¢,, y se cumple la relacién 5; () = Py (Peo (S1 (€o))). Como X¢, es un 
o-espacio paracompacto entonces tenemos que es perfectamente normal (ver G. 
Gruenhage[16} pp. 446), es decir todos los conjuntos cerrados son del tipo Gs. 
Como { Pe, (E'(m)): 7 € 1; (€)} es localmente finita en X¢, , entonces existe una 
familia {W,, : n € N} de abiertos en X;, tal que 

U {Pe (E (9) 9 € 11 (0) \ Ar (€0)} = {Wane N}. 

Pero X¢, es paracompacto y U{ Fe, (E(n)) : 7 EF: (£9) \ 41 (€0)} es un conjunto 
cerrado en X_,. Entonces, para todo n € N, existe un conjunto abierto V,, de X¢, 
tal que 

Ut Pes (EZ (n)) 17 € Tr (Go) \ A (€0)} & Va & cle, (Va) © Wa. 
Entonces 

Si (60) CN{ Pe" (Va) ime nhen { Pz! (clxe, (Va)) in yn}. 
Pero 

Si) = {PE (Wn) in EN}. 
Luego entonces 

Si (60) =9{ Pg" (elx,, (Va)) in € N} 
y también 

Si (fo) = ALPs," (Va)  & NN}, 
asi que 

Mele (Pg A) :n€ N} CN Pe} (clx,, (Va) in EN}. 
Por tanto 

Nels (Pg! (Va)) in€N}NA=6, 
aplicando el lema 6.13, obtenemos Gg, abierto de © tal que 

‘Si (£0) € Gg, S cls (Gg) C (E\ A). 
Podemos tomar Gi = {Geo} y Ai = Ar (0).
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Para completar ja construccién en el caso 1, sea {Z (9) : 7 € Ty (0) } una familia 
localmente finita de conjuntos abiertos de X¢, tal que Ps, (E (7)) © L(n) para todo 

n € 1; (£0) (tal familia existe por el teorema 1.11) . La familia {Hf (yn): € Ay} de 

conjuntos abiertos de 5, donde H (n) = Py (LZ (n)), es localmente finita y ademas 

E(n) C H(n). Seann € Ary 2, € ANE(n); tomamos R, = Rg, Usop (2). Como 

X, es o-espacio, tomamos a 22 (7) como el conjunto de indices tal que 

Fe = {F (B1--Br) + Bi, Be € X(n)} 

es una a-red espectral de X,. No es complicado comprobar todas las propiedades 

enunciadas para las familias propuestas para el caso 1, 

Supongamos construidos los objetos con las propiedades enunciadas antes para 

toda 1 < i <n. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 7 es impar. 

Tomamos £ € Ay y 

Paar ©) = {9 = (Bisa jer.ynar I = & Bing € G1) 
Y Basig € 2(E) paral sig < (n+ 1}. 

Para cada 9 = (i), ja1,...ng1 © Pati (€), definimos 

E(n) =Minn,..nti Pe), (F (Bi-Binty))- 

Observemos que Pe (E (7)) es un conjunto cerrado en X¢ para toda 7 € Tn4i (€). 

De hecho Pe (E(n)) = O{ve Xp: ale, €F (Bir.-Bi¢nsr)) }, 10 cual demuestra 

que el conjunto en cuestion es cerrado. 

Tenemos que: 

1. E(n) ¢ E(E) para todo 7 € Tai (£), 
2. La familia de conjuntos cerrados {P; (E(n)): 7 € Tati (€)} €8 localmente 

finita en X¢, y 

3. Po? (Pe (E (n))) = E(n)- 
Como en el caso 1, tomemos A,41 (€) como la familia de matrices 

{n€ Tai (6): EM) NB FO}. 

Denotamos como S,41 (€) al conjunto 

U{E(n) 27 € Prat (€) \ Angi (6)}- 

También logramos las relaciones 

Sms (6) = PET (Pe (Sus (€))- 

Ahora usando la perfecta normalidad de X¢, como en el caso ], existe una familia 

{Va :n € N} de conjuntos abiertos de X¢ tal que 

er Qe PPE Helaxe Me) eV} CE \B) — 

Usando el Lema 6.13, para todo € € An, existe un conjunto G¢ abierto de 5, tal 

que 

Sagi (6) & Ge Celx (Ge) CEN B. 

Como 'Sn41 (6) C E(€) © H(€). Podemos pedir que G; ¢ H (€). Asi que podemos 

definir a: 

Gna = {Ger € An},
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y a Anyi como 

U {Aner (6) :€ € An}. 
Si 441 = 0, afirmamos que Vi=1,...n41(UGi) = E. En efecto, sear € D\ 

(Uizt,...n41 (UGi)). Sea {Ary € 2(f) 7 € N}, una o-red local de P.,(x) en Xe. 
Si é) = (611) ¢ Ay, como Pe, (x) € F (611), entonces x € E (€); mas exactamente, 
z € S1(€), esto es z € Gg. Supongamos que podemos construir, para cada 1S k <m+1, una o-ted local (44; € @(E-1) : jE N} de Pes (x) en Xee-, 
con €* = (Bis); jat,..n © Ak Sea {Bing ENE) jE N} una o-red local de 
Pen (x) en Xen. Si EMH = (Bis), 51, nga afirmamos que €"*! € Aji. (€"). En 
¢as0 contrario, por construccién, tenemos que t € Spy; (€"); 0 sea z € UGn4i, lo 
cual no es posible. Pero tampoco es posible que €"+1 € A... (€") ya que estamos 
suponiendo que Ay, = @. Asf que debe de cumplirse que Usa1,...n¢1 (UQ;) = E. 

Notemos que trivialmente Uj=1,....n419i €8 o-localmente finita, asi que Ay B 
est4n separados en ©. 

Supongamos ahora que An4i £0. 
Para concluir la construccién, notemos que por el teorema 1.11 existe una 

familia {W (n) : 7 € Tn41(€)} de conjuntos abiertos de X¢ localmente finita tal 
que P; (E(n)) © W(n). Finalmente, definimos H (n) para toda 7 € Any: como 
P;! (W (n)) NH (6). Por construccién, existe @, € BN E(n) para toda 7 € Anat. 
Sea R, = Re U sop(z,) y sea 2(m) tal que 

{F (81...) + Bry.) Be €2(N)}, KEN} 

es una g-red espectral de X,. Comprobemos que si € € An, entonces EF (€) es 
cubierto por Gn U{E(n): 7 € Angi yn = &}. Para tal fin, tomamos x € E(é). 
Supongamos que Fe (x) € F (Bin41)1---Biast)(nt1)) donde Banta --Bnsiyinei) € 
(6). Como 

Pegs (2) € F (Ber--Ben) = ULF (Ber--BenB) + 8 € 2 (E,1)}, 
podemos suponer que 

Pos (6) © F (Bir Pen Beina)) para alguna Be(n41) € 2 (Es). 

Sin= (Bids jat,.cna1 tenemos que 7_ = €. Supongamos que 7 ¢ An41, entonces 
& €UGn, ahora si 7 € An4i, por construccién tenemos que z € E (n). Y de esto 
ultimo concluimos que E (€) estd cubierto por G, U {E(n): 97 € Angi y 7 = &}. 

Podemos suponer que para todo n € N, tenemos la construccién anunciada. 
Afirmamos que si 9 = Un<wGn, entonces G es una cubierta o-localmente finita de 
%, y con esto concluimos la separacién de A y Ben D. Supongamos que z € £\UG. 
Tgual que antes podemos construir una familia de indices {8,; : i,j € N} tal que 
para todo n € N: 

1, Sig? = (Giz);,j0:1,...n1 entonces £” € Aj. 

2. {F (Gui. Bak) ? Bri,» Bak € 2 (€"-1)} es una o-red local del punto Pen-1(a) 
en Xgn-1, 

Como zgn € E(€"), sin > m > 1, tenemos que 

sgn € E(§") © Pat (F (6¢m41yt-Simetyn)) -
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Asi que, sin > m 

Pem (ten) E F (B¢n41)1--Bem+t)n) . 

Para un m 2 1 fijo, la sucesién {Pem (gn) : n > m} tiene como limite a Pem(x). En 
efecto, sea V una vecindad abierta en Xgm de Pem(), entonces existe F (Bom4iyi---Bonti)e) 
que esta contenido en V. Pero si s > k, tenemos 

F (Beme1y1--Bimttys) © F (Bimsiyr---Bomenye) © V. 

Asi que para n > max{k,m}, tenemos que Pem (en) EV. 

Si a € Ses el punto base del D-producto, tomamos R = Unen Ren y z © S, tal 
que 

_f cA) sirterR 
20) = { a(d) si ¢ RB. 

Afirmamos que la sucesién {xen : n € N}, tiene como limite a z. Sea z € 
U = Pen Um) 0 (MrenUa), donde Pen (x) € Um, Um es un abierto de Xgm, H € 
[a \ R)<¥° y a(A) € Uy, donde Uy es un abierto de Xy. Tenemos que para algin 
No, sin > No > m, entonces Pen (xen) € Um. Como 

sop (ten) C Ren CR, 

entonces xen (A) = a(X) para todo \ € H. Asi que zen € U para todo n > No. 
Entonces, z es punto limite de A y B. Por tanto z € (AMB). Lo cual noes posible. 
Asf que concluimos la demostracién del teorema. Oo 

Para concluir este capitulo, presentaremos un corolario importante (ver Lecheng 
Yang {43]}). Primero damos la siguiente definicién. 

DEFINICION 6.16. Sean Y un espacio topolégico y G = {Gy :y < 6} una 
cubierta abierta de Y. Diremos que H = {H,,:- < 6} es un acortamiento de G, si 
1 es una cubierta de Y y ademds cly (H,) C Gy para todo y < §. Un espacio Y 
se dice que es acortable si toda cubierta de él tiene un acortamiento. 

En Y. Yajima [42] tenemos el siguiente resultado 

TEOREMA 6.17. Sea Xi un D-producto de E-espacios paracompactos. Entonces 
son equivalentes: 

1. & es colectivamente normal. 
2. X es normal. 
3. 5 es acortable 

Ahora bien usando los teoremas 6.15 y 6.17 obtenemos el siguiente resultado 

Coroxario 6.18. Si E es un L-producto de o- espacios paracompactos, en- 
tonces son equivalentes 
  }-E-es-colectivamente normal: 

2. 2 es normal. 
3. XD es acortable. 

4. ¥ es numerablemente paracompacto.
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