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Prélogo 

E} disefio geométrico asistido por computadora CAGD surge a finales de los cincuenta en respuesta a 

la necesidad de obtener nuevos métodos de disefio. Un avance significativo en esta 4rea, fue el considerar 

una curva como la unién de otras més “simples”, mds atin, representar cada “pedazo” en su forma 

paramétrica. Un ejemplo de éstas, son las curvas NURBS. Una de las curvas NURBS mis sencillas son 

aquéllas que por pedazos esté formada por segmentos de cénicas. En el presente trabajo mostramos una 

aplicacién de disefio geométrico, que consiste en suavizar una curva poligonal usando curvas NURBS. 

Hoy en dfa, toda aplicacién realizada en computadora, tiende a reemplazar el despliegue de resultados 

en forma de tablas de nimeros o palabras, por un despliegue en su forma visual, estas aplicaciones 

incluyen el cémputo cientffico, donde se necesita de “precisién” y se requieren algoritmos eficientes, que 

no gasten mucho tiempo de cémputo para desplegar la informacién. Una aplicacién de este estilo, es la 

generacién numérica de mallas. 

Actualmente, esté disponible en la red el sistema UNAMALLA v.2.0 para PC, software que genera 

mallas sobre regiones planas irregulares vea [1]; durante su desarrollo, se hizo necesario aplicar métodos 

de suavizamiento para curvas poligonales. En las primeras versiones del sistema, una regién muy irregular 

se suavizaba por medio de un spline ciibico. Sin embargo, no siempre se obtenfan buenos resultados, 

en Ja figura (0-1) se muestra una poligonal no convexa, cuyo spline de suavizamiento, presenta muchas 

ondulaciones y que, al perderse las propiedades geométricas del contorno, no es de utilidad. 

El problema de suavizar una regién surge debido a que al generar la malla, se presentan problemas en 

aquellos vértices que forman “picos” muy pronunciados, por lo que se considera hacer un suavizamiento 

local, en lugar de uno global; es decir, suevizar unicamente los vértices, de esta forma, al suavizar 

una poligonal, aproximearemos cada vértice usando un arco cénico y, para lograr que la curva obtenida 

sea suave, el segmento cénico deberd ser tangente a los lados que definen el vértice; la curva que se 

contruye para suavizar la poligonal, esté formada por segmentos de cénica y segmentos de recta (cénicas 

degeneradas); es decir, construiremos una curva NURBS. 

La intencién de este trabajo, es presentar algunos métodos para trazar cénicas revisando los métodos 

 



  

    

  
  

              

(a) (b) 

Figura 0-1: ( a ) Contorno Original, ( b )} Spline ctibico de suavizamiento. 

clésicos y algunos que se han desarrollado recientemente con el fin de obtener un algoritmo eficiente que 

muestre la grdfica de un spline cénico. 

Para presentar este material, primero introducimos algunos conceptos bsicos, que se usarén de 

manera indirecta al plantear y resolver el problema de graficacién de arcos cénicos, dichos conceptos 

estén relacionados con la representacién de puntos y lfneas. 

En el segundo capitulo presentamos las propiedades cldsicas de las cénicas, poniendo especial atencién 

en el Teorema de Pascal, que nos permite presentar un primer método para trazar una cénica puntual, 

incluimos una configuracién de este teorema que nos sirve para trazar puntos de un arco cénico con 

tangentes determinadas en los extremos. Por otro lado, se enuncia el Teorema de Brianchon, cuya 

interpretacién da lugar a un método para trazar tangentes a una cénica. Al final del capftulo se introduce 

brevemente el concepto de cénica lineal, mostrando a la vez, las propiedades de la cénica puntual y lineal 

con el objeto de hacer notar la relacién de dualidad que existe entre ambos conceptos. Aqui{ planteamos 

la necesidad de usar un sistema coordenado que permita manejar coordenadas de Itneas. 

En el tercer capftulo estudiamos la forma de introducir un sistema coordenado que nos permita 

manejar a puntos y Iineas como entes primarios y asf, poder expresar, en términos algebraicos las 

propiedades de dualidad de las cénicas; dicho sistema es el sistema de coordenadas homogéneas. 

En el capitulo cuatro retomamos las propiedades de las cénicas vistas en el segundo cap(tulo; esta 

vez planteamos dichos resultados usando coordenadas homogéneas. 

En el capftulo cinco retomamos el problema de graficacién de cénicas, haciendo notar que, para 

obtener la gréfica de una curva, en general, es conveniente usar una representacién paramétrica de la 

curva y, se plantea, para el caso de curvas convexas y diferenciables, las caracterfsticas que debe tener 

la representacién para generar una aproximacién 6ptima. Incluimos las parametrizaciones éptimas para 

el caso de las cénicas y se obtiene un método recursivo, que sélo requiere de tres puntos iniciales, para 
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obtener la aproximacién éptima de la cénica; al final, se muestra un algoritmo que usa este método para 

graficar elipses. 

Como mencionamos al principio, nos interesa graficar un arco cénico con tangentes determinadas en 

los extremos. Una representacién que permite describir un segmento cénico con estas caracter{sticas es 

la llamada representacién racional de Bézier de segundo grado, que usa los puntos extremos del arco, el 

punto de interseccién de las tangentes y tres pardmetros adicionales. En el capitulo seis revisamos las 

propiedades de esta representacién y se muestra cémo obtener la representacién del arco que sdlo usa un 

pardmetro. Para graficar el segmento cénico, adaptamos el método, visto en el capitulo cinco y al final 

se presenta el algoritmo recursivo que genera una aproximacién é6ptima del arco cénico. 

En el ultimo capitulo se muestra la aplicacién que consiste en suavizar una poligonal. Antes de 

aplicar el suavizamiento cénico, primero, para tratar de reducir la irregularidad del contorno, se reduce 

el numero de puntos, obteniendo una nueva aproximacidn a la que se le aplica el suavizamiento. En el 

capitulo se muestran los resultados que se obtienen con cada procedimiento y, al final indicamos cé6mo 

combinarlo para generar la aproximacién del contorno que se usa en el sistema. 

vii 

 



  

Capitulo 1 

Razén Cruzada y Proyectividad 

Puntual y Lineal 

1.1 Introduccién 

En este capftulo presentamos algunas propiedades de la razén simple y la razén doble para puntos 

y rectas, incluye un estudio elemental de proyectividad puntual y lineal. Estos conceptos son la base 

tedrica de los resultados que presentaremos en capftulos posteriores. 

1.2 Razén Simple Puntual 

En la Ifnea { del plano cartesiano elijamos dos puntos fijos: A, B, y sea P un punto variable; al 

cociente de las longitudes de los segmentos PA y PB, le llamaremos razén simple y la denotaremos 

por (A B P). En ocasiones, nos referiremos al nimero (A B P) como la razén en la que el punto P 

divide al segmento AB. 

Debido a la semejanza de triéngulos, para obtener la razén en la que el punto P divide al segmento 

‘AB, basta aplicar la definicién a sdlo una de las coordenadas de los puntos. En este caso, lo haremos 

para las abscisas de manera que, si a1, b; y p; son las abscisas de A, B y P respectivamente (vea la 

figura 1-1), entonces la razén en que P divide al segmento AB esté dada por: 

PA_a—-p 
(ABP) = 55 op 

  (1.2.1) 

Veamos ahora el procedimiento inverso; es decir, dado un numero real r, interpretémoslo como la razén 

 



0 @ b, Py 

Figura 1-1: 

en la que un punto divide al segmento AB; para determinar a dicho punto, igualemos r con la ecuacién 

(1.2.1) y resolvamos para pj, de esta forma, la abscisa correspondiente a P, esté dada por 

a, —rby 
Pi (1.2.2) 

l-r 

De las ecuaciones (1.2.1) y (1.2.2), vemos que cada punto de la Ifnea J (a excepcién de B), determina 

unfvocamente un valor de r y, viceversa, cada valor de r (exceptuando r = 1), determina un unico punto 

en L. 

Al usar esta representacién de l, a los puntos A , B les llamaremos puntos base, mientras que ar, 

la podemos considerar como la coordenada de P con respecto a ellos. 

Ya que hemos introducido el concepto de razén simple, procedamos a definir otras operaciones entre 

segmentos basadas en ésta. 

1.2.1 Razén doble o razén cruzada 

Sean A y B los puntos base de una linea; 7; y ro las razones en que los puntos P y Q dividen al 

segmento AB, respectivamente entonces, al cociente de rj y rq lo llamaremos razén cruzada 0 razén 

doble, y la denotaremos por (A B PQ). 

(ABP) PA QA 

(AB PQ)= Go) = PB OB 

 



  

Al igual que la razén simple, la razén cruzada, la podemos calcular usando una de las coordenadas 

de los puntos, por tanto, si a1, b1, 21 y g1 son las abscisas de A, B, P y Q respectivamente entonces, la 

razén cruzada est4 dada por 

  

4H-P1 a~ 1 
ABPQ)= > = (a, b ( Q) bom bn (a1 b: pr 91) 

Si la linea esté dada por medio de una ecuacién paramétrica de la forma 

a=d+\q (1.2.3) 

y 1, A2, A3, Aq, son los valores del pardmetro correspondientes a los puntos A, B, P y Q, entonces, 

aplicando la definicién, la raz6én cruzada esta dada por 

dy + Ain — (di + Asm) , dr + Arg — (di + Aas) 
ABP = : 

( 2) dy + A2g — (di + Asn) | di + Aag — (di + Aa) 

simplificando, se llega a una relacién, que expresa a la razén cruzada de la cuarteta, unicamente en 

términos de los valores de sus pardmetros. 

r-A3 Ar—A4 a 

(ABPQ=. 2 — 4 
  = (Ay Ag A3 Ag) 

Puntos arménicos 

Si la razén cruzada de los puntos es igual al negativo de la unidad, diremos que la cuarteta es 

armoénica. 

(ABPQ)=-1 (1.2.4) 

de modo que los puntos A, B, P y Q son arménicos si sus abscisas satisfacen la relacién 

y1-P1 a-H 
: =—l 

b-p bg 

la que podemos llevar a la forma 

2a,6; — (a1 + bi)(—1 + 91) + 2pign = 0 (1.2.5) 

 



A continuacién veremos algunos casos especiales de la relacién anterior que dependen de la eleccién 

del origen. 

1. Si elegimos como origen de las abscisas a la correspondiente al punto A; es decir, al hacer a, = 0, 

la relacién (1.2.5) se simplifica a 

2pin = bi(pi +a), 

que puede reescribirse como 

ta1(242) 
b 2\a 

la cual muestra que el segmento AB es media arménica de los segmentos AP y AQ. 

2. Si ahora elegimos al origen como el punto medio del segmento AB, resulta b} = —a, y, por tanto, 

la relacién entre los puntos arménicos queda dada por 

a= pin 

expreséndonos, que la mitad del segmento AB es media geométrica entre las distancias del punto 

medio de éste a los puntos P y Q. 

3. Si Ar, A2, Az, Aa son los pardémetros de los puntos A, B, P y Q, con respecto a la ecuacién 

paramétrica (1.2.3) y satisfacen la relacién 

a a Ns es 
Ae~ Az Ag Aq 
    

o bien 

QryA2- Ai + Aa) (Aa + As) + 2A3A4 = 0 

la cuarteta es arménica. 

Propiedades de la razén cruzada 

Veamos ahora cémo se altera la razén cruzada al cambiar el orden de los puntos, 

 



  

1. Cuando permutamos los primeros dos puntos o los dos ultimos, la razén cruzada se transforma en 

el inverso de la original. 

(Ai Az A3 A4) = Dea RIPT I) 

~ Dg = As)Oa =a) 
(1.2.6) 

(1 —ps)Q2 — Aa) 

(A2 Ai Az Aa) 

Intercambiando los dos ultimos elementos 

1 1 — to (1.2.7) MisAa (hes (assalitants} os (Ar Az Ag Aa) 

2. La razén cruzada, no se altera, cuando se permutan entre sf los dos primeros y los dos ultimos 

(Ar Az As Aa) = 

elementos. 

Al intercambiar los dos ultimos elementos en (Ag \1 A3 A4) y al aplicar la propiedad (1.2.6),   
obtenemos 

1 
d2 Ay Ag A3) = (Az Ar Ag As) (rg A Ag Aa) 

intercambiando ahora los dos primeros en (Az A; Ag Aq) legamos a la expresién 

(A Ap Ag Ag) = (Ag An Ag Ag) (1.2.8) 

3. Cuando se permutan entre sf el primer y ultimo elemento, o el segundo con el tercero, la razén 

cruzada obtenida se transforma en el complemento a la unidad de la original. 

De la definicién 

    (Ar Ag A2 Aa) = a I 
ag — A Ag — NG 

— (r—A2) (As — Aa) 

(Ag — Az) Oa = Aa) 

Sumando la razén (1 Ag Ag Aa) 

— (r= As)(A2 = Aa) + (2 = An (Aa = Aa) 
(Ar Ag Ag Ag) + (Ar Ag Ag Ag) = Oras)



  
simplificando 

ApAg + AgA4 — AgAg — Ad A3 
Ay Ag Ag A. Ay Ag Ag ». (Ar Az Ag Ag) + (Ar Ag Az Ag) On — Ag)p — dn) 

(Ar — Aa) (A2 — As) (1.2.9) 
(Ar — Aa)(A2 — Az) 

= il 

4. El resultado para cuando en (Ai 2 Ag A4) se intercambia el primer y ultimo elemento se obtiene 

de la iguaidad 

(Ar Ag As Aa) = (Ag Az Ad Ai) 

intercambiando A3 y A2 

(Ag Ag Ag At) = 1 = (Ag Az As a1) 

En total, tenemos 24 diferentes permutaciones de los puntos A, B, P y Q, por tanto, determinan 24 

razones cruzadas. Pero, aplicando las propiedades antes vistas, éstas se pueden dividir en seis grupos; 

éstos, los podemos obtener a partir del siguiente: 

(ABP Q)=(BAQP)=(QPBA)=(PQAB)=r (1.2.10) 

Intercambiando el primer y segundo punto en cada miembro de la igualdad (1.2.10), obtenemos el 

segundo grupo 

(BAP Q)=(ABQP)=(PQBA)=(QPAB)=+ (1.2.11) 

Intercambiando el segundo y tercer punto en cada miembro del primer grupo 

(APBQ)=(BQAP)=(QBPA)=(PAQB)=1-r (1.2.12) 

Intercambiando ahora el orden de los primeros dos puntos en cada miembro de la identidad anterior. 

1 

-T 

  (PABQ)=(QBAP)=(BQPA)=(APQB)=~ (1.2.13) 

Intercambiando el segundo y tercer punto en cada uno de los miembros del segundo grupo 
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r-l1 
  (BPAQ)=(AQBP)=(PBQA)=(QAPB)= (1.2.14) 

Al intercambiar el primer y segundo punto en cada elemento de la igualdad anterior 

r 

r-l1 
  (PBAQ)=(QABP)=(BPQA)=(AQPB)= 

1.3 Perspectividad Puntual 

Definicién 1.3.1 Se dice que dos conjuntos de puntos estén en perspectiva central, desde el centro v, 

si los conjuntos estén en correspondencia uno a uno, y toda linea que une a los puntos correspondientes 

pasa a través del punto v (figura 1-2). 

  

Figura 1-2: Puntos en perspectiva central. 

Un caso especial de perspectividad central se obtiene cuando los dos conjuntos de puntos son coli- 

neales. 

Definicién 1.3.2 Si dos conjuntos de puntos que estén en distintas lineas se corresponden uno a uno, 

y las ltneas que unen puntos correspondientes pasan a través de un punto fijo v, la relacién entre ambos 

conjuntos es llamada perspectividad y, al punto v, se le llama centro de perspectividad (figura 1-8). 

Veamos ahora cémo obtenemos la descripcién algebraica de una perspectividad entre dos conjuntos 

de puntos sobre dos lneas distintas. 

Sean | y U’ dos Ifneas dadas por las ecuaciones r = a+kby 2! =a’ +k’b’, respectivamente. Si v es el 

centro de perspectividad, el punto x’ = (x, x4)’, con pardmetro k’, es la imagen del punto x = (z,,22)', 

con pardmetro k, si y sdlo si los puntos v, x, y x’ son colineales; si y sélo si 

 



it 
  

xt fa! atl \ 

Figura 1-3: Perspectividad entre los puntos de J y I’ 

vy v2 1 vy v2 1 

Z t2 1/=| a, t+kb) apt+kbo 1|=0 

a, a, 1 ay +k'b) ah +k’b, 1 

Después de desarroliar el determinante y simplificar, obtenemos la siguiente relacién bilineal entre k y 

kK. 

donde 

akk! + Bk +k’ +6=0 (1.3.15) 

a = bb5 

= vb — vad, + ba) 

vb} - 01b5 + a5 

a 
2 

DB 

Ni 

= 01 (a2 ~ ag) + v2(a, — a) + ajay 

Notemos que si damos el valor de k’ en la relacién (1.3.15), el valor de & queda unfvocamente determinado, 

y viceversa, dado el valor &, la relaci6n determina un tinico valor de k’. Esto mismo lo podemos hacer 

ver al reescribir la relacién en la forma 

  

Ka Bk+6 
ORES (1.3.16) 

 



  

De este modo hemos legado a que los puntos de dos ltneas diferentes | y ’ con pardmetros k y k’ 

respectivamente, estén en perspectividad, si k y k’ satisfacen una relacion bilineal. 

La relacién de perspectividad entre dos conjuntos de puntos, nos permite definir la siguiente relacién 

més general. 

1.4 Proyectividad Puntual 

Definiciédn 1.4.3 Si en dos rectasl=a=atkbyl’ =x =a'+k’'b’, los pardmetros k y k’ estén ligados 

por una ecuacidn bilineal, diremos que existe una proyectividad entre sus puntos (haces de puntos). 

Un caso especial de la proyectividad surge cuando la ecuacién bilineal se puede expresar como un 

producto de dos factores; esto sucede sélo si A = af — By = 0 0, equivalentemente a6 = . 

Para hacerlo ver, multipliquemos la relacidn (1.3.15) por a y después substituyamos 6a por fy, de esta 

forma, la expresién bilineal se reduce a 

atkk! + Bak + yak' + By =0 

la cual podemos reescribir en la forma 

(ak + y)(ak' + 6) =0 

De esta expresién, vemos que todo punto de I (todo el haz de puntos) va a dar a un tinico punto de 1’, 

que esté dado por el parémetro k’ = —3/a y, que a cada punto 2’ de |’, le corresponde el punto z cuyo 

pardémetro es k = —y/a, en tal caso decimos que la proyectividad es singular. 

1.4.1 Representacién simple de una proyectividad no-singular 

En una proyectividad no-singular ( A # 0 ), seleccionemos los puntos base de tal forma que al punto 

A le corresponda el punto A’ y a B el B’. En términos de los pardmetros, esto significa que a k = 0 

le corresponde k’ = 0 y, entonces k = k’ = 0 deben satisfacer la ecuacién (1.3.15), lo que implica que 

6=0. Anédlogamente, como B’ es imagen de B, k = k’ = oo deben satisfacer la ecuacién, implicando 

que a = 0 (esto se puede hacer ver al dividir la ecuacién (1.3.15) por kk’). 

En este caso la ecuacién de la proyectividad no-singular queda expresada por 

pk+yk=0 B#0,7#0 (1.4.17) 

 



De esta representacién, obtuvimos el siguiente resultado 

Teorema 1.4.4 Una proyectividad entre los puntos de dos lineas esté determinada untvocamente por 

tres pares de puntos correspondientes. 

A continuacién enunciaremos un resultado importante en la teorfa de las proyectividades. 

Teorema 1.4.5 (Fundamental de Proyectividad) En una proyectividad entre los puntos de las 

lineas | yl’, la razén cruzada de cuatro puntos de | es igual a la razén cruzada de sus puntos co- 

rrespondientes. 

Demostracién 

Sean A,B, P,, P2 cuatro puntos de | y A’,B’, Pi y Pi los puntos correspondientes de I’, bajo la 

proyectividad; si la razones en las que P; y P2 dividen al segmento AB son k; y ko Tespectivamente; k{ 

y kj las razones en las que P{ y P3 dividen al segmento A’B’, entonces, de acuerdo a la Tepresentacién 

anterior, es posible escribir la ecuacién de la proyectividad en la forma Gk + yk' = 0 y, por consiguiente 

se tiene 

Bhi tyk = 0 

Bka+yko = 0 

De ambas expresiones obtenemos 

Ry Lh 
ky ke 

lo que muestra que (A B P, Pp) =(A’ B! PI Pi). g 

Este resultado también lo podemos enunciar de la siguiente manera: 

La raz6n cruzada de cuatro puntos en una lfnea es invariante ‘bajo una proyectividad no-singular. 

Ahora veamos que el recfproco también es valido. 

Teorema 1.4.6 Dos lineas | yl’ relacionadas entre st de tal forma que a todo punto de la primera le 

corresponde un punto de la segunda, y las cuaternas de puntos correspondientes tienen la misma razén 

cruzada, estén en proyectividad. 
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Demostraci6n 

Sean A, B, P, y P cuatro puntos de l, con pardmetros k; , kg , kg y k, respectivamente; A’, B’, Pj y 

P’ la cuaterna correspondiente sobre la linea 1’, con pardmetros ki ,k) ,k% y k’, respectivamente y 

(A B P, P) =(A' B’ P] P’), donde los puntos P y P’ son variables, entonces, la igualdad de la razén 

cruzada en términos de los parémetros esté dada por 

ky — kg ko—kg ki — ky kg — ky 
kiok | kyok Rok kok 
  

simplificando obtenemos una relacién de la forma 

akk' + Bk +-yk' +5=0 

automdticamente, de la definicién, concluimos que los puntos de { y i’ estén en proyectividad. H 

Una Propiedad de la Proyectividad 

En la ecuacién (1.3.16), al obtener la derivada de k’ con respecto a k 

Ok (ak + 7)8 - (Bk +4)a 
Ok (ak +7)? 

A 

(ek+aP 
observamos que tiene signo constante. 

Si A es positivo, k’ variar4 en el sentido en el que lo hace k y, en este caso, a la proyectividad se 

le llama acorde ( vea la figura 1-4 (a)}), mientras que si A es negativo, el sentido de variacién de k’es 

contrario al de k, en tal caso, a la proyectividad se le llama discorde (figura 1-4 (b)). 

  

kok, kt okt; kok, yok 

Ca) Cb) 

Figura 1-4: (a) Proyectividad acorde, (b) Proyectividad discorde 

11 

 



Proyectividad en una misma linea 

Cuando en una proyectividad la I{nea | coincide con I’, cabe la posibilidad de encontrar uno o més 

puntos que sean invariantes, a un punto con esa propiedad se le llama punto doble. A continuacién 

veremos cémo clasificar las proyectividades de una recta en sf misma con base en la existencia de puntos 

dobles. 

Sea 

ane’ + Bx +ya'+6=0; ab — By #0 

una proyectividad no-singular, de una recta sobre sf misma. Para encontrar sus puntos dobles, en la 

ecuacién, hagamos z’ = z as{, obtenemos la expresién. 

ax? +(8+y)r+6=0 (1.4.18) 

La clasificacién de la proyectividad dependerd, del valor del discriminante A’ = (B+)? - 406. 

I) a#0 

Caso1) A’>0 

En este caso, la proyectividad recibe el nombre de Hiperbélica. 

La ecuacién tiene dos rafces reales, por tanto, dos puntos dobles, sean éstos D(z =a)y 

D(x = 6) (ambos diferentes del punto al infinito). Dado que la proyectividad preserva la 

razon cruzada, existen P,(21),.Pi(z})}, Pe(r2) y Pj(x}) tales que 

(D: D2 P, Pa) = (Di Do Pi Pe) 

Al expresar esta relacién en términos de las coordenadas 

@~%, a—% a~a2 a-—2 

b—a, ' b—22 b-a  b-a 

      

o bien 

a@-2, b-~m, a-—z b~x 
: = : =k. 

a-x, b-2, a-z’b-a 1 1 2 2 
    

La expresién del lado izquierdo de la igualdad representa la razon cruzada de los puntos Py y 

P{ con respecto a los puntos A y B, mientras que la del lado derecho expresa la razén cruzada 
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Caso 2) 

Caso 3 ) 

de los puntos P, y Pj con respecto a A y B, lo que nos indica que el valor de k no depende 

de la eleccién de los puntos correspondientes. 

De esta manera, hemos obtenido el siguiente resultado. 

La razon cruzada de los puntos correspondientes con respecto a los puntos dobles es constante. 

Basdndonos en este resultado, podemos escribir una proyectividad hiperbdlica en la forma 

— — -?7 —_ a-z b bo b wpe x (1.4.19) 

a-a'b-2 a—z! a-z 
      

donde a,b, k son constantes ya 4 b. A k le llamaremos multiplicador de la proyectividad. 

A’ <0 

En este caso a la proyectividad la llamaremos Eliptica. No hay rafces reales, por consiguiente, 

tampoco hay puntos dobles. 

A’=0 

+7 El unico punto doble est4 dado por a = 8 oy   , en este caso, a la proyectividad la amamos 

Parabélica. 

Si multiplicamos la ecuacién de proyectividad por a, obtenemos 

2 
arr! + aft yor! + () =0 

y después de dividir por a? 

B va! + 2a 4+ Ie! +0? =0, 
a a 

reescribiéndola en la forma 

B 
(w—a)(x!~a) +02+a2' + “2+ te’ =0 

a 

factorizando los términos en x y x’ y substituyendo a+ 2 por — (a+ 8), llegamos a la 

expresi6n 

(2 -a)(s! a) +((2-2) ~ (2a) (a+) =o 
a 

la que podemos llevar a la forma 
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1 1 1 B 
= +-;c=>+-a 

a’-@ £-a ec a 
    

TI) Analicemos ahora el caso en que el coeficiente del término de segundo grado es cero (a = 0), esto 

significa que A’ = (6 +), por tanto, el caso elfptico no ocurre y la ecuacién que determina los 

puntos dobles queda dada por 

1) 

(B+y)e+6=0 

A’ #0 

Imaginemos por un momento que a # 0; conforme hagamos tender @ a cero, en la ecuacién 

(1.4.18), una de sus rafces tiende a infinito. Basdndonos en esta observacién, a la ecuacién 

(8+-)xz+ 6, la podemos considerar como una ecuacién cuadratica en donde una de sus rafces 

es el punto al infinito. 

En este caso, la ecuacién de proyectividad la podemos reescribir en la forma 

, 1 
a= 7 (Be +6) =¢e(z+ 1) 

o bien, si z = a, es el punto doble, entonces 

Bo+ye' +6 = Ba+yat+6 

la que podemos reescribir 

4’=0 

En este caso el unico punto doble es el punto al infinito. 

La ecuacién de proyectividad esté dada por Bx — Bax’ + 6 = 0, la que podemos reescribir en la 

forma 

vsatp; ps 

l
o
 

indicéndonos que la proyectividad es una translacién (siempre y cuando 6 # 0). 
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Involucién Consideremos una proyectividad de i en { donde Q es la imagen de P y R la de Q. 

Por lo general, R no coincide con P, pero si éste es el caso, decimos que los puntos P y Q estén en 

involucién. Si en una proyectividad, cada par de puntos correspondientes se encuentran en involucién, 

la proyectividad recibe el nombre de involucién. 

Un ejemplo de involucién, es la reflexién de un punto con respecto al origen, cuya ecuacién estd dada 

por z+’ =0. En general, la ecuacién de una involucién no se debe alterar si permutamos x por z’ de 

donde, $ = y, por tanto, la ecuacién de una involucién esté dada por 

ara’ + B(z+2')+6=0; 6? -06 £0 

Veamos ahora qué sucede si una proyectividad tiene un par de puntos en involucién. 

Sean x y x’ las coordenadas de los puntos en involucién, por la definicién, éstas satisfacen 

arz’+Bxet+yr'+6 = 0 
Wt So
 axa’ + Ba’ +yx+6 

restando a la primera ecuacién la segunda, obtenemos (8 — y)(x ~ z') = 0, de donde B=-, lo 

cual nos indica que, si en una proyectividad existe un par de puntos en involucién, todo par de puntos 

correspondientes esté en involucién; es decir, la proyectividad es una involucion. 

Analicemos ahora los puntos dobles de una involucién, los que vienen dados dados por la ecuacién 

az? + 262+6=0 

Al igual que las proyectividades, las involuciones se pueden clasificar en hiperbdlicas, parabdlicas o 

elfpticas, dependiendo del signo de A’ = 4(6? ~ a6). 

Clasificacién de las Involuciones 

1. Hiperbdlica (A’ > 0} 

Tiene dos puntos dobles; sean éstos D,(x = a) y D(z = b), entonces, si P y P’ son puntos 

correspondientes, se tiene 

(D Dz P P’) =(D, Dz P! P) 
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qué, en términos de sus coordenadas, esté dada por 

a~az b-x2 a—z! b-z! 
        

    

aoe boa ana boa ~* (1.4.20) 

simplificando obtenemos 

_ 2h _ pl\2 (a=2)(b-2'? ps 
(a — x')?(b — x)? 

Si tomamos k = 1, nos darfa la identidad, por tanto, k = —1 y, de la ecuacién (1.4.20) se obtiene 

a-e  a-z' 

b-z b—a! 

Esta tiltima expresion nos indica que en toda involucién hiperbdlica los puntos dobles y cualquier 

par de puntos correspondientes P y P’, son conjugados arménicos, es decir, (D; Dz P P’) = -1. 

Si ahora asumimos que el punto Dj es el punto al infinito (a = 0), la involucién se puede escribir 

en la forma 

zt+a'=p 

la cual es una reflexién con respecto al punto cuya abscisa es z =p/2. 

Si el punto al infinito ( P..} no es un punto doble, entonces le corresponde un punto ordinario 

que denotaremos por C y lo llamaremos punto central. Como los puntos estén en involucién 

hiperbdlica, satisfacen la relacién 

(D; Do CO Poo} = -1 

por tanto, C debe coincidir con el punto medio del segmento D, Dp (figura 1-5). 

D, C x D, x’ 

Figura 1-5: 
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Si elegimos a C como origen, 8 = 0, de lo contrario, el punto imagen de C, no seria el punto al 

infinito, de esta manera, la ecuacidén de involucién se transforma en 

xz'=k*?;k?=—6/a _ constante positiva. 

Esta ecuacién nos indica que el producto de las distancias de los puntos correspondientes al punto 

central, es constante; mds atin, como la constante es positiva, los puntos correspondientes tienen el 

mismo signo y, considerando que éstos y los puntos dobles forman una cuarteta arménica entonces, 

los puntos correspondientes deben separar a D; y Do. 

Ahora bien, si consideramos dos pares de puntos correspondientes digamos P, P’ y Q, Q’ éstos no 

se separan, ademas si P se mueve a un punto doble, P’ se moveré al mismo punto doble, pero en 

sentido contrario. 

. Eliptica(A’ < 0) 

As{ como en el caso hiperbdlico se eligié al origen como aquel punto cuya imagen es el punto al 

infinito y, con esto, 8 = 0, tratemos de hacer algo andlogo, para lograr obtener una representacién 

donde £ sea cero. 

Si hacemos corresponder al origen el punto al infinito, el valor de @ debe ser cero, por tanto, la 

ecuacién de involucién esté dada por 

azz’ +5=0 

como A’ < 0 y f = 0, se tiene que a6 > 0, por tanto, la ecuacién de involucién la podemos 

reescribir en la forma 

xx’ +m? =0,m? = 6/a 

la cual nos indica que el producto de las distancias de dos puntos correspondientes al punto central 

es constante; como esta constante es negativa, los puntos correspondientes caen en diferentes lados 

de C (figura 1-6). 

. Parabdlica (A’ = 0) 

En este caso toda involucién es singular y todo punto tiene por imagen al punto x = —/a, 

a’ = —B/a. 
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Figura 1-6: 

Teorema 1.4.7 Una involucion esté determinada por dos pares de puntos correspondientes. 

Demostracién 

Sabemos que una proyectividad esté determinada por tres pares de puntos correspondientes, sin 

embargo, al tener un par de puntos correspondientes en involucién, digamos P, P’ y Q , Q’; del par de 

puntos correspondientes P, P’ podemos, autométicamente, determinar un tercer par P’, P, con los que 

queda determinada la involucién. a 

1.5 Representacién de lineas 

Sean 1, y lz dos Ifneas (no paralelas) cuyas ecuaciones estén dadas en la forma 

ho o= Ayet By+C,=0 

bb = Agz + Boyt+C2=0 

si Z es una combinacién lineal de ambas, es decir 

L=kyl, + kele =0 (1.5.21) 

entonces L representa la ecuacién de una linea que pasa por el punto de interseccidn de 1; y lo. 

Denotemos por P al punto de interseccién de fy y le ( P = 1, Mla) y evaluemos la ecuacién de L en 

éste: 

L(P) = k\l,(P) + kole(P) 

sabemos que P es el punto en comin de fy y lo, y(P) = lo(P) = 0; por tanto, P también es un punto de 

Ly, dado que este resultado no depende de la eleccién de los pardmetros ki, ko entonces, L representa 

a la familia de lineas que tienen en comin al punto P (notemos que éste es el caso andlogo al de la 

familia de puntos que pertenecen a una linea). 
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Sea / un miembro de esta familia entonces, su ecuacién se puede expresar como una combinacién 

lineal de l; y le 

b=kyy + kglz =0 

si P; y Pa son dos puntos de l; es decir 

kyl (Pr) + kalo(P;) 

kyly(P2) + kolo( Pe) fo 
ott 

o
o
 

como el sistema homogéneo tiene solucién, se satisface la siguiente relacién 

by (Pi )lo(P2) — o(Pidh (Pa) = 0. 

Hemos visto que 

Una Ifnea pertenece a la familia generada por 1; y lz si y sélo si dados dos puntos Py y P»: de ésta, 

se cumple la siguiente relacién: 

41 (Pt lo(Po) — le( Py) (P2) = 0. (1.5.22) 

Este mismo resultado lo podemos enunciar de la siguiente forma: 

Una linea | no pertenece a la familia de rectas generadas por |; y lg si y sdélo si 

1 (Py )le(Pe) — lo(Pr)la (Po) # 0. 

Teorema 1.5.8 Dadas dos rectas no parulelas 1,, lg y una tercera linea l que no pertenece a la familia 

generada por l; y lo, eristen constantes k, y ko tales que 

U = kyl + kelp +1 =0. 

Demostracién 

Sean P, y P2 dos puntos de /, sabemos que ésta no pasa por el punto de interseccidn de las Ifneas t y 

lg entonces, 1; (P; )lo( Fe) — lo(Pi)ti (Pe) # 0, esta expresién, es precisamente el determinante del sistema 

kil(Pi) + kol(Pi)+1 = 0 (1.5.23) 
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kyli(P2) + kola(Po) +1 = 0 

y como es diferente de cero, tiene solucién, por tanto, existen k y ke tales que l= kyl) + kgla +1 =0. 

1.5.1 Familia de lineas 

Ya hemos visto que la ecuacién kil, + kgl2 = 0, Tepresenta al conjunto de lineas que pasan por 

el punto de interseccién de t; y lg. Esta misma, la podemos reescribir para obtener la ecuacién de la 

familia de lineas descrita en términos de un solo parametro; esto se logra, al dividir la ecuacién por ky, 

con ello, la familia de lineas queda representada por 

+Ala=0, A= ko/ky (1.5.24) 

El inconveniente que se tiene al usar esta Tepresentacién, es, qué no existe un valor finito de \ que 

represente a la linea Ip. 

Si P es el punto de interseccién de J y lg entonces, decimos que (1.5.24) es la ecuacién del haz 

de lfneas con vértice P. 

Tres Ifneas 

Consideremos ahora tres lineas dadas por |; = Ajz + By +C; =0 coni = 1,2,3. 

En general, cualesquiera tres Ifmeas no son concurrentes, pero, si lo son entonces, I; es miembro del 

haz generado por /, y lz, por tanto, existen constantes ky y ke tales que ls se puede expresar en la forma 

ly = kyl, + kela 

la que podemos reescribir en la forma 

kyl) + kala — lg =0 

De lo anterior, deducimos lo siguiente 

Tres Ifneas diferentes 1, ly y l; concurren en un punto si y sdlo si existen constantes ky, ko y ks, 

diferentes de cero, tales que 

kyl) + kale + kglg = 0 
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o bien, si consideramos las ecuaciones de las lineas en la forma J; = kyl; 

h+b+h=0 

observemos que siempre es posible realizar este procedimiento. A continuacién enunciamos el Teorema 

de Desargues, junto con una demostracidén sencilla, que hace ver lo util que resulta usar esta notacién. 

1.5.2 Teorema de Desargues 

Teorema 1.5.9 (Teorema de Desargues) 5i los lados correspondientes de dos tridngulos se inter- 

secan en puntos que son colineales las lineas que unen vértices correspondientes son concurrentes y 

viceversa. 

Si las neas que unen vértices correspondientes son concurrentes, los puntos de interseccién de los 

lados correspondientes son colineales (vea la figura!-7). 

  

Figura 1-7: Teorema de Desargues 

Demostraci6n 

Sean P; ,P2 y P; los vértices de uno de los triangulos, y Py, Ps y Pe los vértices del segundo, cuyos 

respectivamente. 

Denotemos por ! a la l{nea de colinealidad de los puntos P7, Po y Ps. 

Como P; es el punto de interseccién de las lineas li y l45, | pertenece al haz generado por éstas; es 

decir, existen constantes k; y 31 tales que 

Le kyhet+ sil45 = 0 (1.5.25) 
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Como Ps y Py también son puntos de / entonces, / pertenece a la familia generada por lo, y ls5g asf como, 

al haz generado por las lfneas /3; y Igq, por tanto, existen constantes ka, $2; k3, 83, tales que 

1 kolag + solsg = 0 (1.5.26) 

l= kgls + s3leg = 0 (1.5.27) 

Igualando las ecuaciones (1.5.25) y (1.5.26) 

Ly = kyle — kalog = salse — sil4s = 0 (1.5.28) 

haciendo lo mismo para las ecuaciones (1.5.26) y (1.5.27) 

Lo = kolo3 — kalgi = s3ley — salsg = 0 (1.5.29) 

y para las ecuaciones (1.5.25) y (1.5.27) 

Lg = ~kalgy + kylyo = —sglgg + sylag = 0 (1.5.30) 

Analicemos cada una de las expresiones anteriores. 

De la ecuacién (1.5.28), que representa a L, vemos que esta Ifnea pasa por el punto de interseccién 

de lz y lg3, ésta misma, también pasa por el punto de interseccién de lsg y [45; es decir, Z) es una recta 

que une a los vértices correspondientes P, y Ps, por tanto 

Ly = los 

De la ecuacién (1.5.29), que representa la linea L2, se deduce que ésta es una lfnea que une al par de 

vértices correspondientes P; y Ps, de donde 

Lg = lye. 

Anélogamente interpretando (1.5.30), D3 es una linea que une e los puntos correspondientes P, y P, de 

modo que 

Ls = hy. 

Notemos que si sumamos los lados derechos de las ecuaciones (1.5.28), (1.5.29) y (1.5.30), legamos 
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a la siguiente relacién: 

£,+22+£3;=0 

lo que indica que las Ifneas Z,, Lz, Lz son concurrentes; es decir, las lfneas que unen los vértices 

correspondientes de los tridéngulos son concurrentes. 

Para el reciproco 

Sabemos que las I{neas 114, lg5 y [gg son concurrentes entonces, eligiendo de manera adecuada las 

ecuaciones de cada una de las Ifneas, podemos expresar esta propiedad en la forma 

hig + los + lag = 0 

o bien 

Igg = lig — los (1.5.31) 

Encontremos ahora una expresién para cada una de estas lfneas, que esté dada en términos de los lados 

de los tridéngulos. 

La I{nea 2)4, que pasa por el punto P,, pertenece a la familia de lfneas generada por lio y l13 entonces, 

su ecuacién se puede expresar como combinacién lineal de éstas 

ha = kil — kalai; 

dei mismo modo, dado que P, es un punto de 14, entonces [14 es una linea que pertenece al haz generado 

por l4s y lag, de donde, su ecuacién la podemos escribir de la forma 

ha = silas — salac. 

Hemos encontrado dos ecuaciones para la Hnea !j4, ambas, dadas en términos de los lados de los tridn- 

gulos. 

bg = —kglgy + kyla = —Salge + Silas. 

Siguiendo un razonamiento similar, vemos que la lfmea los, pertenece al haz con vértice en Py y su 

ecuacién la podemos escribir en la forma: 
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kyli2 ~ kalag = 0 

como también pertenece al haz de I{neas con vértice en Ps, se puede representar por la ecuacién 

Sals6 — Silsq = 0 

entonces, la ecuacién de lg5 en términos de los lados de los tridngulos 

los = kilio — kele3 = salsa — silsa 

Ya que tenemos las ecuaciones de las lineas ly4 y lg5, la correspondiente a l3g, se obtiene de la ecuacién 

Ig = —lig — los. 

De esta forma obtenemos la siguiente ecuacién 

lag = Kalai — kaloz = sglgg — Solse 

De las ecuaciones para l14 y igg, es facil obtener las siguientes relaciones 

Ayhe —silgs =  kglg, — s3lag 

kglg1 — S3l4g = alos — Sals6 

de las que obtenemos las siguientes igualdades 

Rylya — 81l45 = kglg, - Sglag = Kalog — Solse 

cada miembro de esta expresién, representa la misma l{nea; del primero, se deduce que la lfnea, pasa 

por el punto de interseccién de los lados correspondientes P,P, y P,P; de la segunda, se sigue que ésta 

también pasa por el punto de interseccién de Fi P; y P, Ps e interpretando la ultima expresién, llegamos 

a que la linea también pasa por el punto de interseccién de lados PP; y PsP, es decir, los puntos P;, 

Ps y Py son colineales. gy 

24  



  

Lineas Independientes 

A un conjunto de cuatro Ifneas 1), lo, I3, y 4, donde ninguna terna es concurrente, le llamaremos 

lineas independientes. 

Sean 1), lz, lg, y 44, cuatro Mneas independientes, si P y Q son los vértices de los haces 1, ~ Alp = 0 

y ls — pl4 = 0, respectivamente entonces, la linea que une los puntos P y Q, pertenece a ambos haces, 

por tanto, existe una constante k diferente de cero, tal que 

ly — Aly = k(lg — julg) 

Esto significa que, si l1, fo, ls y [4 son cuatro lfneas independientes entonces, existen constantes m1, mo, 

m3 y m4, diferentes de cero, con la propiedad 

myl + male + mals + maly = 0 

y después de normalizar cada linea, podemos reescribir la ecuacién en la forma 

h+bk4+h+4=0 (1.5.32) 

1.6 Razdén Simple Lineal 

En la seccién (1.2), definimos la razén simple entre puntos e hicimos ver que su valor, identifica 

unfvocamente a los puntos de una Ifnea (familia de puntos), A continuacién aplicaremos este concepto 

a una familia de lineas. 

Sean /; y lz dos Ifneas no paralelas entonces, la familia de lfneas que generan tiene por ecuacién 

ly, -—klp =0 

Sea / un miembro de esta familia y P un punto de / (vea la figura 1-8), entonces se satisface la relacién: 

4(P) - kh(P) =0 

resolviendo para k, obtenemos 

sendlyl 

senLlel 
    

yy) = CPDL 
iia(P)]     
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Figura 1-8: 

Si el origen se encuentra fuera del sector acotado por las lineas I, lo y / no pasa por el origen entonces 

_ sendhl 

~ sendlal 
  

Hemos llegado a una expresién para k, que involucra al cociente de dos nuimeros; al del cociente del 

seno del 4ngulo formado por la lnea ! con l; y el correspondiente al seno del 4ngulo entre ! y lg, por 

tanto, este valor, lo podemos interpretar como la razén en la que / divide a las Ifneas 1; y lo, 

Al igual que en el caso de los puntos, si la razén en la que ! divide al, y lz es k y la razén en que la 

linea m divide al; y ly es —k, diremos que / y m son conjugadas arménicas con respecto a 1; y ly; es 

decir, | y m son arménicas si sus ecuaciones estan dadas por: m= ly —kly =Oyl Sh + klp =0. 

1.6.1 Razén cruzada lineal 

Sean ! y m dos lineas del haz generado por l; y lg, donde k; y k son las razones en que | y m 

dividen a las lineas base ( l; y ly) entonces, al cociente 

ky _ sendlly send&ml, 

= ky sendllg | sendmly 

le Namaremos la razén cruzada de las If{neas | y m con respecto a [, y lg, la que denotaremos por 

r=(iml4 b)=(h blm) 

acabamos de definir, la razén cruzada entre dos lfneas del haz y tas Ifneas que lo generan. Veamos ahora 

cémo obtener la razén cruzada para cualesquiera cuatro lfneas del haz. 

26  



  

Sean m;, m2, m3 y M4, cuatro lineas del haz generado por lyy la, cuyas ecuaciones estén dadas por 

mo=kt+kl ;1<i<s4 

Observemos que el haz generado por [; y lg, también lo podemos obtener al considerar a m1, m2 

como las lineas base y usando la ecuacién 

™m, — am, =0 

Si los parémetros de las lfneas m3 y ma, con respecto a esta representacién, son a3 y a4, respectivamente, 

es decir 

Mj =™M,—-ajymg j=3,4 

Entonces !a razén cruzada de las l{neas m;; i = 1, 2, 3, 4; esta dada por 

a3 
r=— 

a4 

Veamos cémo expresar a a;, para j = 3, 4, en términos de los parémetros k,, ko, k3 y kq. 

Por un lado, tenemos que la ecuacién para m,, en términos de l; y lz esté dada por 

my = lb — kyle 

substituyendo mj; por su ecuacién con respecto am, y M2 

l-kjlg=mi-—ajym, j= 3,4 

reemplazando m, y m2 por su ecuaciones con respecto a ly y lo 

dy ~ kyla = (ly — kyla) — a(t) — kale) 7 =3,4 

reordenando términos del lado derecho de la igualdad 

hy - kyla = (1 —ay)ly — (ky —ajkale 7 =3,4 

de ésta se sigue que 

27 

(1.6.33) 

 



resolviendo para a; 

a, = 
7 ka — ky 

De manera que la razon cruzada de las lineas my, M2, Mg y M4 que, estd dada por 

ay ra 
a4 

en términos de ky, ko, ks y ky es 

pa Nicks , ko hs 
ky — ka ” ka ~ ka 

  

Ya que extendimos el concepto de la razén cruzada de puntos, para que sea aplicable a las lineas, 

ahora, enunciaremos un Teorema que muestra la relacién que guardan ambos conceptos. 

1.6.2 Teorema de Pappus 

Teorema 1.6.10 (Teorema de Pappus) Sean 1;, lo, ls y l4 cuatro ltneas de un haz con vértice en 

Py Pi, Pz, Ps ,Py los puntos de interseccién de éstas y una quinta linea | que no pertenece al haz 

entonces, la razdn cruzada de las cuatro Itneas es igual a la razén cruzada de los cuatro puntos, es decir, 

(tr la ly lg) = (Py Pe Ps Pa). 

  

Figura 1-9: Teorema de Pappus (1; lo 13 14) = (Py Po Ps Pa). 
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Demostracién 

La razén cruzada de los puntos esté dada por 

P,P . PiPs 

P,P; PoP, 
  (P, Po P3 Py) =   

Fijémonos en los tridngulos A PP, P;, A PP2,P3, A PP, P,; y & PP,P,. Si tomamos como base de 

cada triéngulo al lado que se encuentra sobre la Ifnea /, entonces, cada cociente puede interpretarse como 

_ Grea A PPP;  drea A PPP, 

(Pi Pa Ps Pa) = area A PP,P, ’ érea A PP2P4 

reescribiendo el drea de cada tridngulo 

_ |PP,| |PP3| sen £lyl3 . |PPi| PP,| sen 41,1, 

(Pi Pa Ps Pi) = FSB BBL sen dials ' [PPs| [PPilsen <lol,   

  

simplificando la expresién, obtenemos 

sendiyly sen dll, 

sen Ligls © sen Llol, 

(ti de ts 4) 

(Py Po Ps Pa) 

1.7 Proyectividad lineal 

Tratemos ahora de ampliar el concepto de proyectividad puntual a haces de Iineas. Con este 

objetivo, consideremos dos haces de lfineas con vértices O y O’, respectivamente y una linea / que no 

pertenezca a ninguno de los dos haces. Si establecemos una proyectividad entre los puntos de la linea J, 

donde al punto P le corresponda el punto P’ entonces, podemos basarnos en esta relacién y definir la 

transformacién del haz con vértice O en el haz con vértice O’, mediante la siguiente asociacién: 

A la linea que une los puntos O y P, le hacemos corresponder la linea del haz con vértice O’, que 

pasa por el punto P’ (vea la figura 1-10). 

De la definicién y del Teorema de Pappus, es evidente, que la razén cruzada es invariante bajo la 

proyectividad de haces. 

Procedamos ahora a encontrar una expresién algebraica para la proyectividad entre haces de lineas. 
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Figura 1-10: Proyectividad entre haces de lineas OP + O'P’ si P = P', 

Si el haz con vértice O, est generado por las Ifneas 1; y lg entonces, su ecuacién la podemos expresar 

en la forma 

4) - kl, =0 

por otro lado, si i} y {4 son las Ifneas que generan el haz con vértice en O’ entonces, su ecuacién se puede 

escribir en la forma 

ki =0 

Fijémonos en cuatro lineas del haz con vértice en O: mi, me, m3 y m, con pardmetros ky, ko, kg y , 

k respectivamente y en sus lineas correspondientes m{, m4, m4 y m’, del haz en O’ cuyos pardmetros Pp 11 M2, Mg Py 

los denotaremos por kj, kg, kj, k’, respectivamente. Como la proyectividad preserva la razon cruzada, 

se cumple la siguiente relacién 

ky kg kg—ky Kk, h-hh 
kik kg—k klk LB 

    

la que da lugar a una expresién bilineal de la forma 

akk' + Bk +k’ +6=0 

obtenemos asi, que una proyectividad entre haces de Ifneas est dada por una relacién bilineal. 

Como la razén cruzada de cuatro lineas se preserva bajo proyectividad, podemos transferir los resul- 

tados de la proyectividad hiperbélica, eliptica y parabdlica a la proyectividad en un haz de lineas. 
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1.8 Cuadrildtero Completo y Cuadrangulo Completo 

A la figura formada por cuatro lf{neas independientes 1, lg, [3 y l4 junto con sus respectivos puntos 

de interseccién Pyg =) Nl, Pag =) Mls, Pig =H MUy,..., Pag = lg My le Namaremos cuadrildtero 

completo. A las lineas, les !lamaremos lados, mientras que a sus puntos de interseccién les llamaremos 

vértices; éstos, pueden agruparse por pares“opuestos”: Pio, Psa; Piz, Pas; Pra, Pos y, a las Mneas que 

los unen d; = P12P34, d2 = Py3P45, dg = Py4Poq les llamaremos diagonales, las que forman el llamado 

tridngulo diagonal (vea la figura 1-11). 

  

Figura 1-11: Cuadrilétero Completo 

Teorema 1.8.11 Los lados que determinan un vértice son conjugados arménicos con respecto a las 

lineas que conectan a dicho vértice con los vértices del tridngulo diagonal. 

Demostracién 

Sean |; = 0, lz = 0, lg = 0 y 14 = 0 las ecuaciones de los lados del cuadrildtero y Pio, Pi3, Pia;.-- 

Pyq sus vértices. Para la demostracién, consideremos el vértice P12 y las ecuaciones de los lados que lo 

definen 1; = 0 y lz = 0 de acuerdo con el teorema, debemos mostrar que la Ifnea que une el punto Pio 

con el punto de interseccién de las diagonales d; y dg (la diagonal di) y la linea que pasa por Pi2 y el 

punto Q = dz M dg, son conjugadas arménicas con respecto a las Ifneas 1 y lz, vea la figura (1-12). 

Por definicién, las leas que determinan los lados del cuadrilétero son independientes, entonces, de 

acuerdo a la ecuacién (1.5.32), podemos elegir sus ecuaciones de tal forma que 1, + lz +13 +14 = 00 bien 

ly + lg = —(Ig +14) 

escrita de esta forma, observamos que las ecuaciones |; + le = 0 y Ig + l4 = 0 representan a la misma 

Ifmea; de la primera ecuacién, deducimos que ésta pasa por el punto Pie y, de la segunda, que ésta misma 
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Figura 1-12: (1) ly d; Pi2Q) = -1 

pasa por P34, por tanto, la lfnea debe de coincidir con la diagonal d,. 

Andlogamente, se puede hacer ver que la ecuacién de la diagonal dg, est4 dada por Jj +13 =00 por 

ln+l, = 0 y, que la ecuacién de la diagonal d3 se puede representar por 1; +14 =00 bien, por 2 +13 = 0. 

Ahora, la ecuacién de la linea 1, — lz = 0 (conjugada arménica de d,), la podemos expresar como 

4 ~kh=(h +l) - (lg + ls) 

escrita asf, vemos, por el lado izquierdo de la igualdad, que Ja Ifnea pasa por el punto Pj» y, de acuerdo 

al lado derecho, tenemos que ésta también pasa por el punto de interseccién de las lineas 1; + l=Oy 

lg + lg = 0, que son precisamente las ecuaciones de las diagonales dz y dg, respectivamente, por tanto, 

hemos mostrado que la conjugada arménica de la diagonal d), con respecto al, y lg, es la linea que une 

al vértice Py. con el punto Q. a 

Definamos ahora una figura andloga al cuadril4tero completo. 

Un cuadrdngulo completo est4 formado por cuatro puntos P,, Py, Ps, Py y por las seis I{neas 

que los unen, a las que Hamaremos lados. Los lados son agrupados por pares “opuestos”, los que se 

intersectan en tres puntos llamados diagonales. Si denotamos por 12, (13, ... [34 a los lados entonces, 

los puntos diagonales son P = ly2 Nga, Q = big M laa, R= bg Nog (figura 1-13). 

32  



    

Figura 1-13: Cuadraéngulo Completo 

Teorema 1.8.12 En cada lado de un cuadréngulo completo, los dos vértices son arménicos con respecto 

a los puntos de interseccién de dicho lado con los lados del tridngulo diagonal. 

Demostracién 

Sean P;, Pe, P3, Ps los vértices del cuadrdngulo; fy2, 13, ... 134 sus lados y P, Q y Ra los vértices 

del tridngulo diagonal. 

Sin perdida de generalidad, elijamos el lado del cuadréngulo definido por los puntos P; y P3. El 

punto de interseccién del lado ty3 y el lado PQ del tridngulo diagonal, es precisamente el punto Q. Sea 

N el punto de interseccién de {)3 y la {nea que une a los puntos P y R (figura 1-14) entonces, debemos 

demostrar que los puntos Q y N son conjugados arménicos con respecto a los puntos P, y P3. 

  

  

Figura 1-14: 

Denotemos por S al punto de interseccién de la lfnea lz4 y el lado PR del tridngulo diagonal, fijémonos 

en el haz de I{neas con centro en P2 y proyectemos Jos puntos Pi, P3, Q y N, de la linea t13, sobre la 
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linea que une a los puntos P y N, estos puntos son: P, R, S y N; por el teorema de Pappus se sigue 

(P, PaQN)=(PRSN)=p (1.8.34) 

Al proyectar los puntos P, R, S y N sobre la Ifnea 1,3, usando el haz con vértice en P,, se obtienen 

los puntos P3, P; Q y N; aplicando nuevamente el teorema de Pappus 

(PRSN)=(Py PR QN) (1.8.35) 

Ahora bien, por un lado tenemos que si (P; P; Q N) = p entonces, (P3 P} Q N) = n pero, de 

las ecuaciones (1.8.34) y (1.8.35) se sigue que p = i esto implica que # = +1, pero 7 = 1, no es una 

solucién, por lo que u = —1 asf que, (P; P3; Q N) = —1; es decir, los puntos Q y N son conjugados 

arménicos con respecto a los puntos P; y Ps. EH 

1.9 Notas y Referencias 

El material que se presenta en este capftulo se consulté bdsicamente de los primeros dos capitulos 

del libro Dirk J. Struik [4]. 

Los conceptos de razén simple y proyectividad puntual también se pueden consultar en el segundo 

capitulo del libro Maravall [13]. 
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Capitulo 2 

Coénicas 

2.1 Introduccién 

Debido a que las cénicas juegan un papel principal en este trabajo, este capftulo es central. En él, 

revisamos los resultados bdsicos relacionados con la teorfa de cénicas. Algunos de los teoremas clasicos, 

los demostramos usando el método simbdlico; uno de ellos es el Teorema de Pascal, el cual nos permite 

construir puntos de una cénica. Al final, hacemos énfasis en la representacién de una cénica lineal y en 

la dualidad existente entre ésta y la cénica puntual. 

2.2 Cénica Puntual 

Definicién 2.2.13 Al conjunto C, de puntos que satisfacen una ecuacién cuadrdtica la llamaremos 

cénica puntual. 

C= { (zy) € R® fax? + 2hay + by? + 2gx + 2fyt+c=0 } (2.2.1) 

2.2.1 Cénicas degeneradas 

Diremos que una cénica es degenerada, si la ecuacién (2.2.1) se puede factorizar, en tal caso, 

existen dos posibilidades 

1. Los factores 1, y lz son diferentes: l,l, = 0; 

2. Los factores coinciden : [? = 0; 

donde 1; = 0, con 1 = 1, 2, es la ecuacién de una Ifnea. 
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De manera que una cénica es degenerada, si el lugar geométrico que representa es un par de rectas 

6 una recta doble. 

2.2.2 Rectas Notables Relacionadas con una Cénica Puntual. 

Empecemos por introducir una notacién que serd de utilidad al plantear y demostrar algunos resul- 

tados relacionados con las cénicas. 

Si la ecuacién de la cénica esté dada por 

C = ax? + Qhay + by? + Ign + 2fyt+o=0 

reescribémosla en la forma 

C S axa + A(zy + yx) + byy + o(u +2) + flyt+y)+co=0 (2.2.2) 

y denotemos por C; a la ecuacién que resulta al agregar de manera alternada, el sub{ndice 1 a las variables 

en C y, que significa substituir las variables z y y por las coordenadas del punto P; = (21,41). 

Cy S azz + A(cyy + yxy) + byy. + o(z +21) + flyt+y)+e=0 (2.2.3) 

C, asf definida, resulta ser la ecuacién de una Ifnea y; Nos referiremos a ella como la I{nea asociada al 

punto Py = (21, y1) y ala cénica C. 

Los niimeros Ci2 y C;; se obtienen, al agregar el subindice 2 6 1 respectivamente, a las variables que 

restan en C1 y significa substituir las coordenadas del punto FP, 6 P;, de manera que 

Cio = anya, + A(zays + yor) + byoys + 9(2 +21) + flye ty) te (2.2.4) 

Cqy Banya, + A(ayyy + yiti) + yy: + o(t1 +21) + f(y tin) te (2.2.5) 

Si C2 y Co1, se definen de manera similar a Cy y Cig entonces, es fécil verificar que C12 = Cai y, por 
tanto, ésta se obtiene al hacer z = xg y y = yg en C;, 0 bien z =r} Y¥=tn en Cg. 

La utilidad de esta notacién la podemos observar en los siguientes resultados 

Para una cénica C dada por la ecuacién (2.2.1), se tiene las propiedades: 
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1, La cuerda con puntos extremos Py(x1, y1) y Pe(z2, y2) (figura 2-1) tiene por ecuacién 

Cy +Co= Cio (2.2.6) 

  

Figura 2-1: Cuerda con puntos extremos P; y P2. 

2.- La ecuacién de la cuerda con punto medio P, (figura 2-2), esta dada por 

CQ =Cy (2.2.7) 

Lr) £Or Cn 

Figura 2-2: Ecuacién de la cuerda con punto medio P,. 
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3.- La tangente a la cénica en el punto P,(figura 2-3) tiene por ecuacién 

C1 =0 (2.2.8) 

Figura 2-3: Ecuacién de la tangente en P;. 

4. La cuerda que une los puntos de contacto de la cénica con las tangentes desde el punto P; 

(figura 2-4) tiene por ecuacién 

C, =0 (2.2.9) 

P3 

Ci=0 

Figura 2-4: Cuerda que une los puntos de contacto de las tangentes desde Py. 
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5.- El lugar geométrico que describe el punto de interseccién Py = (x4, y4) de las tangentes en los 

extremos, Po = (x2,y2) y Ps = (3,43), de una cuerda variable que pasa por el punto fijo P, 

(figura 2-5), es la linea 

Cc, =0 

a la que Uamaremos polar del punto P; con respecto aC y, al punto P, le lamaremos el polo de 

la linea con respecto aC. 

  

Figura 2-5: Ecuacién de la polar de Pj. 

Demostracién 

1. Sean | y m dos lineas con Py € | y Pg € m; entonces, la ecuacién de cualquier otra lfnea que no 

pase por el punto P = 1m la podemos escribir en la forma (vea la seccién 1.5). 

kylt+kom+1=0 

De modo que si los puntos P;, P2 y P no son colineales, entonces es posible determinar los valores 

de ky y ke, de tal forma que la Ifnea pase por los puntos Pj y P2. Notemos que las lineas ! = C; = 0 

y m = Cy = 0, satisfacen esta condicién, por tanto, podemos escribir la ecuacién de la cuerda P,P. 

en la forma 

kyCy + koCo +1 = 0 (2.2.10) 

como ésta pasa por P; 

KyCy, + kolo +1 =0 
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y por P2 

Ki Ci + keCo9 +1 =0. 

Dado que P; y P2 son puntos de la cénica, Cy, = Co. = 0 entonces, el sistema se reduce a 

koCo1 +1 =0 

kiCi2+1=0 

despejando, obtenemos ky = kg = —1/C1g; al substituirlos en la ecuacién (2.2.10) y multiplicar por 

—Cyo, se llega a la ecuacién C, + C2 = Cio, siendo ésta la ecuacién de la cuerda que tiene puntos 

extremos Py y Pp. 

2. Silos puntos extremos de la cuerda requerida son; Pp y Ps; por el resultado anterior, su ecuacién 

es de la forma 

Co +C3 = Cog (2.2.11) 

y su punto medio: P;, esté dado por 2P; = P2 + Ps. Se sigue que C2 + C3 = 2Ci, por tanto, la 

ecuacién de la cuerda toma la forma 

2C; = Co3. 

Para determinar el valor de la constante C3, usemos el hecho de que la cuerda pasa por el punto 

P,, por tanto, 2C1, = Cg3, de esta forma obtenemos la ecuacién de la cuerda cuyo punto medio es 

P, en la forma 

C=Cn 

3. La tangente a la cénica en el punto P,, la podemos ver como una cuerda cuyos puntos extremos 

coinciden con P, entonces, su ecuacién se obtiene al reemplazar el subfndice 2 por 1 en la ecuacién 

(2.2.6). Esta substitucién nos da la ecuacién de la tangente en la forma 

20) = Cy 
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pero como P, es un punto de la cénica, Ci; = 0 y, la ecuacién se transforma en C; = 0. 

Para reescribir la ecuacién de la tangente, reagrupamos los términos en x y en y, dividimos por el 

término independiente ( gz + fy; +c). De esta forma se llega a la expresién 

c= (Bem te) 4 (itm ts 
+1=0 2.2.12 

gt + fyi te ttl ( ) 

4, Las ecuaciones de las tangentes a la cénica en los puntos P, y P3, est4n dadas por Cg = Oy C3 = 0 

respectivamente. Ahora bien, como P es su punto de interseccién entonces 

Ca = Cio = 0 

C3, = C3 = 0. 

Interpretando estas igualdades, tenemos que la recta C,; = 0 pasa por los puntos FP, y P3. Por lo 

tanto, ésta es precisamente la ecuacién de la cuerda P)P3. 

5. Sea / una cuerda de C que pasa por P, y tiene puntos extremos Py y P3. 

Si P, es el punto de interseccidén de las tangentes a C en P2 y Py entonces, la ecuacién de / es 

C4 = 0. Dado que | pasa por Pi, C4, = C14 = 0, indicéndonos que el punto Py es un punto de 

la recta C; = 0 y, como esto no depende de la eleccién de 1, podemos deducir que C) = 0 es la 

ecuacién de la polar del punto P,. 

a 

Corolario 2.2.14 Si la polar de P, con respecto aC pasa por el punto Py entonces, la polar de Py pasa 

por P,. 

Demostracién 

La polar de P; tiene por ecuacién C; = 0, como P2 es un punto de esta I{nea, se tiene que Cy. = 0, 

o bien, Co, = 0, lo que indica que el punto P; pertenece a la recta Cz = 0, es decir, la polar de Py pasa 

por el punto P,. a 
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Corolario 2.2.15 Si el polo de la linea L’ con respecto a C es un punto de L" entonces, el polo de L" 

es un punto de L’. 

Demostracién 

Sean P; y P» los polos de L’ y L” respectivamente entonces, L’ = C) =O y L” =C, =0. Como Py 

es un punto de L” se tiene que C2; = 0, o equivalentemente, C12 = 0, 1o cual indica que el punto P» (el 

polo de L”) es un punto de L’. a 

Corolario 2.2.16 Las polares de los puntos de una linea | concurren en el polo de l, y los polos de las 

lineas del haz con vértice P son puntos de la polar de P (figura 2-6). 

polarde P i 

polar de @ 

Figura 2-6: Relacién entre polo y polar: las polares de los puntos del pasan por P (polo de t). 

Demostracién 

Sea P el polo ! y Q un punto de ésta; entonces, por el corolario 2.2.14, la polar de Q pasa por el 

punto P. Como @ es un punto arbitrario de J, se deduce que la polar de un punto de J, pasa por el polo 

de J. 

Sea U’ una linea del haz con centro en P. Como I’ es una I{nea que pasa por el polo de /, entonces, 

aplicando el corolario 2.2.15, tenemos que el polo de i’ es un punto de /, es decir, el polo de cualquier 

linea que pase por P es un punto que pertenece a la polar de P. a 

Corolario 2.2.17 Seal la polar del punto P, con respecto aC ym una cuerda que pasa por el punto 

P,, con puntos extremos Py y P3 . Si Ps es el punto de interseccién del y la cuerda P2P3 entonces, los 

puntos P, y P3 son conjugados arménicos con respecto a los puntos Py y P, (figura 2-7), es decir, 

  
  

PP, Paha 
PiP; P,P 
    
  

Demostracién 

. nD YD” sp DD’ . 
Si A es la razén en la que el punto P, divide al segmento P2P;, entonces P,P, = AP, P3, o bien, 

ACP, — P3) = Py — Pe, de aqui, es facil ver que la ecuacién de la polar de P; se puede reescribir como 
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Figura 2-7: 

(A = 1)C, = AC3 ~ Cp = 0. Usando esta ecuacién, podemos obtener la razén 4’, en la que el punto P, 

divide al segmento P,P de la siguiente manera (vea el siguiente lema). 

(AC3 — Ca) (Pa) 
N= .S StS 

(AC3 — C2) (Ps) 
_  ACa2 — Coo 
~ C33 — Cas 
= -\ 

por tanto (FP) P3 P, Py) = —1. n 

Lema 2.2.18 Si P; y Py son dos puntos que estén separados por una linea L = la+my+n=0, y el 

punto de interseccién del segmento P,P, yL es P3, entonces la razén » en la que P3 divide al segmento 

P, Po, esté dade por 

ha L(Pi) 
L£( Pa) 

Demostracién 

_ BP ; Sabemos que \ = ae, de donde se sigue que 

_ Pi-AP2 

Ps= TIX 

evaluando a £en P3 

(Ps) = 1 (22) +m (BEA) +n =o 
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después de multiplicar por 1 — X y factorizar 4 

iz) + my, +n X(izg + my. +n) =0 

finalmente al despejar a A, se llega a la expresién deseada 

— £(Pi) 
 £(P2) 
  

2.2.3 Cénica puntual vista como una proyectividad entre dos haces de lineas 

Consideremos dos haces de Iineas con vértices en A y B respectivamente, cuyas ecuaciones estan 

dadas por 

l—Ab =0 (2.2.13) 

ls — pla = 0 (2.2.14) 

donde 1; = Ajx + Byy + C; = 0. 

Una proyectividad entre el haz con centro en A y el haz con centro en B, esté dada por la relacion 

adp+brs9+cu+d=0 (2.2.15) 

Para obtener el lugar geométrico del punto de interseccién de las lineas correspondientes, eliminamos 

a Ay ude las ecuaciones (2.2.13) , (2.2.14) y (2.2.15), obteniendo asf, la ecuacién cuadratica. 

alls + blyly + clalz + diol, =0 (2.2.16) 

Por lo tanto, el lugar geométrico que describen los puntos de interseccién de las lineas correspondientes 

de dos haces en proyectividad, es una cénica puntual (figura 2-8). 

2.3 Familia de Cénicas 

En la seceién 1.5 vimos que una combinacién lineal de dos rectas no paralelas 1, y ly, representa 

una linea que pasa por el punto P = 1; Mig. De la misma forma, si C = 0 y C’ = 0 son las ecuaciones de 

dos cénicas entonces, la combinacién lineal 
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bal 

32 

Figura 2-8: Dos haces de lineas en proyectividad definen una cénica puntual. 

kyC + keC’ = 0 (2.3.17) 

representa, para cada par de valores (ki, kz), una cénica que pasa por los puntos de interseccién de C y 

Cc 

El teorema de Bezout nos indica cudl es el ntimero m4ximo de puntos de interseccién de dos curvas 

planas, para una demostracion de este teorema vea [9]. Si las curvas a las que nos referimos son cénicas, 

éstas tienen a lo mds cuatro puntos diferentes en comin. 

Supongamos que A, B, C y D son los puntos de interseccién de C y C’. A continuacién enunciamos 

los diferentes casos que se pueden obtener 

1. Todos los puntos son diferentes (figura 2-13). 

Figura 2-13: Cénicas que se intersectan en cuatro puntos diferentes. 

2. Los puntos A, B coinciden, mientras que C, D son diferentes entre s{ y diferentes de A. En este 

caso, se dice que las cénicas tienen un punto de contacto simple (figura 2-14). 
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Figura 2-14: Cénicas con un punto de contacto en A. 

3. Los puntos A, B coinciden y C, D, también coinciden. Se dice entonces que las cénicas tienen dos 

puntos de contacto (figura 2-15). 

Figura 2-15: Cénicas con dos puntos de contacto simple en A y B. 

4. Los puntos A, B, C coinciden, D es cualquier otro punto diferente de A. Las cénicas tienen un 

punto triple de contacto en A (figura 2-16). 

Figura 2-16: Conicas con un punto triple de contacto en A. 

5. Los cuatro puntos coinciden. En este caso, se dice que las cénicas tienen un punto cuddruple de 

contacto en A (figura 2-17 ). 
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ABCD 

Figura 2-17: Cénicas con un punto cuddruple de contacto en A. 

Al igual que en el caso de la familia de rectas, la ecuacién de la familia de cénicas, se puede expresar 

usando un pardmetro; esto se logra al dividir la ecuacién (2.3.17) por k, y renombrar al cociente ko/k; 

como —k. Asf, la ecuacién de la familia de cénicas la podemos llevar a la forma 

C =k! (2.3.18) 

2.3.1 Casos Especiales 

A continuacién mostramos las posibles configuraciones que podemos obtener cuando en la ecuaci6n 

(2.3.18) una o ambas cénicas son degeneradas. 

1. La ecuacién C = kiyl2, es una cénica que pasa por los puntos de interseccién de las lineas 11, ly y 

la cénica C (figura 2-18). 

  

Figura 2-18: Una combinacién lineal de la cénica C' y la cénica dl = 0. 
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2. Al hacer tender la recta 1; a ly, las cuerdas de la cénica C = 0, definidas por los puntos de 

interseccién de 11, lp y C, tienden a ser rectas tangentes, por lo tanto, al elegir lp = 1), los puntos 

de interseccién de C y 1, se convierten en puntos de contacto de C = kl? y C (figura 2-19). 1 

“cc 

Figura 2-19: Las Cénicas C = kl? y C tienen dos puntos de contacto. 

3. Si 4; es una recta tangente a la cénica C, entonces las cénicas C = kilz y C tienen un punto de 

contacto, que coincide con el punto de tangencia de l, y C (figura 2-20). 

iy 

Figura 2-20: C = klilz y C = 0 tienen un punto de contacto simple en el punto de tangencia de 1, y 
c=0. 
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4. Sea t una tangente aC, y / una segunda recta que pasa por el punto de contacto de t y C entonces, 

las c6nicas C = kit y C, tienen un punto triple de contacto, que coincide con el punto de interseccién 

de ly t (figura 2-21). 

Figura 2-21: C = klt y C = 0 tienen un punto triple de contacto que coincide con el punto de tangencia 
detyC., 

5. Sit es una tangente a C entonces, las cénicas C = kt? y C, tienen un punto cuédruple de contacto, 

que coincide con el punto de tangencia de t y C = 0 (figura 2-22). 

Figura 2-22: Las cénicas C = ki? y C = 0 tienen un punto cuddruple de contacto. 
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6. Sea C una cénica degenerada, es decir, si es de la forma C = gl, entonces, la cénica que tiene por 

ecuacién C = kil, pasa por los puntos de interseccién de las Iineas 11, lo, ly y ly (figura 2-23). 

I, Ly 

2 

Figura 2-23: Cénica generada por un par de cénicas degeneradas. 

7. Si en el caso anterior, hacemos coincidir la recta /, con la recta lg entonces la cénica dada por 

ecuacién I? = kisl, es una cénica tangente a las Ifneas U4, U4, en los puntos de interseccién de J con 

Ig, lg (vea la figura 2-24). 

~
 ~
 

NS
 

Figura 2-24: 
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2.3.2 Familia de cénicas a través de cuatro puntos 

Hemos visto que dadas cuatro l{neas independientes [;, la, Is y l4, la ecuacién lylz = kigl,, corres- 

ponde a la familia de cénicas que pasan por sus puntos de interseccién Pygy = N's, Pig = 1 NU, 

Po3 = la N13 y Pog = lo M14. Ahora tratemos de resolver el problema inverso, es decir, si P,, Pe, Ps, 

P, son cuatro puntos diferentes, jcémo determinamos la familia de cénicas que tienen en comiin a estos 

puntos?. 

E] resultado anterior nos sugiere construir cuatro lineas, de manera que sus puntos de interseccién 

coincidan con los puntos dados (figura 2-25). De esta forma, sea ly2 la {nea que une los puntos Pi, Pe, 

lgq la linea que une el punto P; con Py, log la Ifnea que une a P2 con Py y 13 la linea que une a los 

puntos P,, P3. 

  

Figura 2-25: Construccién de la familia de cénicas que pasan por P), Po, P3 y P4 usando cénicas 

degeneradas. 

entonces la ecuacién t 

hialsg = kloglys 

es precisamente la ecuacién de la familia de cénicas que tienen en comin los puntos P;, Pa, Ps y Ps. 

Lema 2.3.19 Sean P; y P, dos puntos distintos de una cénica no degenerada C; P3, Py, Ps y Pe otros 

cuatro puntos diferentes de C entonces (113 lia tis lig) = (log loa los Lae). 

Demostracién 

El haz con vértice en P, lo podemos generar usando como base a las lineas ly3 y 14 asi, su ecuacién 

es de la forma A li3 +l, = 0 ; andlogamente, la ecuacién del haz con vértice en P2 la podemos expresar 
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en términos de las Ifneas a3 y lag en la forma N'lo3 + f’leg = 0. Como tis es una linea del haz en P, y 

tgs pertenece al haz con vértice en P2, sus ecuaciones las podemos escribir como 

hs —h4=0 dis 

las = bog — lay =0 

o bien 

43(P) = h4a(P) para P € hs 

to3(P) = log4(P) para P € los 

Usando las cénicas degeneradas C, = lygleq = 0 y Co = lygle3 = 0, podemos obtener la ecuacién de 

la familia de cénicas que pasan por P;, Py, P3 y Py; como la cénica C pertenece a esta familia, existen 

constantes s y t tales que 

C & Slhighag + thale3 = 0 

Ahora bien, dado que Ps es un punto de la cénica y de las lineas lj5 y los, la expresién para C(P;) es 

de la forma 

slia(Ps)laq(Ps) + thia(Ps)loa(Ps) = 0 

de esta se sigue que s = —t y, por lo tanto, la ecuacién de la cénica la podemos reescribir como 

Liglog = lyglas. 

Dado que Ps y Ps son puntos de C 

his(Ps)laa(Ps) = tia(Ps)los(Ps) 

lis(Pe)loa(Pe) = tia(Pe)lea(Ps) 

recordemos que la razén en la que una linea ! divide a las I{neas 1; y lo esté dada por (hades ites 
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donde P es un punto de /. De manera que las igualdades anteriores nos indican que 

(43 Gia hs) (lo3 loa bos) = 1 
his(J 6) 

t = (leg log L =e (lis big 16) ( 23 624 26) ha(Pe) 

por lo tanto {113 lig tis die) = (daa bea las toe) a 

Corolario 2.3.20 Dados cuatro puntos de una cénica no degenerada P,, FP, P3 y Py, podemos definir 

la razén cruzada (P; P2 P3 Py) como la razén de las ltneas l51, Isa, 153, 154 donde Ps es cualquier otro 

punto de la cénica. 

2.4 Teorema de Pascal 

Teorema 2.4.21 (Teorema de Pascal) Sean P,,,Ps los vértices de un herdgono inscrito en una 

cénica; entonces, los tres puntos, I1, Iz, Is de interseccidn de los tres pares de rectas ly y las; lo3 y tse; 

134 y lg: son colineales (figura 2-26). 

A la linea que pasa por los puntos I,, Iz, I3, se le conoce como linea de Pascal. 

  

Figura 2-26: Teorema de Pascal: Si P;,..., Pg pertenecen a una cénica entonces J), Jz e J son colineales. 
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Primera demostracién 

  

  

Figura 2-27: 

Denotemos por P; al punto de interseccién de las Ifneas lig y las (vea la figura 2-27) y usemos el 

punto Py como centro de proyectividad, para proyectar los puntos P,, Pr, Iz y Ps, de la lfnea dg, en la 

cénica; aplicando del lema 2.3.19 obtenemos 

(P, Py Is Ps) = (P, Ps Ps Pe) 

usemos shora al punto P, como centro y proyectemos los puntos P,, Ps, P3 y Pe en la linea Isg de esta 

forma obtenemos 

(Pi Ps P3 Ps) = (P3 Ps In Ps) donde Py = lia Nise 

fijémonos ehora en la cuarteta de Iineas del haz con vértice en J; que pasan por P,, P;, Iz y Pe, yenla 

segunda cuarteta, del mismo haz, determinada por los puntos Pg Ps I2 y Ps, ambas satisfacen la relacion 

(Lyi lye lite tne) = (Ins tne linn bn) 

pero ly = lng y l,7 =!n5, por lo tanto lz, 1, = 17,1), y con esto queda demostrado el teorema. 
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Segunda demostracién 

Como la cénica forma parte de la familia de cénicas que comparten los puntos Pj, Po, Py y Ps 

(figura 2-28) entonces, existe un valor de 4, para el cual la ecuacién de C la podemos escribir como 

c= lyelas > Aloslia =0 (2.4.19) 

  

Figura 2-28: liglas = 0 y lasti4 = 0 generan la cénica que pasa por P,,..., Ps. 

Ahora, encontremos las ecuaciones de los lados /23, I34, Ise y 461, em términos de las ecuaciones de las 

Ifneas 114, los y de los lados yo, los. 

La linea lag pertenece al haz con vértice en P2; usando la linea ls y el lado 112 como base entonces, 

existe ‘y tal que la ecuacién de la linea a3 la podemos escribir como: 

yhe - Ales =0 (2.4.20) 

donde 2 es el pardmetro que determina a la cénica en Ja ecuacién (2.4.19). 

Si elegimos a [4s y lg como las Ifneas que generan el haz con vértice Py entonces la ecuacién del lag 

esté dada por 

las — ya =0 

Para hacer ver esto, evaluemos las ecuaciones de la cénica y del lado /93 en P3. Para la linea lo3 

lo3(P3) = yli2(Ps) — Alas(Ps) = 0 

para la cénica 
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C( Ps) = bio(Ps)las(Ps) — Alas(Ps)tia(P3) = 0 

De la primera, se sigue que Alzs(P3) = ylo(P3) y después de substituir Alos(P3) en C(P3) obtenemos 

ha(P3)las(P3) — ylie(Pa)lia(P3) = 0 

factorizando lyo( P3) 

lyo( Ps) (las(Ps) ~ ra(Ps)) = 0 

De esta ultima, tenemos que si /12(P3) = 0, llegarfamos a que los puntos P;, P2 y P3 son colineales, por 

lo que la tinica posibilidad es que 

las(Pa) — ylia(Ps) = 0 

Esta expresién nos indica que la linea 45 — ylig = 0, que pertenece al haz con vértice en Py, pasa 

por el punto P3, por tanto, es la ecuacién de la Ifnea lg 

las = las — -yh4 = 0 

Siguiendo un razonamiento similar, obtenemos las ecuaciones de los lados Isg y lg1. 

ls6 4'las — Alas = 0 

la = le-vha=0 

Con esto, tenemos expresadas las ecuaciones de cada lado del hex4gono. Veamos ahora cémo usarlas 

para demostrar que los puntos J, Jz, e Js son colineales. 

Primero determinemos la ecuacién de la linea que pasa por los puntos J; e Jo. 

Consideremos los haces de lineas con vértice en J; e I2, respectivamente. Como J; es el punto de 

interseccién de los lados 112 y J45 entonces, la ecuacién del haz con vértice J), la podemos expresar en la 

forma 

aty2 ~ Blas = 0; 
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andlogamente, el haz con centro en Iz lo podemos generar usando las ecuaciones de los lados lo3 y Ise, 

por lo que su ecuacidn se puede escribir 

Ailes — Ase = 0 

Ahora bien, como la linea que pasa por J; e Iz, pertenece a ambos haces, 

Ly = aya — Blas = Glog — Bless = 0. 

Veamos cémo determinar los valores de a, G, &, B. 

Después de substituir las ecuaciones de lg3 y [ps en la ecuacién correspondiente del haz con vértice 

en Iz y reordenar términos, se llega a la expresién 

Bylo — By'las + A(B — Glos = 0 

Por lo que la ecuacién de la linea l;,;, debe satisfacer 

alye ~ Blys = Byhy — By'us + MB - Blas 

la que podemos reescribir en la forma 

(a — @y)h2 + (By — B)las + M@ — B)las = 0. 

Para que esta relacién sea valida, los coeficientes deben ser cero, esto es porque las lfneas ly, los, las 

no son concurrentes, de esta condicién, se deduce que B =Qa=4yyf= By , por tanto, la ecuacién 

de la linea que une el punto J; con Jy esté dada por 

Inn = yhe—ylys =0 

Pero ésta misma la podemos reescribir en la forma 

ll ° (hia — lia) -— ¥ (las — hia) 

ye —y'l3 = 0, 

por lo que la ifnea que pasa por J; e J2, también pasa por el punto de interseccién de los lados Ig) y l43, 
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pero este punto es precisamente J3; es decir,los puntos J), /2 e J son colineales. 

Tercera demostracién 

Dados los vértices P,, P2, P3, P4, Ps y Pe del hexdgono inscrito en la cénica, consideremos a la 

familia de cénicas que pasan por los puntos P), Po, Ps y Ps, y a la familia de cénicas que pasan por los 

puntos P., P3, Py y Ps, cuyas ecuaciones se pueden expresar como 

hialse + Aleilas = 0 

loglas + Hlzalag = 0 

las 

    
5B. Is6 gg 

Figura 2-29: Configuraciones para describir una familia de cénicas a la que pertenece la cénica que pasa 

por los seis puntos dados. 

Como la cénica pertenece a ambas familias, entonces, existen valores de A y 4, que bajo una norma- 

lizacién apropiada se satisface 

C = halse + Aleilas = loslas + plsalas. 

O bien 

brolse — loal4s = las (ulaa — Alig). 

Esta expresién nos indica que la cénica que tiene por ecuacién liels6 — la3l4s = 0 es un par de rectas, 

donde una de ellas es la linea los. 

Veamos ahora qué podemos decir de la linea cuya ecuacién es 

Hlgg — Aljg = 0 
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Primero observemos que esta linea pasa por el punto de interseccién de l3q y ly, es decir, el punto J3 

pertenece a ésta. Para obtener mds informacién, fijémonos ahora en la expresién 

hyatse — logtas = 0 

La linea I5, esté determinada por los puntos de interseccién de las rectas l12,!23 y ls6,las, por lo 

que la segunda I{nea que forma parte de la cénica degenerada lalsg — laslas = 0 (que tiene por ecuacién 

jtlgq ~ Alyg = 0) debe pasar por los puntos de interseccién de las lfneas lio, las y log, 456, pero hyo y las 

son dos lados opuestos del hex4gono, por tanto, la Ifnea pasa por el punto J;, andlogamente, log y lse 

son otro par de lados opuestos cuyo punto de interseccién es Ip, entonces, la linea que tiene por ecuacién 

tlgq — Alyg = 0 pasa por los puntos I), Ig e Jz y con esto queda demostrado el teorema. ag 

2.4.1 Construccién de una cénica a partir de cinco puntos 

La graficacién de cénicas es uno de los objetivos del presente trabajo y es en este sentido que el 

Teorema de Pascal toma gran importancia para nosotros, ya que fundamenta uno de los métodos clasicos 

para la construccién de cénicas. 

Solucién Geométrica 

A continuacién describiremos un algoritmo basado en el Teorema de Pascal que genera puntos de 

una cénica dados cinco. 

Para facilitar la explicacién usemos la notacién del Teorema, asf, P,, Pe, Ps, Ps, Ps son los cinco 

puntos dados y nuestro objetivo es obtener un procedimiento que nos permita generar el sexto vértice 

del hexégono. 

La condicién geométrica sobre el hexdgono, est basada en términos de los pares de lados opuestos 

lados que esta determinado es el P, Pe, P,Ps, cuyo punto de interseccién es J). Para construir el sexto 

punto, tracemos por Ps una linea (que no pase por los otros cuatro puntos), sobre ésta determinaremos 

el lado Ps Ps, de modo que el punto de interseccién del y PLP es precisamente J. Tracemos la linea 

de Pascal I,J y determinemos su punto de interseccién con el lado P3P,, este punto es el J3 (punto de 

concurrencia de los lados P3P4, FeP; y la linea de Pascal), asf, al trazar la linea que une Jj con P, e 

intersectarla con | se encuentra el sexto punto Py = 1M J3P, (vea la figura 2-30). 
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Figura 2-30: Configuracién del Teorema de Pascal 

Algoritmo 

1. Localizar el punto de interseccién de los lados Pi Pay PyPs. 

  

2. Trazer una Ifnea i, que pase por el punto Ps, diferente de PaP AL <Sis4. 

3. Determinar el punto de interseccién Jz del lado Py Ps y la linea t. 
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Solucién analitica 

En la seccién 2.3.2 vimos que la ecuacién 

Ryliolaa + keloshia = 0 (2.4.21) 

representa a la familia de cénicas que pasan por los puntos P,, Pz, P3, y Py. Si queremos determinar la 

ecuacién de la cénica que ademés pase por el punto Ps, entonces 

ky [Li2taa] (Ps) + ke (laatia] (Ps) = 0 

de esta forma queda determinado el cociente de ky y ke 

Ky _ __[laslia] (Ps) 
ke [laadsa] (Ps) 

2.4.2 Caso Especial: Cénica tangente a dos lados de un tridngulo. 

Del Teorema de Pascal podemos obtener varios casos especiales que surgen al considerar a los vértices 

que definen un lado del hexdgono como iguales, en este caso, en lugar del lado, en la configuracién 

aparece una recta tangente junto con su punto de contacto. Ahora bien, si consideramos un segundo 

lado y, hacemos coincidir los puntos que lo definen, entonces obtendremos una configuracién en la que 

se forma un tridngulo donde dos de sus lados son tangentes a la cénica y el tercero, es la linea que une 

los puntos de tangencia. 

Solucién geométrica 

En la configuracién del Teorema de Pascal, hagamos tender el punto P, al P;, ala vez que hacemos 

tender el punto P, al Ps, asf, las cuerdas P, P; y Py Ps, cada vez se parecen més a las tangentes a la cdnica 

en P, y Ps respectivamente; en el Ifmite, obtenemos las tangentes y dos puntos dobles, que corresponden 

a los puntos de contacto. Interpretando el Teorema de Pascal para este caso, obtenemos el siguiente 

resultado 

Si Py, Po, Ps, Py son puntos de una cénica C,t, tangente a C en Py, te tangente a C en Po 

entonces I,, Iz e Iz son colineales donde I, es el punto de interseccién de la tangente t; y la linea lo3 

(I = t1 Mlg3), Ig es el punto de interseccién de la tangente tg y la linea lig (Io = te Mig) e Ig es el 

punto de interseccion de las ltneas lig y aq. 
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Podemos entonces usar este caso para construir puntos sobre una cénica, si conocemos dos tangentes: 

t; y tg, sus respectivos puntos de contacto: P, y P., asf como un tercer punto Py; de la cénica. 

Con estos datos, sdlo es posible determinar el punto J}. 

  

Para determinar otro punto de la Hnea de Pascal, tracemos por el punto P, una linea l, y sea Iz el 

punto de interseccién de ésta y la tangente to. 
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Después de trazar la linea de Pascal £, determinamos su punto de interseccién con la linea tig, este 

punto, es el punto /3. 

  

El punto P, (que estamos buscando), coincide con el punto de interseccién de ly la linea que une a 

los puntos P3 e I3. 

  

Solucién Analftica 

Veamos ahora cémo encontramos la ecuacién de la cénica que cumple las condiciones antes men- 

cionadas. 

En la seccién 2.3.1 se trataron los casos especiales de familias de cénicas y, de acuerdo al caso 7, la 

ecuacion de la familia de cénicas que tiene por tangentes a t, y tg en los puntos P, y P) respectivamente, 

esté dada por 

ky tit, + kgl?, =0 

ahora bien, la cénica que pase por P3, debe satisfacer la ecuacién 

64



  

ky [tite] (Ps) + kala (Ps) = 0 

de donde podemos elegir 

A = —H,(Pa) 

ke tyte(Ps) lt 

2.5 Cénica Lineal 

Estamos acostumbrados a ver a una curva como un punto que cambia su posicién de manera continua 

siguiendo una regla de correspondencia. A tal curva, la llamamos el lugar geométrico de los puntos 

que satisfacen la regla (vea la figura 2-31 (a) ), pero, qué sucede si el objeto geométrico que se esté 

moviendo, en lugar de ser un punto es una recta? en ese caso, la lfnea que cambia su posicién de manera 

continua obedeciendo una condicién ffsica o geométrica, va describiendo una curva, a la que llamaremos 

envolvente de la lfnea ( figura 2-31 ( b )). 

  

Figura 2-31: { a) Cénica Puntual (b ) Cénica Lineal 

Imaginemos que se tiene una curva descrita tanto por su lugar geométrico como por su envolvente; 

resulta natural preguntarnos cémo obtener la envolvente a partir del lugar geométrico y viceversa. 

Una curva vista como el lugar geométrico de un punto en movimiento, tiene por envolvente, a la que 

se genera con una l{nea que une dos posiciones del punto, que tienden a coincidir (figura 2-32 (a)). Por 

otro lado, una curva vista como la envolvente de una linea en movimiento, tiene por lugar geométrico 

al que se genera con el punto de interseccién de dos lfneas de la envolvente que tienden a coincidir 
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(figura 2-32 (b)). 

i 
(a) Cb) 

Figura 2-32: 

2.5.1 Ecuacién de la Envolvente o Ecuacién tangencial de una Cénica. 

Antes de abordar el caso general, veamos cémo obtener la ecuacién de la envolvente de un cfrculo 

con centro en el origen y radio a. 

El lugar geométrico del cfrculo se obtiene al restringir el movimiento de un punto variable de coor- 

denadas (zx, y), de manera que su distancia al origen sea a; este mismo cfrculo se puede obtener como la 

envolvente que genera una lfnea variable que se mueve manteniéndose a una distancia a del origen. Si 

la linea tiene por ecuacién 

lear+ By+1=0 

la condicién para que su distancia al origen sea a, la podemos expresar por medio de la siguiente ecuacién 

enay f. 

a? (a? + 6) =1 

A esta expresion analftica, que representa a la familia de l{neas tangentes al circulo la llamaremos la 

ecuacién tangencial o ecuacién de la envolvente del cfrculo x? + y? = a?. 

Abordemos ahora el caso general. Si la ecuacién de la cénica C esté dada por 

az? + Qhay + by? + 292 + 2fy+c=0 

encontremos la ecuacién de la familia de lfneas tangentes a C. 

Primero reagrupemos los términos cuadréticos, lineales e independientes, para obtener una expresién 

66



  

de la forma 

c=U®%+UOV+UM=9 

donde U( es una ecuacién homogénea de grado i. 

Sea / una linea cuya ecuacién esté dada por 

l=art+ By=-1 

y veamos cudl es el lugar geométrico que describe la ecuacién dada por 

Ue) 410) 4 PUO = az? + hry + by? — Aga + fy)(ox + By) + clax + By)? = 0. 

Notemos que es una ecuacién cuadrética homogénea; por tanto, el lugar geométrico que describe es una 

cénica que pasa por el origen. Por otro lado, si P; y Pz son los puntos de interseccién de ! y C entonces, 

éstos también satisfacen la ecuacién, més atin, todo punto, multiplo de P, o de Po, es un punto de la 

cénica, estas condiciones nos indican, que la cénica es degenerada y, que esté formada por la recta que 

pasa por el origen y el punto P; (t;) y por la Ifnea 2 que pasa por el origen y Pe. 

Reagrupando los términos, se llega a una expresién de la forma 

Ax? + 2Bay + Cy? =0 

donde 

A = a~2ga+ca? 

= h-gB- fatcaf 
C = b-2f6 +c? 

Queremos obtener la condicién de tangencia para la recta 1; esto equivale a que la cénica degenerada 

dada por la ecuacién anterior, represente una recta doble ( /; = l2), en términos del discriminante 

B? = AC, es decir 

(h~ 98 — fa+caB)? = (a — 29a + ca?) (b- 2/8 + of”) 

Después de desarrollar cada producto y reagrupar términos Ilegamos a la expresién 
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> = Ao? + 2Haf + BB’ + 2Ga +2FB+C=0 (2.5.22) 

donde 

A=be~f? H=fg—-ch F=gh-af 

B=ca-g® Gahf-bg C=ab—h? 

de esta manera, hemos visto que la Ifnea ! = az + Gy +1 = 0 es tangente a la cénica C si y sdlo si a y 8 

satisfacen una ecuacién cuadratica. 

Observemos que sil = 0 es la ecuacién de una linea que no pasa por el origen, ésta siempre se puede 

llevar a la forma l= ax + By+1=0 y, por tanto, puede identificarse con los valores de a y 8B . Por 

ello, convendremos en llamarles las coordenadas de la linea l. 

En la seccién previa, definimos a una cénica puntual como aquel conjunto de puntos (z, y) que 

satisfacen una ecuacién cuadratica y, acabamos de ver que la envolvente de una cénica es el conjunto de 

Imneas (a, 8) que satisfacen una ecuacién cuadrética, por tanto, toda ecuacién cuadrética, la podemos 

considerar como el lugar geométrico de los puntos (x, y) que la satisfacen y definirla como la ecuacién 

puntual de una cénica, o bien, puede verse como la ecuacién de la envolvente de las Iineas determinadas 

por las variables a, 8 y definirse como la ecuacién tangencial de una cénica. 

Teorema 2.5.22 Seal=azr+fy+1=0 una linea de la envolvente de una cénica cuya ecuacion esta 

dada por 

C = ax? + 2hay + by” + 29x + 2fytc=0 

Es decir, si a, B satisfacen la ecuacién 

So = Ao? + 2Hof + BS? +2Ga+2F84+C=0 

donde 

Az=sbe-f? H=fg—-ch F=gh-af 

Ba=ca-g? G=hf—bg C=ab—h? 

entonces, el punto de tangencia del esté dado por 
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(2.5.23) 
Aa+HB+G Hat+BB+F 

Gat+FB+C’ Ga+FB+C 

Demostracién 

Si el punto de tangencia de / es P;(z1,y1) entonces su ecuacién también se puede escribir como | 

=C, = 0, y al reagrupar los términos en z, y 

bt=2¢X%,)4+9¥%,4+2,=0 

donde 

X, = amthytg 

Y = haytbyit+f 

4 = gutfyte. 

Por tanto, estos términos deben ser proporcionales a @ y @, es decir 

ay MN 
a BI (2.5.24) 

Es facil verificar que 

ry + m¥i + 82 =; con Tr, m, s constantes (2.5.25) 
rat+mB+s 

Aplicando este resultado a (2.5.24), con r = A, m= H y 8 =G_, obtenemos 

A{az, + hy +9) + H(hay +b + f) + Glgri + fy +0) 
Aa+H6+G 

después de reagrupar términos en x y en y 

2(aA+hH +9G)+yi(hA+bH + fG)+gA+fH+cG 

Aa+HAB+G 

Ahora como 

hA+bH+ fG=g9A+fH+cG=0 

este cociente se reduce a 
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mA 

Aa+ H#+G 

donde 

A=aA+hH + 9G 

Anélogamente, podemos obtener 

z1A _ na _ A 

Aa+HB+G Ho+BG+F Ga+FR+C 
  

de esta ultima igualdad, se sigue que las coordenadas del punto (x1, ¥1), estén dadas por 

Aa+HB+G Hat+BB+F 
(an) = ( ) Ga+F8+C'Ga+F8@+C 

Tomando en cuenta este resultado junto con el de las coordenadas de la recta tangente a la cénica, 

observamos que existe cierta dualidad entre la cénica puntual y la lineal. 

Las coordenadas de la recta tangente a la cénica puntual C que tiene por punto de contacto a (21,41) 

son 

(a, 8) = Gee stmt) 
, 92 + fy te’ ga + fy te 

mientras que las coordenadas del punto de contacto de la linea (a, 8) de la envolvente > (Cénica lineal) 

son 

(23, 41) = es Satpece) 

Ga+FB+C’ Ga+FB+C 

Interpretando ambos resultados, tenemos que, cuando un punto (x, y) se mueve bajo la condicién 

C = 0, existe una unica linea de coordenadas (a, @), que es tangente a la cénica, es decir, satisface la 

ecuacién > = 0. Por tanto, conforme el punto se va moviendo y, describe el lugar geométrico, la lfnea 

correspondiente (a, ) va describiendo la envolvente de la cénica. 

Anélogamente, si ahora consideramos una linea (a, 3) que se mueve de acuerdo a la condicién x =0, 

existe un nico punto (z, y) de la linea, tal que satisface la ecuacién C = 0. Al moverse la linea e ir 
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trazando la envolvente, su punto de tangencia va trazando el lugar geométrico de la cénica. 

Con base en lo anterior, podemos pensar ahora a un punto como un haz de rectas y, entonces, hablar 

de la ecuacién de un punto (zo, yo) como 

azo + Byo+1=0, a, B variables 

de esta forma, podemos establecer los resultados andlogos a los de las rectas notables de una cénica 

puntual. 

2.5.2 Puntos notables de una cénica lineal 

A continuacién listamos los resultados relacionados con los puntos notables de una cénica lineal. 

Sea 5> = 0 la ecuacién de una cénica lineal. Entonces: 

1.- La ecuacion de la cuerda de lacénicaC =0 1’. La ecuacién lineal del punto de intersec- 

que pasa por los puntos P,(r1,41) y Pa(t2,y2) cién de las tangentes (a1, 81) y (a2, Bo) de la 

es cénica lineal 5> = 0 esté dada por 

C1 4+Co =Cig D1 + Le = Lye 

> 
21+ Z4= Zy2 

(04.8)     {c. Bo) 

Figura 2-33 Figura 2-34 
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2.- La tangente a C = 0 en el punto P, tiene 2’~ El punto de tangencia o de contacto de 

por ecuacién: C; = 0 x = 0 y la tangente (a1,8,) tiene por 

ecuacién: ©; = 0 

Py “ = > 0 

C (2), 8) 
C\=0 

Figura 2-35 Figura 2-36 

3.- La cuerda que une a los puntos de tangen- 3’. El punto de interseccién de las tangentes 

cia de las lineas tangentes aC = 0 que pasan a }~ = 0, en los puntos finales de la cuerda 

por P; tienen por ecuacién: C; = 0. (a1, 8,) tiene por ecuacién: Dy = 0. 

(a v &) “~>,=0 P5 Py 1 

P3 

C=0 

Figura 2-37 Figura 2-38 
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4.- La ecuacién de la polar de P, con respecto 4’. El polo con respecto a )> = 0 de la linea 

aC=(es: C; =0. (a, 8,) tiene por ecuacién: Z, = 0.     polarde Py     we polo de 

(21,8) 

Figura 2-39 Figura 2-40 

2.5.3 Teorema de Brianchon 

Asf como el teorema de Pascal nos permite construir geométricamente puntos sobre una cénica, el 

teorema de Brianchon nos da una forma de construir lineas de la envolvente de una cénica. 

Teorema 2.5.23 (Brianchon) Un hezdgono circunscribe a una cénica si las lfneas que unen los vér- 

tices opuestos son concurrentes (figura 2-41). 

  

Figura 2-41: Teorema de Brianchon 
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Demostracién 

Si denotamos por f;, ly,...,lg a los lados del hexégono, y por P, j = 4,1; entonces, debemos 

demostrar que las lineas Pi2 P45, P23Ps6 y P34Fe1 son concurrentes. 

Sean P,,P2,...Ps los respectivos puntos de tangencia de ly, lz,...,/g (vea la figura 2-42), Entonces 

por el Teorema de Pascal, los puntos J) = l2 Mas, Jo = log Msg e J = Ig4 Mei son colineales, y por el 

corolario 2.2.16, las polares de los puntos J; Jz, e J3 son concurrentes. 

Por tanto, basta checar que las polares de estos puntos son precisamente los lados que unen vértices 

opuestos. 

  

Figura 2-42: Configuracién de los Teoremas de Pascal y Brianchon. 

Ahora bien, dado que lia, /45 son las polares de los puntos P12, Pys respectivamente, y tomando en 

cuenta que su punto de interseccién es J, entonces, por el corolario 2.2.14, la polar de J, pasa por los 

vértices opuestos Piz y P43, Anélogamente las polares de Pe3 y P55, son lag y Isg las cuales se intersecan 

en Jp, por tanto, la polar de Jz une los vértices opuestos Po3 y Psg, y la polar de Iz es la linea que une 

a los vértices opuestos P34 y Pe,, de donde las Ifneas que unen vértices opuestos son concurrentes. n 
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2.6 Notas y Referencias 

Observaciones 

1. En los resultados que hemos visto sobre la cénica puntual, se ha descartado a todas las I{neas que 

pasan por el origen, al considerar que la ecuacién de una linea esté dada por ax + By +1 =0. 

2. Dado que toda linea que no pase por el origen se puede llevar a la forma ax + By +1 = 0, entonces, 

es posible identificar a una linea por medio del par (a, 8), y por lo tanto, a éste lo podemos 

considerar como las coordenadas de la linea. 

3. La ecuacién ax + By +1 = 0 representa el lugar geométrico de una linea, si se mantienen fijos a a 

y & y hacemos variar a z y y. Si ahora mantenemos fijos a x y y hacemos variar a @ y §, entonces, 

la ecuacién az + Gy + 1 = 0 representa para cada valor de (a, 3) una linea que pasa por el punto 

(x, y), es decir, la podemos considerar como la ecuacién del punto (x, y). 

La intencién de este capftulo ha sido presentar algunos resultados bdsicos acerca de las cénicas, que, 

como es bien sabido, es un tema ampliamente estudiado. Mas atin, se muestra el poder que tiene la 

notacion simbédlica. Este material se puede consultar del libro Rajagopal C. T. and Srinivasaraghavan 

V. R. (16). 

Otro libro que presenta la demostracién del teorema de Pascal usando la notacién simbélica es 

Eves H. {5}. 

La demostracién del teorema de Pascal que se basa en las propiedades de la razén cruzada se consulté 

de [17] 

La seccién de familia de cénicas puede verse en el libro Robson [18]. 
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Capitulo 3 

Dualidad 

3.1 Introduccién 

Hemos visto resultados tales como el teorema de Desargues, las rectas notables de una cénica 

puntual, los puntos notables de una cénica lineal, asf como los teoremas de Pascal y Brianchon. Todos 

éstos enuncian propiedades que estén relacionadas con la posicién de un conjunto de puntos y las rectas 

que definen, o bien, con un conjunto de Ifneas y sus puntos de interseccién; dichas propiedades no 

incluyen relaciones métricas, ademds cumplen la siguiente propiedad: 

Si en el enunciado se cambia el término punto por Ifnea y l{nea por punto, como se muestra a 

continuacién 

1.- Linea que une dos puntos 1’- Punto de interseccién de dos lmeas 

2.- Punto de interseccién de dos lineas 2’.- Linea que une dos puntos 

Un teorema se transforma en otro y viceversa. Un ejemplo de ésto, lo tenemos en los teoremas de 

Pascal y Brianchon. 

A las figuras y teoremas que tienen esta propiedad les amaremos, duales. 

Si modificamos el enunciado del teorema de Desargues, conforme a las reglas antes mencionadas, 

notamos que el enunciado dual, es el teorema mismo. Cuando un teorema tiene esta propiedad, les 

llamaremos auto-duales. 

Hasta el momento no hemos tenido dificultad alguna en manejar el concepto de dualidad en términos 

geométricos. Sin embargo, al plantear la dualidad algebraicamente, nos damos cuenta que nuestro sistema 

coordenado esta incompleto. Como ejemplo, tomemos el haz de I{neas generado por dos rectas paralelas, 
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donde convenimos en decir, que su vértice, es el punto al infinito; pero, jcudles son las coordenadas de 

este punto?. 

En el capitulo anterior, empezamos a manejar el concepto de coordenadas de Ifnea, pero, éstas 

\inicamente hacen referencia a lineas que no pasan por el origen. A fin de encontrar un sistema coordenado 

que nos permita manejar a puntos y lfneas como entes primarios, retomemos este caso. 

3.2 Coordenadas de linea 

En el capftulo anterior, vimos que toda linea que satisface la ecuacién 

l= Azr+Byt+C=0;conC 40 

siempre la podemos llevar a la forma 

axzt Byt+i=0 (3.2.1) 

y dado que la Ifnea queda unfvocamente determinada por a y f, a este par de valores le llamamos las 

coordenadas de la linea. 

Si el punto P = (z,y) y la linea 1 = (a, 8) satisfacen la ecuacién (3.2.1), diremos que el punto P y 1 

son incidentes. Por ejemplo, la Ifnea ! = (1,-1) y P= (0, 1) satisfacen la ecuacién x — y +1 = 0, por 

tanto, P y l son incidentes. 

Si la abscisa y ordenada al origen de J son a y b, respectivamente, entonces, las coordenadas de la 

linea en términos de estos valores estén dadas por 

3.2.1 Algunos casos especiales 

1, Consideremos a las Ifneas cuya primera coordenada es constante e igual aa = -+ y 8 arbitrario, 

es decir, las I{neas que satisfacen la ecuacién —— = + By +1=0. Todas éstas pesen por el punto 

(a,0), por lo que a la ecuacién 
1 

ar 

la podemos interpretar como la ecuacién del punto (a, 0), o bien, como la ecuacién de la familia 

de Ifneas con vértice en (a, 0). 

2. El caso anterior describe una familia de Ifneas, cuyo vértice es un punto ordinario; ahora tratemos 
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de obtener la ecuacién de una familia de lfneas cuyo vértice sea un punto al infinito; es decir, la 

ecuacién de una familia de lfneas paralelas. Esta viene dada por 

qz+py+C=0, 

donde los coeficientes de x y y son constantes, y C' es variable. La podemos identificar por la 

ecuacién 

‘ = g (3.2.2) 

o bien, cuya pendiente esté dada por - y, por tanto, son paralelas a la linea y = —aa. 

Para obtener la ecuacién en términos de a y §, observemos que 

A 2 
B 8B 

Substituyendo esta expresién en la ecuacién (3.2.2), obtenemos la ecuacién de la familia de L{neas 

paralelas en la forma: r = o o bien 

pa - qB =0 

Como en el caso anterior, a esta ecuacién también la podemos interpretar como la ecuacién del 

punto al infinito que se encuentra en la direccién de la Ifnea con pendiente “5 

3. Dos casos especiales del anterior, son la familia de lfneas paralelas a los ejes coordenados. 

« Las I{neas paralelas al eje X, las obtenemos al hacer g = 0, por tanto, la ecuacidn de la familia 

de lineas se convierte en pa = 0, pero, como p no puede ser cero, la ecuacién se reduce a 

a=0 

En resumen, a = 0 con 6 = fy (fy # 0), representa una lfnea paralela al eje X o, si 

consideramos a ( variable, ésta se convierte en la ecuacién del punto al infinito en la direccién 

del eje X. 

e Lineas paralelas al eje Y 

Toda linea paralela al eje Y, esté dada por a = ag y § = 0, pero, si hacemos que a varfe 

B=0 

representa el punto al infinito en la direccién del eje Y. 
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4. En el caso anterior vimos que a = 0 y 6 = Bp, representa una linea que pasa por el punto (0, -%) 

y es paralela al eje X. Al hacer tender {9 a cero, la linea se aleja cada vez més del origen, por lo 

que podemos decir que 

represente la linea al infinito. Notemos que ésta satisface la ecuacién pa — g8 = 0, lo que nos 

indica que el punto al infinito en la direccién de la linea con pendiente -4, incide con la linea al 

infinito y, dado que esto no depende de los valores de q y p entonces, todo punto al infinito 

incide con la lfnea al infinito. 

5. Ahora, para obtener las coordenadas de una I{nea que pase por el origen, consideremos a A yB 

diferentes de cero y, para ver cémo se ven afectados los valores de a y @ conforme C tiende a cero, 

reescribamos sus expresiones en términos de A, B y C, las cuales son 

De éstas vemos que, conforme C’ toma valores m4s pequefios, los correspondientes a a y 6 aumentan, 

por lo que una linea que pasa por el origen la podemos identificar por a= 00, 8 =o. 

3.2.2 Ecuacién de un punto 

En los casos antes vistos, observamos que la ecuacién (3.2.1), ademas de interpretarse como la 

ecuacién de una linea, también la podemos ver como la ecuacién de un punto siempre y cuando, en la 

ecuacién 

toat yh+1=0 

consideremos a la pareja (x9, yo) como fija y hagamos variar las coordenadas («, 9). Entonces, la ecuacién, 

en lugar de expresar una relacién entre un nimero infinito de puntos que pertenecen a una lfnea, se 

convierte, en una relacién entre un niimero infinito de Hneas que pasan por el punto de coordenadas 

79  



  

(zo, yo) (haz de lfneas con vértice (xo, yo)), por tanto, en este caso, a la ecuacién 

zpa + yoS +1=0, con (a, f) variable 

la llamaremos la ecuacién del punto (x9, yo) (en coordenadas de linea). Por ejemplo, la ecuacién 

4a +38 + 1=0 es la ecuacién del punto (4,3), mientras que la ecuacién 4z + 3y + 1 = 0 es la ecuacién 

de la nea de coordenadas (4, 3). 

3.2.3 Dualidad en Coordenadas de Puntos y Lineas 

Las coordenadas de Ifnea nos permiten plantear algunos resultados de dualidad en términos algebraicos 

que a continuacién enunciamos. 

1. Punto de coordenadas (z, y). 

2.- Linea que no pasa por el origen. 

az+ By+1=0 con (a, 8) fijos 

3.- Linea (a, 8) = (A/C, B/C), C #0. 

Ac+Byt+C=0 

4.- Origen (x,y) = (0,0). 

5.- Ar + By = 0 linea a través del origen. 

1.- Linea de coordenadas (a, f). 

2’. Punto que no pertenece a la linea al infinito 

ax+Byt+i1=0 con (x,y) fijos 

3'- Punto (z,y) = (A/C, B/C), C #0. 

Aa+BB+C=0 

4’... Linea al infinito (a, 8) = (0,0). 

5.- Aa + BE = 0 punto que pertenece a la linea 

al infinito. 
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6.- Dos lfineas 

Ayo + Bry t Cy 

Aogz + Boy + Co 

determinan un punto: 

    

  

    

  

Ba GQ CQ A Ar Bi riy:ts 
BB, C2 Cy Ap Az By 

éste seré un punto al infinito si 

A, By BQ 
=0 #0 

Ag Be Ba C2         

7.- Haz de lineas 1, — klg = 0, con 

l= Awt+ By+C,=0. 

8.- Tres l{neas concurrentes 1; = 0,1 = 1,2,3 

A, B, Gy 

Ap Bp C2 |=0 0 h+h+h=0 

As Bs C3 

9.- Punto (x,y) en la Ifnea que une los puntos 

P(p1, pa) y Q(91,92)- 

o> MOHD. aah; y = Rares 
Imp 

donde » es la razén proporcional a k en 7’ 

(wu = kC2/C}). 

81 

6’.- Dos puntos 

Aia+ ByB+C, 

Aza + BoB + C2 

determinan una l{nea: 

        

    

B, C Cc, A a:f:i= 1 1 i 1 

Bo C2 Cy A2 

A, By 

Ag Ba 

ésta pasa por el origen si 

Ay B By, C 1 rug 1 1 £0 

A2 Bo By Ce         

7’.- Haz de puntos P; ~ kP2 =0, con 

P= Ajat+ BB+ CO, =0. 

8’.- Tres puntos P;, con i = 1, 2,3 colineales 

Ay By GQ 

Ap Be C2 =0 0 A+RH+R=0 

As By Cy 

9°.- Linea (a, 8) que pasa por el punto de inter- 

seccin de las Ifneas U(p1,p2), m(q1,92)- 

a= Sun; 9 = Bum 

donde y es la razén proporcional a k en 7 

(uw = kC2/C,). 

 



  

10.- Dos puntos determinados por la razén #4, #2 10’. Dos Ineas del haz generado por | y m con 

con respecto a los puntos A y B, tienen raz6n pardmetros p, y fg 0 ky y kg (usando la k de 

cruzada j,/j2. Esta razén cruzada es igual a 7), tienen raz6n cruzada p4,/po, ésta es igual a 

k1/ka (usando la k de 7’). Si py + Hp = 00 ky/ke y, se dice que son conjugadas arménicas 

k, +kz = 0, se dice que los puntos son conjugados con respecto aly msi y+ fy =O00k) +hyg = 0. 

arménicos. 

3.3 Coordenadas Homogéneas 

El sistema coordenado que hemos introducido, atin tiene limitantes, por ejemplo, en coordenadas de 

puntos, no existen coordenadas para los puntos o la linea al infinito; mientras que, en las coordenadas de 

Ifnea, no tenemos forma de hacer referencia al origen ni a las lfneas que pasan por éste. Estas excepciones 

las podemos remover si usamos coordenadas homogéneas. Para ello, escribamos las coordenadas de 

un punto P en la forma 

21 x2 
a y= 3 (3.3.3) i 

e identificaremos al punto con la terna 21, x2 , 43, notemos que la terna no es tinica ya que, cualquier 

miultiplo (diferente de cero) de ésta, también representa a P. En los libros de geometria proyectiva un 

punto se denota por: 

(m1: @q3%3) = (x: y:1) (3.3.4) 

y a cualquier terna x1, t2 , Z3 que satisfaga la relacién anterior la tlamaremos las coordenadas ho- 

mogéneas del punto P en el plano. 

Abusando de la notacién, usaremos los vectores columna para representar las coordenadas ho- 

mogéneas de un punto asf, a las coordenadas homogéneas del punto P, las denotaremos por (1, 22,23)! 

sin olvidar que, (%1,22,23)' = k(z1,22,23)', para k # 0. Por ejemplo, el punto P = (5,6,—3)* es 

idéntico al punto P = (10,12, —6)* e igual al punto de coordenadas ordinarias = —5/3, y = —2. 

Los puntos que pertenecen al eje X, son aquellos cuya segunda coordenada es cero (2 = 0), mientras 

que los del eje Y, son los que su primera coordenada es cero (+; = 0). Los puntos al infinito se obtienen 

al hacer x3 = 0 asf, la lfnea al infinito /,, esté formada por todos aquellos puntos cuya tercer coordenada 

es cero, entonces, su ecuacién esté dada por +3 = 0. 

El origen tiene por coordenadas a (0,0, 1)! o (0,0, a)* con a@ diferente de cero (figura 3-1). 
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La ecuacién de una recta esté dada por 

A,21 + Agtg+Agz3 = 0 (3.3.5) 

A's = 0 

donde las A; con i = 1,2,3 no son todas cero. 

Un punto al infinito tiene coordenadas (a, ,0)* y corresponde al punto al infinito de la linea yins 

b: a. Cada terna (2, 22,23)! representa un punto, a excepcién (0,0,0)'. El punto (0,0,0)* no tiene 

ninguna interpretacién. 

Para obtener las coordenadas homogéneas correspondientes a las lneas, reescribamos la ecuacién 

(3.3.5) en la forma 

0421 + agz2 + 0323 = a'z =0 (3.3.6) 

a la terna (a1,@2,03) la llamaremos las coordenadas homogéneas de !a linea cuya ecuacién es 

a'z = 0, Para pasar de las coordenadas homogéneas de la linea a las coordenadas no homogéneas, 

usaremos la ecuacién 

(a : a2: 03) = (a: 8:1) 

La ecuacién (3.3.6) expresa la relacién de incidencia del punto (21, 22,23)" y la Ifnea (ay, 02,03). La 

ecuaci6n a = 0 (ag y ag variables), obliga a que zo = 23 = 0 entonces, ésta representa el punto ideal 

del eje X andlogamente, la ecuacién a2 = 0 (a y a3 variables), indica que x; = x3 = 0 y, por tanto, es 

la ecuacién del punto ideal en el eje Y, mientras que el origen esté dado por aj = 0 (a1 y 3 variables). 

Una linea que pasa por el origen, tiene coordenadas (a, 6,0); la linea de coordenadas (0, 1,0), es el eje 

X; el eje Y tiene coordenadas (1,0,0), y la linea (0,0, 1) es la Ifnea al infinito I, (figura 3-2). 

ay= 0 
    

     
ans 0    (01,0) @,=0 

Figura 3-1 Figura 3-2 
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3.3.1 Propiedades de puntos y lineas 

El siguiente teorema nos da una forma répida para determinar si tres puntos, son colineales. 

Teorema 3.3.24 Tres puntos A = (a;,02,43)', B = (by, b2,b3)' y C = (¢1,¢2,¢3)* son colineales si y 

sélo si el determinante de la matriz cuyos renglones son las coordenadas de los puntos es cero. 

Demostracién 

Los puntos A, B y C son colineales si y sdlo si existe una I{nea a que incida con los tres puntos, es 

decir, si y sdlo si 

aA = 0 

a&B = 0 

aC = 0 

este sistema tiene solucién (diferente de la trivial) si y sdlo si el determinante asociado es igual a cero 

ay ag a3 

by bg bg [=O 

4) 2 cg 

E] dual de este resultado esté relacionado con la concurrencia de I{neas, cuyo enunciado es el siguiente: 

Teorema 3.3.25 Tres lineas son concurrentes si y sdlo si el determinante de la matriz cuyos renglones 

son las coordenadas de las ltneas es igual a cero. 

Demostracién 

Sean at, 6* y 7' tres lineas, éstas serdn concurrentes si y sélo si existe un punto A = (a1, 42,43) que 

incide con cada una de las lineas, es decir, si y sdlo si el determinante del sistema 

aA = 0 

BA = 0 

YA = 0 

es igual a cero 
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a A a3 

B, By Bs |=9 

NY Ye Ys 

A continuacién enunciaremos dos resultados equivalentes, por lo que omitiremos su demostracién. 

Teorema 3.3.26 Un punto C = (c1,ca,¢3)* es colineal con A = (a,02,03)' y B= (br, be, 03)" si y sdlo 

st existen mimeros k, y ke tales que 

C=k)At+koB 

El teorema correspondiente para lineas es: 

Teorema 3.3.27 Una linea a = (a1,02,03) es concurrente con las lfneas B = (61,80,83) yy = 

(11, Ya)'¥3) 8t y sélo si eristen constantes ky y ko tales que 

a=kh B+ ky 

3.3.2 Dualidad entre puntos y lineas en coordenadas homogéneas 

Una vez que hemos introducido las coordenadas homogéneas que nos permiten manejar tanto las 

coordenadas de puntos al infinito como las coordenadas de las Ifneas que pasan por el origen, reenuncia- 

remos los resultados duales que se listaron en Ja seccién 3.2.3. 

1.- Linea: a'z = 0, cona;i=1,2,3 constan- 1°~ Punto: atz =0 con z;, i= 1,2,3 constan- 

tes no todas cero. tes no todas cero. 

2.- Lfnea que pasa por el origen 2'.- Punto al infinito 

O42, + Agte = 0, a1, + agrg = 0. 

3.- Linea paralela al eje Y: a2; +0323 =0. 3°.- Punto en el eje X: 12, + a3x3 = 0. 

85  



  

4.- Puntos de la lfnea que une a los puntos 

A = (a1,02,a3)' y B = (by,b2,b3)* 

(Aay + pby) : (Aag + pb) : (Aas + pbs) 

donde —4/X ag /b3 es la razén en la que el punto 

divide al segmento AB. 

5.- Dos puntos P y Q para los cuales los valores 

de los pardmetros 4 y yz en la ecuacién anterior 

son (Ai, /4;) y (Az, Hg) respectivamente, deter- 

minan la raz6én cruzada 

(PQAB)=":% 
ro Ag 

6- Tres puntos A 

B = (b,,b2,bs)' y C 

lineales si y sdlo si 

(a; a2, 3)', 

(1, €2,¢3)* son co- 

a, a2 ag 

by bg bg | =O 

c) cg & 

4’. Linea a través del punto de interseccién 

de las Iineas a = (a1,@2,43) y m = (by, be, bs) 

(Aa, + pby) : (Aaa + ibe) : (Aag + pb3) 

donde —/\ es proporcional a la razén en la 

que la lfnea divide a las Ifneas a y m. 

5’.- Dos lfneas p y g para las cuales los valores 

de los parémetros \ y jz en la ecuacién anterior 

son (Aj, 41) y (A2,H#2) respectivamente, deter- 

minan la razén cruzada 

(pPqam=F:2 

6’.- Tres lineas a = (a1, 42,43), 8 = (b, ba, bs) 

y ¥ = (€1,¢2,c3) son concurrentes si y sdlo si 

@, ag ag 

by bp bs | =0 

cy co cg 

3.3.3 Perspectividad en Coordenadas Homogéneas 

Sea / una Ifnea parametrizada en términos de A, 

puede expresarse como 

B y parémetro k; entonces, cualquier punto P de l 

P=A+kB. 

Andlogamente, si /’ es una segunda I{nea parametrizada en términos de A’, B’ como puntos base y k’ 

como par4metro entonces, todo punto P’ de U’ lo podemos expresar en la forma 

Pla A'+k'B’ 

86 

 



Ahora, hay una perspectividad entre ambas con centro en V, al hacer un desarrollo similar al que se 

realiz6 en 1.3, se obtiene la ecuacién de perspectividad entre los pardmetros: 

akk! + Bk +yk'+6=0 

donde 

Vv, Ug U3 Vy U2 U3 

=] a, a a3 |i f=) a a ag 
e a a i if if 

a a ag 1 % 43 

v1 Ug UB v1. U2 U3 

Y=] bbe by | i b=] by by by 
é io a f fo ft 

a ag a3 1 92 03 

3.4 Cénicas 

Veremos ahora cémo obtener tanto la ecuacién puntual como la lineal de una cénica, en términos de 

haces de lineas y de puntos en proyectividad. 

3.4.1 Cénica puntual 

Sea A el vértice de un haz de Ifneas generado por t; y lg; B el vértice de otro haz generado por ls y lq 

entonces, la ecuacién del haz en A se puede escribir como 

ly - Al =0 (3.4.7) 

mientras que la del haz con vértice B 

ly — ple =0 (3.4.8) 

donde 1; = A;x, + Biza + Cix3 = 0, con i = 1,2,3,4. 

Una relacién bilineal entre X y u 

adp+bA+eu+d=0; conad—be #0 (3.4.9) 

establece una correspondencia uno a uno entre las I{neas del haz con vértice A y las del haz con vértice 
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B. A cada lfnea a del haz A, le corresponde una linea b del haz en B y viceversa. Esto establece 

una proyectividad entre las lfneas de ambos haces. Cuando la linea a se mueve a través de las lfneas 

@1,@2,@3,... del haz A, la lfnea 6 se mueve sobre las I{neas 5), b2,b3,... del haz B, y su punto de 

intersecci6n P, se mueve sobre los puntos P,, Pe, P3,... (Vea la figura 3-3). Para encontrar el lugar 

geométrico que describen, procedamos a eliminar a 4 y p de las tres ecuaciones anteriores. 

Multiplicando la ecuacién (3.4.9) por lglg y reordenando términos obtenemos 

a(Ala) ply + blg(Alg) + clo(pilg) + dlaly = 0 

usando las ecuaciones (3.4.7) y (3.4.8), esta ultima ecuacién se puede reescribir 

alyl3 + blyly + clal3 + dlaly = 0 

ésta ultima es una ecuacién homogénea de segundo grado, por lo tanto es de la forma: 

ay, 22 + 2aj2%12%2 + azgx% + 2aje2) 23 + 2aggrery + ag3x% =0 

lo que indica, que el lugar geométrico de los puntos de interseccién de las leas correspondientes de 

haces en proyectividad es una cénica puntual. 

  

Figura 3-3: Conica puntual 
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3.4.2 Cénica lineal 

Consideremos ahora la Ifnea a (haz de puntos) generada por los puntos P, y P2, cuya ecuacién esta dada 

por 

P; ~ AP, =0 

y a la linea b dada por la ecuacién 

P3- pPy=0 

donde P; = Aja + BiB + Cyy. 

Una relacién bilineal no-singular entre \ y 6 

ad + bX4¥+cu+d=0; con ad—be #0 

establece una correspondencia uno a uno entre los puntos de la Ifnea a y de la linea 6, donde a cada punto 

A de la Ifnea a le corresponde un punto B de la linea b y viceversa. Esto establece una proyectividad 

entre los puntos de los haces. Cuando el punto A se mueve a través de los puntos Aj, Ag, A3...del haz 

a, el punto B se mueve sobre los puntos Bj, 82, Bs,..., mientras que la linea AB se mueve a través de 

las Iineas A}By, AzBo, AgBs...(figura 3-4). La ecuacién de la envolvente de esta linea, la obtenemos 

al hacer un procedimiento parecido al que realizamos para obtener la ecuacién del lugar geométrico 

determinado por los puntos de interseccién de las lineas correspondientes de dos haces de Ifneas en 

proyectividad; asf llegamos a la siguiente expresién 

oP, P3 + bP, Py + cPaP3 + PoP,y =0 

Podemos concluir que la envolvente que describen las lineas que unen puntos correspondientes del 

haz a y el haz 6 es una cénica lineal. 
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Figura 3-4: Cénica Lineal 

3.5 Notas y Referencias 

El material que se presenta en este capitulo se consulté principalmente del tercer cap{tulo del libro Dirk 

J. Struik (4]. 
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Capitulo 4 

Plano Proyectivo 

4.1 Introduccién 

Este capftulo lo dedicaremos al estudio puramente algebraico de algunos resultados de la geometrfa 

en la que no existen lineas paralelas, y por tanto, es posible el manejo de la dualidad entre puntos y 

lineas. 

Definicién 4.1.28 Un plano proyectivo consta del par ordenado (P, L), donde 

 P es un conjunto no vacto, a cuyos elementos llamaremos puntos. 

« £ es una coleccién no vacta de subconjuntos de P , y nos referiremos a ellos como las lineas del 

plano. 

que satisfacen las siguientes propiedades: 

1. Si P y Q son puntos distintos, existe una unica linea l, tal que Pel yQel. 

2. Sil yl’ son dos ltneas diferentes en L, entonces3!P 3P el, Pel. 

3. Cada linea tiene por lo menos tres puntos; hay al menos dos lfneas. 

4.2 El plano proyectivo real 

En R° — {0}, definamos la siguiente relacién entre los vectores columna. El vector (x1, ©2, %3)* esta 

relacionado con el vector (2, 2), 23)*, (v1, 22, t3)* & (x), 24, 24)*, si y sdlo si existe una constante k, 

diferente de cero, tal que 
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(24,29, 23)* = k(21, 22, 23)* 

es facil verificar que esta relacién es de equivalencia. Basdndonos en esta relacién, definamos al conjunto 

de puntos de nuestro plano proyectivo de la siguiente manera: 

Cada elemento de P es una de las clases de equivalencia inducida por la relacién antes definida. Asf, 

un punto proyectivo consiste de algtin vector columna x y de todos sus miltiplos (diferentes de cero); 

es decir, un punto proyectivo consiste de todos los puntos diferentes de cero que estén en la linea que 

pasa por el origen, y tiene la direccién del vector z. 

Una linea / de £, es el conjunto de puntos proyectivos que satisfacen una ecuacién homogénea de la 

forma 

121 + dere + agay = 0 

por tanto, a una I{nea proyectiva, la podemos identificar a través del vector renglén at = (a1, a2, a3). 

Observemos que como la ecuacién, es homogénea, cualquier multiplo escalar diferente de cero de at, 

también la satisface, es decir, los vectores at y ka‘ (k # 0), representan a la misma linea proyectiva. 

Por lo tanto, podemos definir una relacién de equivalencia entre los vectores renglén, anéloga a la que se 

definié para los puntos y, entonces, una linea proyectiva es una clase de equivalencia; geométricamente, 

la linea proyectiva es el plano que pasa por el origen y que es normal al vector a’. 

De la definicién, un punto y una lIfnea proyectiva son incidentes, si el producto punto de sus coorde- 

nadas es cero 

4.2.1 Puntos y Ifneas 

En la geometr{a euclidiana, dos puntos diferentes definen una Ifnea; veamos que esta nocién también 

es valida en el plano proyectivo real. 

Sean a y 6 dos puntos distintos, si definen una linea, denotémosla por y*. Como a es un punto de la 

lfnea 

y dado que b también pertenece a y* 
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7b =0 

la solucién de este sistema homogéneo, esté dada por 

yi =anb 

donde “A” denota el producto cruz. Sus componentes se pueden calcular usando los siguientes deter- 

minantes 

t a2 be az bs a, by 
, : 

a3 bg a, by a2 be 

2 It (4.2.1) 

De manera que cualesquiera dos puntos proyectivos definen una Ifnea. Ahora bien, notemos que, si 

reemplazamos a a por un multiplo diferente de cero ka, entonces como ka y a representan al mismo 

punto proyectivo, ka y b, también deben definir a y’. Esto lo podemos mostrar, usando las propiedades 

del producto cruz 

ka Ab=k(aAb) = ky 

como un miltiplo escalar (diferente de cero) de y' y -y’ definen a la misma Ifnea proyectiva, concluimos 

que la linea proyectiva definida por ka y b, es idéntica a la lfnea proyectiva determinada por a y b. 

Veamos ahora el concepto correspondiente para las l{neas. 

La interseccién de dos l{ineas define un punto. 

Sean at y 6° dos lfneas, si éstas se intersecan en un punto =, entonces = esté dado por la solucién al 

sistema 

as = 0 

Bie = 0 

es decir 

z=a' apt (4.2.2) 

expresion similar a la dada por la ecuacién (4.2.1). 

La nocién de que dos puntos definan una linea nos resulta algo familiar, pero, el que dos I{neas 
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diferentes siempre definan un punto, nos indica que en el plano proyectivo no existen las lfneas paralelas. 

El teorema de Pappus es uno de los teoremas fundamentales en el plano proyectivo. Este se puede 

‘ : x 
enunciar como sigue 

Teorema 4.2.29 (Teorema de Pappus) Seana’ y ' dos ltneas distintas. Si a,,a2,a3 son tres pun- 

tos diferentes de a, y b,,b2,b3 son tres puntos diferentes de f°, entonces, los puntos: 

© = (az Abs) A (a3 A be) (4.2.3) 

d = (a1 Abs) A (a3 Aby) (4.2.4) 

@ = (a, Ab) A (a2 Ab) 

son colineales, como lo ilustra la figura 4-1. La ltnea a la que pertenecen estos puntos se le llama linea 

de Pappus. 

  

  

Figura 4-1: Teorema de Pappus 

Demostracién 

Sea g el punto de interseccién de las Iineas at y 6". Si es necesario, podemos reescalar las coordenadas 

de todas los puntos involucrados, de manera que los cuatro puntos en a* estén dados por: 

q, @, Gg ~q+tay, a3 =qg+kya; ; ky constante 

y los puntos de * por 

q, 6) q+ kebs, bo = qt bs, b3; ke constante 
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Como c es el punto de interseccién de las lfneas az A b3 y a3 A be, lo podemos expresar en la forma: 

c=7(q + a1) + sb3 = t(g + b3) + u(q + kya1). Considerando que g, a; y bs no son colineales, podemos 

comparar los coeficientes, obteniendo 

r = t+u 

r = uk, 

s=t 

este sistema nos lleva a la siguiente solucién: 

r = uk, 

s = t=uk; -u=ul(k)-1) 

Considerando que un factor comin en los coeficientes r, s, t y u, no afecta, podemos elegir u = 1, para 

este valor, obtenemos r = k,, s = ¢ = k, —1, por tanto 

c= kyq+ kya, + (ky — 1)b3 

andlogamente, para el punto de interseccién de las Hneas a, A b3 y a3 Ab; se obtienen las expresiones: 

d= 7a, + sbz = d = ra, + 8b3; cuya solucién es de la forma: t = —u , $ = uke y r = —uk;, por tanto, 

d = kya; — kgbg. Finalmente para e, que se puede representar en la forma 

e = ra; +s(q +3) 

t(g + .a;) + u(g + kab) 

y cuya solucién viene dada por 4 = ukg yr =t = u(kg — 1), de ésta se sigue que el punto lo podemos 

expresar como e = keg + (ke — Lay + hobs. 

Las expresiones deducidas para c, d y e, las podemos reescribir en la forma 

° ll (q | a1 | b3)(41, ki, Ay — 1)° 

(q | a1 | bs)(0, ki, —ke)! a Il 
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€ = (q| a1 | b3)(ko, ke — 1, ke)" 

donde (g | @; | b3) representa la matriz cuyas columnas estén formadas por las coordenadas de los puntos 

q, 4 y bg respectivamente. Este sistema también lo podemos expresar en la forma: 

t 

ct kooky oy gt 
@ |=| 0 &  —k ai 

et kg ko~1 kg bf 

Notemos que el determinante de la matriz de 3 x 3 , es cero, lo que nos indica que los puntos cd y e 

son colineales. nu 

4.2.2  Dualidad 

Consideremos dos ternas de ntimeros reales, digamos, a, b, cy Tr, 8, t, que satisfacen la relacién 

ar+bs+ct=0. 

Podriamos decir que la terna a, 6, c representa las coordenadas de un punto y, que la terna r, 9, t 

representa las de una I{nea; entonces, la ecuacién nos indica que el punto (a,b, c)* pertenece a la linea 

(r,s,t), o bien, en lugar de que a, b y c representen las coordenadas de un punto, ahora representen las 

de una linea y, que r, s, ¢ sean las coordenadas del punto. 

Esta posibilidad de interpretacién geométrica dual de una expresién algebraica, es fundamental en 

geometrfa proyectiva y, es llamado el principio de dualidad. Como ejemplo, veamos el Teorema de 

Pappus. 
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El enunciado del Teorema de Pappus 

Sean a! y ' dos lineas diferentes. Si a),a2,03 

son tres puntos diferentes de a’, y 51, b2,b3 son 

tres puntos diferentes de 6°, entonces, los puntos: 

La expresién dual 

Sean a y 6 dos puntos diferentes, si at, af y a§ 

son tres lineas diferentes que inciden en a; Bi, 

BS y Bo tres lineas diferentes que inciden en b. 

  

Entonces, las lineas 

co = (ag Ab3) A (a3 A ba) of = (a5 A B32) A (23 A Ba) 

5 = (a4 A 83) A (08 A A4) 

tt = (a A 5) A (a8 AF1) 

d = (a; A bg) A (a3 A 01) 

e = (a; Aba) A (a2 Ady) 

son colineales, como lo ilustra la figura siguiente son concurrentes. 

  

  

Como ya hemos probado el teorema de Pappus, jla demostracion de su dual viene gratis!. Su prueba 

serfa una copia de la del teorema de Pappus y, por tanto, la podemos omitir. 

4.2.3 Interpretacién del plano afin extendido y del plano proyectivo real. 

Un punto x = (z1,22)' del plano afin puede identificarse con el punto del espacio tridimensional 

x = (x1,22,1)' del plano z = 1. Interpretado como punto proyectivo, éste, a su vez, se identifica con todos 

los puntos de la forma x & (kx, ,kx2,k)* (para k diferente de cero), asf, tenemos que al punto proyectivo 

x = (x,y, z)* le corresponde el punto afin z = (2, x)’. Recordemos que z = (x,y, z)’ son las coordenadas 

homogéneas del punto afin. Por el momento, asumamos que z # 0 y veamos cual es la contraparte de 

una linea proyectiva a’. Si at = (a1, a2, c3), entonces la linea afin que le corresponde es | = (2 a2 3 
aa) as}? 
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estas coordenadas deben interpretarse como los coeficientes de la ecuacién I = (2) at (2) ytl 

(nuevamente con a3 ¥ 0). 

Si la relacién 

kya, + kab, 

z=katkab= kya2q + kebg 

kyagz + kab 

se satisface para tres puntos proyectivos, veamos cuél es la relacién que satisfacen sus puntos afines 

correspondientes. 

1 kya, + kody 

kya3 + habs \ pag + kobe 

= kya a + kbs B 
kyaz + kob3 | a2 kya3 +kob3 | be 

ag bg 

kya3 kab ag 203 
kyag +kob3 kyaz + kobg 

Notemos que los coeficientes de los puntos afines a y 6 suman uno; es decir, z es combinacién 

baricéntrica de a y b, también Hamada combinacién afin. Dicho de otro modo, mientras que podemos 

formar combinaciones lineales de dos puntos proyectivos, es ilegal usar combinaciones lineales de puntos 

afines, la tinica combinacién admisible para puntos afines es la combinacién baricéntrica. 

Sean a! = (a4, 02,03) y & = (01,09, 3) dos lineas proyectivas, que difieren en su tercer componente; 

éstas se intersecan en el punto at A&*, cuya tercer componente es cero, lo que nos indica que no tiene un 

punto afin correspondiente. Para salvar esta situacién, agregamos los puntos al infinito, que corresponden 

a aquellos puntos cuya tercera componente es cero; todos estos puntos afines al infinito, inciden con la 

Imea proyectiva at = (0,0,1). La Ifnea afin que le corresponde es la linea al infinito log. Al agregar esta 

linea al plano afin, nos referiremos a é! como el plano afin extendido, de esta manera, el plano afin 

extendido es un modelo para el plano proyectivo. 

La diferencia de los puntos afines a y 6, a—6 es un vector. Sin embargo, la diferencia de dos puntos 

proyectivos, sigue siendo un punto proyectivo, que se encuentra en la linea que une a dichos puntos. 

Sean a = (a),42,1)* y b= (bi, b2,1)* las versiones proyectivas de los puntos afines a y b. La diferencia 

de puntos afines es un vector aftn. Pero la diferencia de los puntos proyectivos, es el punto proyectivo 

(a, — by, a2 — b2,0)*, éste corresponde a un punto aftn al infinito. Ast, los puntos afines al infinito 
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corresponden. a vectores afines o direcciones. El vector aftn x, corresponde a un punto al infinite, pero 

también el vector kx para cualquier k diferente de cero. De manera que a un punto al infinito no sélo le 

corresponde un vector x, sino que le corresponden todos los vectores que tienen la misma direccidn que 

x. 

4.3 Colineaciones 

En la geometrfa proyectiva se estudian los invariantes bajo proyectividades, éstas son funciones 

biyectivas del plano proyectivo que preservan la colinealidad. A tales funciones les llamaremos colinea- 

ciones. 

4.3.1 Las matrices inducen colineaciones 

Sea A una matriz no singular de 3 x 3; x € P ; © un vector representante y r € R, entonces como 

A(rz) = rA(Z), la transformacién & : P — P dada por U(x) = AZ, esté bien definido, por lo tanto, 

podemos escribir U(r) = Az, 

Teorema 4.3.30 Dada una matriz A no singular, la transformacion V : P + P dada por U(r) = Az 

es una colineacion. 

Demostracién 

Supongamos que a,b y ¢ son tres puntos colineales, y sean @,5 y @ sus representantes. Entonces el 

determinante cuyas columnas son las coordenadas de los puntos es cero 

[abe] =0 

Calculando el determinante de los puntos imagen 

Como el determinante de la matriz cuyas columnas son U(@), &(b) y U(Z) es cero, las imagenes de 

puntos colineales son colineales y, por tanto, Y es una colineacién. a 

La matriz A representa una transformacidn lineal no singular en R® con respecto a la base estan- 

dar. De este modo, A induce una transformacién entre subespacios, los subespacios unidimensionales y 

bidimensionales son enviados en subespacios de la misma dimensién, es decir, los puntos proyectivos son 

transformados en puntos y las lfneas en lineas. La transformacién preserva inclusién entre subespacios, 

lo que significa que la incidencia se preserva. El siguiente teorema muestra la relacién entre la matriz A, 

la transformacién que induce entre la l{neas y los vectores renglén que los representan. 
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Teorema 4.3.31 La colineacién U: P +P, dada por U(x) = Ax, induce una transformacién entre 

lineas, que también la denotaremos por WV, ésta viene dada por U(£') = €'A~} para cada €' € L. La 

transformacién preserva incidencia. 

Demostraci6n 

Sea é' una linea y = un punto tal que z y é' son incidentes; es decir, é'x = 0, queremos demostrar 

que W(é*) es incidente con W(z). 

WEYw(z) = (e'Au1)(Az) 

= t's 

como z y €‘ son incidentes, la relacién D(E*)U(z) es igual a cero, es decir, &(é*) y U(x) son incidentes. 

Lema 4.3.32 Sean a,b,c,d cuatro puntos, tales que ningtin conjunto de tres es colineal. Entonces 

existe una matriz A, que induce una colineacién W, tal que envta los puntos (1,0,0)', (0, 1,0)*, (0,0, 1)* 

y (1,1,1)* en los puntos a,b,c y d respectivamente. Ademds cualquier otra matriz con esta misma 

propiedad es un multiplo escalar de A. 

Demostracién 

Si la matriz A esté dada por 

11 G12 1g 

A= aa: ane 223 

431 G32 43g 

como ((1,0,0)*) = a, ¥((0, 1,0)*) = b y U((0,0, 1)*) = c entonces 

A(1,0,0)' = (ay1,421,431)' = 2a; con 2 #0 

A(0,1,0)* = (a:2,022,@32)' = yb; con y #0 

A(0,0,1)' = (a13,a@93,a33)' = ze; conz #0 

por tanto, podemos reescribir a la matriz A en la forma 

A= [za yb ze] 
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donde a = (a;,@2,a3)*, b = (b1,b2,b3)* y c = (c1,¢2,¢3)*. Ademés la condicién A(1,1,1)' = ud para 

u #0, determina el siguiente sistema de ecuaciones 

xa, + yb + ze) ud, 

zag +ybg+2cg = ude 

zag +yb3t+zc3 = udg 

Como los puntos a,b y c no son colineales, el determinante asociado a este sistema es diferente de cero, 

por lo tanto, éste tiene una tunica solucién. Si z, y, z,u es una solucién del sistema, entonces, ninguno de 

estos valores puede ser cero, porque si lo fuera, tres de los puntos serfan colineales. De modo que cada 

valor de u determina los valores de x,y,z y, por lo tanto a la matriz A. 

Ahora bien, cualesquiera dos soluciones del sistema son multiplos y, por tanto, representan a la misma 

colineacién. ] 

Teorema 4.3.6 Sean a,b,c yd cuatro puntos, tales que no tres de éstos sean colineales, y a',b’, c! yd’ 

otro conjunto de puntos. Entonces, existe una tunica colineacién, que manda a los puntos a,b,c yd en 

a’,b', cl yd! respectivamente. 

Demostracién 

Por el lema anterior, existen dos colineaciones ¥g y Vc tales que los puntos (1,0,0)*, (0,1,0)', 

(0,0, 1)* y (1,1,1)* son transformados bajo Vg en los puntos a,b,c y dy, que bajo Yc, se transforman 

en a’,b’, c’ yd’, Si tomamos la transformacién inversa de Vg (Wg-1) entonces, Yg-: es una colineacién 

que envfa los puntos a, b,c y d en los puntos (1,0,0)*, (0,1,0)*, (0,0, 1)* y (1,1, 1), respectivamente, por 

lo tanto, la composicidn de las transformaciones Wg-1 y Ve : Vo o Vg-: es una colineacién que envia 

los puntos a,b,c y dena’,b’, c’ y d’, La matriz que determina la colineacién esta dada por A= CB™!. 

a 

4.38.2 Correlaciones y Polaridades 

Sea A una matriz no singular de 3 x 3; a la transformacién p de P en £ dada por p{a) = (Aa)' y 

de £a P definida por p(a’) = (atA7~)' se le llama correlacién. 

Teorema 4.3.7 Las correlaciones preservan la incidencia. 

Demostracién 

Sean a* una lfnea y a un punto que son incidentes, es decir ata = 0. Nuestro objetivo es demostrar 

que p(a) y p(a*) son incidentes. Evaluando su producto punto, obtenemos 
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Sean a’ una l{nea y a un punto que son incidentes, es decir ata = 0. Nuestro objetivo es demostrar 

que p(a) y p(a*) son incidentes. Evaluando su producto punto, obtenemos 

0 (Aa)*(a* Am!) 

= [at 7? Aal' 

ela)a(a*) 

= (ata)! 

como at y a son incidentes, entonces, (a'a)' es cero y, por tanto, p(a)p(a*) = 0, lo que indica que p(a) 

y p(a*) son incidentes. x 

Definicién 4.3.35 Si el cuadrado de una correlacién es la identidad, entonces le llamaremos polaridad. 

Teorema 4.3.36 La correlacién p determinada por la matriz A es una polaridad si y sdlo si A = A. 

Demostracién 

p(e(a)} = p((Aa)‘) 

= ((Aa)*Aq?)! 

= Aé‘Aa 

de manera que p seré una polaridad si y sdélo si p(o(a)) = a; es decir, si y sdlo si A~*A = rI , donde rr 

es una constante. Multiplicando por A‘ 

A=rAt 

y después de transponer 

At=rA 

de estas dos, tenemos que A = r?A; como estamos excluyendo a las matrices singulares, r = 1. a 
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4.3.3. Polo y Polar 

Si p es una polaridad, entonces p(a) es la polar de a, mientras que p(a’) es el polo de a’. 

Se dice que a es conjugado de 0, si a y la polar de 6 son incidentes, es decir, si p(b)a = 0. 

Andlogamente, la linea at es conjugada de ' si at incide en el polo de 6’, es decir, a'p(B") = 0. 

Un punto es autoconjugado si su conjugado es el mismo, en otras palabras, a es autoconjugado, 

si a incide con su polar (p(a)a = 0). 

Una linea es autoconjugada si es incidente con su polo, es decir, si a'p(a’) = 0. 

Teorema 4.3.37 La relacién “conjugado” es simétrica, esto es, sia es conjugado de b, entonces b es 

conjugado de a. 

Demostracién 

Si a es conjugado de b, p(b)a = (Ab)‘a = 0, al transponer, substituir A’ por A y transponer nueva- 

mente obtenemos 

(Aa)'b = p(a)b = 0 

esta ultima expresién nos indica que b incide con la polar de a, por tanto, b es conjugado de a. Bn 

Supongamos que a es conjugado de b y denotemos por at y (' a sus respectivas polares, entonces, 

por definicién, a incide con §*, y como la relacién es simétrica, b incide con a*. 

Si denotamos por c al punto de interseccién de at y 6, se tiene, por definicién, que c es conjugado 

tanto de a como de b y, al aplicar el teorema anterior obtenemos que a y b son conjugados de c; es decir, 

ay b inciden con la polar de c, se sigue entonces que p(c) es la linea que une a los puntos a y b (vea la 

figura 4-2). 

f 0) 

Figura 4-2: 

De esta forma hemos visto que si a y 6 son conjugados entonces, la linea que los une, es la polar del 

punto de interseccién de sus polares. 
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Teorema 4.3.38 Un punto a es autoconjugado si y sdlo si su polar at = p(a) es autoconjugada. 

Demostracién 

p(a) es autoconjugada si y sélo si incide con su polo, que es p(p(a)). 

P(a)p{p(a)) = p(a)a 

lo que significa que p(a) incide con su polo si y sdlo si p(a)a = 0 , es decir, si y sdlo si a es autoconjugado. 

Teorema 4.3.39 Toda linea tiene a lo més dos puntos autoconjugados. 

Demostracién 

Sea +’ una linea; a y b dos puntos autoconjugados distintos e incidentes con y*, entonces cada punto 

p de * se puede expresar como: p = a+ bz, donde x es una constante diferente de cero. 

Supongamos que existe un tercer punto autoconjugado p que incide con y', entonces p' Ap = 0, desarro- 

Nando el producto 

pAp = 2za‘Ab 

= 2xp(a)b 

como = es diferente de cero, p(a)b = 0, lo que indica que a y b son conjugados, denotando por at y pt 

a las polares de a y b respectivamente, se tienen las siguientes expresiones atb = 0 y G'a = 0 y como la 

relacién es simétrica, ata =O y 6°b=0. 

De estas cuatro expresiones, deducimos que at = §' = -+*; es decir, p(a) = p(b), pero esto implica que 

a es igual a 6, lo cual es una contradiccién, por lo tanto, concluimos que una I{nea tiene a lo mds dos 

puntos autoconjugados. a 

4.3.4 Cénicas 

Dada una polaridad p, el conjunto de puntos autoconjugados, son aquellos que satisfacen la ecuacién 

a'Ar =0 

Es decir, el conjunto de puntos autoconjugados bajo una polaridad p satisfacen una ecuacién cuadratica, 

y por tanto, el lugar geométrico que determinan es una cénica puntual. De acuerdo al teorema 4.3.39, 

toda Ifnea que intersecta a una cénica, lo hace en a lo mds dos puntos. 
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Anélogamente, una linea at € £ es autoconjugada bajo la polaridad p si y sélo si satisface la ecuacién 

at Aa =0. 

Por lo tanto, el conjunto de lineas autoconjugadas bajo la polaridad p determinan una cénica lineal. 

Dada esta definicién, diremos que una I{nea es tangente a una cénica, si es una linea autoconjugada 

bajo p. En el siguiente teorema se hace ver que la tangente a la cénica, definida anteriormente, es aquella 

Ifnea que toca a la curva en un tinico punto (doble), es decir, que coincide con la definicién analitica de 

la tangente. 

Teorema 4.3.40 Una linea es tangente a una cénica si y sdlo si la cénica intersecta a la linea en un 

tinico punto (doble), es decir, que coincide con la definicién analttica de la tangente. 

Demostracién 

Sea at una tangente a la cénica determinada por la matriz A. Por definicién, a’ es autoconjugada 

y por tanto su polo, al que denotaremos por a, es autoconjugado, entonces concluimos que at incide en 

a y que a es un punto de la cénica. Si a interseca a la cénica en otro punto, digamos en b, éste sera 

conjugado de a, por tanto, a incide con la polar de b, ademds, como b también es autoconjugado, b incide 

con su polar, por lo tanto, a y b son puntos tanto de a’ como de la polar de b (B'), indicdndonos que 

a! = f'; es decir, a = b, contradiciendo la hipétesis, por tanto, podemos concluir que a! interseca a la 

cénica sélo en un punto. 

Supongamos ahora que a! interseca a la cénica en un unico punto, digamos a, y sea b otro punto de 

at, Como a es un punto de la cénica at Aa = 0, por otro lado, dado que 6 no pertenece a la cénica, se 

tiene que b'Ab # 0. Ahora bien, a cualquier punto p de a', lo podemos expresar de la forma 

p=ataxb 

donde x es una constante diferente de cero, entonces p es un punto de la cénica si y sdlo si p'Ap = 0. 

Después de desarrollar esta expresi6n obtenemos 

x(xb' Ab + 2b' Aa) = 0 

de ésta, vemos que para que x = 0 sea la uinica solucion, bt Aa = p(b)a = 0; es decir, a y b son conjugados, 

por tanto, a incide con la polar de b y b con la polar de a, ademés, como a es autoconjugado, a incide 

con su polar, esto es, la polar de a es la linea que une los puntos a y 6, es decir, la polar de a coincide 

con at y por el teorema 4.3.38, a* es una linea autoconjugada. nl 
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Si el punto (2, y, z)* es autoconjugado con respecto a la matriz 

abd 

A=] b c 

def 

entonces (x,y, z)A(zx,y, z)' = 0, después de desarrollar, obtenemos 

ax? + 2bzy + cy? + Wdaz + 2eyz + fz? =0 

considerando un punto del plano euclidiano, es decir, haciendo z = 1, Ja ecuacién se transforma en 

ax? + 2bry + cy? + Idx + 2*y+ f=0 

La tangente a la cénica determinada por A en el punto po = (Zo, yo, 1)* esté dada por su polar pA, por 

tanto, su ecuacién es 

poAp = 0 

Si p es un punto exterior de la cénica, es decir, un punto tal que por él pasan dos lineas tangentes a 

la conica, sean éstas a y 6°. Entonces los polos de ambas lineas, a y b respectivamente, son puntos de 

la cénica, mds atin, son los puntos de tangencia. Como p es conjugado tanto de a como de b y dado que 

la relacién conjugado es simétrica, entonces a y b inciden con la polar de p. Ast, la polar de p es la linea 

que pasa por a y 6, vea la figura 4-3. 

  

Figura 43: Polo y polar 
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Si p es un punto interior de la cénica, tracemos dos I{neas at y 6° que pasen por éste, si a y b son sus 

respectivos polos, entonces por construccién p es conjugado de a, pero, también lo es de b, por tanto, a 

y & son puntos de la polar de p; es decir , la polar de p es la Ifnea que pasa por a y 6, vea la figura 4-4. 

  

Figura 4-4; Polar de un punto interior a la cénica. 

Cénicas y Colineaciones 

Teorema 4.3.41 Las colineaciones aplican cénicas en cénicas. 

Demostracién 

SeaC = x'Ax = 0 y W una colineacién dada por W(x) = Ba. Entonces U(C) = {y = Bx | xt Ax = 0}. 

Resolviendo para z 

z=Boy 

al substituirla en x’ Ax 

(BytA(By) = 0 
yCy = 0 

donde 

C= (B7)' ABO 

y como C* = C, se tiene que y es autoconjugado con respecto a la polaridad dada por la matriz C, y 

por tanto, se deduce que U(C) es una cénica. z 

Teorema 4.3.42 Una cénica esté determinada por cinco puntos en posicién general. 
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Demostracién 

Primero hagamos la demostracién, suponiendo que los cinco puntos son p; = (1,0,0)', p2 = (0, 1,0)*, 

ps = (0,0,1)', pa = (1,1,1)' y ps = (a1, 02,08)', 

La matriz que determina a la cénica la podemos expresar en la forma 

un y 

A=] ¢ vz 

yz w 

como cada punto es autoconjugado con respecto a la matriz A, se tiene 

piAp = 0 

pPAp = 0 

pyAps = 0 

de estas tres, obtenemos que u = v = w = 0, y usando que p4Apq = 0 y que pi Aps = 0, obtenemos el 

sistema 

a+yt+z = 0 

il ° A, Agr + a agzy + a2a3z 

resolviendo para xz y y, obtenemos 

a3(a@2 — 41) 
c= oo 

a(a3z — a1) 
a: y = aa(a1 ~ a3) | 

a; (a3 — ag) 

es decir, la solucién es proporcional a 

Z = ag(a; — ag) 

y = ag(a3 —a;) 

Zz = ay(az — a3) 
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entonces 

0 a3(ag—a) (a3 — ay) 

A=] a3(az— a1) 0 ai (ag — a3) 

@g(a3— 41) a; (az — a3) 0 

Ahora bien, si los cinco puntos son b,c,d,e, y f, entonces, sea W la colineacién que transforma los 

puntos p1,p2,p3 y p4 en los puntos b, c,d y e respectivamente, y a = Y~!(f). Si denotamos por C a la 

cénica que pasa por los puntos 1, p2, ps, pa y¥ @ entonces, la cénica dada por &(C) pasa por los puntos 

b,c, d,e, y f. u 

El dual de este resultado se expresa en el siguiente teorema 

Teorema 4.3.43 Una cénica lineal esté determinada por cinco lineas, de las cuales no tres de estas 

sean concurrentes. 

Teorema 4.3.44 (Teorema de Pascal) Seana, 6, ¢, a',b' yc! seis puntos de una cénica. St 

B= (bAC)A(H Ac) , b= (aNd) A(a’ Ac) yS=(AAB)A(a' Ab). Entonces a, b y& son colineales 

(figura 4-5). 

  

Figura 4-5: Teorema de Pascal 

Demostracién 

Con base en el teorema anterior, podemos asumir que b = (1,0,0)*, a = (0,1,0)', a’ = (0,1,0)' y 

ce’ = (0,0,1)*. Sean a = (a), 42,43)", b’ = (by, ba, bs)’ y c = (c1,2,¢3)*. Ahora veamos cémo expresar los 

puntos @, b y Zen términos de a, b,c, a’, Wy cl’. 

Dado que @ es un punto de la Ifnea que pasa por b’ y c, entonces @ se puede expresar 
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G = cab! — boc = (cab, — baci, 0, cab2 — becg)' (4.3.5) 

Como b es el punto de interseccién de las lineas lac: y la'¢, cuyas coordenadas son (a2,~01,0) y (c3,0, ~c1) 

respectivamente, entonces b esta dado por 

B = ((a2,@1,0) A (c3,0, ~c1))* = (exer, aaci, a1¢3)* (4.3.6) 

Finalmente, como el punto @ pertenece a la linea que pasa por a y 0’, entonces podemos expresar a € en 

la forma 

@ = bga — a3b! = (bya, — a3b1, bgazagbe, 0) (4.3.7) 

Ahora para demostrar que @, 6 y Zson colineales, tenemos que hacer ver que el determinante la b a = 

0, el que podemos calcular a través de —D, donde: 

ajag a;ag a2a3 

D=| bybo  bybz babs 

€1C2C1€3 £23 

Tomando en cuenta que a’, b! y c’ son puntos de la cénica, entonces la matriz C asociada a la cénica, 

debe ser de la forma 

v 

e 
oO
 

@
e
o
c
e
 

w 

0 

Sabemos que a, b’ y c también son puntos de la cénica, entonces a'Ca = b' ‘Cb! = c'C c = 0, Jas cuales 

dan lugar al sistema 

ua,a2 +va,a3+waga3 = 0 

ub, bg + ubyb3 + wheabs = 0 

UC] Co + UC{C3 + weecg = O 

cuyo determinante es cero, que es precisamente D, por tanto, podemos concluir que los puntos @, b y @ 

son colineales. w 
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En seguida enunciamos el dual del Teorema de Pascal 

Teorema 4.3.45 (Teorema de Brianchon) Sean at, ', 7', af,Gi y yi seis lneas de una cénica 

lineal. Siat = (BtA yt) A (BLA), B = (at arta lat ay’) v7 = (at Apt) A (al AB). Entonces 

a@, B y ¥ concurren. 

  

Figura 4-6: Teorema de Brianchon. 

4.4 Notas y Referencias 

En el presente capitulo mostramos una sintesis de los resultados que abordamos en el capitulo referente a 

las cénicas. Debemos hacer notar lo util que resulta el empleo de los métodos algebraicos de la geometria 

proyectiva para el planteamiento y demostracién de dichos teoremas. 

Con este capftulo concluimos la parte teérica bdsica, que necesitaremos para desarrollar nuestras 

aplicaciones. 

Para la presentacién de este capitulo se consulto el libro Farin (6). 
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Capitulo 5 

Graficaci6én de cénicas 

5.1 Introduccién 

Las cénicas son ampliamente usadas en el disefio asistido por computadora, por lo mismo, hay un 

gran numero de algoritmos para trazarlas; éstos se dividen bdsicamente en dos categorfas. Una produce 

la representacién “puntual”; es decir, una aproximacidn a la curva a través de “pixels”; la segunda usa 

una sucesién de segmentos de linea conectados, en donde cada segmento se aproxima a través de un 

algoritmo eficiente de trazado de lineas. 

En este capftulo nos enfocaremos en obtener una aproximacién a la curva a través de una poligonal 

inscrita. La forma en que se puede obtener dicha poligonal, varfa segtin la representacién de la cénica. 

Uno de los métodos mds populares es el del método recurrente de matrices, éste usa cuatro multipli- 

caciones para generar un punto. Recientemente se propuso un método en diferencias para trazar arcos 

cénicos en el plano. Las ventajas del método incluyen 

e La forma del método es uniforme para trazar cualquier seccién cénica. 

e El cémputo requerido en cada iteracién es simple, sdlo dos multiplicaciones y varias sumas. 

¢ El polfgono obtenido es la mejor aproximacién a Ja curva. 

En el presente capftulo presentaremos cémo atacar el problema de graficar una cénica, teniendo como 

meta la presentacién del método en diferencias. 
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5.2 Representacién de una curva 

La implementacién de un algoritmo que grafique una curva depende de su representacién. Por 

ejemplo, si la curva esté dada por medio de una representacién implicita F(z, y) = 0, tendriamos que 

dar el par de valores (xz, y), que satisfagan la ecuacién, lo cual no es factible de implementar. 

Algunas curvas también se pueden describir en forma explicita, a través de una funcién y = f(z), 

pero esta representacién tiene el inconveniente de que dado un valor de x, existe un unico valor para y, 

y existen muchas curvas que no satisfacen esta condicién, por ejemplo, las cénicas. 

Otra forma de representacién para una curva es la paramétrica. En este tipo de representacién la 

curva esté determinada por dos funciones z( ) y y(), que dependen de un pardmetro, al que frecuente- 

mente se le denota por t, asf el punto asociado a t es p(t) = (x(t), y(t))*. 

La representacién paramétrica de curvas salva las dificultades que se nos presentan con las repre 

sentaciones implicitas y expl{citas. Las curvas pueden ser multivaluadas, etc.. 

Nos abocaremos entonces a obtener la grdéfica de una cénica cuya representacién esté dada en forma 

paramétrica. 

5.3 Graficacién de curvas representadas paramétricamente 

Supongamos que la representacién de la curva esté dada a través de dos funciones definidas sobre 

el intervalo unitario. 

a(t) 

y(2) 
p(t) = 

Al hacer variar de manera continua el valor del par4metro, p(t) va describiendo la curva, pero, si se 

trata de implementar un algoritmo que trace la gréfica, lo que hacemos es discretizar el pardmetro y 

evaluar. De esta forma obtenemos un conjunto de puntos P; = (x(t;), y(t:))*, que finalmente conectamos 

por medio de un segmento. 

E] algoritmo que traza la gr4fica de la curva (x(t), y(t))' conforme ¢ varia en el intervalo (0, 1] es 

e Elegir n valores del parémetro ¢;,t2,...tn del intervalo (0, 1] 

e Evaluar cada funcién de la parametrizacién 

— Parat=1,...,n 

* Pr = (x(ti), y(ts))* 

e Trazar la aproximacién a la curva uniendo los puntos por medio de un segmento de recta. 
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En la prdctica, usaremos valores igualmente espaciados del pardmetro. 

5.4 Eleccién de la representacién 

Sabemos que una curva no tiene una tinica representacién paramétrica, entonces, la primera pregunta 

que surge es: jcudl elegimos para graficarla?. 

Por ejemplo, en la representacién paramétrica de la I{nea definida por los puntos P; y P2 dada por 

Pit) =P +t(P, -— Pi) 

t : 
podemos reemplazar at por 4t 0 por — , y la parametrizacién sigue describiendo a la misma linea. 

Consideremos ahora las siguientes parametrizaciones de la ctbica x? 

t 
a) P(t) = 2 

2 
» PO = | 

Como se ilustra en la figura 5-1, las distribuciones que obtenemos son diferentes por lo que debemos de 

tener un criterio para elegir la que genere la mejor distribucién de puntos sobre la curva. Esto nos lleva 

a la siguiente pregunta jde qué forma podemos caracterizar a una parametrizacién, que dado un numero 

fijo de puntos genere una poligonal que aproxime “bien” a la curva?. 

   
(oe) 

Figura 5-1: Aproximacién de la cubica en el intervalo unitario, obtenida con las representaciones ( a ) 

P(t) = (t, B)* (b PH) = (@?, 1) 
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5.4.1 Algunas parametrizaciones del circulo unitario. 

Es sabido que una representacién dptima para la grdfica del cfrculo se obtiene al elegir los puntos 

de tal forma que determinen una poligonal regular. A continuacién analizaremos tres representaciones 

para el circulo unitario, en cada caso, se obtendré la distribucién de puntos solo en el primer cuadrante, 

usando el algoritmo que se describe en la seccién anterior. 

Representacién implicita. 

Con la representacién x? + y? = 1, primero debemos resolver para una de las variables; haciéndolo 

para y tenemos: 

y= V1l—2? 

En la figura 5-2 se muestran las distribuciones obtenidas para 5, 8 y 11 puntos respectivamente. De 

ésta observamos que el espaciamiento de los puntos es menor para valores de x cercanos a cero, que el 

espaciamiento correspondiente cerca de la unidad. 

  
  

1 ° 1 tee . ee, . wee. 

. . . 
e 

0.5 65 * 05 . 

0 0 0 
0 05 1 0 05 1 0 06 1 

Figura 5-2: Aproximaciones al primer cuadrante del cfrculo unitario generadas con la representacién 
24 42 zr +y* =1. 

Al hacer un andlisis, obtenemos una aproximacién al cociente de las longitudes de las cuerdas P, Pp 

y P, -1Pr- 

[Py Pa| ~ 1 
[Pr1Pal  /2(n— 1) 

esta expresién nos muestra que al aumentar el niimero de puntos, el cociente tiende a cero, es decir, el 

espaciamiento entre los puntos cerca de un extremo, es menor que el obtenido cerca del otro. 
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Representacién paramétrica racional 

Veamos ahora la representacién racional 

1-2? 
1Ft? 

2t 
T+e? 

p(t) = 

En la figura 5-3 se ilustran las distribuciones que se obtienen al usar esta representacidn, para 6, 9 y 11 

    

puntos. 

1 e 190 148.6 

e * ee. 
° e 

° e e 

0.5 0.5 e 05 ° 
e e 

° e 

Q » 9g e oO e 
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 

Figura 5-3: Poligonales inscritas en el primer cuadrante de circulo unitario que se obtuvieron al usar la 
representacién paramétrica p(t) = (1 — ¢7/1+ ¢?, 2t/1 + 2”). 

Al igual que en el caso anterior, haciendo una comparacién entre las longitudes de las cuerdas P; P, 

y Pr—1P,, obtenemos: 

Ps = Pal? 
\|Pa ~ Pall” 

— 2 si n—-oo 

Representacién trigonométrica 

Finalmente veamos qué ocurre con la representacién trigonométrica p(@) = (cos@ ,sen@)*. Debido 

a que el algoritmo usa valores equidistantes del pardmetro, los puntos que se generan usando esta 

representacién, determinan una curva poligonal regular. En la figura 5-4 se ilustran las distribuciones 

que se obtienen al variar el ntimero de puntos. 

De las parametrizaciones antes presentadas, resulta automatica la eleccién de la representacidn, 

pero desafortunadamente, una poligonal regular no siempre es la que mejor aproxima a una curva. A 

continuacién, nos centraremos en obtener una propiedad para las parametrizaciones de curvas convexas 

y diferenciables. 
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° 
e 

0 e oO e 0 ° 

Figura 5-4: Aproximacién al cfrculo obtenidas con la representacién trigonométrica. 

5.4.2 Parametrizacién éptima para una curva convexa y diferenciable. 

Nuestro objetivo es caracterizar a la parametrizacién que genere una distribucién de n puntos a 

lo largo de la cénica, de tal forma que la poligonal definida represente una “buena” aproximacién a la 

curva. 

Tomando en cuenta que las cénicas son curvas diferenciables y convexas, tratemos de obtener la 

propiedad para este tipo de curvas. 

Sea {Piyje1 una distribucién de puntos a lo largo de la curva; éstos determinardén una poligonal 

de érea m4xima, si para cada tres puntos consecutivos, el 4rea del tridngulo que definen, es maxima. 

Veamos entonces cémo hacer la eleccién de los puntos, para que esta propiedad se cumpla. 

Sean P;, Pit1, Piz2 tres vértices consecutivos de la poligonal y consideremos al segmento P;P,49 

como la base del tridngulo, entonces, el problema se reduce a elegir la posicién del punto P;;, de tal 

forma que la distancia de éste a la cuerda PiPigo sea mdxima. Como la curva es convexa, afirmamos 

que: 

La distancia del punto P;,1 a la cuerda P;P;42, alcanza su m4ximo, cuando la tangente a la curva 

en P,4, es paralela a la cuerda P;Pi+2. 

Como la curva es convexa, el arco definido por los puntos P; y P42 esté completamente delimitado 

por la cuerda P;Pi42 y la tangente en el punto P:41. Ahora, como esta tangente es paralela a P;P.42, 

entonces la distancia de cualquier punto Q del arco, diferente de P;1, al segmento P; P49 eS menor que 

la correspondiente al punto P,41, en consecuencia el punto P;,; es el que determina el tridngulo de drea 

maxima (vea la figura 5-5). 

Eligiendo los vértices de la poligonal, de tal manera que cada tres consecutivos determinen un tridn- 

gulo de drea maxima, entonces la poligonal obtenida sera de 4rea mdxima. 

117  



  

Teorema 5.4.46 Un poltgono inscrito en una curva convexza y diferenciable tiene rea mdzima si y sélo 

si el vector tangente a la curva en el punto medio de cada tres consecutivos es paralelo a la cuerda que 

une a los otros dos. 

Figura 5-5: Eleccién de los puntos P,_;, P; y Pi41 para generar una poligonal de érea maxima inscrta 

en la curva. 

Poligonales de 4rea maxima generadas con valores equidistantes del pardmetro. 

En la prdctica, para obtener los vértices de la poligonal, usamos valores equidistantes del pardmetro, 

veamos cémo aplicamos el resultado antes visto en este caso. 

Si la representacién de la curva esté dada por 

x \_ | f@ 

y g(t) 

y los puntos se generan con los valores tj, ti41, tiz2 donde 

ti = t—Ar 

ty. = T 

tiwg2 = Tt Ar 

El vector tangente esté dado por 

! t 7 { ro 
g(é) 

y el vector en la direccién de la cuerda P; Pi+2 
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f(r + Ar) - f(r —Ar) 

g(t — Ar} — g(r + Ar) 
C= 

entonces, para que la poligonal generada sea de drea maxima, se debe cumplir 

T=drC 

donde 4 es una constante. 

Ejemplo 5.4.47 Retomemos el caso de la parametrizacién trigonométrica para el circulo y veamos que 

ésta satisface la propiedad. 

Calculando C 

cos(r + Ar) ~ cos(r ~ Ar) 

sen(r + Ar) — sen(r — Ar) 

~—2sen(r) sen(Ar) 

2cos(r) sen(Ar) 

= 2sen(Ar) ~ sen(r) 
cos(r) 

= 2sen(Ar)T 

Con esto demostramos que la representacién trigonométrica para el ctrculo genera una poligonal de 

drea méxima y, por consiguiente que toda poligonal de n lados inscrita en un circulo es de érea mézima 

si y sélo st es regular. 

Parametrizaci6n 6ptima para una cénica 

En la seccién anterior obtuvimos una propiedad para las parametrizaciones de curvas convexas y 

diferenciables que genera poligonales de 4rea maxima. En esta seccién presentaremos una representacién 

paramétrica para cada tipo de cénica, que satisface dicha propiedad. 

1. La elipse 

Si la cénica es una elipse, consideremos la representacién paramétrica: 
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e\_ acos(t) (6.4.1) 

y Bsen(t) 

rel 7 asen(t) 

B cos(t) 

C= a (cos(r + Ar) — cos(r - Ar)) 

B(sen(r + Ar) — sen(r — Ar)) 

—2asen{ArT) sen(T) 

26 cos(r) sen(Ar) 

= 2sen(Ar) ( ~asen(t) 
SB cos(t) 

evaluando T 

calculando C 

= 2sen(Ar)T 

en este caso \ = 2sen(Ar), mostrando de esta forma que usando esta parametrizacién obtendremos 

una poligonal de 4rea maxima. 

2. La hipérbola 

Para la hipérbola consideremos la representaci6n hiperbélica 

z\_{o cosh(t) (5.4.2) 

y @senh(t) 

evaluando T y C 

asenh(t) 
T = 

8 cosh(t) 

C= a(cosh(r + Ar) — cosh(r — Ar)) 

- 6 (senh(r + Ar) — senh(r — Ar)) 

W 

2a senh(r) senh(Ar) 

2 cosh(r) senh(Ar) 

= 2senh(Ar)T 
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por lo tanto, para la hipérbola es conveniente usar la parametrizacién 5.4.2. 

3. La pardbola 

Finalmente para la par4bola consideremos 

x 2at 
= soa? (5.4.3) 

y fan 

en este caso T y C estan dados por 

2a 

2at? 

2a(r + Ar) — 2a(r — Ar) 

a(t + Ar)? — afr + Ar)? 

4aAr 

4ar Ar 

2ArT 

Podrfamos decir que el haber obtenido las representaciones adecuadas para cada tipo de cénica, 

ya hemos resuelto el problema, pues lo tinico que resta es aplicar el algoritmo visto en la seccién 5.3. 

Desafortunadamente, la evaluacién directa de las parametrizaciones, resulta ser costosa, asf que en lo 

precedente, trataremos de hacer uso de sus propiedades, para obtener un método que nos permita generar 

eficientemente los puntos de la poligonal. 

5.5 El método en diferencias para generar puntos de secciones 

cénicas 

Nuestra meta ahora es encontrar un método eficiente que permita generar una poligonal de drea 

maxima inscrita en la cénica. 

Empecemos con el siguiente resultado, que nos indica cémo podemos generar una poligonal de drea 

méxima, usando unicamente dos puntos iniciales. 

Teorema 5.5.48 SiC es un ctrculo centrado en el origen y Po, P, dos puntos diferentes de C, entonces 

existe una constante k, tal que la formula recurrente 
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Prag = 2kPya1 — Ps; 720 (5.5.4) 

genera una sucesién de puntos {Pi}, > 9 deC, con la propiedad de que el dngulo subtendido por cada 

par de puntos consecutivos es constante (figura5-6). 

2c0s(Q) A= ht Py 

VA 

Figura 5-6: Relacién entre tres puntos consecutivos de una poligonal de drea maxima inscrita en el 

efreulo. 

Demostracién 

Sea 6 el Angulo subtendido por el arco Py P; y w = e. Si Py =e", entonces P; = wi Fy. De esta forma, 

la ecuacién (5.5.4) la podemos llevar a la forma 

wit? Py = 2kwit! Py _ w? Py 

despejando k 

  

ei? + e7 8 

= cos(@) 

Pasemos ahora al caso en que la cénica sea una elipse o una hipérbola, y al final abordaremos el caso 

de la pardbola, 

5.5.1 Elipses e hipérbolas con centro en el origen 

« Para la elipse 
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Si C representa a una elipse con centro en el origen, entonces, ésta puede transformar al circulo 

unitario U, por medio de una transformacién lineal M. 

Si U esté representado por la ecuacién paramétrica p(t) = (cos(t) ,sen(t))‘, entonces, C puede 

escribirse en la forma 

p(t) = M (cos(t) , sen(t))* (5.5.5) 

¢ Para la hipérbola 

En el caso de que C represente la rama de una hipérbola con centro en el origen, ésta se puede 

enviar, por medio de una transformacién lineal M, en la rama de la hipérbola H : x? —y? =1, 

x > 0, de esta forma la ecuacién paramétrica de C se puede escribir de la forma 

p(t) = M(cosh(t), senh(t))* (5.5.6) 

El siguiente teorema nos indica cémo trazar, ya sea una elipse o una hipérbola centrada en el origen, 

usando las representaciones (5.5.5) y (5.5.6). 

Teorema 5.5.49 Sea C una elipse ( la rama de una hipérbola) con centro en el origen y Py, P, dos 

puntos diferentes de C. Entonces, existe una constante k tal que la formula 

Pigg = 2kPi41-P.; 120 

genera una sucesién de puntos { P:},59 en C, donde P, se obtiene con la representacién (5.5.5) ((5.5.6)), 

con valores del parémetro igualmente espaciados. 

SiC es una elipse: -1<k<1 

SiC es una hipérbola: k>1 

Demostracién 

« SiC es una elipse 

Existe una transformacién, representada por la matriz M, que aplica el circulo unitario en la elipse. 

Entonces, los puntos 

Po = M7! Py 
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Pi = MP 

son puntos del circulo unitario, por lo que, eligiendo k = cos(8), donde @ = ZPo0Pi, podemos 

generar una sucesién de puntos sobre el cfrculo unitario con la formula 

Piga = 2kPins — Fi 

Aplicando la matriz de transformacién M a Piz obtenemos 

MPigg = 2kMPiyi — MP; ; i> 0 

Como P; = MP,, la ecuacién se reescribe en términos de los puntos de la elipse de la siguiente 

manera 

Pig = 2kPigi — P; 

Por ultimo, como —1 < cos(8) < 1, entonces, -1<k <1. 

Esto nos indica, que si en la ecuacidn (5.5.4), se eligen como puntos iniciales, a dos puntos sobre 

el cireulo unitario, ésta generard una sucesién de puntos en el circulo, pero, si se escogen puntos 

sobre una elipse, ésta misma, genera puntos de la elipse (con la eleccién adecuada del pardmetro). 

Si C es la rama de una hipérbola 

Primero veamos que la ecuacién (5.5.4), genera una sucesién de puntos sobre la hipérbola x? -y= 

1, usando como puntos iniciales 

Py = (cosh(to),senh(to))* 

P (cosh(to + 8), senh(to + 8))* 

Como la sucesién de puntos se genera, bajo valores equidistantes del parémetro, el punto k+3 esta 

dado por 

Ppag = (cosh(to + (k + 2)8), senh(to + kp))' 

(cosh ((to + (k + 1)8) + B), senh ((to + (& + 1)8) ~ 6))*. UI 

Usando las identidades 
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cosh(a + 8) + cosh(a — 8) = 2cosh() cosh(a) 

senh(a + #8) + senh(a — f) = 2cosh(f) senh(a) 

con @ = to + (k + 1)G, podemos reescribir a P,+2 en la forma 

Pe42 = (2cosh(f) cosh(tp + (* + 1)8) ~ cosh(to + kG), 2cosh(A) senh(to + (k + 1)8) — senh(to + kf))* 

y, reordenando términos, obtenemos 

Py42 = 2cosh(8) (cosh(to + (k + 1)8), senh(to + (k +1)8))’ — (cosh(to + 8), senh(to + &))’. 

Denotando por 

k = cosh() 

llegamos a la expresién deseada 

Pye = 2k Peay — Py 

con esto mostramos que todo punto generado por la férmula (5.5.4) es un punto de la hipérbola 

canénica. 

Ahora bien, dados dos puntos Fp y P; de la rama de una hipérbola centrada en el origen, elijamos a 

Py = M~'Pyy a P, = M~'F,, donde M es la matriz de transformacién de la rama de la hipérbola 

canénica en la rama de la hipérbola C; por lo anterior, al elegir k = cosh({), la ecuacién genera una 

sucesién de puntos {Piliso que pertenecen a la hipérbola canénica. Multiplicando por M ambos 

lados de la ecuacién (5.5.4) y renombrando a MP, = H;, obtenemos la ecuacién 

Fito = 2kHiny — Hi; 120 

Sabemos que la funcién cosh z siempre es mayor o igual a uno y, dado que el Angulo 6 es mayor 

que cero, entonces k > 1. De esta forma, la férmula también es aplicable, si los puntos iniciales 

pertenecen a una hipérbola. | 

Notemos que el teorema (5.5.49) nos indica cémo generar una sucesién de puntos sobre una elipse 

o una hipérbola, con la propiedad de que estos puntos son imagen de las parametrizaciones que nos 
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garantizan obtener una poligonal de 4rea maxima. El inconveniente es que sdlo es aplicable a las cénicas 

con centro en el origen. 

5.5.2 Elipses e Hipérbolas cuyo centro no necesariamente es el origen 

Sea C una elipse o una hipérbola, cuyo centro lo denotaremos por S. 

Si p(t) es la parametrizacién correspondiente, entonces la cénica C’, imagen de C bajo una translacién 

al origen, tiene por ecuacién 

v(t) = p(t) - $ 

Por lo tanto, eligiendo el pardmetro k adecuado, podemos generar una sucesién {Vib io sobre la 

cénica C’, con Ja formula 

Vigo = 2kVig1 — Vi 

Al reescribir ésta en términos de p(t) y S, obtenemos 

Pipe — S= 2k( Pig - 8) - (Fy > S) (5.5.7) 

Haciendo lo mismo para el punto Vi43 

Pix3 — S = 2k(Pig2 — S) ~ (Pit — 9) (5.5.8) 

Ahora restando la ecuacién (5.5.7) de (5.5.8) y despejando P43 

Pry = (2k +: 1)Piga — (2k + 1)Pias + Pi (5.5.9) 

De este modo hemos obtenido una f6rmula que sélo requiere de tres puntos iniciales para generar 

una sucesién de puntos de la cénica. 

5.5.3 Pardbolas 

Si la cénica es una pardbola, consideremos la representacién paramétrica 

p(t) = at? +bt-+e 

donde a = (a,@2)*, b = (b1, b2)' y ¢ = (ca, &)*. 

Usando el hecho de que la diferencia hacia atrés de tercer orden de p(t), es cero, tenemos que 

126 

 



u(t) 

c(é) 

Ut p(t + At) — p(t) 

Ut + At) - Kt) Ml 

entonces c(t + At) ~ c(t) = 0, y al hacer la substitucién hacia atr4s obtenemos 

p(t +3 At) = 3p(t + 2 At) ~ 3p(t + At) + v(t) 

reescribiendo esta ultima tenemos 

Pips = 3Piga — 8 Pig + Pi i 20 

Notemos que esta ecuacion, resulta ser un caso particular de la formula (5.5.9), donde k = 1. 

5.6 El método en diferencias 

Teorema 5.6.50 SiC es una cénica no degenerada, para cualquier punto inicial Py y una constante k 

en cierto rango relevante para C, eristen puntos P; y P tales que la ecuacién 

Piz3 = (2k 4+ 1) Pige — (2k 4+ 1) Pipi t+ Bj 220 

genera una secuencia de puntos {P:};59 que pertenecen a C. 

Donde : 

k < 1 siC es una elipse. 

ko = 1 siC es una pardbola. 

k > 1° siC es una hipérbola. 

5.6.1 Aplicacién del método para la elipse 

Veamos ahora cémo aplicar el método antes descrito para generar n puntos de una elipse. 

Para aplicar el método, necesitamos: tres puntos iniciales y el valor del pardmetro k. 

« Eleccién del pardmetro k 

Como vimos anteriormente, el valor de k no depende de la posicién de la elipse; ademds, éste 

coincide con el valor que se usa para generar n puntos sobre el circulo unitario. 
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Recordemos que el valor del pardmetro que nos sirve para generar 7 puntos del circulo unintario, 

es el coseno del dngulo subtendido por dos vértices consecutivos de la poligonal. Entonces, su valor 

esta dado por: 

  

an 

1 
k= cosB iB=- 

e Eleccién de los puntos iniciales 

Resulta sencillo hacer la eleccién de los tres puntos iniciales para generar n puntos del cfrculo 

unitario, pues el arco subtendido por cada par, es constante e igual a 8, por lo tanto, si estos 

puntos son: 

Po = (1,0) 

Py = (cos(A),sen(8))! 

Pz = (cos(26),sen(28))* 

entonces, los puntos iniciales para generar la elipse (con centro en el origen) estén dados por 

P,= MP, 

donde M es la matriz de transformacién del cfrculo unitario en la elipse. 

Transformacién del circulo unitario en una elipse 

Sea C una elipse cuya ecuacién esté dada por 

riAg+2b'c+7=0 (5.6.10) 

Primero veamos cémo obtener el centro de la elipse, es decir, los valores de zo, Yo, tales que la ecuacién 

(5.6.10) se pueda reescribir como 

yAy = 0 (5.6.11) 

donde y = x — &. 

Bajo estas condiciones, obtenemos 
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ao = —Aq'b 

zpAto-y = Yo 

Como A es positiva definida, entonces, existe una matriz Q tal que A = Q?. 

Sea z = Qy, entonces podemos reescribir la ecuacién (5.6.11) en la forma 

z'z= Yq 

Esta ecuacién en z, representa un cfrculo con centro en el origen y de radio J¥7o: por lo que podemos 

expresar a z de la siguiente forma 

2 = \/7%(cos(t), sen(t))’. 

Substituyendo a z y resolviendo para y, tenemos 

y = V%Q71(cos(t), sen(t))*. 

Finalmente, substituyendo y, obtenemos la transformacién que aplica el cfrculo unitario en la elipse 

z= /¥Q7(cos(t), sen(t))* + x9 
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Un algoritmo para generar n puntos de una elipse 

A continuaci6n mostramos un algoritmo que se basa en el método en diferencias para generar n 

puntos de una elipse. 

Dado un niimero n y los coeficientes de la ecuacién cuadratica Ax? + Bry + Cy* + Dz+ Ey+ F =0, 

correspondientes a una elipse, el algoritmo obtiene n puntos distribuidos a lo largo de la elipse. Dichos 

puntos determinan una poligonal de n lados de 4rea maxima inscrita . 

Datos de entrada 

A,B,C,D,E,F: Coeficientes de la ecuacién de la elipse 

n: Ntimero de puntos a evaluar 

Salida 

n puntos distribuidos a lo largo de la elipse, que determinan una poligonal de 4rea maxima. 

Procedimiento 

1. Calcula zo y “yp, tal que la ecuacién de la elipse se pueda reescribir en la forma 

C = (x —29)'A(z — 20) = Yo 

2. Obtiene la matriz Q tal que Q? = A. 

3. Calcula el dngulo 6 

4. Obtiene los tres puntos iniciales para aplicar el método 

P; = /7oQ7}(cos(i « 8), sen(i* 8))' +29 parai=0,1,2 

5. Calcula los n — 3 puntos restantes usando el método en diferencias 

(a) kK =cosB 

(b) Para i = 3 hastan—1 

P, = (2k + 1)Pi-1 — (2k +1) P_-2 + Pi-s 
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En seguida mostramos algunos ejemplos que se generaron usando el algoritmo anterior. Dicho algo- 

ritmo se implementé en la versién 5.0 de MATLAB. Cada cénica que se muestra se aproximé con 30 

puntos. 

x * ™ % x ew 

™ * * * * « 
a « 

am m 

™ im « " 
™ a 

” = 

a * * 

« « 
« 

™ « 
” 7] 

” 
« * 

m * “ = 

™ ” x «O * * * ™ ” * 

x'+ y'—6x-+4y +12 =0 9x" + Say + l6y'— Sdx+64y + 144 =0 

mom x Me 

x * ™ « * ee 

™ « « ™ 

™ " “ « 

* ™ « ™ 

« ™ ” " 

* u ul - 

7 ™ ™ * 
« « . ‘ . . 

« 
“x ae Saw » * 

x" + 3xy-+ dy" ~ 6x + l6y +24 =0 x'— Sxy + l6y'— 48x +64y +72 =0 

Figura 5-7: Aproximaciones de la cénica generadas con el método en diferencias. 
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” ” = * 
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Ea 
" x 

* ™ * m 
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Sx?+Axy + 2y"’~ 24x — 12y +29 =0 3x*—2xy + 3y'+212x—6/2y +2 =0 
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* * " * 

a * * a 

Eg x * * 

x “ x « 
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x * x "= 

« ™ = * 

® . ” ™ 

« , * « « 

sax * ® we a® 

x*+0.Sxy ty? +2x—2y—1=0 x'+lxzyt2y*+xz+y—4=0 

Aproximaciones de la cénica generadas con el método en diferencias. 
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5.7 Notas y Referencias 

Para la seccién de graficacién de curvas se consult6 el libro Hill (11). 

En el segundo capitulo de libro Beach R. {2], se puede consultar mds sobre cénicas y cuddricas. 

Para la parte del método en diferencias se consultaron los artfculos Smith [19], Wang W. P. and 

Wang C. Y. {20] y Weping W., Barry J. and Wang C. Y. [21]. 
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Capitulo 6 

Graficaci6n de arcos cénicos 

6.1 Introduccién 

En el presente capftulo abordamos el problema de graficar eficientemente un arco cénico. Con 

este fin, primero obtenemos la representacién racional de Bézier para una cénica; estudiamos algunas 

propiedades, en especial, la elecci6n de parémetros, donde se hace notar que la representacién se puede 

determinar usando sélo un parémetro. Una vez que se obtiene esta representacién, vemos cémo modificar 

el método en diferencias (visto en el capitulo anterior) para generar arcos cénicos descritos a través de 

su representacién racional de Bézier. 

6.2 Representacién de arcos parabdlicos 

La ecuacién paramétrica 

p(t) = at? + bt te (6.2.1) 

representa una parébola, donde a = (a1, a2)’, b = (8,,89)' y c¢ = (71,72)'. Para hacer ver esto, 

reescribamos la ecuacién en su forma matricial 

2 

eyo, % Aon t 

y a2 Bo Ye 1 

resolviendo para t y ¢?: 

134 

 



donde 

de ambas expresiones se sigue 

2 = Boz - 1) + Y ~ 72)61 
d 

t — HAW=)—-n)er 
d 

d = a1 By — anf. 

(ae =%) - (e- ulen)' _ Bo{e- 71) + (¥-7a)Ar 

simplificando obtenemos 

con 

y
m
 

YU 
QA 
&
 

d d 

Az? + Bry + Cy? + Dr+ Ey+F=0 

ae 
—2a1 a2 

ay 

2aj A272 — 27, — dB, 

dB, — 2a? yy + 2ar007, 

TY — 2or0271 V2 + 0377 + d(Bovr1 + B72) 

Notemos que B? = 4AC, por tanto, hemos llegado a que la ecuacién paramétrica (6.2.1) representa una 

parabola. 

6.2.1 Representacién Polinomial de Bézier de Segundo Grado 

Una representacién que nos permitird4 hacer referencia a arcos parabdlicos, es la llamada Repre- 

sentacién Polinomial de Bézier de Segundo Grado: 

135  



  

p(t) = bo(1 ~ t)? + 2b,t(1 — t) + bat? ,t € [0, 1] (6.2.2) 

En esta representacién, los puntos by, b; y b2 estén fuertemente ligados con el arco parabdlico que se 

describe al hacer variar el pardmetro entre cero y uno; por ello, al pol{gono formado con estos puntos, 

se le conoce como polfgono de control. 

Notemos que 

(0) 

p(i) = be (6.2.4) 

bo (6.2.3) 

Es decir, los puntos extremos del arco parabédlico, son los puntos de control bp y be. 

Para obtener otras propiedades de los puntos de control, llevemos la ecuacién (6.2.1) a su expresién 

polinomial de Bézier. Como p(0) = c, tenemos 

c= by (6.2.5) 

Evaluado la derivada en cero obtenemos 

p'(0) =b (6.2.6) 

Con estas dos condiciones, la ecuacién de la pardbola la podemos reescribir en la forma 

p(t) = at? + p'(0)t + bo - (6.2.7) 

y tomando en cuenta que el extremo final del arco es by, obtenemos la siguiente expresidn para a 

a = by — (bo + P'(0)) 

de modo que la parametrizaci6n queda dada en la forma 

p(t) = (bz — (bo + p'(0))) t? + p’(O)t + bo (6.2.8) 

evaluando la derivada en t = 1, obtenemos 

p'(1) = 2 (bz — bo) — p’(0) 
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la que podemos reescribir 

i , _ 1 ? 
bg — 3? (1) = bo + 9? (0). 

El lado izquierdo de ésta, representa un punto que pertenece a la tangente en el punto by, mientras que 

el lado derecho, nos indica que este punto también pertenece a la tangente en el punto bo; es decir, es el 

punto de interseccién de las tangentes en los extremos del arco, sea r dicho punto, entonces la derivada 

en cero y en uno queda dada por   
| p'(0) = -2(b -r) 

pil) = 2(be—7) 

Substituyendo p’(0) en la ecuacién de la pardbola, llegamos a la expresién 

p(t) = bo (1—2¢ +4?) + 2r (2?) + bot? 

= bo(1— t)? + Qér(1 — t) + bot? (6.2.9) 

Finalmente, al comparar ésta con la ecuacié6n (6.2.2), concluimos que r = by. 

Resumiendo: 

1. La tangente a la parabola en el punto bg es la H{nea definida por los puntos bg y 0). 

2. La tangente a la pardbola en el punto be es Ia recta que une a los puntos bj y be . 

3. Reordenando los términos de la expresién (6.2.9), obtenemos 

P(t) = (bo(1 — t) + bit) (1 — t) + (bi (1 — t) + bot)é 

e El término e = b9(1 — t) + bit, representa el punto de la linea que pasa por los puntos de control 
a t 

bo y by y que divide al segmento bob; en la razén jor 

— t 
« El punto f = b,(1 — t) + bot divide al segmento 5,52 en la razén Toh 

e Reescribiendo la ecuacién 

p(t) =(1—the+tf 
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— t 
nos muestra que p(t) es el punto que divide al segmento ef en la razén To 

En notacién compacta 

t 
(bo bie) = (br be f) = (e f p(t) = Tot 

Reescribiendo la derivada en t, obtenemos la expresién 

p'(t) = 2(f - e) 

Concluimos que la linea que pasa por e y f, es precisamente la recta tangente a la parabola en el 

punto p(t) y, entonces se deduce que 

e Dado el pardmetro t, podemos construir la recta tangente a la pardbola en el punto p(t), de la 

siguiente manera : 

t -—§ =-—., eas = TS 

— Construir el punto e que divide al segmento &9by, en la razon s (figura 6-1( a )). 

— Construir el punto f que divide al segmento b;b2, en la razén s(figura 6-1( b )). 

— La tangente a la pardbola en el punto p(t), es la linea que une a los puntos e y f 

(figura 6-1( ¢ )}. 

     (a) (b) 

Figura 6-1: Construccién de la tangente a la pardbola. 

Mas atin, una vez que hemos construido la tangente, podemos determinar el punto de contacto, el 

cual coincide con el punto que divide al segmento ef en la razén s ( vea la figura 6-2). 
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Figura 6-2: Construccién del punto determinado por el pardmetro ¢ con respecto a la representacién 

polinomial de Bézier. 

Si cambiamos el polfgono de control de la parabola y seguimos el procedimiento antes descrito, 

obtendriamos las mismas propiedades, por lo tanto, se sigue el siguiente resultado: 

Teorema 6.2.51 (Teorema de las tres tangentes) Sean a, b y c tres puntos diferentes de una 

pardbola . Si las tangentes en a yc se intersecan en el punto d, y denotamos por e y f a los pun- 

tos de interseccién de la tangente en b con las tangentes ena yc, entonces 

(aed) =(ebf)=(4 f= 

  

Figura 6-3: Teorema de las tres tangentes 
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Algoritmo para generar puntos de un arco parabdlico 

A continuacién mostramos un algoritmo para obtener el punto de la pardbola correspondiente al 

parémetro t, con respecto a la representacién polinomial de Bézier 

Dados los puntos de control de la pardbola bo, bi, be y t € (0, 1]. 

1. Para i=O hasta 2 

b(t) =o; 

2. Para r=1,2 

e Desde i=0 hasta 2-7 

bE(t) = (1 — 1)" (4) + t8F I) 

de esta forma b2(t) es el punto de la parabola con pardmetro t (vea la figura 6-4). 

  

Figura 6-4: 

Algoritmo de Subdivisién 

Como hicimos notar, los puntos intermedios bj y 6} que se generan para construir el punto b2, definen 

la recta tangente a la pardébola en dicho punto. Tenemos entonces el siguiente esquema: 

Los segmentos web y bibt son tangentes a la pardbola en 58 y b2 respectivamente, por lo tanto, 

podemos aplicar el algoritmo, usando los puntos de control 68, b4 y 03 para generar el subarco b§d3 . De 

manera similar, como los segmentos babt y Bred son. tangentes a la pardbola en b y b§ respectivamente, 

podemos usar los puntos de control 63, 61 y 63, para generar el subarco bgb9. 

De esta forma, la representacién polinomial de Bézier del subarco 5862 es 
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p(s) = W8(1 — 5)? + 2bbs(1 — s) + b2s? , 9 € {0,1 

y la correspondiente para el subarco b2b9 

p(s) = b2(1 — s)? + 2b1s(1 — s) + b8s? , s € [0,1] 

Al procedimiento antes descrito se le conoce como algoritmo de subdivisién. 

En general, para determinar el polfgono de contro! del arco parabdlico correspondiente al intervalo 

{0,u], el pardmetro local s, esté dado por s = t/u y si cg, c1 y c2 son los puntos de control del segmento 

correspondiente al intervalo (figura 6-5), entonces 

ce = bb(u) 

  

Figura 6-5: Algoritmo de subdivision 

Hemos encontrado que la representacién polinomial de Bézier de la parabola p(t) = bo(1—t)?+b; 2t(1— 

t) + bgt”, describe el arco bbz para valores del parémetro en el intervalo unitario, cuyas tangentes en los 

puntos extremos son los segmentos bob; y bbe respectivamente. 

Ahora tratemos de encontrar una representacién para arcos elipticos o hiperbdlicos que tenga carac- 

teristicas similares. 
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6.3 Parametrizacién Racional de Bézier de Segundo Grado 

Nuestro objetivo ahora es obtener una representacién que describa un arco cénico en términos de sus 

puntos extremos y del punto de interseccién de las tangentes en dichos puntos. Para ello, consideremos 

la ecuacién de la cénica C en coordenadas homogéneas 

ax? + Qbry + cy? + 2drz + 2eyz + fz? =0 (6.3.10) 

cuya forma matricial es Z‘AZ = 0 donde 

abd x 

A=] b c ;z=| y 

de f z 

y denotemos por bp y b2 a los extremos del arco y por b; al punto de interseccién de las tangentes en bo 

y be respectivamente. 

Para encontrar una expresién del arco bob2, parametricemos el segmento bob; y determinemos el 

punto de interseccién de la cénica y el segmento que une a un punto de bob; con 6 vea la figura 6-6. 

  

Figura 6-6: 

Como nos interesa obtener una representacién de arco bgb2 para valores del pardmetro en el intervalo 

unitario, usaremos la siguiente representacién para el segmento bgbi 

bo (t) = t(b: — bo) + bo 

entonces la representacién paramétrica de la lfnea ( 1) que une el punto bgi(t) con be la podemos expresar 

en la forma 

p(s) = s(b2 — boi (t)) + b01(¢) (6.3.11) 
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Para determinar los puntos de interseccién de | y C, subtituyamos p(s) en la ecuacién matricial de C y 

determinemos los valores de s que la satisfacen 

p'(s)Ap(s) = 0 

después de simplificar, obtenemos la siguiente expresidn cuadrdtica en s 

(bg ~ boi (¢))*A(bo — bor (t))s” + 2(be — bor (t))' Abas (t)s + bf, (£)Abor(t) = 0 (6.3.12) 

como be es un punto en comin de C y |, entonces una de las rafces de la ecuacién anterior es 5 = 1. 

Usando las propiedades de las raices, encontramos que el valor de s que determina al segundo punto de 

interseccién, debe satisfacer la ecuacién 

_D+2bn ~ bos(t))*Abor 2) 
~ D 

donde 

D = (ba — boi (t))*A(ba — bo1 (é)). 

Al substituir este valor en la ecuacién (6.3.11), obtenemos la expresién del punto del arco bbz corres- 

pondiente al pardmetro t: 

Dp(t} = ~cbz + Bo: (t)(D +2) (6.3.13) 

donde 

a = D + 2(ba — bo: (t))* Adon (t). 

Conforme hagamos variar el pardmetro en el intervalo unitario, la ecuacién (6.3.13) describird el arco 

cénico bob. 

Dado que el punto be pertenece a la cénica, se tiene que bf Ab, = 0, por lo que las expresiones para 

Dy ase reducen a 

D= bb, (t)Abox (t) — 2b Abo: (¢) 

a = —bj,(t)Aboi(t) 
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para simplificar ambas expresiones, hag4moslo primero con el término 0§, (t) Abo, (t). 

bby (t)Aboi(t) = (t(by — bo) + bp)’ A (t(bi — bo) + bo) 

t?(by — bo) A(b1 — bp) + 2tb5 (by — bo) + b4Abo; 

como bo es un punto de la cénica y by pertenece a la tangente en bo 

bf Abo {I °o
 

bh Aby 2
 

por lo que la expresién se reduce a 

861 (£) Abor (t) = Bi? 

donde 

B = db Ab; = C(b1). 

De manera que las expresiones para D y a se reducen a 

9 4 Bt? — 2bpAboi (t) 

a= —pt? 

después de simplificar el segundo término que aparece en D, obtenemos 

D= pt? + 6(¢-1) 

donde 

6 = 2b} Aby 
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Nota: Dado que estamos describiendo el arco cénico bobe, el valor de s que determina al punto de la 

cénica, debe estar en el intervalo unitario; en consecuencia, D debe estar definido para todo valor del 

intervalo. 

Ahora bien, dado que D(0) = ~6 y D(1) = 8, entonces para que D no se anule, B y & deben tener 

signo contrario 86 < 0. 

Reescribiendo la ecuacién (6.3.13) 

Dp({t) = Bt?be + bor (é)(t — 1)5 

y substituyendo b9;(t) obtenemos 

Dp(t) = St?by ~ 5b t(1 ~ t) + 6(2t — 1 — t?)bp 

finalmente, usando las siguientes propiedades de los polinomios de Bézier: 

? = Bz(t) 

1/2B}(t) + B3(t) 

Bo(t) + By(t) + BR(t) 

ot {I 

_ It 

obtenemos la siguiente expresién del arco cénico bob: 

_ —$b9 BB (t) — 6/26; BF(t) + BboB3(t) - 
= ; BE>0. 6.3.14 P(t) = 5B Re) — 6/2BR(t) + BR) PS > (63.14) 

En general, la ecuacién de un arco cénico es de la forma 

2 wib; B? 8 
p(t) = Deico Wi BE (t) 5 wy = —6, wy = —x, wy =B (6.3.15) 

Dio MBH) 

Observemos que esta representacién siempre la podemos reescribir de tal manera que los coeficientes de 

b;B?(t), sean positivos. 

« Si B > 0, dado que £6 < 0, —6 > 0 y, por tanto, los coeficientes son positivos. 

e Si 6 < 0, se concluye que —8 < 0, entonces al factorizar un —1, tanto en el numerador como el 

denominador, se llega a una expresién donde todos los coeficientes son positivos. 
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A la ecuacién que acabamos de obtener, se le conoce como representacién paramétrica racional 

de Bézier y, al igual que en la representacién polinomial de Bézier, los puntos 6; forman el llamado 

poligono de control, mientras que a las constantes wo, wi y w2 se les conoce como el peso asociado 

al vértice 8, b; y 42 respectivamente. 

Teorema 6.3.52 Todo arco cénico boby puede expresarse por medio de una ecuacién racional de Bézier 

de la forma 

p(t) = Dieo Vidi BP(E) | = ;w; > 0, t € (0,1) 
Dice i B?(t) 

A continuacién veremos que el recfproco también es cierto, es decir, toda ecuacién racional de Bézier 

representa una c6nica, para ello, asumiremos que los pesos son positivos. 

Como los polinomios de Bézier son curvas acotadas y su grdfica se encuentra en el primer cuadrante en 

el intervalo unitario, entonces el denominador de (6.3.15), que denotaremos por w(t), también representa 

una curva positiva y acotada en este intervalo, 

2 
w(t) = eo w;B?(t) 

si denotamos por 

w= wai 

entonces, la ecuacién racional de Bézier queda expresada de la siguiente forma 

p(t) = ST bah(t (6.3.16) 
=) 

Notemos que la suma de los coeficientes de los puntos de control es uno, lo que nos indica que p(t) es 

combinacién baricéntrica de los puntos bo, 6: y b2; mds atin, dado que W;(t) > 0,1 = 0,1, 2, p(t) es 

una combinacién convexa de los puntos del poligono de control y, por tanto, para toda ¢ entre cero y 

uno, p(t) esté en la cubierta convexa de estos puntos. 

Ahora consideremos los vectores 

us bo — by 
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como los puntos bo, by y 62 no son colineales, entonces los vectores son linealmente independientes (vea 

la figura 6-7), por lo tanto, si P es un punto del plano determinado por bo, by y bg, existen constantes 

ay f tales que 

P=b,+au+ fv 

by 

b=0 a=0 

u v 

b b 0 a+p=1 2 

Figura 6-7: 

reescribiendo a P en términos de los puntos de control 

P= abo +(1— (a+ f))bi + Abe (6.3.17) 

Estas expresiones de P, nos permiten hacer la siguiente traduccién entre las coordenadas oblicuas y 

las baricéntricas. 

Dadas las coordenadas oblicuas (a, 4), las coordenadas baricéntricas son (a, 1 — (@ + 8), B). 

Ahora, comparando las ecuaciones (6.3.16) y (6.3.17) 

  

a(t) Volt) 

B(t) =| W(t) (6.3.18) 

1 — (a(t) + B(e)) Wi(2) 

Multiplicando a(t) y B(t) tenemos 

art) BUt) = Togs BR BR) 

y dado que 

2 2 

BRB} = BOY 

el producto lo podemos reescribir en la forma 
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wow, WF (B2(t))” 
  

  

ot) = Gar) 

= war) 

por ultimo al reescribir a &?(t) en términos de a y 8, obtenemos 

a(t) A(t) = (1 — (a(t) + B(t))? (6.3.19) 

donde 

wowe2 
= 2 4wit 
  

De esta forma llegamos a que las coordenadas oblicuas de todo punto generado por la ecuacién racional 

de Bézier, satisfacen una ecuacién cuadrética, por lo tanto, representa una cénica, en particular, para 

valores del pardmetro entre cero y uno, la ecuacién describe el arco cénico bobe. 

Tomando en cuenta ambos resultados, tenemos lo siguiente 

Toda cénica se puede expresar por medio de una representacién racional de Bézier, y toda repre- 

sentacién racional de Bézier representa una cénica. 

Ya que hemos visto que un arco cénico con tangentes no paralelas en los extremos, se puede describir 

mediante una ecuacién paramétrica racional de Bézier, estudiemos ahora algunas propiedades de esta 

representacién. 

6.3.1 Algunas propiedades de las curvas racionales de Bézier 

Clasificacién de la cénica 

Como es sabido, la clasificacién de la curva se obtiene a través del discriminante de la ecuacién 

—ca? — af — f? + 2ca +28 -—c=0 

que esté dado por 

Q& =1-4c 

después de substituir c, llegamos a la siguiente expresién 
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donde 

k= wow, /we 

De este moda, Ia clasificacién de la cénica en términos de k, est4 dada por 

Parak = 1 lacurvaes una pardbola. 

Parak > 1 se trata de una elipse. (6.3.20) 

Parak <_ 1 estamos en el caso de una hipérbola. 

Invarianza de la representacién bajo transformaciones afines 

Cuando se desea resolver un problema de disefio geométrico, generalmente se requiere del uso de 

curvas cuya representacién sea invariante bajo transformaciones afines, es decir, bajo rotaciones, transla- 

ciones, escalamientos etc.. Esta es una propiedad que tiene la representacién racional de Bézier. 

Sea T una transformacién affn, es decir, T es una transformacién lineal seguida de una translacién, 

T(P) = L(P) + A, entonces 

T(p(t)) Hl +(Zasw) 
i=0 

So (EQ) + A) T(t) 

So Tdi) V(t) 

DL wiT (bi) BF (t) 
w(t) 

tl 

esto nos muestra que la representacién racional de Bézier es invariante bajo transformaciones afines. 

Las proyecciones preservan la forma de la Representacién Racional de Bézier 

Otra transformacién que también es muy util en el disefio geométrico por computadora es la proyec- 

cién. Una de sus aplicaciones es el despliegue grafico de un objeto tridimensional, que se obtiene 

generando una vista proyectiva de éste. 
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Sea S una perspectividad central con vértice c sobre el plano P. 5S: p — P , por definicién, S{p) 

esté en perspectividad central con p, si c, S(p) y p son colineales, es decir 

S(p) = (1 — p)p + pe (6.3.21) 

Si q es un punto de P y N un vector normal a éste, entonces la ecuacién del plano esta dada por 

(S(p) -q)-N=0 

al substituir S(p) en ésta ultima y despejar a p, obtenemos 

_@-g-N 

e“ (p-e) N 

Veamos ahora que S(p) preserva la forma racional de Bézier 

Primero evaluemos a S en p(t) : 

_ p(t)(q—e) N+ (p(t) —9) Nc. 
S(p(t)) = “eae 

después de substituir p(t) y simplificar obtenemos 

_ DwiB2) ((g — 0) Nb + (bi - ) NYO) 
5) = 55 (wil: ~ 0) -N) BHO) : 

Notemos que el término de la sumatoria en el numerador, se puede reescribir en la forma 

w, B?(t)(b; — c) - n(1 — p(bi)bi + oldie) 

por lo tanto 

DY wi(e)5(b:)BP(t) S(p(t)) = ie 
PO) = SS wiOBFO) 

donde w, = w,(b; — c)- N. 

Con esto se muestra que la representaci6n racional se preserva bajo proyecciones, donde los puntos de 

control de la curva original van a dar a los puntos de contro} de Ja curva imagen, pero los valores de los 

pesos se alteran de acuerdo a la ecuacién dada por wi}. 
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Definicién alternativa de una seccién cénica. 

Definicién 6.3.53 Seccién cénica 

Una seccién cénica en R? es la proyeccién sobre el plano z = 1 desde el origen de coordenadas de 

una curva de Bézier de grado dos definida en R° (vea la figura 6-8). 

  

Figura 6-8: Cénica vista como la proyeccién de una pardbola en R3. 

Usando esta definicién, probaremos ahora que toda seccién cénica se puede escribir como una curva 

racional cuadratica de Bézier. 

Teorema 6.3.54 Para toda cénica p(t), existen tres nimeros reales Wo, Wy ,wWe y tres puntos by, by 

15g € R? tales que p(t) puede escribirse como 

Dhko wid B?(t) 

MO = SE BA) (6.3.22) 

donde 

2 . . 
B?(t) = e(1—t)?-* 

Demostracién 

Sea p(t) un punto de la cénica, por definicién, p(t) es la imagen proyectiva de un punto de una curva 

de Bézier de grado dos definida en R*. Si pensamos en el plano de proyeccién z =: 1 como una copia 

de R?, entonces a p(t) lo podemos identificar con el punto (p(t),1)*; por lo tanto, p(t) es la imagen 
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proyectiva de (w(t)p(¢), w(t))'. Escribiendo ahora la cénica en términos de los polinomios de Bézier, 

tenemos 

w(t)p(t) 
= 79 BG(t) + 71 Bi (t) + 72B3(t) 

w(t) 

donde 7; € R°. 

Reescribiendo cada punto r; de modo que su Ultima componente, a la que denotaremos por w; quede 

explicita, es decir, rj = (gi, w;)* con q; € R?. 

2 

OP YS, ast B20 (6.3.23) 
w i=0 

de esta ecuacién obtenemos 

2 

w(t)p(t) = 52 of B2(e) 
ix0i 

2 

w(t) = 5) w.B2(t) 
#0 

resolviendo para p(t) 

2 gt Bet 
p(t) = Ls GBF) cong ER? y weR 

w(t) 

finalmente escribiendo a cada q} de la forma g! == w;b;, obtenemos la expresién para p(t) deseada. u 

Notemos que los puntos de control de la cénica: bp, b;, b2, son la proyeccién de los puntos de control 

(w,b;, w;)* de la curva polinomial de Bézier de grado dos, sobre el plano z = 1. Ademés, si todos los pesos 

son iguales, entonces como los polinomios de Bézier suman 1, el denominador de (6.3.22) es constante, 

por lo tanto, las curvas polinomiales de Bézier de grado dos son un caso especial de las racionales 

cuadraticas, 

Ecuacién en coordenadas cartesianas 

Todo punto p del plano generado por los puntos 9, 6) y 62 lo podemos expresar 

Pp = agby + 1b; + gba 
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donde 

OQ +0,+a2,=1. 

Dicho de otro modo, todo punto del plano, se puede expresar como combinacién baricéntrica de bg, b1 y 

bz. Una forma de obtener las coordenadas baricéntricas de p, es calculando las dreas ag, a) y a2, de los 

trid4ngulos determinados por los puntos de control y p, vea la figura 6-9. 

2 

Figura 6-9: 

dag = dreaApbob; = ao 

da, = drea A pbobe = a; 

day = dreaA pbybo = ag 

donde 

d= area A boby be. 

Por otro lado, sabemos que si (a, 8) son las coordenadas oblicuas del punto, entonces las coordenadas 

baricéntricas estan dadas por (a, 1 — (a + 8), 8). 

Usemos estas expresiones para obtener la ecuacién de la cénica en coordenadas cartesianas. Para 

ello, sea N un vector normal al plano determinado por los puntos de control de la cénica y denotemos 

@ = ((bp ~ by) x (bg —b1)) -N 

= Adrea A bob bo 
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donde 

X= 2N.%, y @ un vector unitario paralelo a N 

Andlogamente obtenemos 

dog = (b2—p) x (bi —p)-N (6.3.24) 

day = (bo—p)x (b2—p)-N (6.3.25) 

dag = (b1—p)x (bo —p)-N 

De manera que las coordenadas baricéntricas de P estan dadas por 

Aaj 
a= — 

Reescribiendo la ecuacién p = aby + (1 — (a + G))b1 + Bb, tomando como punto de referencia a p 

or(bo — p) + (1 — (a + B))(b1 ~ p) + B(b2 — p) = 0 (6.3.26) 

aplicando el producto cruz con (by—p) y comparando con las primeras dos igualdades de (6.3.25) tenemos 

It ° ex(bo — p) x (bo — p) — (1 ~ (a + B))(b2 — P) x (b1 — P) 

aa, — (1— (a+ B))ao l ° (6.3.27) 

tomando ahora el producto cruz de (6.3.26) con (bo — p) y comparando con la primera y ultima igualdad 

de (6.3.25) se tiene. 

(1 — (+ f))(b1 — p) x (bo — p) + B(b2 — p) x (bo — P) 

(L-(a@+A))a2,-Ba = 0 (6.3.28) 

W ° 

De las ecuaciones (6.3.27) y (6.3.28) se sigue 

aa, = (1-(a+8))oo 
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Ba, = (1-(a+f))o2 

de las que se deduce que 

a = a@ 

a = 1-(a+f) (6.3.29) 

a = 6 

De manera que si consideramos al plano bgb,b2 como el plano XY, al punto p = (ay) y ab; = (2, yi), 

entonces, las coordenadas oblicuas de a y f estén dadas por 

(y — yi) (a2 ~ 21) — (x — 21) (y2 — 91) 
(Yo — y1)(z2 — 21) — (20 — 21) (y2 — 91) 

pg = Yr wo~ m1) (2 = 21)(yo— m1) 
(y2 — y1)(t0 — 21) — (22 — 21) (yo — v1) 

Para obtener las coordenadas de la cénica, se substituye a y @ en la ecuacién (6.3.19). 

Ecuacién del “segmento” complementario 

La representacién racional de Bézier nos permite describir una cénica en términos de tres puntos 

bo, 61 y bg, en particular, para valores del parémetro entre cero y uno, se obtiene el arco definido por los 

puntos bg y bo. Para distinguir este arco del resto de la curva, a éste se le llama segmento estdndar, 

mientras que al otro “segmento” de la curva se le llama segmento complementario. 

El siguiente resultado nos indica c6mo modificar los pesos asociados a los puntos de control by, by y 

bg, para obtener el segmento complementario usando valores del pardmetro en el intervalo unitario. 

Teorema 6.3.55 Sea p(t) le curva definida por 

woboB2(t) — wib, B?(t) + wob2B3(t) ae) = aH (6.3.30) 

con t(t) = woB3(t) — w,B?(t) + weB3(t) y los pesos w; son positivos 

Entonces p(t) y p(t) describen a la misma cénica. Més atin para t € [0,1] los puntos by, p(t) y 

P(t) son colineales. Por lo tanto, la ecuacién (6.3.30) describe el segmento complementario de p(t) para 

te (0,1). 
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Demostracién 

Primero veamos que las ecuaciones p(t) y p(¢) describen a la misma cénica, para lo cual, probaremos 

que las coordenadas baricéntricas de p(t) satisfacen la ecuacién af = c(1 ~ (a + §)). 

Las coordenadas baricéntricas de p(t) son 

& = wyBG(t)/i(t) 

B = w.B3(t)/H(t) 

1-(@+A) = —wB}(t)/@(t) 

Para ver que éstas satisfacen la ecuacién (6.3.19), hagamos el producto de a y B 

eB = wy BB(t) B3(t) 

wow, Wy CHOM 
4w? w(t) 

= o(1-@+H))” 

  

de esta ultima expresién vemos que las coordenadas baricéntricas de f(t) satisfacen la ecuacién (6.3.19) 

y por lo tanto p(t) y p(t) representan a la misma cénica. 

Ahora bien, para hacer ver que by, p(t) y B(t) son colineales, restemos 6; de p(t), obteniendo (siempre 

y cuando w(t) # 0). 

pt) — by) = BO (w(t)p(t) — 2wibi BY (¢) — G(E)br) 

_ vt = FH) 

Esta expresién nos indica la colinealidad de los puntos, y dado que p(t) también es un punto de la 

cénica, B(t) es un punto del segmento complementario, es decir, para ¢ en el intervalo unitario, p(t) es 

el punto del segmento complementario determinado por el punto de interseccién de la cénica y la linea 

que une los puntos }; y p(t) (Vea la figura 6-10). 

Clasificacién de la cénica con base en la representacién del segmento complementario. 

El segmento est4ndar es una curva acotada, por tanto, a través de un andlisis de las discon- 
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Figura 6-10: Relacién entre los puntos generados por las representaciones p(t) y p(t). 

tinuidades del “segmento complementario”, podemos clasificar a la cénica; por ejemplo, si p(t) es una 

curva acotada, la cénica es una elipse, de lo contrario, #(¢) representa a una pardbola o a una hipérbola. 

El comportamiento de la curva esté determinado por el de w(t). 

H(t) = (wo + Quy + we)t? — 2(wo + wi )é + wo 

La forma de la curva (2) se ilustra en figura 6-11. 

  

Wy W%. Wo 

ZL) 
h te 

(b) (e) 

Figura 6-11: Formas que puede adoptar la curva w(t). 

sus rafces estén dadas por 

t = wo +w, + fw — wewo 

wo + 2u1 + we 

wo tu twJl—k pa woe t = , k= 
Wo + 2wy + we w? 

  

de esta expresién obtenemos la siguiente clasificacién 

a) k>1 (figura 6-11 (a)). 

w(t) no tiene rafces reales, por tanto, #(¢) es una curva acotada y entonces la cénica es una elipse. 
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b) k = 1 (figura 6-11 (b)). 

En este caso %i(t) tiene una rafz doble indicando que p(é) es una curva no acotada y como w(t) no 

cambia de signo, la curva cae completamente en el primer cuadrante del sistema oblicuo (b1; u,v), 

tratandose en este caso de una parabola. 

k <1 (figura 6-11 (c)). 

w(t) tiene dos raices diferentes, digamos t; < te, lo que significa que la curva es la unién de dos 

curvas disjuntas, por lo tanto, la cénica es una hipérbola. 

Para valores de t en el intervalo (0, t1), la curva se encuentra en el primer cuadrante y conforme ¢ 

se aproxima a ¢;, la curva tendré un comportamiento asintético, pero tomando en cuenta que w(t) 

cambia de signo para valores de t mayores que ty, la curva pasa del primer cuadrante al tercero, y 

conforme ¢ se aproxima a tg, p(t) se aproxima cada vez més a la segunda asintota; para t mayor 

que tz, &(t) cambia nuevamente de signo, por tanto, la curva cambia dei tercer al primer cuadrante 

y a medida que t se aproxima a la unidad, p(t) se acerca més al punto de control be (Vea la figura 

6-12). 

a(t) 
O<t<t, 

  

  

a(t) 
the t<t,   

Figura 6-12: 
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El problema de inversién 

El problema de inversién consiste en obtener el pardmetro correspondiente a un punto 9; es decir 

determinar el valor de t que cumple la relacién 

p= p(t) 

Denotemos por / a la l{nea que une el punto b; con Pp y por y a su punto de interseccién con el 

segmento bob2 vea la figura 6-13, entonces existe un valor de A, para el cual y esté dado por 

y = (1—A)bo + Abe 

  

Figura 6-13: 

Si t es el valor del pardmetro correspondiente a p, los vectores 

p(t) ~ bs wo BG (t)(bo - fe eats ~ bx) 

yb) = (1—A)(bo — bi) + Abe — by) 

son paralelos, por tanto, sus coordenadas con respecto a los vectores u = bp — by y v = by — bi, deben 

satisfacer la relacién 

1-A a 

woBa(t)  weB3(6) (6.3.31) 

que podemos llevar a la forma 
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((1 — A)we — woAd)t? + 2wpAt — Awo = 0 (6.3.32) 

y cuyas raices estan dadas por 

t= word + s/Awowe(l — A) 
= 

(l _ A)we - wor 

simplificando obtenemos 

AWo t NO 6.3.33 
, VXwo + /we(l — A) ( ) 

th = Avy (6.3.34) 
VNug — af we(1 - A) 

Notemos que ¢; es menor que uno entonces, el punto que le corresponde pertenece al segmento estandar, 

mientras que el correspondiente a tg pertenece al segmento complementario. Ademds, como b;, p(t;) 

y p(te) son colineales, p(tz) lo podemos expresar usando t = t; en la parametrizacién del segmento 

complementario; es decir 

P(t2) = P(t) 

Tomando en cuenta que ¢; y tg son raices de la ecuacién (6.3.32), tenemos la siguiente relacidn tj + to = 

2t,t2, o equivalentemente tz = t,/(2t; — 1), de aqui se sigue que 

att) =» (5-") 

Observemos ahora que este resultado no depende de la eleccién del punto P, por lo que podemos escribir 

  

3) =» (+5) 

ésta ultima nos da una forma de obtener el segmento complementario con la parametrizacién p(t) 

(figura 6-14). 

6.3.2 Algoritmo para generar arcos cénicos 

Como ya tenemos un algoritmo para generar puntos de una parabola y una cénica se puede obtener 

a partir de la proyeccién de una de éstas, entonces al aplicar el algoritmo a la pardbola definida en R°, 

160 

 



  

Figura 6-14: Pardmetro correspondiente al segmento complementario usando la Tepresentacién p(t). 

podemos obtener un algoritmo para generar puntos de una cénica. 

Si los puntos de control de la pardébola definida en R3 son 

To = (wobo, wo)! 

r, = (wibi,w)! 

rT. = (wob2, we)! 

De acuerdo al algoritmo visto en la seccién 6.2.1 obtenemos 

rot) = (1—t)r9 + tr9(t) 

ro(t) = (1 —t)(wobo, wo)! + t(wy by, wi)* 

= ((1—t)wobo + turds, (1 — t)wo + tw)! 

rit) = (1—t)r? + tr9(t) 

rit) = (1 —t)(wids, w1)! + t(webe, we)! 

= ((1—t)w1d) + twab, (1 — tu + tw)’ 

re(t) = (1-t)rd+ert 

= ( wid, B?(t), Sst) 
ix=d i=0 

El algoritmo nos indica que el punto de la pardbola correspondiente al pardmetro t es : 

2 2 t 

Blt) = (Zpesate, Somat) 
i=0 i=0 
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Al efectuar la proyeccién del punto 7i(£), sobre el plano z = 1, se obtiene el punto de la cénica 

an wb; B?(t) 

0 = SF us B2(t) 
El algoritmo, nos muestra que podemos obtener el punto de la cénica, evaluado la expresién del 

numerador y del denominador por separado. 

A continuacién describimos el algoritmo para generar puntos de una cénica que tiene como puntos 

de control a bo, 51, b2 donde los pesos asociados son wo, wi y We. 

l. Para i=0 hasta 2 

af (t) = wid; 

w(t) = w; 

2. Para i=O0 hasta 2 

® Desde i=0 hasta 2-—r 

a(t)=(1-2) FW) +t AO 

wy(t) = (1 — t)wf'(t) + tw 

Entonces el punto sobre la cénica con pardmetro t estd dado por 

a(t) 
p(t) = wae) 

  

Figura 6-15: Algoritmo para generar el punto asociado a la cénica con pardmetro ¢. 

En la seccién 6.2.1 obtuvimos el algoritmo de subdivisién correspondiente para las pardbolas definidas 

en R?. Aplicando un razonamiento similar, podemos obtener el algoritmo de subdivisién para las pardbo- 

las definidas en R°, e interpretarlo para obtener el algoritmo de subdivision correspondiente a las cénicas. 
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De manera que si denotamos por c;, a los puntos de control del subarco cénico bop(t), entonces éstos 

est4n dados por: 

(ty = sale) 
60 = ae) 

6.3.3 Elecci6n de una parametrizacién 

La representacion racional de Bézier describe el arco cénico bobe para valores del pardémetro en el 

intervalo unitario, donde el tipo de arco esté determinado por el valor del invariante k 

Wow 
kay 

wy 
  

éste nos indica que no existe una forma tunica de elegir los valores de los pesos, es decir, dada una 

parametrizacion del arco bobg determinada por wo, w, y we, si elegimos up, uy y ug de manera que la 

siguiente relacién se cumpla 

wow Ugue 
y= oF, wi >0, u>O0 

Wy Uy 

  

entonces, al reemplazar w,; por u; en la expresién para p(t), obtendremos otra parametrizacién del mismo 

arco. 

A continuacién nos centraremos en determinar un miembro de la familia de cénicas que tiene en 

comtin a los puntos de control a bg, 6; y be. 

p(t) = daca Wii B?(t) 
Dieo w,B?(t) 

Para fijar un miembro de esta familia, se hace necesario imponer més condiciones sobre la cénica, 

como por ejemplo, que dicha cénica pase por el punto p,, a este punto se le conoce como punto hombro. 

Una vez que se ha elegido el punto hombro p,, podemos calcular sus coordenadas oblicuas con respecto 

al sistema (b,; bp — b,,b2 — b)) y aplicando la ecuacién (6.3.19), obtenemos el valor del invariante, sin 

embargo, como mencionamos anteriormente, no existe una manera winica de elegir los valores de los 

pesos, de modo que, si ademds, indicamos que t = ¢. es el valor del pardmetro para el cual se desea 

obtener el punto hombro, es decir 

2 

Pa = Plte) = D> Wilts) 
i=0 
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entonces, las coordenadas baricéntricas de p,, dadas por W,(¢), quedan completamente determinadas. 

Por otro lado, sabemos que las coordenadas oblicuas de p, = (a, 8), y las baricéntricas satisfacen las 

siguientes relaciones 

a = W(t.) 

B = W(t.) 

1-(a+f) = Wilt.) 

y de la ecuacién (6.3.29) 

a= fa9, B= a2, 1-(a +f) = fay 

haciendo una compdtacién entre ambas expresiones obtenemos 

wo wi we 

Bi) | BRE) 

esta ultima relacién nos permite determinar el valor de los pesos, y con ello, determinamos una repre- 

fu(t.) =       (6.3.38) 

sentacién paramétrica racional del arco con puntos de control bo, bi, be que pasa por el punto hombro 

Pe. 

Observemos que una vez que hemos especificado el punto hombro, éste determina los valores de ag, a, 

a2, por lo que el valor de los pesos dependeré de la eleccidn de t,; es decir, si mantenemos fijo el punto 

hombro haciendo variar at, en el intervalo unitario, estaremos obteniendo diferentes parametrizaciones 

para el mismo arco cénico. 

Una posible elecci6n para el pardmetro, es t = 3, para el que se tiene 

BG (3) = 4 = 4.57 (3) = B3 (4), de modo que la relacién (6.3.35) se transforma en 

Wo Ww, we 

4ag 20, 4a 

o bien 

Wo 1 Wy! We = ag: 5a ag (6.3.36) 

Ejemplo 6.3.56 Veamos cémo obtener la representacién del arco circular centrado en el origen y con 

tangentes tr =lyy=l1. 
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Por definicién, los puntos extremos del arco coinciden con los puntos de tangencia de las rectas dadas, 

ast, by = (1,0)' y bo = (0,1)*, mientras que el tercer punto de control es el punto de interseccidn de las 

tangentes, b, = (1,1)*. Si elegimos ap. = @, 4)! como punto hombro, entonces las éreas determinadas 

por el polfgono de control y p,. son 

aat 
°= 10 

1 
a=s 

ont 
25 

o bien 

Q9:@,:€2=1:2:2 

finalmente, de la expresién (6.3.36), obtenemos la siguiente relacidn entre los pesos 

wo Wy 2 we =1:1:2 

por tanto, una parametrizacion del cfrculo unitario esté dada por 

(t) = bo(1 — ¢)? + by 2¢(1 — t) + 2bot? 
PY ae + 8) FO 

y después de simplificar, obtenemos 

nio= (158 2t ) 
142° 142 

Veamos ahora cémo se ve afectada la parametrizacién del arco circular, si inicamente modificamos 

el punto hombro. 

Ejemplo 6.3.57 Encontrar la parametrizacién del arco circular unitario centrado en el origen, usando 

los puntos de control by = (1,0)', b) = (1,1)', be = (0,1)*, el punto hombro p. = (2, 3)‘ y el parémetro 

=. 

Procediendo de manera semejante al ejemplo anterior : 

Las reas determinadas por tos puntos de control y el punto de apoyo son ag = a, = 3 yag= % 

se sigue entonces que a9 : 4): @2 = 4:4:2 ywo:w) : we = 4:2: 2, de esta forma obtenemos ura 
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segunda parametrizacién para el arco circular dada por. 

(t) = 4bo(1 — t)? + 4b,t(1 — t) + 2dgt? 
P= "a(t — 8) + A — 8) 4 

En el siguiente ejemplo se muestra una tercera parametrizacién, ésta se obtiene al dejar fijo el valor 

1 ‘ -{1 1) del pardmetro t, = 37 considerar como punto hombro a p, = (=: +) : 

Ejemplo 6.3.58 Podemos obtener una tercera parametrizacion del arco, considerando ahora como punto 
t 

de apoyo ap. = (45: 45) . Los valores de las éreas determinados por los puntos son: ay = a2 = oe, 

a) = 41, por lo tanto ap: a, :a2 =1: V2: lywo:wi wg lide: l, de esta forma obtenemos la 

parametrizacién 

bo(1 — t)? + V2bit(1 — t) + bot? 
p(t) = (1 —t)? + V2e(1 — t) + 2 

En los ejemplos anteriores obtuvimos tres representaciones del circulo unitario, éstas las determinamos 

manteniendo fijo el valor de ¢, y modificando el punto hombro. En la figura 6-16 se ilustra la distribucién 

que se obtiene para cada una de estas parametrizaciones, en la que podemos observar cémo se modifica 

la distribucién al cambiar los valores de los pesos. 

1B i 7 

05 0.6 

0 QO 
Q 1 i) 1 

Fe = (08) Pi)
 

a 
“
~
~
 

u
l
 

v 
v
a
 

—
_
 

  

at
- 

Figura 6-16: Diferentes parametrizaciones del arco circular unitario. 

Otra forma de obtener diferentes parametrizaciones para un arco cénico es: dejar el punto hombro fijo 

y variar el parémetro t,. Para hacerlo ver, aprovecharemos las parametrizaciones del cérculo obtenidas 

en los ejemplos anteriores y resolveremos el problema de inversion para cada una, usando como punto 
t 

-{14 hombro a py = (+: +) . 

Dado que p, pertenece al segmento estdndar, el valor del pardmetro viene dado por la ecuacién 

(6.3.33) 
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Awo 

* > Yruo + Just) 
tomando en cuenta que p, coincide con el punto de interseccién del arco circular y la identidad, el valor 

de A es 4 entonces, t, viene dado por 

Usando esta expresién para t, obtenemos 

¢ Para la parametrizacién 

(t) = bo(1 — t)? + by 2t(1 — t) + Qbat? 
POS TH? + 1 = t) oe 

el valor del parémetro para p, es 

  

e En la parametrizacién 

(t) = 4bo(1 — £)? + 4b, 2(1 — t) + 2bg¢? 

P= A — t+ ae — 2) FO 

el pardmetro esté dado por 

  

¢ Con la representacién 

(t) = bo(1 — t)? + V2byt(1 — t) + bot? 

P (1 - t)? + V2e(1 —t) +? 

el valor del pardmetro es 

N
i
l
e
 

L.3 = 
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Lo anterior muestra que las parametrizaciones también las hubiésemos podido obtener al mantener 
t 

fijo el punto hombro en p, = (4 +) y haber elegido al pardmetro t,, de entre tir, ta y te3- 

A continuacion estudiaremos una parametrizacién que resulta de hacer una eleccién particular tanto 

para el punto hombro p, como pera el parémetro. 

6.3.4 Parametrizaci6n rho 

En la secci6n anterior vimos que para fijar un miembro de la familia de cénicas con poligono de 

control bp, b1, 62, basta con dar el punto hombro p, y el valor del pardmetro que lo determina t.. Dado 

que nuestro interés es la descripcién del arco cénico bobe, restringimos la eleccién del punto hombro p, a 

la cubierta convexa del polfgono de control, dicha eleccién puede ser arbitraria, o bien, podemos imponer 

alguna condicién, como por ejemplo, pedir que p, sea un punto del segmento que une a b; con pm(vea 

la figura 6-17), donde p,, es el punto medio del segmento bob2. Si parametrizamos el segmento pmb, en 

la forma 

p.(p) = phi t(1—p)Pn OS ps (6.3.37) 

0 Pun by 

Figura 6-17: Eleccién del punto hombro en la parametrizacién rho. 

entonces, es posible identificar al punto hombro con el valor del pardémetro p. 

Si para esta eleccién del punto hombro, pedimos que el valor de su parémetro con respecto a la 

representacién racional de Bézier sea t, = 3 entonces, la representacién adopta el nombre de parame- 

trizacién rho. Veamos cémo queda expresada la parametrizacién en términos de p. 

El punto hombro en términos de los puntos de control esté. dado por la expresién 

l-p = l~p Pe = 3 bo + phi + 3 be 
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usando la relacién que existe entre las 4reas a9, a1, a2 y las coordenadas baricéntricas, dada en la 

ecuacién (6.3.29), se tiene 

1- 

dag = = 

Aa, = p 

1-p 
x => oo a2 3 

finalmente usando la ecuacién (6.3.36), obtenemos las razones entre los pesos 

wo: wi we=l-p:p:l—p (6.3.38) 

de la cual se sigue que la parametrizacién rho del arco cénico babe esté dada por 

(1 — p)bo(1 — t)? + pbit(1 — t) + (1 — p)bat? 
(1 — p)(1—#)? + pt(1 —t) + (1 ~ p)e? 
  p(t) = (6.3.39) 

  

1 
o bien, multiplicando por I tanto el numerador como el denominador obtenemos la expresién 

bo(1 — #)? + —P-— by t(1 — t) + bot? (1 — t) Tp" ) + be 
? 

(1-p) 

Observemos que al reescribir la parametrizacién de esta forma, se llega a una expresién donde los 

p(t) = (6.3.40) 
  (Q—tjet t(1-t)+2 

pesos wo y we toman el mismo valor, mientras que el peso w, = wa Topy €s precisamente, la razén en la 

que el punto p, divide al segmento pdy, y el valor del invariante esté dado en términos de Wi 

e-2 
wy 

que en términos de p es 

  (6.3.41) 

De manera que si el punto hombro es aquél que divide al segmento pmb, en la razén r, entonces, el 

invariante es 

 



  

y la ecuacién racional de Bézier para la cénica esté dada por 

bo(1 — t)? + rbit(1 — t) + bot? 

Pe) = art p+ 

a esta representacién de la cénica se le conoce como la representacién racional de Bézier estandar 

y sus propiedades facilitan, en la practica, la descripcién de un arco cénico. Més adelante veremos otra 

forma de obtener esta misma representacién. 

Retomemos la expresién del invariante dada en términos de p y reescribémosla en la forma 

o(1—k) -2p+1=0 

cuyas rafces, p,, p2, estan dadas por 

1 
= —= 6.3.42 py 1+vVk ( ) 

1 
  Po = TLV 

Notemos que para cualquier valor positivo de k, , es positivo, en consecuencia, el punto que deter- 

mina pertenece al segmento esténdar, y dado que p,, esté en términos del invariante, la clasificacién de 

la cénica viene dada por: 

yy = ; Caso parabélico (k = 1). 

py < ; Caso eliptico (k > 1) (6.3.43) 

> ; Caso hiperbélico (k < 1). 

Andlogamente, podemos clasificar a la cénica usando el valor de P2, en este caso, no existe un valor 

finito de pg que corresponda a la pardbola, mientras que si p2 < 0, la cénica es una elipse y para P2 > 1, 

la curva es una hipérbola. 

Ejemplo 6.3.59 Obtener la representacién rho para el arco elfptico que se encuentra en el primer cua- 

drante de una elipse centrada en el origen y con semiejes paralelos a los ejes coordenados, de longitudes 

a yb respectivamente. 
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Los puntos de control para generar el arco elfptico comprendido en el primer cuadrante son: 

bo = (a,0)*, by = (a,5)* y bo = (b,0)! (vea la figura 6-18). 

(b,0) (ab) 
  

      (a,0) 

Figura 6-18: 

Sabemos que en la parametrizacion rho, el punto hombro, esté dado por el punto de interseccién de! 

arco cénico y el segmento pmbi. En este ejemplo, pm esté dado por 

1 
==6 Pm 371 

mientras que el punto hombro 

también sabemos que Pp. Y Pm satisfacen la ecuacién 

Ps — Pm = p(d1 — Pm) 

después de substituir p. y Dm, Hegamos a la expresién 

v2—-1 p 

( yp yh 

de ésta se sigue que el valor del pardmetro es 

  

p=V2-1 

eligiendo wp = w2 = 1, el valor del peso w, es 
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-
 | 2 nw
 | 3 

De esta manera, la parametrizacién rho para el arco elfptico bobe esté dada por 

bo(1 — t)? + 2¥2=1b,4(1 — t) + bat? 

mt) = (1-2)? + 2=he — +P 

Transformacién de una parametrizacién de la cénica en la parametrizacién estandar 

En el ejemplo anterior, obtuvimos una parametrizaci6n rho para una elipse donde el valor de p lo 

obtuvimos usando directamente su definicién; veamos ahora cémo podemos obtener la parametrizacion 

tho a partir de otra, es decir, dados los pesos wo, w) y w2, encontraremos los valores correspondientes 

de wop, Wip Y Wap para la parametrizacién rho. 

Si pedimos que wo, = wep = 1, entonces dado que ambas parametrizaciones deben representar a la 

misma cénica, se sigue que 

  

  

Wows _ 1 

wy wh, 

resolviendo para wip 

wi Wip = 
e Jf wow 

De manera que si una representacién de la cénica esta dada por 

Dio wibs B2(t) 
Theo w,B? (t) 

entonces, la representacién rho de la misma, viene dada por 

p(t) = 

2 Wi 2 2 

p(t) = Wy 

Bolt) + Tae 

A continuacién veamos cémo obtener la parametrizacién rho del arco circular unitario, a partir de 

  BF (t) + Bt) 

las parametrizaciones obtenidas en los ejemplos anteriores. 
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Ejemplo 6.3.60 Podemos obtener la parametrizacién rho del arco circular usando el valor de los pesos 

obtenidos en el ejemplo 6.3.56. 

Los valores de los pesos obtenidos en esta parametrizacién son 

wo = 1 

w= 

We =2 

por lo que el peso wi, asociado a la parametrizacién rho esté dado por 

1 
Wip = 

v2 

de donde, la parametrizacién rho para cfreulo unitario, esté dada por 

(i) = bo(1 — t)? + 2b t(1 ~ t) + dot? 
B= (1-2)? + Vat — 2) +22 

6.3.5 Parametrizacién-g 

Hasta el momento, hemos visto que dados el poligono de control, un punto hombro y el valor del 

pardémetro t,, es posible determinar una parametrizacién de la cénica. A continuacién veremos cémo 

obtener la parametrizacién, si en lugar de especificar directamente el punto hombro p,, lo hacemos a 

través de las razones en la que la recta tangente a la cénica en este punto divide a los segmentos bgby 7 

6,62, sean éstas g, y go respectivamente (vea la figura 6-19). 

  

Figura 6-19: 
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Para obtener esta parametrizacién, denotemos por |, a la tangente en el punto hombro, por a a su 

punto de interseccién con la I{nea bob; y por b a su punto de interseccién con la linea bib. 

Si 41, l2 son las tangentes a la cénica en bp y be respectivamente y lg la linea que une a los puntos 

extremos del polfgono de control, la ecuacién de la familia de cénicas con puntos de control bg, b; y be 

la podemos escribir en la forma 

(1—A)aly + AZ = 0. (6.3.44) 

Eligiendo el sistema coordenado (bj; u = bp — by, v = be — bi) y considerando al punto bp = (1,0)' ya 

bg = (0,1)', cualquier punto del plano determinado por los puntos de control se puede expresar como 

p=b)+au+ Bu 

y por tanto, las ecuaciones de 1), l2 y lg en este sistema est4n dadas por: 6 =0, -a=Oya+f8—-1=0 

respectivamente, y en consecuencia, la ecuacidén de la familia de cénicas, viene dada por 

C(a, B) = (1 — ANB -— Aa + B- 1)? = 0, (6.3.45) 

mientras que la ecuacién de la tangente a la cénica en el punto p, = (a.,8,)* es 

Caos, B.)(a — a4) + Colas, B,)(B - 8.) = 9 (6.3.46) 

o bien, desarrollando C, y Cg, la ecuacién de la tangente en el punto hombro es 

((1—A)B, — 2Aloe + B, — 1) (@ — Oe) + (1 — Aloe — 2Me + 8. -1))(B-B.)=0; (6.3.47) 

su punto de interseccién con el segmento bgb; (a), tiene por segunda coordenada cero, por tanto, haciendo 

£8 = 0, obtenemos la expresién para la coordenada a correspondiente al punto a. 

a x Bx Caloes Ba) + Ou Calaw, Bn), 
Co(On, Bs) , 

simplificando obtenemos 

_ 2A(a, + 8, — 1) 

(1- A), — 2A(a, + 8, ~ 1)’ 

por otro lado, la expresién del punto a en términos de los puntos de control bg y 6; esta dada por 

a= (6.3.48) 
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a=b,(l—a)+ aby 

  de ésta se sigue que la razén en la que a divide al segmento 6ybg es I o . es decir 

_ a 
A = loa 

_ 2A(a, + 8, ~ 1) 
aye (6.3.49) 

Andlogamente, para a = 0, obtenemos la coordenada f del punto de interseccién de la tangente en 

Ps y el segmento 5,65 

2X(a, +B, ~ 1) 

P=—Gryya. Mar 4 Bet)’ 

y usando que b divide al segmento b,62 en la razén rer obtenemos la siguiente expresién para go 

_ _8 \ 2 = Toy (6.3.50° 

_2Ma. + 6, = 1) 
(1-A)a. 

De manera que 

2Xa, + B, — 1) 
nA = - (a-\06, 

_ _ 2a. +8. 1) 
= G@-Na 

y su producto esté dado por 

4" (a4 + 8, — 1)? 
N92 = ~~ Be 

(1 ~ 4)?a.8, 

Como p, es un punto de la cénica, se tiene 

Maw +6, ~1)? _, 
(1-AjaB, 
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entonces, el producto gig2q se reduce a 

4a 
92 = Ty (6.3.51) 

esta expresién nos indica que en una cénica, el producto 9:92 siempre es constante. 

Al resolver el sistema dado por las ecuaciones (6.3.49) y (6.3.50), obtenemos las coordenadas del 

punto hombro 

Nn 
Qa = ——— 6.3.52 

2491+ 92 ( ) 
§2 =o 6.3.53 

8 2+ 91 + 92 ( ) 

Pp. queda expresado en términos de los puntos de control en la forma 

A 92 = by +H (bp — 1) + ——— (bn — 
P t leq tq n) ten tg 1) 

bogr + 2b1 + bege (6.3.54) 
2+ +92 © “ 

Por otro lado, si t. es el valor del pardmetro que determina a p. en la representacién racional de 

Bézier, entonces 

__ wobo(1 — t.)® + Quy dit. (1 — t.) + wabet? 
“wo(1 = ta)? + Qwite (1 — ta) + wet? 

después de dividir tanto el numerador como el denominador por wyt,(1 —t,), obtenemos 

wo(1 — ta) Wate he — wits 0+ 2 + a) 

wo(1 - te) Wate 

wit. +24 d-b) 

be 
Pn = 

y comparando esta expresién con (6.3.54), deducimos 

wo(1—t.} 
nA = wits 

Wote 

9 will — te) 

Escribiendo a g y ga en términos de los polinomios de Bézier 
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Qu Bz (ts an = 0 Ba (ts) 
6.3.55 

w;B?(t.) ( ) 

2woB3 (t.) 

2 “wi BRE) 

de estas expresiones se sigue 

Brit, te 
Wg: Wy) Wo = Bilt.) ). Bi )   

OBR.) 2+ BEG.) 

Por tanto, la parametrizacioén esta dada en la forma 

2 ¢ 

o Be we + 2b, B2(0) Be }mB3() 
BG Bite) pay Brey BBO + OBR) + Bee Bae) 

  
  

p(t) = 
  

  

donde el valor del invariante es 

4X 
k=99 = To3 

Podemos ahora clasificar la cénica de acuerdo al valor de su pardmetro en la ecuacidén de la familia 

de cénicas. 

A=1/5 representa una pardbola 

A € (00, 1/5) 0 X€ (1,00) representa una hipérbola 

d€ (1/5,1) representa una elipse 

Otra forma de obtener esta misma parametrizacién, es aplicar el algoritmo de subdivision. 

Recordemos que si t. es el pardmetro correspondiente al punto hombro, entonces al aplicar el algo- 

ritmo de subdivisién, podemos obtener los puntos de control para generar los subarcos bop. y p.b2, en 

particular, obtenemos las expresiones para los puntos a y } en la forma 

  

A —t a= Slt) _ (=~ tewobo + tewnds (6.3.56) 
wa(t.) (1 — ta )wo + tw . 
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— Gt.) _ (= t.)wibo + twabi 
wi (te) (1 — t.)wi + t.we 

(6.3.57) 

Por otro lado, sabemos que g) es la razén en que el punto a divide al segmento b)bo y que ge es la 

razén en que 6 divide al segmento bby (vea la figura 6-20), por tanto, gi y g2 satisfacen las siguientes 

relaciones 

2 | a 2 u gi(bo — @) 

go(b2 — 6) o | SS
 

2 Wl 

  

Figura 6-20: 

Al substituir la expresién para a en la ecuacién (6.3.58), obtenemos 

(1 = ts)wo(bo — br) _ ( tw (bo ~ bi) ) 
g ’ 

(l—ta)wo btw (1 — ta)wo + tai 

y resolviendo para 91 

_ (= te}wo 

9 

de la misma forma, al substituir 6 en la ecuacién (6.3.59) 

tewe(bo—bi) (Gani) 

q_- te)wy +t,we ~ a- te )wi + t.we 

despejando a go 

_ ty We 

n* a 7 te )wi 
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se sigue entonces, que el producto de estas razones, determinan el valor del invariante. 

9192 =k. 

Al reescribir g; y g2 en términos de los polinomios de Bézier (6.3.55 ) y comparar con la relacién 

dada en (6.3.35), obtenemos 

A _ © 
2 7 a 

2 _ & 
2 ay’ 

o bien 

ag a a2 al 6.3.62 
fn 2 ge ( ) 

Observemos que si y es la proyeccién del punto hombro desde 6, en la linea gba, entonces a partir 

de las relaciones (6.3.31) y (6.3.55), obtenemos 

se  L 
wo Be(t.) 1B? (t,) 

92 _ 2 
weBs(t.) ——- w, B3(t,) 

se sigue que la razén en la que el punto y divide al segmento bobo es igual al cociente de gz y g; (vea la 

figura 6-20). 

|: ll 

i 3 2
8
 

Reparametrizacién 

: . : . U9 U: . 
Observemos que para cualquier conjunto ug, u1, ue que satisfaga la relaci6n k = ae es posible 

w 1 
reparametrizar la ecuacién de la cénica donde up, u; y ug sean los pesos; es decir 

Di wibiB?(t) dy usb; B?(s) 
Vw BPt) ~~ Yu B?(s) 
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por tanto, gi y g2 también satisfacen las relaciones 

uo(1—s no - whos) 
18 

_ ugs 

” uy(1 — 8)’ 

o bien 

wo(t=1) _ wells) 
wyt U3 

wat _ ues 

wi(1-t) uw (1—8) 

dando lugar a las ecuaciones bilineales 

St(upwy — uw) + suswo — tupw, = 0 

st(ugw) — uywWe) — sugu, +tujwe = 0. 

En general, los parémetros s y t correspondientes a dos representaciones de la misma cénica estén 

ligados bajo la siguiente relacién 

Ast + Bt+Cs =0. (6.3.63) 

En las parametrizaciones que hemos analizado, consideramos que el pardmetro t varfa en el intervalo 

unitario. Una parametrizacién mas general, resulta al permitir que el pardmetro s varfe en un intervalo 

arbitrario [a,b]. En este caso, los valores de g: y go estén dados por 

woe(b — 8) 

% = ema) 
_ wals—a) 

a= webs)" 

La forma de la curva no se altera puesto que 9:92 = k, donde c es positiva y determina la distribucién 

de los valores del pardmetro a lo largo de la curva. 

Hemos visto que un cambio en el valor de los pesos, de tal forma que el invariante se conserve, 

produce un cambio en la parametrizacién y, que la transformacién que satisfacen ambos pardmetros es 
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una forma bilineal. 

Ahora veamos que el rec{proco también es cierto, es decir, si t y s son dos pardmetros variando en el 

intervalo unitario y satisfacen una relacién bilineal entonces definen dos parametrizaciones de la misma 

cénica. 

La transformacién entre s y ¢ satisface la ecuacién (6.3.63), la cual podemos expresar en la forma 

  

Cs 
= 6.3.64 

As+B ( ) 

Ahora, tomando en cuenta que el valor correspondiente para t = 1 es s = 1, obtenemos A+ B = —C 

y substituyendo C' en (6.3.64), obtenemos 

tc (A+ B)s 

~As+B 

Reescribiendo el denominador en la forma as + §(1 — s) tenemos 

t (A+ B)s 

(A+ B)s+ B(1—s) 
s 

p(l-—s)+s 

y 

p(l — 8) 
lots p(l—s)+s’ 

donde 

= 3_. 
PT A+B 

Entonces los polinomios de Bézier en t, los podemos reescribir en términos de los polinomios de Bézier 

en s en la siguiente forma: 

2 
2 = ~ fp? 

MO Gane 
Bit) = ——?_ __ B%(s) 

(e(1 — 8) +8)? 
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Bit) = 1, B%(s), 
(e(1— s) +8) 

Por tanto, la ecuacién de la cénica en términos de s esté dada en la forma 

an wip?" B?(s) 

la que nos leva a concluir que un cambio en el pardmetro, da lugar a un cambio en el valor de los pesos 

p(s) = (6.3.65) 

y éste viene dado por 

uy = pP-tw;. (6.3.66) 

Este resultado, nos lleva a la siguiente interpretacién: 

Dada una representacién racional de Bézier para una cénica, donde w; representan 

los pesos asociados a los puntos de control, podemos obtener una segunda representacién 

para la misma cénica alterando el valor de los pesos bajo la relaci6n: uj = p?-iw;. 

6.3.6 Parametrizacién estandar 

En la prdctica, cuando nos damos a la tarea de obtener la representacidn racional de Bézier de una 

cénica, nos vemos en la necesidad de determinar tres pardmetros, a saber, el valor de los pesos. Pero, si 

en lugar de ello, pudiéramos describir a la cénica en base a un tinico pardémetro, eso nos simplificarfa el 

trabajo. Por otro lado, acabamos de ver que un cambio en los pesos dado por % = p?-*w; no altera la 

forma de la cénica. Si elegimos p= , [x2 obtenemos 

Wy = we 

7 we 
wWo= wu} 

wo 

We = Wa, 

  

BZ = 1 

= wi 
Wy = 

VY wowe2 

M2. = 1 
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De modo que la representacién de la cénica esté dada por 

__ by B2(s) + Hib; B2(t) + bB3(s) 
P(8) = BR) + wn BRC) + BCs) (6.3.67) 

A esta representacién se le conoce como representacién racional de Bézier esténdar. 

Comparando ahora esta representacién, con la ecuacién (6.3.40), vemos que toda representacién 

en forma esténdar la podemos ver como la parametrizacién rho, por lo tanto, concluimos el siguiente 

resultado 

Si p(t) es una cénica escrita en la forma racional de Bézier esténdar yp= (3), entonces, el punto 

medio del segmento bobz ( Pm ), P y el punto de control b,, son colineales y la razén en que p divide al 

segmento Dmb, es Wy. 

Una ventaja que tiene el escribir la cénica en su representacién racional de Bézier estdndar es que su 

clasificacién depende tinicamente del peso 1, ésta se obtiene a partir de la relacién Dy = RK 

Si, = 1 la curva es una pardbola 

Sim, < 1es unaelipse (6.3.68) 

Si, > 1es una hipérbola 

6.3.7 Centro 

Ya que hemos visto la representacién paramétrica racional para arcos cénicos, veamos cémo expresar 

el centro de !a cénica en términos de los puntos de control y del invariante. 

Veamos primero un resultado que nos ser de utilidad. 

Lema 6.3.61 Sip, es el punto de interseccién de la cénicaC y el segmento que une el punto b, con el 

punto medio del segmento bob2 , entonces la tangente a la cénica en p, es paralela a la cuerda bobe . 

Demostracién 

Sabemos que en la representacién rho el punto p. corresponde at, = 3 entonces, aplicando el 

algoritmo de subdivisién con este valor, podemos obtener los puntos de interseccién de la tangente en 

  

1 1 —— ty t, : ps con los segmentos bob; y 6162. Estos puntos estén dados por a at , que en términos de la 

obs Wy (be 
parametrizacién rho son: 
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  tl a(t.) 

AG.) 
ait.) 
wy (te) 

(1 — p)bo + phi 

ul (1 — p)bo + phr, 

entonces un vector paralelo a la tangente en p, esté dado por 

H(t.) — ga(te) 
wi(t.) wo (ts) 
    = (1— p){b2 — bo) 

mostrando de esta forma que la tangente en p, es paralela a la cuerda bhp. 

Regresando a la ecuacién del centro, denotemos por p! y p? a los puntos de interseccién de la cénica y 

la linea que pasa por p,, y b), entonces por el lema anterior tenemos que las tangentes T; y T> a la cénica 

en estos puntos son paralelas a la cuerda bab (vea la figura 6-21). Por otro lado, dado que el centro de 

la cénica esté en el bisector de cuerdas paralelas y como T; y Tp son el lfmite de éstas, deducimos que 

el centro es un punto de la cuerda que une a p! con p? ademés, sabemos que la cénica es simétrica con 

respecto a su centro, por lo tanto, éste coincide con el punto medio del segmento con puntos finales p! 

y pe. 

  

Figura 6-21: 

De la ecuacién (6.3.37) tenemos 

PL = Bm + py(b1 — Pm) 

Pe = Pm + po(bi ~ Pm) 
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calculando el punto medio del segmento P} P? obtenemos la ecuacién del centro 

+ 

©= Pm + APO (y, — Pm) 

substituyendo p, y reescribiendo en términos de los vectores u = by ~ b) y uv = be — b1 tenemos 

  = UtV()_ Pit Pe e=h+ 2 ( 3 ) 

finalmente reescribiendo 1 — eitee en términos de k obtenemos la expresién para el centro de !a cénica 

c= b+ ey +). (6.3.69) 

6.4 Método recurrente para generar arcos cénicos 

En el presente capftulo hemos visto que una manera natural para describir un arco cénico con 

tangentes determinadas en los extremos, es a través de la representacién racional cuadratica de Bézier; 

ahora veamos cémo obtener un algoritmo eficiente para obtener su gréfica. En el capitulo anterior, 

mostramos el método en diferencias que nos permite generar eficientemente nm puntos de una cénica; 

para graficar un arco cénico, usando este mismo método primero obtengamos una parametrizacién local 

de las cénicas, con respecto a las parametrizaciones que nos permiten generar poligonales de drea maxima 

(vea la secci6n 5.4.2}. 

6.4.1 Parametrizacién de Arcos Cénicos 

El caso del circulo con centro en el origen 

Teorema 6.4.62 Sean Vo y V; los puntos finales del un arco circular centrado en el origen, entonces la 

parametrizacion 

sen((1 — u)a) sen(ua) 

V(u) = sen(a) o* “sen(a) 
VY ;0<usi (6.4.70) 

representa el arco circular VoV;, con respecto a la parametrizacién trigonométrica 

p(t) = (cos(t), sen(t))* 

donde a es el dngulo subtendido por el arco ( figura 6-22). 
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Demostracién 

Figura 6-22: 

Dada la parametrizacién trigonométrica p(t) = (cos(t),sen(t))*, existen to y a tales que los puntos Vo y 

V, los podemos expresar en la forma 

Vo = (cos(te),sen(to))! 
Vi = (cos(to + a), sen(to + @))* 

substituyendo Vo y Vi en (6.4.70) 

vu) 

después de simplificar 

v(u) 

sen((1 — w)a) 

sen(a) 

sen(ua) 

sen(a) 

(cos(tg), sen(to))* + 

(cos(t + @), sen(t + a))* 

sen(a) sen((1 — u)a) cos(to) + sen(ua) cos(to + a), 

sen((1 — u)a)sen(to) + sen(uc) sen(t + a))! 

  

sen(a) (sen(a) cos(to + au), sen(@) sen(t 9 + au))* 

(cos(t ++ aw), sen(tp + au))* 

p(ty + aw) 

por tanto, V(u) es una parametrizacién para el arco VoVj. a 
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Representacién para arcos elipticos 

Teorema 6.4.63 Todo arco eltptico VoV; centrado en el origen; donde Vy = P(to), V1 = p(tp +a), con 

a> 0 y la parametrizacién p(t) esté dada por p(t) = R(cos(t),sen(t))', puede expresarse en la forma 

  

sen((1 — wu, dy, sen(ua) 

Vu) = sen(@) ° sen(q@) 
Y;Osudl (6.4.71) 

Como el arco elfptico con centro en el origen lo podemos enviar al circulo unitario mediante una 

transformacién lineal y, dado que la ecuacién (6.4.70) es invariante bajo este tipo de transformaciones, 

la parametrizacién dada por la ecuacién (6.4.71), nos permite generar arcos elipticos (usando el valor 

adecuado de a). 

Parametrizacién para arcos hiperbdlicos 

Teorema 6.4.64 Un arco hiperbélico con centro en el origen; donde los puntos extremos estén dados 

por Vo = p(to) yVi = p(to + @), con a > 0 y p(t) = R(cosh(t), senh(t))'; puede expresarse como 

senh((1 — u)a) We senh(ua) 

V(u) = senh(a) 8 senh(a) 
Y;0<usl (6.4.72) 

Demostracién 

Como la rama de la hipérbola es equivalente a la forma canénica p(t) = (cosh(t), senh(t))*, bajo una 

transformacién lineal, basta probar el teorema asumiendo que la representacién del arco esté en la forma 

canénica. 

Substituyendo Vo y Vj en (6.4.72) 

V(u) = (senh((1 — u)a) cosh(tp) + senh(ua) cosh(ty + a), 
1 

senh(a) 

senh((1 — u)a) senh(tp) + senh(ua) senh(ty + a))¢ 

= sant) (senh(a)(cosh(ue) cosh(to) + senh(ua) senh(tg)), 

senh(a}(senh(to) cosh(ua) + senh(ua) cosh(tg)))* 

= (cosh(to + ua), senh(ty + ua))é 

= p(to + ua) 

concluimos que V(u) es una parametrizacién del arco hiperbélico Vay. u 
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Parametrizacién para arcos parabdlicos 

Si el arco es parabdlico, al llevar la representacién racional de Bézier a su forma estdndar (vea la 

seccién 6.3.6), ésta se reduce a la representacién polinomial y, por lo tanto, para generar los puntos del 

arco, inicamente tenemos que hacer una eleccién adecuada del pardmetro. 

Las representaciones de arcos cénicos, antes vistas, nos permiten aplicar el método en diferencias, 

pero, en la practica, el arco cénico est4 descrito en su expresién racional de Bézier, por ello, nos hace 

falta hacer una traduccién entre esta representacién y las parametrizaciones mencionadas. 

6.4.2 Transformacién de la Representacién de Bézier 

Como vimos en las seccién anterior, si el segmento cénico es parabélico, no tenemos mayor problema, 

pues la representacién estdndar de la cénica se reduce a la polinomial, de este modo, nos centraremos 

en el caso de la elipse y la hipérbola. 

Recordemos que las parametrizaciones para arcos que vimos en la seccién anterior, sdlo se aplican a 

las cénicas con centro en el origen entonces, si denotamos por ¢ al centro de la cénica, los vectores de 

posicién de los puntos finales del arco con centro en el origen estan dados por 

Vo = bo-c 

Y= b-c 

de manera que, para poder usar la representacién local de la cénica, inicamente falta obtener el valor 

del “angulo subtendido” por el segmento cénico VoV¥;. A continuacién veremos un resultado que nos 

indica como obtener este valor en términos del invariante de la cénica. 

Teorema 6.4.65 Sean bo y bg los puntos finales de un arco cénico dado en su forma racional de Bézier 

2 bs B2 ptt) = Liso mihi Bi (t) 

imo WiB?(t) 

© Si bobs es un arco elfptico (k > 1) lo podemos expresar en la forma: 

sen(uc) 
+ (bg - °)Sen(a) +c (6.4.73) 

sen((1 — u)a@) 

sen(a) 
Q(u) = (bo — 0) 

donde 
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a@ = arccos(2k — 1) 

27k-1 sen(a) = z 

e Si el arco es hiperbdlico (k < 1), éste puede expresarse 

senh((1 — u)a) senh(ua) 

  

Q(u) = (bo — c) senh(a) (bg — °)Senh(a)y (6.4.74) 

donde 

a = arccosh (2 ~ 1) 

senh(a) = 24-8 

conc=b +- (6 + bo ~ 2b;) yk = Mowe 
“TORT UE 

Demostracién 

® caso elfptico 

Dados los puntos extremos del arco y el centro de la cénica. Los vectores de posicién Vy y Vi para 

el arco elfptico con centro en el origen, estén dados por Vp = bb) -c y Vi = bg —c respectivamente, 

substituyéndolos en la ecuacién 6.4.71, obtenemos 

sen((1 — u)a) 

sen(a) 

sen(uc) 

V(x) = (bo ~ @) sen(a) + (b2 —¢) 

esta ecuacién generaré el arco centrado en el origen; para obtener los puntos sobre el arco original, 

sdlo debemos trasladar nuevamente, es decir, la parametrizacién que genera el arco eliptico bobo, 

para valores de u en el intervalo unitario, esté dada por 

Q(u) = V(u) te 

que es precisamente la ecuacién (6.4.73). 

Enfoquemonos ahora en determinar el valor de a, para ello, notemos que a partir de la ecuacién 

del centro de la cénica (seccién 6.3.7), podemos encontrar la siguiente expresién 
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c—by (bo + by — 2b1) (6.4.75) 
~ 2k — 1) 

a fin de obtener una relacién entre el valor del invariante y el 4ngulo a, usemos la representacién 

del arco dada por Q(u) para obtener una expresién del punto de control by. 

Recordemos que b, es el punto de interseccién de las tangentes a la cénica en los puntos extremos 

del arco; dichas tangentes las podemos parametrizar en la forma 

To(t) = by +tQ'(0) tt 20 (6.4.76) 

Ti(v) = bg —vQ/(1) v>0 (6.4.77) 

igualando, obtenemos 

by — by = #Q'(0) + vQ"(1) 

aplicando el producto cruz con Q’(1) y resolver para el valor de ¢ 

pa Mee—4) ~ (bo = 2) x O') 
1Q(0) x Q'(1)} 

para simplificar la expresién, primero calculemos Q’(u). 

(6.4.78) 

  

Hi) — — ny, c08((1 = v)@) cos(uc) 

Q"(u) = -a% sen(a) sen(a) 

donde 

Vo = by —c 

Vi = be —-c 

Evaluando en u = 0 y u = 1, obtenemos 

Q'(0) = -v acos(a) a 

°"sen(a) " sen(a) 
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a acos(a) 

sen(a) | sen(a) 
Q'1) = ~Vo 

un a vez que tenemos los vectores de direccién de las tangentes, simplifiquemos la expresién. 

Haciéndolo para el denominador 

Q"0) x QL) = ~ gatas (-VoSS2t) + Vi sattay) x Vor 
ena} (—Voszers + Vistas) xV (6.4.79) 

= 7X 

y para el numerador 

(Vi — Vo) x Q’(1) ~ tay x Vo - SS x Y 
a(1—cos(a 
wee Vo x Vi 

substituyendo ambas expresiones en (6.4.78), obtenemos 

_i- cos(a) zante} (6.4.80) 

después de substituir t en la ecuacién (6.4.76) 

by = by + ES) 9H 

finalmente, substituyendo Q’(0), obtenemos un expresién para b; en términos de c, a, bo y be 

1 
bb =ct+ Gas(ay (00 + be — 2c) 

de ésta misma, obtenemos 

1+ cos(a) 1 
= NOT 4- (bg ~ 

1—cos(a) | 1— cos(a) 0 ~ ba) 

testando b,, obtenemos una segunda expresién para c— b; 

e—b = ((bo — b1) + (b2 — b:)). 
1 

1 -cos(a) 
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Por iiltimo, considerando que los vectores (69 — b) y (b2 — bi) son linealmente independientes y 

comparando ésta ultima con la ecuacién (6.4.75), obtenemos la siguiente relacién entre k y a 

1 k 

1—cos(a) 2(k — 1) 
  

resolviendo para cos(a) 

cos(a) = 

a
i
n
 

( ay
 

y por tanto 

2Vk-1 
bo   q@ = arccos G - 1) y sen(a) = 

caso hiperbdlico 

Para generar el arco con centro en el origen, hacemos Vo = by —c y Vi = bo — cy aplicando una 

translacién a c, se obtiene la ecuacién paramétrica del arco hiperbdlico bob. 

El valor de a lo podemos calcular, siguiendo el procedimiento realizado para determinar el valor 

de a correspondiente al caso elfptico. 

Para obtener b;, calculemos (’(w) 

cosh((1 ~ u)a) cosh(ua) 

Qu) = —aM% senh(a) an senh(a) 

evaluando enu=Oyu=1 

Q'(0) = -aens = Vo + zenkTe VY 

QQ) = ~aecttay Vo + SERN 

simplificando el numerador de la expresién para el parémetro correspondiente a b; (ecuacién 

(6.4.78)). 

see) (seat y, + Sea) x Vi 

NY 

Q'(0) x Q1) = -aaaey (SGV + secfaya) x Vo+ 

—a?V x 
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Simplificando ahora el numerador 

(Vi- Vo) xO") = see x Yi — SY x Y 
1—cosh = ERR xv 

substituyendo estas expresiones en (6.4.78), obtenemos el valor del pardémetro para }, 

_ cosh(a) —1 
~~ asenh(a) 

asf, el punto de control 6; est4 dado por 

cosh(a) — 1A, 

br = bo + asenh(a) 20) 

substituyendo Q’(0) y simplificando, 6; se puede escribir en la forma 

1 
bb =e+ T+ cosh(a) (bo + be — 2c) 

despejando a c y restando b; obtenemos 

1 

cob = 1 — cosh(a) ((bo ~ bi) + (b2 — b1)) 

comparando esta ultima expresién con (6.4.75) obtenemos la siguiente relacién entre a y k 

1 k 

1—cosh(a) 1(k — 1) 

de aqui, cosh(a) = 2 —1, y por tanto 

2 2aV/1l—k 
@ = arecosh (; - 1) ysenh(a) = —~ 

Con el resultado antes visto, concluimos el andlisis tedrico, en él, contemplamos desde el estudio del 

teorema de Pascal hasta las propiedades de una representacién paramétrica adecuada que nos permite 

generar eficientemente puntos de una cénica y aplicarlo para obtener puntos de un segmento cénico. Este 
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anélisis nos permite presentar el siguiente algoritmo, fundamental en algunas aplicaciones, en particular, 

para el suavizamiento de regiones irregulares que discutiremos en el siguiente capitulo. 

En el capftulo anterior (5.6) presentamos el método en diferencias, este es un método recurrente que 

sélo necesita de tres puntos iniciales y de un pardmetro s (que depende del tipo de cénica) para generar n 

puntos, dichos puntos describen una poligonal de drea ma4xima. Ahora veremos cémo adaptar el método 

en diferencias para generar eficientemente n puntos de un arco cénico. 

Algoritmo 

A continuaci6n mostraremos cémo usar la teorfa antes vista para implementar un algoritmo que 

genere n puntos del arco cénico con puntos de control bp, 6), be y pesos wo, Wy, We. 

Recordemos que el método en diferencias requiere de tres puntos iniciales A, B y C, donde el punto A 

coincide con el punto de control bg. Los otros dos puntos los podemos obtener haciendo una evaluacién 

directa de la parametrizacién (6.4.73) 0 (6.4.74) o bien, de la representacién polinomial de Bézier, segtin 

sea el caso. 

Para obtener el valor del pardémetro correspondiente a los puntos B y C, observemos que: 

¢ Como el incremento en el pardémetro es constante y esté dado en términos del numero de puntos 

a generar (considerando entre éstos los puntos extremos del arco), éste viene dado por 

incu = 
“n=l 

y por tanto, los puntos iniciales que nos faltan, quedan determinados por 

B= Q(incu) 

C = Q(2incu) 

Procedamos ahora a determinar el valor del pardmetro para el método en diferencias, este valor 

esté en funcién del “Angulo subtendido” por el arco, a, y del nimero de puntos a generar, n. En el 

caso de la elipse (vea 5.6.1), donde los extremos del arco coinciden, el valor del “angulo subtendido” 

es 2m y si n es el mimero de puntos a generar entonces el pardmetro del método en diferencias es 

8 = cos(27/n — 1); aplicando esto a un arco donde los extremos no coinciden, primero debemos obtener 

el valor del “éngulo subtendido”, posteriormente dividir esta cantidad por n — 1 y finalmente aplicar la 
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funci6n correspondiente dependiendo de si la cénica es una elipse o una hipérbola. Recordemos que si 

la cénica es una pardébola el valor de s es la unidad. 

Si & es el valor del invariante, entonces el valor de s esté dado por: 

e Si el arco es parabédlico(k = 1) 

« Para arcos elfpticos (k > 1} 

Obtenemos el valor del “angulo subtendido” por el arco elfptico 

a = arccos(2k — 1) 

por tanto, el valor del parémetro s esté dado por 

8 = cos(a * incu) 

« En caso de que sea un arco hiperbélico 

El “éngulo subtendido” por el arco viene dado por 

2 
@ = arccosh ( — —1 (~") 

en consecuencia 

s = cosh(a * incu) 

A continuacién mostramos el algoritmo que genera n puntos del arco cénico bobe 
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Algoritmo 

Datos de Entrada 

bo, 51, bg -Poligono de control de la curva 

Wo, W1, Wo -Pesos asociados al poligono de control 

n -niimero de puntos a evaluar 

1. Obtener el incremento del pardmetro u 

incu = 1/(n-1) 

2. Calcular el invariante 

  

3. Calcular el centro de la cénica (para k # 1) 

c= by + =X (bp + bo — 2b1) a(k—-1) 

4. Obtener los puntos iniciales y el pard4metro s para aplicar el método en 

diferencias. 

Po = bo 

(a) Caso eliptico 

i. Calcular a 

@ = arccos(2/k — 1) 

ii. Calcular sen(a) 

2k -1 
k 

sen(a) = 

iii. Obtener el segundo y tercer punto inicial 
sen ((1 — incu)a) sen (incua) ke 

  

P, = (bo -¢) + (bz — ¢) 

(i= Zineu)a) n (2incua) sen — ZEN CU) sen ( Ztncua 

Pr = (bo ~ ¢) sen a + (ba ~ ¢) sena 

iv. Calculo del pardmetro del método en diferencias 

8 = cos(a * incu) 

(b) Caso hiperbélico 

i. Calcular a 

a = arccosh(2/k — 1) 

ii, Calcular senh(a) 

senh(a) = 2/1 —k/k 
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iii. Obtener el segundo punto inicial 
senh((1 — incu)a) 

P, = (b9 — ¢) ———__ —c 
1 = (bo — 2) senh(a) + (b2—<) 

iv. Obtener el tercer punto inicial 

senh((1 ~ 2incu)a) senh(2incua) Po = (by — 0c) IO) hy — g) Seen cua) 
2 = (bo ~ ¢) senh(a) + (b2~<) senh(a) 

v. Calcular el valor del pardmetro para el método 

senh(incua) 

senh(a)} 

s = cosh(a * incu) 

(c) Caso parabélico 

i. Calcular el segundo y tercer punto inicial usando la representacién 

estdndar. 

P; = p(2 * incu) 

Po = p(3 * incu) 

ji, Asignar el valor del pardmetro para el método 

s=1 

5. Aplicar el método en diferencias para obtener los n—3 puntos restantes 

e Parai=O0 hastan—4 

— Pipa = (28 +1)Pize — (28+ 1) Pig + P; 

6.5 Notas y Referencias 

Los resultados que presentamos sobre la Representacién Racional Cuadratica de Bézier estdn basados 

en la investigacién de Lee [12]. 

El método en diferencias que se presenta para generar de manera eficiente la gréfica de un arco cénico, 

es un trabajo desarrollado por Weping W., Barry J. and Wang C. Y. (23). 

Del libro Boehm and Prautzsch [3], se consultaron las propiedades de las coordenadas baricéntricas. 

En el libro Faux and Pratt [8] se puede consultar més sobre la representacién paramétrica racional 

para curvas. 
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Capitulo 7 

Suavizamiento Cénico de Poligonos 

7.1 Introduccién 

La generacién de una malla sobre una regién del plano es el primer paso para la solucién numérica 

de una ecuacién diferencial en derivadas parciales, utilizando métodos de elemento finito o diferencias 

finitas. Este procedimiento requiere de una malla con buenas propiedades geométricas (celdas convexas). 

Sin embargo, cuando el contorno de la regién es muy irregular, el método que genera la malla, presenta 

mayor dificultad para obtenerla. En estas situaciones, surge la necesidad de aplicar un preprocesamento 

a la poligonal que describe la regién para obtener una nueva aproximacién que sea més suave, sin 

“modificar la regién original por completo”; es decir, sin cambiar la forma del contorno de manera 

significativa. Con este fin, primero generamos una nueva aproximacién al contorno que reduce el niimero 

de puntos y posteriormente realizamos un suavizamiento de la poligonal resultante. 

7.2 Eliminacién de Puntos 

El primer problema que abordaremos y que llamaremos “Eliminacién de Puntos”, consistird en 

construir una poligonal que aproxime al contorno original reduciendo lo més que se pueda el niimero 

de vértices, respetando la forma de Ja curva. La idea fundamental serd eliminar puntos redundantes; 

es decir, si un grupo de puntos esté “alineado”, éste se puede reducir al segmento que une los puntos 

extremos. 

Si tuviésemos a nuestro alcance el dibujo del contorno, nos seria posible detectar a simple vista 

las zonas donde los puntos “parecen estar alineados” y, en tal caso, podr{amos reemplazarlos por el 

segmento que los aproxima. Usaremos esta idea para obtener un método que permita obtener una 
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solucién a nuestro problema. 

Observemos que nuestra solucién seré una curva poligonal donde, cada lado cumple con una de las 

siguientes condiciones 

e El lado coincide con uno de la “curva original”. 

e Es un segmento que aproxima a por lo menos tres puntos de la “curva original”. 

El segundo punto nos lleva a preguntarnos jcémo identificamos vértices “colineales”?. Es obvio que 

debemos tener algun punto de partida y llevar un orden para recorrer la poligonal. De esta forma, para 

reducir el ntimero de puntos, iremos analizando segmentos del contorno para determinar si es posible 

reemplazarlo por el segmento de recta (segmento de ajuste) que une a los puntos extremos, para ello, 

necesitamos hacer una comparacién entre el segmento poligonal y el segmento de ajuste. 

7.2.1 Criterios de Colinealidad 

Sean {p;}#_, los puntos que determinan el segmento de la curva, al que deseamos ajustar el segmento 

Pipx (segmento de ajuste). Si el conjunto consta de sdlo tres puntos y el punto p estd “cerca” del 

segmento Pips, podriamos eliminarlo, de otro modo, el p2 deberd conservarse (vea la figura 7-1 ( a )); 

matematicamente, tenemos que calcular la distancia del punto al segmento y, con base en una cota, 

decidir si pz esté “cerca” del segmento; a este criterio le Namaremos Criterio de Error Maximo. Otra 

opcién, es comparar la longitud del segmento de ajuste contra la de la curva, intuitivamente, estas 

cantidades serén més parecidas conforme la distancia del punto al segmento de ajuste disminuya (vea 

la figura 7-1 ( b )), a este criterio le Ilamaremos Criterio de Longitud. ‘Tratemos de aplicar estas 

pruebas a conjuntos con mds de tres puntos. En tal caso, podriamos considerar también como criterio 

de colinealidad, el numero de veces que la curva atraviesa al segmento de ajuste. 

P 
P, P ‘ 

-— 7S —_— i ay 4 

», P, P P, 

-— SO p 4 

3 

(a) (b) 

Figura 7-1: (a) Criterio de Error Méximo. { b ) Criterio de Longitud. 
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Criterio de Longitud 

Como primera prueba de “colinealidad” compararemos la longitud de la curva definida por los puntos 

{pi} ea, que denotaremos por D, contra la longitud del segmento de ajuste, a la que denotaremos por 

S. De manera que si D es “parecido” a S, diremos que el segmento Bypx ajusta bien a los puntos y, por 

tanto, los consideramos “colineales” (vea la figura 7-2). 

    

Figura 7-2: Criterio de Longitud: Comparacién de la longitud del segmento de la curva y la del segmento 
de ajuste. 

Para comparar estos niimeros, usaremos el cociente 4, de esta forma, S ser4 “parecido” a D siempre 

y cuando & se “parezca” a la unidad. Para ser més precisos, se proponen dos cotas: RO y Ri, con 

1 < RO < R1, que usaremos de la siguiente manera 

« Si & < RO entonces 

— Diremos que los puntos son “colineales” 

eSin<s 

— Diremos que los puntos no son colineales 

eSiRO< $< Rl 

— Aplicamos otra prueba de colinealidad. 
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Colinealidad Region de rechazo 

! RO Rl 

Regién de incetidumbre 

Figura 7-3: Significado de las cotas para el criterio de longitud 

Criterio de Error Maximo 

Este criterio se basa en el error méximo (dm), que se obtendré si aproximamos los puntos {p,;}*_, con 

el segmento pypx. Si los puntos estén “cerca” del segmento, diremos que éste aproxima bien al segmento 

poligonal, de esta forma, proponemos una cota EO, que mediré la distancia (que consideraremos como 

“cercana”) al segmento de ajuste, en la figura 7-4 ilustramos esta idea. Al igual que en el criterio de 

longitud, consideraremos un intervalo de incertidumbre (£0, £1). 

  

' 
' 
1 

J 
  

Figura 7-4: Criterio de Error Méximo: Se indica el error maximo EO. 

Si dm es la distancia del punto mas alejado del segmento y j es el indice del punto que alcanza esta 

distancia (dm = d(p;,Pipg)). Entonces procederemos de !a siguiente manera 

« Si dm < E0 entonces 

— Aceptaremos la “colinealidad” de los puntos 

¢ Si E0 < dm < F1 entonces 

— Aplicaremos otro criterio de colinealidad 

e Si dm > £1 entonces 

— Se rechazara la colinealidad 
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Criterio de Cruce 

Esta prueba usa el ntimero de veces que la curva atraviesa el segmento de ajuste. Si la curva 

atraviesa el segmento sélo una vez, se altera el valor de dm por dm/2, de lo contrario, el valor de dm se 

modifica por dm/4. Este nuevo valor de dm se compara contra el valor de E0, si dm es menor o igual 

que £0, entonces se acepta el segmento, en otro caso, se rechaza el segmento de ajuste. 

Procedimiento Colineal 

Veamos ahora cémo usaremos los criterios de colinealidad para construir un procedimiento que dado 

un segmento de curva nos indique si los puntos que lo definen se pueden aproximar por el segmento de 

recta que une los puntos extremos del segmento poligonal. 

El procedimiento Colineal recibe los datos del contorno y el bloque de puntos a analizar; este segmento 

poligonal se indica a través de los indices de las coordenadas de los puntos extremos: indpib e indpfb, 

respectivamente. Colineal también recibe como datos las cotas RO y Rl del criterio de longitud, asf 

como las cotas £0 y F1 del criterio de Error maximo. 

Pp indpb 

  

   P indpfh 

Figura 7-5: El posible segmento de ajuste une los puntos Pingpib Y Pindpsb- 

Colineal analizaré los puntos pinapio, Dindpib+1;--+» Pindpfd Y Tegresar4 en la variable colineal el valor 

de 1 si el segmento PinapibPindpfe “@proxima, bien a los datos”, de otro modo, a colineal se le asignard el 

valor de cero y a la variable indem el valor del fndice del punto més alejado del segmento de ajuste. 

La idea del procedimiento es aplicar los criterios de colinealidad empezando por el criterio de longitud, 

si el valor de S/D cae en el intervalo de incertidumbre, aplicaremos el criterio de Error m4ximo y, si dm 

se encuentra en el intervalo de incertidumbre, se aplicaré el criterio de cruce, en donde se determina si 

el segmento de ajuste se acepta o rechaza. 
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Calcular e] Enor Maximo y 

asignar indem 

¥ 
Caleular CS 

    
  

Si siD < RO Coline =1 

  

Colineal = 0 
  

    indem 
  

<> == 
  

Colineal = 0 

> 

>   indem     
  

dm = dm{2 

  

  

  
  

Colineai=0 

¥   indem     
    

FIN 

Figura 7-6: Diagrama de Flujo del Procedimiento Colineal. 
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7.2.2 Algoritmo De Eliminacién De Puntos 

La subrutina colineal es el corazén del algoritmo de eliminacién de puntos, ya que al recorrer los 

puntos del contorno, se toma un segmento de la curva de tamaiio (inicial ) k pasando esta informacién 

a dicha subrutina. Colineal regresaré un uno, si el segmento de ajuste fue aceptado, procederemos al 

andlisis del siguiente bloque de & puntos (vea la figura 7-7 ( a )) pero, si Colineal regresa un cero, eso 

nos indicara que el segmento de ajuste fue rechazado y en este momento usaremos el segundo parémetro 

que regresa Colineal, indem; recordemos que este parémetro tiene el valor del indice del punto que se 

encontré a mayor distancia del segmento de ajuste y, como el segmento fue rechazado; ahora intentaremos 

aproximar los puntos que se encuentran entre el primer punto del bloque pingpis y el punto que tiene 

por indice a indem, con el segmento DinapibPindem®Sto se muestra en la figura 7-7 ( b ); este proceso se 

aplica hasta encontrar un segmento que “ajuste bien” a los datos o hasta que el bloque conste de sdélo 

dos puntos; para después continuar con el siguiente conjunto de k puntos. 

    
colixeal = | 

P indpib 

colineal = 0 

  

| : 

L/— Segmento a analizar ——{ 

(o) 

Figura 7-7: La figura ilustra el siguiente segmento a analizar de acuerdo al resultado que se obtenga 
sobre el segmento actual. ( a ) Si el segmento actual es aceptado, ( b ) El segmento de ajuste se rechazé. 

En el procedimiento anterior no podemos descartar !a posibilidad de obtener dos segmentos de ajuste 

consecutivos que formen un éngulo “casi llano”. 

Para evitar esta situacion, el algoritmo conserva el valor del punto inicial del segmento de ajuste 

anterior Ly ( pindpita). Si Colineal indica que el segmento de ajuste Ly se acepta, entonces antes 

de incorporarlo al nuevo contorno, calcula el dngulo entre los segmentos L, y Lz, si dicho Angulo es 

cercano a 180°, eliminamos el vértice pinapiy esto significa que se agrega al nuevo contorno el segmento 

PindpibaPindpfb- 
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Figura 7-8: Eliminar vértive pingpis dependiendo del valor del angulo definido por Ly y Lo. 

El criterio que usaremos para determinar si eliminamos el vértice Pindpib 5 el siguiente: 

Calcular el coseno del dngulo entre los segmentos Ly y Lo. Si este Angulo resulta ser muy “pequefio” 

© “cercano” a 180°, es decir, si |cos(@) — 1] < EPS, donde EPS es una constante “cercana” a cero, 

entonces, en lugar de agregar el segmento Lz al contorno, se eliminaré el vértice formado por Ly y Le. 

Los Pardmetros 

En la discusién previa, ya hicimos referencia a los parémetros que usaremos para eliminar puntos de una 

poligonal. A continuacién describimos, con mayor detalle cada parémetro, proponiendo un valor por 

defecto, la eleccién de dicho valor fue emptrica y de acuerdo con la aplicacién que deseamos resolver. 

k - Es el ntimero inicial de puntos a analizar por bloque. 

Como este niimero no se mantiene fijo, k sdlo influye en la velocidad de ejecucién; 

al incrementar su valor, el algoritmo se torna més lento. Sin embargo, se mantiene 

constante el niimero de vértices que se eliminan de la poligonal. Se encontré que con 

k = 7 el algoritmo produce buenos resultados. 
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EPS - Cota para determinar la colinealidad de los puntos que definen dos segmentos de ajuste 

consecutivos. 

Este pardmetro nos servira para eliminar el vértice definido por dos segmentos de ajuste 

consecutivos, esto es, reemplazaremos dos segmentos de ajuste por uno solo. El valor 

del par4metro debe de ser pequefio, pues con él estaremos midiendo que tan cerca esté 

el coseno del Angulo de la unidad, por tanto, conforme EPS disminuye, la aproximacién 

a los “picos de la curva original” seré mejor, aumentando asf el numero de puntos. 

Al realizar varias pruebas, se encontré que el valor que nos permite obtener buenas 

aproximaciones es EPS = 0.06, con éste se conservan aquellos segmentos de ajuste que 

formen un dngulo no mayor de 160 grados. 

E0 - Cota superior para aceptar colinealidad con el criterio de error méximo 

El - Cota inferior para rechazar colinealidad con el criterio de error méximo 

Las cotas para el criterio de error méximo dependen del problema, ya que debemos 

considerar tanto la escala como la precisi6n que deseamos obtener. 

RO - Cota superior para aceptar colinealidad con el criterio de longitud 

Ri - += Cota inferior para rechazar colinealidad con el criterio de longitud 

Debido a que en el criterio de longitud comparamos la longitud del segmento contra 

la del “segmento de curva”, estas cotas son independientes de la escala que se esté 

considerando. Después de hacer varias pruebas, se encontré que al considerar valores 

de RO menores que 1.01 y con Rl = 1.02 el algoritmo produce buenos resultados, si 

se elige RO = 1.007, la aproximacién obtenida reduce un poco mds del cincuenta por 

ciento de la informacién, por lo que se propone usar R1 = 1.02 y RO = 1.007. 

La rutina de eliminacién de puntos fue implementada en FORTRAN, se usé el compilador F77L. En 

las siguientes figuras, mostramos varias regiones, para cada una, se ilustra la region “original”, la que 

se obtiene después de iterar el procedimiento hasta estabilizarlo, con los valores predeterminados de los 

pardmetros y, por ultimo, se muestran a la vez ambos contornos. 
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Figura 7-10: Contorno reducido con 242 puntos. 

208 

 



  
Figura 7-11: + Contorno original 340 puntos O Contorno Reducido 243 puntos. 
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Figura 7-12: Contorno con 101 puntos 
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Figura 7-13: Contorno reducido con 61 puntos. 
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Figura 7-14: * Contorno Original 101 puntos 0 Contorno reducido 61 puntos. 
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Figura 7-15: Contorno de la Habana 170 puntos. 

213  



  

  
Figura 7-16: Contorno reducido 68 puntos. 

214 

 



  
Figura 7-17: + Contorno Original 170 puntos 0 Contorno reducido 68 puntos. 
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Figura 7-18: Contorno con 147 puntos. 
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Figura 7-19: Contorno Reducido 72 puntos. 
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Figura 7-20: « Contorno original 147 puntos OJ Contorno reducido 72 puntos. 
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Figura 7-21: Contorno con 157 puntos. 
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Figura 7-22: Contorno reducido 90 puntos. 
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Figura 7-23: « Contorno original 157 puntos 0 Contorno reducido 90 puntos. 
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7.3 Suavizamiento de Regiones Poligonales 

Recordemos que la necesidad de suavizar pol{gonos surge cuando el procedimiento de generacién 

de mallas presenta dificultades para obtener una malla con celdas convexas, este problema se presenta 

cuando el contorno de la regién es muy irregular, en tal caso, el contorno se puede suavizar por medio 

de un spline ctibico paramétrico. Sin embargo, si el contorno es un polf{gono no convexo, el uso de un 

spline de suavizamiento no da buenos resultados, pues obtenemos un nuevo contorno que es suave pero, 

que no se parece mucho a la curva original. 

  

    

        

        

    
  

(a) (b) 

Figura 7-24; (a ) Region Poligonal. ( b ) Regién Suavizada 

Por esta raz6n, es importante que el procedimiento suavice la curva preservando lo mds que sea posible 

su forma original, para lograrlo, nos centraremos en “quitar los picos” de la poligonal, entendiéndose 

por ésto, que “suavizaremos” cada vértice tratando de conservar segmentos recta entre los vértices 

suavizados. Como deseamos obtener un contorno suave, los lados que definen a cada vértice deben ser 

tangentes a la curva que lo suavice. Para suavizar cada vértice haremos uso de secciones cénicas. 

Recordemos que en el capftulo anterior vimos que la representacién racional de Bézier, nos permite 

describir arcos cénicos con tangentes determinadas en los extremos, mas aun, si usamos la representacién 

estdndar, para determinar el arco, basta con dar el polfgono de control y el peso w;. 

De acuerdo a lo que mencionamos anteriormente, la curva que suavizaré a la poligonal estar4 definida 

por secciones rectas y cénicas que se unen suavemente. A continuacién describimos cémo obtener una 

curva con estas caracterfsticas. Cabe mencionar que la curva que se obtiene es la que mejor se adapta 

al método para generacién de mallas. 

Primero veamos cémo definir el arco cénico que suavice a un unico vértice, sea este po y sus puntos 
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Figura 7-25: Pardmetros en la representacién racional de Bézier estandar de una cénica. 

adyacentes p, y p3; como usaremos la representacién racional de Bézier est4ndar para describir el arco 

cénico, el problema lo podemos dividir en dos: 

L.- Eleccién de los puntos de control: bp, b1 y bz. 

2.- Eleccién del peso wy. 

1. Eleccién del Poligono de Control de la Cénica 

Sabemos que los segmentos gb; y b;bz son tangentes al arco cénico en los puntos bg y bo, respec- 

tivamente. Como la curva que deseamos construir debe ser de tangente continua, esto nos indica 

que el punto de control b; debe coincidir con el vértice po, que bo debe elegirse entre los puntos del 

segmento P1p2 y que ba debe ser un punto del segmento papq (figura 7-26 ). 

  

Figura 7-26: 

Més adelante describiremos cémo asignar autométicamente los puntos extremos del poligono de control. 
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2. Eleccién del peso wy 

Recordemos que en la representacién racional de Bézier estandar, el peso w, determina la forma 

de la cénica (vea la secci6n 6.3.6); a su vez, wy es el valor de la razén en que el punto p(1/2) divide 

al segmento pmb, donde Pm es el punto medio del segmento que une a los puntos extremos del 

arco; en la figura 7-25 se muestra el caso de un arco parabélico (w; = 1). Es facil ver que conforme 

el valor de w; se incrementa en el intervalo unitario, la cénica que determina se aproxima més al 

punto de control 5). En la siguiente figura ilustramos esta propiedad de la representacién esténdar. 

w= 0.5 w=] w= 3 

Figura 7-27: Cénicas obtenidas al variar el valor de w;. 

Considerando que uno de nuestros objetivos es suavizar el vértice con una curva que se encuentre 

lo més cerca posible del mismo, asignaremos el valor de w; en términos del dngulo que determina 

el vértice basdndonos en la siguiente propiedad: 

Si @ es el 4ngulo definido por el vértice, la cénica que lo suavice debe aproximarse més al vértice 

conforme @ tienda a cero. La regla de correspondencia para w, que se ha experimentado es: 

2+ cos(@) 0 < @ <~ 90° 

2+2cos(@) 90° < @ < 180° 
(7.3.1) 

Esto significa que si el vértice forma un 4ngulo menor que ciento veinte grados, el arco cénico que 

lo suavice seré hiperbédlico; los vértices con un dngulo de ciento veinte grados, se suavizardn con un 

arco parabdlico y los vértices con un Angulo mayor de ciento veinte grados serdn suavizados con 

un arco el{ptico. 
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hiperbdlico 0 < @ < 120° 

arco, parabdlico @ = 120° 

eliptico 120°< @ < 180° 

En la figura (7-28) se muestran las cénicas obtenidas al usar esta regla de correspondencia. 

Figura 7-28: Cénicas obtenidas al variar el 4ngulo del vértice. 

Veamos ahora cémo aplicamos esta idea para suavizar una poligonal. 

Resulta natural que para suavizar una poligonal, se recorra cada vértice y se suavice usando el 

procedimiento que describimos anteriormente. Para facilitar la descripcién del algoritmo, denotemos 

por J al vértice que seré suavizado y por La y Lp a los tados que lo definen. Basdndonos en la discusién 

anterior, el punto de control 6, coincide con el punto J mientras que los extremos del pol{gono de control: 

bo y ba, serén puntos de los lados La y Lp, respectivamente. A continuacién explicaremos el método que 

seguiremos para asignar los puntos extremos del poligono de control. 

Para automatizar el proceso, tomaremos en cuenta la longitud de cada lado de la poligonal. El caso 

més sencillo, es el de una poligonal regular. Como deseamos conservar un segmento recto en cada lado, 

se propone dividir el lado L, en tres partes iguales y elegir a by como el punto que se encuentra a un 

tercio de distancia del vértice J. 

Si la poligonal no es regular, para tratar de conservar un segmento de recta, haremos una comparacién 

de la longitud de LZ, y la longitud del lado mds pequefio Lmin. 

Si la longitud de L, es “grande”, elegiremos a bp como el punto que esté a una distancia de Lrnin/2 

del vértice J, con esta eleccién logramos que las cénicas que suavizan a los vértices definidos por L, se 

unan por medio de un segmento de recta (vea la figura 7-30 (a)); en otro caso, se elige a bp como el punto 
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Figura 7-29: Suavizamiento de una poligonal regular. 

medio del segmento Lg de esta forma, las cénicas que suavizan los vértices que definen a Lg se unen en el 

punto medio del segmento (vea la figura 7-30 (b)). Para determinar el punto de control be, aplicaremos 

el mismo andlisis al segmento L, y el peso w, se asignaré de acuerdo a la regla de correspondencia dada 

en (7.3.1). 

  

  

      
  

i fa = 

Lp yb Y a | &% 

Ep ! 
  

        

  

              

            

  

(a) (6) 

Figura 7-30; ( a ) Lado que preserva una seccién recta. ( b ) Cénicas que se unen en el punto medio del 
segmento. 
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7.3.1 Algoritmo 

e Calcular la longitud de cada lado del contorno y obtener la longitud minima Lmin y la longitud 

maxima Dmoz. 

¢ Si Lmin = Lmaz 

Los puntos extremos del polfgono se eligen a una distancia Lmin /3 de I, de esta forma se 

incluye en cada lado una secci6n recta. 

© Si Lmin # Lmox 

Para cada vértice 

Definir el polfgono de control y el peso w; que determinan la cénica que suavizara al vértice. 

~ Sean La y Lp los lados que determinan a J 

* Para DL, : 

- Sila longitud de L, es mayor que 22min 

bf se toma a una distancia Simin de I. 

- Sila longitud de L, es menor o igual que 2Lmin 

bf es el punto medio de La. 

* Para Lp: 

- Si la longitud de Lp es mayor que 2Lmin 

bs se toma a una distancia 4ain de I. 

- Si la longitud de L, es menor o igual que 2Lmin 

b§ es el punto medio de Ly. 

— Asignar al punto de control b! el vértice J. 

— wy; se escoge en términos del dngulo que forma el vértice J 

af rte) 9 < 8 < 9° 
w = 

, 2+2cos(9) 90° < 8 < 180° 
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El algoritmo que antes presentamos sdlo nos muestra cémo determinar el arco cénico que suaviza 

cada vértice, una vez hecho ésto, podemos aplicar el método en diferencias visto en la seccién ?? y 

obtener as{ una aproximacién de cada segmento cénico. 

En cada una de las siguientes figuras se muestra las grdficas de la region original y la region suavizada. 

Debido a la escala, no se puede apreciar la diferencia entre ambos contornos, por lo que 

ademds se muestra una ampliacién del segmento del contorno, que esta delimitado en la 

grafica correspondiente, por asteriscos. 

    

Figura 7-31: Contorno Suavizado 
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Figura 7-32: Ampliacién del segmento delimitado por * de la figura anterior. 
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Figura 7-33: 
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Figura 7-34: 
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Figura 7-35: 
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Figura 7-36: 
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Figura 7-37: 
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Figura 7-38: 
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Figura 7-39: 
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Figura 7-40: 
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Hasta el momento, hemos visto cémo reducir y suavizar los vértices de una regién poligonal de manera 

independiente pero, cé6mo usamos ambos procedimientos en la practica. 

Recordemos que lo que motivo este trabajo fue la necesidad de obtener una aproximacién, que 

suavizara un contorno poligonal y usar esta aproximacién para generar una malla. Cuando el contorno 

es muy irregular, primero generamos una regién suavizada, usando nueve puntos para aproximar cada 

arco cénico; como segundo paso, se aplica el proceso de eliminacién de puntos hasta estabilizarlo, es 

decir, se itera hasta que el niimero de vértices sea constante. El tercer paso consiste en suavizar la 

regién, usando siete puntos para aproximar cada segmento cénico; por ultimo, se itera el segundo y 

tercer paso, hasta estabilizar el procedimiento o hasta obtener una regién “aceptable”. 

A continuacién se muestra un conjunto de regiones junto con las regiones que se obtuvieron al aplicar 

el procedimiento antes mencionado. 

  

Figura 7-41: —Contorno original 101 puntos --Contorno generado 400 puntos. 
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Figura 7-42: — Contorno original 340 puntos --Contorno obtenido 1267 puntos. 
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Figura 7-43: —Contorno original 170 puntos --Contorno obtenido 441 puntos. 
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Figura 7-44: —Contorno original 147 --Contorno obtenido 488 puntos. 
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Figura 7-45: —Contorno original 157 puntos --Contorno obtenido 470 puntos. 
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7.4 Notas y Referencias 

En el apéndice se incluye el pseudocédigo de los procedimientos Colineal y ReducePuntos, ambos se 

usan en la rutina que realiza la eliminacién de puntos. 

Se anexa un disco que contiene: 

e El programa ejecutable rys.ezxe   
e Algunas regiones de prueba como: america.con, mezico.con, habana.con, etc. 

Si desea procesar otro contorno, edite un archivo que incluya en la primera linea los siguientes datos: 

nm aut ny ng ng M4 

donde 

n es e] nimero de puntos del contorno, contando el primero dos veces. 

aut variable que sdlo puede tomar los valores de 0 o 1. El valor de 0 se usa para indicar que el 

contorno no esta dividido en subfronteras, mientras que el 1 indicard que se especificarén 

las cuatro subfronteras. Si aut = 1, las subfronteras se indican a través del numero de 

puntos que las definen. 

ni numero de puntos que definen a la subfrontera i. 

Cada una de las siguientes n lineas deben incluir las coordenadas de los puntos (xi, 4), t= 1,...n 

donde (21,41) = (Zn, Yn): 

* 

Para que el programa pueda leer el archivo de datos, salve el archivo usando la extensién con y 

c6pielo en el mismo directorio en donde esta el programa ejecutable. 

A continuacién mostramos un ejemplo en el que se muestra el esquemas del archivo de datos para 

una regién en la que no se han definido las subfronteras y, usando la misma region, ilustramos el caso 

en el que se definen las subfronteras. 
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Contorno para el que no se definieron las subfronteras Contorno con subfronteras definidas 

  

  

    

      

      
  

      
        

  

      

    
  

      

P = 
6 P Py p. subfrontera 1 p =P, 

%, 
R, 

P, 

Pu p. 

B 

By Pp 
41 subfrontera 3 

17.0 0000 17 1 6 6 2 6 

8 10 8 10 

4 10 4 10 

4 4 8 

2 8 2 8 

2 10 2 10 

0 10 0 10 

0 6 0 6 

2 6 2 6 

2 2 2 2 

0 2 0 2 

0 0 0 0 

8 0 8 90 

8 3 8 3 

6 3 6 3 

6 7 6 7 

8 7 8 7 

8 10 8 10 
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El procedimiento de eliminacién de puntos fue presentado por Pavlidis en su articulo Pavlidis [14]. 

El algoritmo para suavizar una poligonal esta basado en la investigacién de Herndndez [10]. 

Pavlidis en {15] presenta cémo ajustar curvas usando splines cénicos. 
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Apéndice 

PROCEDIMIENTO COLINEAL 

Parametros de entrada: 

x,y - Arreglos con las coordenadas del contorno 

indpib - indice correspondiente al punto inicial del bloque 

indpfb - indice correspondiente al punto final del bloque 

RO - Cota superior para aceptar colinealidad con el criterio de longitud 

Rl + Cota inferior para rechazar colinealidad con el criterio de longitud 

EO - Cota superior para aceptar colinealidad con el criterio de error m4ximo 

El - Cota inferior para rechazar colinealidad con el criterio de error m4ximo 

Variables locales: 

s - Variable para almacenar la longitud del segmento de ajuste. 

D - Variable para guardar la longitud del segmento de la curva. 

dm - distancia méxima de los puntos de la curva al segmento. 

cs - Nimero de veces que la curva atraviesa el segmento de ajuste. 

Salida: 

colineal - 1-Se acepta el segmento de ajuste, 0-Se rechaza la colinealidad. 

indem - ‘{ndice correspondiente del punto mds lejano al segmento de ajuste. 

Procedimiento: 

1. Calcular la longutud del segmento de ajuste (S). 

2. Calcular la longitud de la curva definida por los puntos {Pee (D). 

3. Caleular el error méximo dm, asignando a indem el indice en el arreglo de 

coordenadas, correspondiente para el que se obtuvo este error. 

4. Calcular el niimero de veces que la curva atraviesa al segmento (CS). 
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Aplicar las pruebas de colinealidad 

Criterio de Longitud 

si 4 < RO 

colineal = ] 

si $>R1 

colineal = 0 

si RO< $< Rl 

Criterio de Error maximo 

Si dm < £0 

colineal = 1 

Sidm> El 

colineal = 0 

Si EQ <dm< Ei 

Criterio de Cruce 

SicS <2 

dm = 42 

Sino 

= @ dm= 

Fin 

Si dm < £0 

colineal = 1 

Sino 

colineal = 0 

Fin 

Fin (Criterio de Cruce) 

Fin (Criterio de Error Md4ximo) 

Fin(Criterio de Longitud) 

FIN (Procedimiento) 
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ReducePuntos(x,y,n,k,EPS,E0,E1,R0,R1) 

Variables locales: 

indpib -  {ndice correspondiente al punto inicial del bloque 

indpfb -  fndice correspondiente al punto final del bloque 

indpiba -  fndice correspondiente al punto inicial del bloque anterior. 

Procedimiento: 

indpib = indpiba = l,indpfb =k 

Mientras indpib < N-1 

colineal = Colinealidad(x,y,indpib,indpfb,R0,R1,E0,E1,indem) 

Si colineal = 1 Entonces 

Si indpib = indpiba Entonces 

Definir L, 

Sino 

Definir Le 

Calcular el éngulo entre Li y Lo 

Si el dngulo formado por L; y Le es “muy pequefio” 

Eliminar el punto (x{indpib), y(indpib)) 

Agregar el punto (x(indpfb), y(indpfb)) 

Actualizar Ly 

Sino 

indpiba = indpib 

hacer Ly = Lo. 

Fin 

indpib = indpfb 

indpfb = indpfb + k 

Fin 

indpfb = indem 

Fin (Del ciclo) 

FIN(Procedimiento). 
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Fe de erratas 

e En la séptima linea de la pdgina 57, en lugar de los es Isg. 

e En la pagina 169 

— el segundo término del numerador y del denominador de la ecuacién (6.3.39) debe ir multi- 

plicado por 2 asi, la ecuacién es: 

(1 — p)bo(1 — t)? + pdr 2t(1 — t) + (1 — p) bat? 

MO) = Ga pd =P + pA =) + = pe? 

— la misma observacién para la ecuacién (6.3.40) 

  bo(1 -t)? + aot ~t) + bet? 

e 

(1 ~p) 

p(t) = 
  (1—t)? + 2¢(1 —t) +2? 

e En la ecuacién que aparece en la segunda linea de la p4gina 170, el término t(1—t) va multiplicado 

por 2 

bo(1 — t)? + rb, 2t(1 — t) + bot? 
PO) = aaa +B 

En la pégina 183, el polinomio de Bézier B? de la ecuacién (6.3.67) debe ser un polinomio en s 

__ bo B3(s) + Db B?(s) + b2B3(s) 

PO) = BEC) + BY) + BE) 
En la segunda linea de la pégina 228, la seccién a la que se hace referencia es la 6.4.2. 

En las paginas 200, 203 y 247, el cociente que se maneja para el criterio de longitud es 2. 
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