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INTRODUCCION 

El teorema de Krull-Schmidt nos dice que si A es una k-dlgebra de dimensidn finita, 

entonces todo médulo M € modA tiene una descomposicién unica hasta isomorfismo 

en suma directa de un nimero finito de médulos inescindibles en modA. Por lo tanto, 

uno de los problemas esenciales en la Teoria de Representaciones de Algebras es la 

clasificacién de los médulos inescindibles de un algebra. Este problema se traduce en 
ocasiones a problemas matriciales, es decir, problemas de algebra lineal sobre equiva- 

lencia de matrices con respecto a un conjunto de operaciones elementales permitidas. 

En los afios setenta, A.V. Roiter y M. Kleiner ([K R1] ,[K R2]) interpretaron estos 
problemas matriciales como problemas de categorias graduadas diferenciales (DGC) 
¢ introdujeron el concepto de algoritmo de reduccidn al considerar ciertas operaciones 

en problemas matriciales. 

El estudio de las representaciones de las DGC resulté ser muy dificil, por lo que en 

1980 Roiter introdujo en [R] el concepto de BOCS, bimddulo sobre una categoria con 
estructura de coalgebra. 

En 1986, [D] Y.A. Drozd demostré que toda Algebra A de dimension finita sobre un 
campo k algebraicamente cerrado es mansa o salvaje pero no ambas. 

Usando bocses Crawley-Boevey dié una nueva version de la prueba del teorema de 

Drozd en 1988 [CB] y obtuvo otros importantes resultados para algebras. En 1993 

Gustavo Montaiio [M] hizo un desarrollo explicito de las técnicas de bocses propuestas 
por Crawley-Boevey. 

Sin embargo, existia cierta inconformidad con la prueba del teorema de Drozd, debido 

a la complejidad y "falta de naturalidad” en la misma, por lo que P. Gabriel, L.A. 

Nazarova, A. V. Roiter, V.V. Sergeichuck y D. Vossieck en 1993 (GNRSV] dieron 
una nueva usando conceptos que se consideran mds "naturales” sin la necesidad de 

utilizar bocses, aunque la complejidad de la prueba persisitié. 

En 1996 Juan Boza {B] estudié el comportamiento de la forma cuadratica de un bocs 
cuando a éste se le aplica un algoritmo de reduccién, con el fin de obtener informacion 

sobre la estructura de sus representaciones. Como fruto de este estudio, Juan Boza 

demostré que si A es un Algebra de dimension finita y D(A) denota su bocs de Drozd 
asociado, para M € modA y su correspondiente representacién y de D(A), 

Aly) = dimgEndpia)(y) — ana)(¥) 
= dim,Homa(M, DirM) — dimgHoma(TopM, Soc(DtrM))



  

El presente trabajo, ha tenido tres objetivos. El primero (capitulos 1 y 2) ha sido 

presentar una reformulacién de la definicién de bocs diferenciable triangular y su 

categoria de representaciones, asi como una descripcién explicita de los algoritmos 

de reduccién en términos de un morfismo de algebras y un funtor fiel y pleno F : 

Rep(B) —+ Rep(A), donde B es un bocs que se obtiene del bocs A aplicando un 
algoritmo de reduccién y considerando una equivalencia de Morita. Se pone fin a 

esta primera parte mostrando algunas propiedades importantes de los algoritmos de 

reduccién que fueron probadas en su mayoria por Boza. 

Nuestro segundo objetivo (capitulo 3) ha sido dar una prueba alternativa para la 

primera parte del teorema de Drozd, demostraremos de una manera que consideramos 

mas clara y evidentemente mas corta que un bocs es manso o salvaje. De hecho, un 

bocs A es manso si y sdélo si para todo vector dimension d tiene asociado un arbol 

finito G con un solo pozo, al que hemos llamado su G~arbol algoritmico, tal que 

el ntimero de familias 1-paramétricas necesarias para cubrir (hasta isomorfismo) la 

familia de representaciones inescindibles de A de dimensidn d es siempre menor o 

igual a] numero de fuentes de G. 

El ultimo de nuestros propdsitos (capitulos 4 y 5) ha sido dar condiciones suficientes 

para que un algebra mansa A, sea de crecimiento polinomial. Esto lo hemos podido 

hacer estudiando los G—arboles algoritmicos de familias mansas de representaciones 
inescindibles del bocs de Drozd D(A) asociado a A y generalizando el resultado de 

Juan Boza, lo que nos permite pasar de la teoria de representaciones de bocses dife- 

renciables triangulares a la teoria de representaciones de Algebras de dimension finita 

sobre un campo algebraicamente cerrado. 

Finalizamos este trabajo con un apéndice donde se encuentran algunos resultados que 

facilitaran la lectura de la misma.
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CAPITULO I 

Un bocs es una terna A = (R, W,6) donde R es una k—dlgebra, W un R—bimddulo 
graduado, Tp(W) el Algebra tensorial de R y 6: Tr(W) > Tr(W) una diferencial. 
Los objetivos de este capitulo son definir la categoria de representaciones del bocs A 

y construir un funtor fiel y pleno entre las categorias de representaciones de los bocses 

A y B = (eR'e,W’',6'), donde B es el bocs inducido por un morfismo admisible de 

k—dlgebras y: R—> R’ y eR’e es Morita equivalente a R’. 

I.1 Algebras tensoriales y reducciones de Morita. 

A lo largo de toda la tesis k denota un campo algebraicamente cerrado. 

Definicién 1. Sea R una k—dlgebra y W un R—bimédulo. El Algebra tensorial de 

R, es un algebra graduada sobre los nimeros naturales, 

Tre(W) = R@OROGROR@:-: 

donde Ro = R, Rn =W @pW @Or::-@rW paran >t. 
— 

n—veces 

EI producto de r = 71 @ r2 @73 @-+- Orn € Ry Y $ = 8, @ 828 83Q+*'@ Sm EC Rm 

estd dado por rs = 1; @T2 @73 @ ++ Orn OR 81 @ $2 @ $3 @ ++: @ Sm © Rasim.
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Si W es una suma directa de R-bimddulos, W = Wo @ W, tenemos una nueva 

graduacién para el Algebra tensorial Tp(W) en donde ponemos: 

1. gr(w) = Osi w € Wo, 

2. gr(w)s=lsiweWw,y 

3. gr(uy @---@ ws) = Ly gr(wi). 

En particular se tiene: 

[Tr(W)], = Tr(Wo) = A 
[TrR(W)], = A@rW, @pArv=V 

Como todos los R—bimédulos W que consideraremos seran de la forma W = Wo dW, 

(que simplemente llamaremos graduados), pensaremos siempre en la nueva grad- 

uacién del digebra tensorial Tp(W). 

Sea y : R — R’ un morfismo de k—dlgebras. Si W’ es un R' —bimddulo, también 
es un R—bimédulo via y. Todo morfismo y : W + W’ de R—bimédulos induce un 

morfismo de R—Algebras y' : Tr(W) + Ty (W). SiW=WooeW y W' =WioeW, 
y  respeta la graduacion, y se restringe a un morfismo de R—Algebras y, : A> A’. 

Definicién 2. Una diferencial 6 : Trh(W) + Tp(W) es un morfismo de R—bimédulos 
tal que: 

1. Sir es homogéneo de grado i, 5(r) es homogéneo de grado i + 1; 

2. Sir,s son homogéneos, 5(rs) = 5(r)s + (—1)7rd(s). 

Proposicién 3. Para definir una diferencial 5 : TrR(W) — Tr(W), es suficiente con 
tener un morfismo de R—bimddulos p: W > W @p W tal que 

p(Wo) C A@RW, Or A=V, p(Wi) CV @rV. 

Demostracién. Definamos 6 |w= p |w - 
Para n = 2, sea p,: W x W > Tr(W) tal que 

Po(W), We) = p(wr)we + (—1)9"™ wi p(w2). 

Sir € R, tenemos p,(wir, w2) = p(w )rw, + (—-1)9" wip(rwe) = p2(ur, rw). Por lo 
tanto podemos definir pp: W @z W - Tr(W) tal que
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p2(w, @ we) = p(wi)we + (—1)9™"! w, p(w). 

Por induccién se define p,: W @g-::@rW > Tr(W) como, 

Pn(, @ +++ @ wy) = p(w) we +++ Wy + (—1) 9 wi pp_1 (we @ +++ @ wa). 

Claramente 5 : Tr(W) — Tr(W) definida en generadores por la regla d(w, @---@ 
Wn) = Pn(w ®-++@ wy) es una diferencial. a 

Observaci6én 3.1. a) Si 6: Tr(W) — Tp(W) es una diferencial entonces 6(R) = 0. 
b) A menudo nos interesan diferenciales tales que 6? = 0, como hemos visto, 6 esta 

determinada. por su restriccién p : W 4 W @p W, luego para verificar que 6° = 0, 

basta ver que para w € W, ¥;, p(v})v2+ (—1)9") u} p(u?) = 0 donde p(w) = vi @v?. 

Definicién 4. Sea R una k—dlgebra. Una reduccién de Morita t de R es una quin- 

teta c= ({es}iL, , {efi ty}, 47) tal que: 

1. lp = DE, e: es una descomposicién de 1g en una suma de idempotentes primi- 

tivos ortogonales; 

21<n; 

3. La funcién 7 : {1,---,n} > {1,---,l} satisface r(t) = i siz € {1,---,J}. Si 
i#j,1< i,j <1 entonces Re; # Re;. Ademds, Re; = Re; para toda 

FE {1m}; 

4. Para toda j € {1,---,n}, los elementos x; € e;Rer(j); yj € erg) Re;, satisfacen 

las siguientes propiedades: 

Li = Yj = CF sij € {1,---,d} 

LziYj =O] 1 YjT] =Ery) sil+1<S7<n 

Para £ una reduccién de Morita de R, se define e = e(z) = X'_, e;. Por [Z] teorema 

2.14 del capitulo 1, tenemos que R es Morita equivalente a eRe. 

Si R es un Algebra basica y 1p = 72, e; es una descomposicién de 1g en una suma 

de idempotentes primitivos ortogonales, podemos hablar de la reduccién de Morita 

trivial dada por t= ({e:}7_,, fe}, , fed} 7, 2)- 

Observaci6n 4.1. 

1. Supongamos que lz = €; +--+ te; +@41+°-++t4s es una descomposicién de 

lz en suma de idempotentes primitivos ortogonales con Re; # Re; para i # j 

conl<ij <ly Rey; = Reg sij =1,---,7,1 < 7) < L. De lo anterior 

obtenemos elementos 2;,y; € R, 1 <i <r tales que zy; = e14i, Yi = Era) Y 

de alli una reduccién de Morita de f.
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2. Si r= ({e}%,, {ci}, {yi}, .4,7) es una reduccién de Morita de R, clara- 
mente lp = DL, «iyi. Luego, si e = e(r), 

Re = @h,a;eRe 
eR Of_,eRey; " 

Lema 5. Sea W un R—bimédulo y r= ({ei}j_, , {as}7_, . {ys}f., 4,7) una reduccidn 
de Morita de R. Entonces t también es una reduccién de Morita del algebra tensorial 

Tr(W). 

Demostracidén. Por |Z] proposicién 2.9, capitulo 2, Tr(W)e; = Tr(W)e; si y sdlo si 
existen elementos x € e;Tp(W)e;, y € e;Tr(W)e; tales que xy = e;, yx = e;. Ahora 

L=Lot+ a +++: +o_ +++ donde zo € ejlte;, tT, € EW?" e; paran > 1 

y=Yrtyt---+¥t--- donde yo € e;Rei, yn € e;W2"e; para n > 1 

Es facil ver que entonces xy = To¥o, YX = YoTo Y nuevamente por [Z] tenemos que 

Re; = Re;. Claramente si Re; © Re; entonces Tr(W)e; & Tr(W)e;. a 

Nos interesa describir, dada una reduccién de Morita + de R, Ja relacién entre las 

Algebras tensoriales eTp(W)e y Tere(eWe). Veamos antes los siguientes isomorfismos. 

Lema 6. Existen isomorfismos de R—bimddulos y de eRe—bimédulos, respectiva- 

mente, 

ljo:R-> Re@ereeR dado por o(r) = Whe, rty @ yu = Wha Lu @ Yul 

2)p:eRe + eR@pRe dadopor p(ere) = ere@re 

Demostracién. 1) Seam: Re Gere CR > R tal que m(rie @ ere) = rere, entonces: 

Il om(re ® ere) a(rierg) = Wha, (rier2) fu @ Yu 

= Wher M16 @ ereLuyy = 71€ @ ere 
Por otro lado: 

met rly @ Yu) = Douel P(LuYu) 

= rlrp=r 

il mo(r) 

Observemos que o1(7) = SF) Lu © Yur es también un inverso para el morfismo m, 

por lo tanto o = 0, y se sigue la ultima igualdad de 1). 

2) Seam: eR @p Re > eRe tal que m(er; ® re) = e(rire)e, entonces:
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pm(er, @ ree) = ple(rira)e) = eriree Oe 

= er; @ree 

Por otro lado: 

mp(ere) = m(ere @e) =ere 

Proposicién 7. Sean C y D dos k—dlgebras y cVg, gRWp bimédulos. Entonces 

a: V @rW > Ve @ere eW dado por qi(v @p w) = LL, vou @ere Yuw es un 

isomorfismo de C — D—bimédulos con inverso qz : Ve @ere eW —- V @p W tal que 

qu(ve @ere CW) = VE Brew. 

Demostracién. Consideremos la siguiente composicién de isomorfismos: 

V@QrW - V@rRORW _ V @r Re@ereeR@rwWw Ve @ere eW 

vQ@w F v@lre@w Ipogsl VO Via tu @y@w YW Yi vty @ yw 

1@67'@1 
ve@pew — vBeQw oe v@eBeQ@w e VE Bere CW 

Corolario 8. Si V es un R—bimédulo, existen isomorfismos de R—bimédulos, inver- 

sos uno del otro, 

V @rV @r::- @OrV % Ve @ere €Ve Bere *** Bene EVE Gere CV 

y 

explicitamente: 

GP (v1 @ v2 @ U3 @---@Um) = VP 1 MF @ Ya Vig @ +++ @ Yigg Un 
GF (ure @ eve @---Qevm) = vjE@Q ete @--- Wevm 

a 

Proposicién 9. Existe un isomorfismo de k—dlgebras y : eTr(W)e — Tere(eWe) 
que fija eRe. 

Demostracién. 

eTrh(W)e = eRe © eWe © (WEW)e © e(WEWOW)e @ -- 

L¢ LI LI La L@ 1 
Tere(eWe) = eRe ® eWe | eWe@eWe © eWe@eWe@eWe @
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Claramente y preserva el producto. Ademas, y es un isomorfismo de eRe—bimédulos. 

a 

Definicién 10. Sean R,R' dos k—dlgebras, c= ({e:}7, , {ai}, . (yp, 4,7) una 
reduccién de Morita de R’. Un morfismo de digebras y : R > R’ se llama admisible 

si: 

1. £5 @pr Ys = Tr(i) Or Yr) para todai€ {1,---,n} ; 

2. Siwo = vey €; @r e; entonces wor = rw para todo r € eRe. 

Proposicién 11. Sea y: R — R' un morfismo admisible de Algebras, K el nicleo 

de la multiplicacién R' ®p R' 3 R'. Con la notacién anterior tenemos: 

1. eR @pRe= Det eR e(yi @r rj)eRe. 

2. eKe = Ker(eR’ @p Re > eRe) = Vig eR ely: On xjeRe. 

3. woeR'e = OT, eR’ ely; @n x1) = TL (yi On zideRe. 

4. eR @p Re = wek'e eke. 

Demostracidn. 1) Se sigue de la observacién 4.1.2. 
2) Sea z € eKe C eR @p Re, entonces z = Dh jet Aig (Yi On Tz) Mig, Aaj, Mag © eRe. 

Observemos que si i > 1 +1, entonces eR’ e(y; @p xj) = 0. Similarmente si j > 1+ 1, 
entonces (y; @r z;)eRe = 0, por lo tanto, 

We An(yi @r te = Whey Aulys Or Ts) Mi 
(Xo; Ass) Wo(D; faa) 

Wins Anbii(€: @r €:) tl 

de donde tenemos, 

Z = Veer Ay(¥ Or Ty) ty 
= Wha Auti(e: @r ei) + Digg Aig (i On Ts) May 

Por otro lado m(z) = 0 = YAguue; implica que Axa = 0, por lo tanto z = 
Digg Ag (Vs @ j)paz, lo que demuestra que eKe C Liz; eR e(yi @r x;)eRe. El otro 

lado de la contencién es inmediato. 

3) Se sigue de la definicién 10.2). 
4) Por 1,2 y 3, eR @p Re = w+ eKe. Si wo(er'e) € eKe tenemos que 0 = 

m(wo)(er'e) = eer'e = er’e, por lo tanto la suma es directa. a
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1.2 Algebras y bimddulos libremente generados. 

En esta seccién, R es una k—Algebra de dimensién finita, 1p = D7, e; una descom- 

posicién en idempotentes primitivos ortogonales de 1p y J un conjunto finito de 

indices. Las demostraciones de las afirmaciones hechas en esta seccidn, se pueden ver 

en [Z], capitulo IJ, seccién 2. 

Definicién 12. Sea A una k—dlgebra que contiene a R como subdlgebra y sean 
a; € €y;)Ae,j), j € J. Diremos que A esta libremente generada sobre la k—Adlgebra R, 

por las a;, si para toda k—algebra B, que contiene a R como subalgebra y cualesquiera 

elementos b; € ey;)Bes(3), J € J, existe un unico morfismo de algebras y : A > B tal 

que py | R=Ip y p(aj) = b; para cada j € J. 

Proposicién 13. Sean A; y Ap dos k—dlgebras libremente generadas sobre R por 

elementos a4; € A, y Go; € Ao, respectivamente. Entonces existe un isomorfismo 

y: Ay - Ag tal que y(ar;) = aaj. 

Proposicién 14. Sea A libremente generada sobre R. por elementos a; € ey4) Aes), 

i = 1,2,---,n y denotemos por A; = R(a,,---,a;), a la subdlgebra de A generada 

por Ry por a,,---,a; paral <j <n. Entonces: 

1. A; esta libremente generada sobre R por los elementos ay, --- , aj. 

2. A estd libremente generada sobre A; por los elementos aj41,+++, Gn. 

Proposicién 15. Sea A = kQ un dlgebra de carcaj sobre k, 1, = YL, ej una 

descomposicién en idempotentes primitivos ortogonales de 1,4, a; : t(j) + s(j) Jas 
flechas de Q. Si R = ke, ®--- ® ke, entonces A estd libremente generada sobre R 

por las a;. 

Observacién 15.1. Supongamos que A = kQ, R = ke, ®---@ken y V = 

Ta; <Q: Rei3) @x €s(j) que podemos identificar con el conjunto de caminos de lon- 

gitud 1 en Q, similarmente, V @p V se identifica con los caminos de longitud 2 en 

Q, etc. Es inmediato que Tz(V) esta libremente generada sobre R por los elementos 

b; = C13) Ok €s(j)- Ademas, A  Tr(V). 

Definicién 16. Sea R una k—dlgebra y 1p = SL, e; una descomposicién en idempo- 

tentes primitivos ortogonales de 1g. Un R—bimédulo V se dice libremente generado 

por elementos v1,:++,Un, donde vj € eyj)Ves(j), Si para cualquier R—bimddulo W y 

elementos w; € eyj;)We.j) existe un unico morfismo de R—bimédulos py: V — W tal 

que p(u;) = w;.



  

REDUCCIONES DE MORITA, BOCSES Y REPRESENTACIONES 10 

Proposicién 17. Sea V un bimédulo libremente generado sobre el algebra R, por 

los elementos v1,+--,U, y sea W un R—bimédulo generado por elementos w,,---, Wn- 

Supongamos que existe un morfismo de R—bimddulos y : W + V tal que y(w;) = 
v; para toda i. Entonces, W esta libremente generado sobre R por los elementos 
Unity Whe 

Proposici6n 18. Sea V un R-bimédulo libremente generado por elementos v1, +++, Un 

donde vj € eyj,Vesy). Sea B una k—dlgebra y y : R > B un morfismo. Entonces 

BO@rV @pB, esta libremente generado por los elementos 1g @pz 0; @r 1p. 

Proposicién 19. Sean B una k—dlgebra, 1p = >a fj, una descomposici6n en idem- 

potentes primitivos ortogonales de 1g, V un B—bimddulo libremente generado por 

elementos v,,---,v, donde v; € fxjyV fay) ¥ ¢ : B 4 R un morfismo admisible con 

respecto a la reduccidn de Morita de R, t= ({e:}7_., , {i}. {ys}, ,4,7). Entonces 
el eRe—bimédulo, eR @g V @z Re esta libremente generado por los elementos de la 

forma y; @B Vp @p 1; diferentes de cero. 

Demostracién. Sea (fi) = Ljaie; y W un eRe — eRe—bimédulo con elementos 
wy © €r(uy) Wey), Observemos que efe,(,) es isomorfo como eRe—médulo izquierdo a 

eRe-(uy¥ue(fuiy). El isomorfismo WV estd dado de la siguiente forma, sea A € eRe-(u), 

W(A) = Ayuvye( fay). Si U(A) = 0, entonces 0 = Ayuy( fay) = Avu(OL es) = Ayu, por 
lo tanto 0 = Ayut, = A€7(u) = A. Claramente W es suprayectivo. 

Similarmente, tenemos que (fii) )Zu€r(u) Ate es isomorfo como eRe—méddulo derecho 

a €;()Re. Por lo tanto, teniendo en mente la observacién 4.1.2) tenemos, 

eR @z V Op Re 11eR Op Up Oa Re 

Bek @p Bfup) Ot fay) B Ow Re 
Be Re fun) @e Plan) Re 
BpuveReyu(fup)) ®x Pl fap )rveRe 
Bp uve Rer(uyyuPl fupy) Ox O(fa(p))Zver(v) Re 
Dupe Rer(u) Ok Cru de 

Ou (eRe)eruy @r €r(y) (eRe) 

Sea yi Op Vp Op Ti € CR@OwBV Op Re, siguiendo la cadena de isomorfismos anteriores 

tenemos: 

We 
Me 

WR 
Ale 

Ie 
We 

A 

Yi @B fp) Oe fs(p) QB Tj 
yi(Sup)) Ox (fap) 2 
yi(De €u) @k (> Cy) 3 

Dw YilfwYw) (Xu eu) @r (S» ev) Y.(22y2) 2; 

Yu Wi(tuyu) e(Fip)) @k ol fetp)) De (LuYv) 2; 

Lay YiTulr(u) @k Cru) Yuli = Cru) Qt Er(v) a 

Yi @B Up QB Ti 

Ie 
UR 

se 
We 

H
e
l
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1.3 Bocses y su categoria de representaciones. 

Definicién 20. Un bocs es una terna A = (R,W,6) donde R es una k—dlgebra, 
W = W,)@W, es un R~bimédulo graduado y 6 : Tp(W) > Tr(W) es una diferencial 
con 6? = 0, 

Definicién 21. Las representaciones del bocs A = (R, W, 6), son las representaciones 

del algebra A = Tr(Wo). Si Mf y N son dos representaciones de A, un morfismo 
f :M—N consiste de un par de morfismos f = (f°, f!) tal que: 

1. f° € Home(M, N); 

2. f! € Homa_a(V, Hom,(M, N)) donde V = A @z W, @x A; 

3. Para todo a € Ay me M se tiene: 

af?(m) = f(am) + f1(5(a))(m). 

Dados dos morfismos f : M -+ N y g: N > L entre representaciones del bocs A, su 
composicién gf = ((gf)°, (gf)') se define : 

(gf = gf 
(9f)'(v) = 9 fa) +g W)/ + XG ()F(o?)(v) 

donde vu € V y 6(v) = Yiu! @ v?. 

Proposicién 22. La clase de las representaciones del bocs A = (R, W,6), junto con 

Jos morfismos y la composicién que hemos introducido constituye una categoria: la 
categoria Rep(.A) de representaciones del bocs A. 

Demostracién. a) Veamos que h = gf = (h°,h!) es un morfismo en Rep(A). 
Claramente h® € Homp(M, L) y, por ser f y g morfismos en Rep(.A), paraa € A,m € 

M y n€éN, se tiene: 

af'(m) = f'(am) +f 

ag®(n) ' I 2 
Co 

=
 8 3 =
 

+
 

2 

Por lo tanto:
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0 ah®(m) — h°(am) =
 m) 9°(fo(am)) 

(f°(m) 
é 

a(g°(f°(m))) — 9°(F 
9 (af?(m)) + g(a 
—9° (af?(m LANA 

9° (5(a))(f(m)) + 

Ahora, si a,b € Ry v € V y 6(v) = Yu} @ v?, d(avb) = XO, av} @ v?b. Luego, para 
me M, 

(gf)'(avb)(m) 

<
2
 

e
n
c
e
 

I
o
 

ll 

a
a
 

© 

y asi, (gf)'{avb) = a(gf)'(v)b. Esto es, h! € Homa_a(V, Hom,(M, L)). 
Por otro lado, como 0 = 6(5(a)) = 35 w} @ w? tenemos: 

9 f'(5(a))(m) + g!(5(a)) (mr) + Fg" (w;) fF (w?)(m) 
9 f'(5(a))(m) + 9! (8(a)) fo(m) 

b) Claramente, para todo M € Rep(A), el morfismo identidad es Ing = (Ins, 0). 

c) Mostraremos que si L 4, um % N +s T son morfismos en Rep(A), en- 

tonces h(gf) = (hg) f. 

1. Es inmediato que [h(gf)|° = [(hg) f]°. 

2. Por demostrar que [h(gf)]' = [(hg) f]' 

hi(5(a))(m) 

Sean veV, d(v) = Yu! @v? 

d(vj) = Lj wi; @ wi, 
5(u?) = Yu, ® Un 

por lo que tenemos que: 

[h(gf)}' (”) = W(gf)'(u) + hi o)(gf) + Lehi (w i of) (u?) 
= Ag fl(v) + g'(w) f+ Dig" (vps (uP) + Al (v)(gf)® 

+ Dhl (vg Fw?) + go! (ei 2) F945, 9! (ui) f "(uj,)) 

[(hg) f]° (@) | (hg)? f' (v) + (hg)" (v) f° + Dilhg) (wi) F (0?) 
(hg?) fi (v) + (APgi(v) + hi(u)g? + Dik (ui )g (ei ))E f 
+ D(AG (vz) + hh (up)g? + Ly hi (wes)g" (wig) Fe?) 

De donde }legamos a que
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[h(a] (v) = (Chg) f}' (&) > Dae h P) (9! (ue) F1(uR)] = Ligh (widow) [F(0?)] 

Pero por otro lado tenemos: 

0=H(v) = d(Liy v7) 
= Ly b(up)up + (-1) v7 5(v?) 

De donde se sigue que >> 6(v})u? = © vid(v?). Estas ultimas sumas tienen la misma 
imagen bajo el morfismo compuesto: 

V OnV OpV "229" Hom(L, M) @ Hom(M, N) @ Hom(N,T) 4 Hom(L,T) 

donde II es la composicién. Luego, [h(gf)]’ (v) = {(hg) f}' (v). a 

I.4 Bocses inducidos por morfismos admisibles. 

Proposicién 23. Sea R una k—dlgebra, r= ({e:}_,, {ti}s_,, {ys}, 4,7) una re- 
duccién de Morita de R y e = e(r). Entonces 

R= M7(eRe) = {(ai3) € Maxn(eRe) | ai; € e(i) Rey}. 

Demostracién. Sea M: R + Mi (eRe) tal que M(r) = M, = (yrax;) para toda 
rer. 

1. Veamos que M,4, = M,+M, y M,, = M,M,. 

Mrts = (yilr + 8)a3) = (yiray) + (yisa3) = Mp + Ms. 

M,M, = Lulyireu) (Yuszt;) = (yr Du LuYuSZ;) = (yirsz;) = M,.. 

2. Sea Inz(ere) = diag(e,«)) entonces M(1pz) = (yi(ai TuYu)2;) = diag(e,q). 

3. Supongamos que 0 = M(r) = (yrz;), entonces r = Yo xyyyrzjy; = 0. Por lo 
tanto M es un monomorfismo. 

4. Un sistema de generadores para M7 (eRe) como k—espacio vectorial, esta dado 
. Ycisyj;c; en el lugar ij 

por las matrices £,;(s) = } Yi73 en lo danke 

basta demostrar que cada matriz E,;(s) esté en la imagen de M. Seans¢ Ry 
r = x,sy;, entonces M, = (yy%i$y;2u) coincide con la matriz cero excepto en la 

entrada ij que vale y;;sy;z;. Luego M, = Ej;(s). Con lo que queda demostrado 

que M es un epimorfismo. a 

con s € R, por lo tanto
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Observacién 23.1. Sean A = (R, W,6) un bocs y y: R > R’ un morfismo admisible 
con respecto a la reduccién de Morita de R’, 7= ({e}_, , {ai}, , {ys}, 1,7). Como 
antes, e = e(r). Consideremos el R'—bimédulo W’ := (R @g W @x R @ K) donde 
K = ker(R @p R > R),y la R—Adlgebra A = Ty (W’). Esta ultima se relaciona 
con A = Ty(W) mediante el morfismo y' : A - A’ que extiendeay: R—~ Roya 

@: WOW tal que G(w) =—1@w@l. 

Ahora bien, por el lema 5, £ también es una reduccién de Morita para A’ y por lo 

tanto, A’ = M7(eA’e). 

Por la proposicién 9, tenemos que eA’e & Tap’ e(eW e) como eR’ e—Algebras. Este 

isomorfismo induce otro M7(eA’e) = M7(T,»,(el¥ e)). Nos interesa la composicién 

A* A = Mi(eA'e) & M7(T,g-(eW'e)) 
€ 

que denotaremos por H; si a € A, H, denotara la imagen de a bajo H. 

Asi, por ejemplo, si w € W, Maw) = Miguer = (yi @ 18 w@1@a;) € Mi(eA’e) 

y Hy, = (y ® w @ 2;). Similarmente, si w € W y d(w) = YU, wi @ w? Aga) = 

(Ssulyy ® wy ® Fu) (Yu ® we 8 4i)). 

En lo que sigue, si L es un R—bimddulo, denotamos por Mrxn(L) el conjunto de 

matrices de tamafio n x n con coeficientes en L. En particular si L = Tp(W) diremos 
que una matriz Z con coeficientes en Tp(W) es homogénea de grado s si todos sus 

cocficientes son homogéneos de grado s. Ademas, si B = (bj) € Mnxn(Tr(W)) 

pondremos 6 (B) = (5 (bj;)). 

Si 6 es la diferencial de Tp(IV), podemos considerar el morfismo de R—bimédulos 
8: Muxn(Tr(W)) > Maxn(Tr(W)) tal que 5(b:;) = (6(6;)). Dicho morfismo 6 nos 
sera de gran utilidad para manejar la diferencial 5° que construiremos mas adelante. 

Por ahora veamos antes el siguiente hecho. 

Lema 24. Si A,B son matrices homogéneas en Myxn(Tr(W)), entonces 6(AB) = 
6(A)B + (-1)9"™ A5(B). 

Demostracién. Sea A = (a;;), B = (bj), entonces: 

(6(A)B + (-1)9") Ad(B)) sj = Ya 5 (Gin) Bug + Du (—1)9") a5 (bug) 

Du (Gin) uj + (-1)97()a;,5(buj)) 

= Yu 5(Gindus) = 5S Gin du;) 

= (6(AB))i
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Definicién 25. Si a los supuestos de la observacién 23.1 agregamos que w,+++, Wr 

son generadores libres de W, entonces por la proposicién 19, y; ® wy ® x; son gener- 

adores libres de eR’ @p W @p Re. Ademés, si K = Ker(R @rx R > R), eKe esté 

libremente generado por los elementos no nulos y; ® x;, 1 # j en {1,---,n}. 

Hagamos W' = eR’ @p W @p R'e @ eKe. Entonces W' es un elt’ e—bimédulo con 

graduacion 

W') = eR @pW Ore 
W', = eR @rW, @r Re @eke. 

Sea 5: W’ + W' @,,, W’ el morfismo de eR’ e—biméddulos tal que: 

6 (y@wOxj) = Lugilys ® 2u)(yu @ w @ xy)— 
Lugi(—1)"™ (ys @ w @ eu) (yu @ 2;)+ 
Laulyi @ w) ® Ly) (Yu @ w? @ x5) 

§(yi@z;) = Vugis (Yi @ Tu) @ (Yu @ z;) 

donde 6(w) = Sw! @ w?. Por la proposicién 3, 6 se extiende a una diferencial 

6: Teg (W ) => Ter (W ). 

Observacidén 25.1 : Con la notacién anterior en mente, sea zp: R' @g R — (FR @r 

R') @p (R’ @p FR’) dado por p(r @ s) = 7 @11s, el cual es un R'—morfismo de 

bimddulos. Por el lema 6, 

(eR’ @r R') @y (R Ox Re) = (eR Sz Re) @,y, (CR Or Re), 

por lo tanto, yz induce un morfismo ju: eR’ @p Re > (ef @p Re) ®, pg, (CR On Re). 

Definimos p(z) = p(z) — wo ® z — 2 ® wy el cual es un morfismo de eR’ e—bimddulos, 

por ser y admisible. Recordemos que y; € eRe; y x; € e;Re,), por lo tanto, 

PY: OZ) = (y;@181® xj) — wo @ (yi @ 2) — (yi @ 2;j) @ wo 
= LY @ ly @ yn @ Tj — Ler) @ Cri) @ Yi @ Uj 

— DY; @ Lj @ eri) @ Cr) 
= Dugig Vi @ Tu) @ (Yu @ 2;) 

5 (yi; @ 25) 

ss t 

En conclusion, 6 lexe= Pp leke - 

Sea X := (yj @ zi) © Maxn(eKe) tal que (X)i = 0. Entonces 5’ (X) = X?. Ademas, 
con la notacién de las observaciones 23.1 y 25, tenemos el siguiente lema.
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Lema 26. Para cualquier elemento homdgeneo w € T,».(W ), 

6 (Hw) = XH, - (~1)9) Hy X + Agu): 

Demostracién. Como 6,6 son diferencialcs, si w es de grado cero, 6 (Hy) =0= Ay). 

La igualdad es evidente. Si w tiene grado 1, se sigue de las descripciones de Hy, y 

Afsqw) dadas al final de la observacién 23.1. Supongamos que la formula vale para 

cualquier elemento de grado menor que n. Sea w = wwe tal que grado w, = 1 y el 

grado de w2 =n. 

6 (Hw) = 6 (Hw, Hw.) = 8 (Hw) Huy _ Hw,5 (Hu,) 

(XH, + Ay, X + How.) Awe _ Hu, (X Au, ~ (-1)9 2) HX + Hyiw2)) 

X Ay, Ay, + (-1)9°™) Hy, Ho. X + Aw) Hw, — Ay, As(w2) 

X Ay w. — (=1)9° 0) Hy uy X + As(w1w2): 

" 

Proposicién 27. Sean A = (R,W,6) un bocs, y: R-» R’ un mortfismo admisible de 
Algebras con respecto a t donde r= ({ei}¥.1 , {tibie1» (Yidier .t,7) es una reduccidn 
de Morita de R’. Entonces y induce un nuevo bocs B = (eRe, W’, 6). 

Demostracién. Solo resta demostrar que (6)? = 0. Para ello verificaremos que 

(5)*(X) =O y (6 )*(Hy) = 0. 

(6)?(X) = 6 (5 (X)) = 6 (XX) = 8 (X)X — X68 (X) = X38 - X?=0. 

5 (5 (Hw)) = 6 (XHy — (-1)"™ HyX + Hywy) 
= X?H, ~X(X A, - (-1)9M A,X + Hsu) 
—(-1) 9 (X Ay, — (—1)") Hy X + Hoey) X 
=(-1)9° Fy X? + X Hoy + (-1)9"™ Asan X 

= X°H, — X?Hy + (-1I)"%X A,X — X Ayn) 
—(-1)%O—X Hy X + (-1)9) (197°) HX? 
($1) Hoy X — (—1)9"™) Hy X? 
+X Haw) + (=1)9) Hs) X 

= 0 

Por lo tanto (6°)? = 0 y B = (eRe, W',5) es un bocs. a
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I.5 Construccién de un funtor fiel y pleno F': Rep( B) > Rep(A). 

Fijemos para toda esta seccién: A = (R,W,6d) un bocs, y : R > R' un morfismo 

admisible de Algebras con respecto a 7, donde r= ({ei}j_, , {i} 7-1» (Yibiey 457) €8 
una reduccién de Morita de R’ 

Lema 28. Sea B = Ty(R @r Wo @p FR’). Si M € Rep(eBe), como R—médulo 
8 é 

rBe @ene M =p Re®,p, M. El isomorfismo 9 esta dado por la siguiente regla: 

O(be @ m) = T7_, yu @ yybem y O'(r'e@m) =reQm. 

Demostracién. Como R—médulos tenemos rB “z R’ @y B y por la proposicién 7, 
pBe =p R @y Be =p R'e @er'e eBe, por lo tanto, 

rBe @eBe M =r Re Ber'e eBe Bene M =r Re Bere M. a 

Lema 29. Para cada X,Y € mod(R’), existe un isomorfismo como k—espacios vec- 

toriales V : Hom, ,(eX,eY) > Hom (X,Y), tal que si f € Hom,p,(eX,eY), 

W(f)(z) = Li aif (yix). 

Demostracién. 

Hom, (X,Y) Homa (R @y X,R @p Y) 
Hom, (eR @p X,eR @y Y) 
Hom,,p (eX,eY). W

U
 

te 

Lema 30. Existe un isomorfismo de k—espacios vectoriales © : Homy (R'@rX,Y) > 

Homp,(X,Y), para cada R-médulo X y cada R'—médulo Y. 

Demostracién. Dado f € Homg(R’ @p X,Y), se define g € Hompa(X,Y) como 
g(x) = f(1 @ 2). Inversamente, dado g, se define f como f(r @ x) = rg(z). a 

Lema 31. Si M,N € mod(eR’e), existe un isomorfismo de k—espacios vectoriales 

WU: Homypte_er'e(eR @r Re, Hom,(M, N)) > Home Re @, 2. M, Re @.y, N). 

Sife Homgr'e-on’el(€h @p R'e, Hom,(M,N)) y 2; @m es un generador tipico de 

Re Bere M, Uf) (zs ® m) = X; Tj g f(y; @ zi)(m).
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Demostracion. 

Homey eer e(eR @r Re, Hom,(M, N)) Hom, (eR @p Rie @., M,N) 

Homy (BR Or Re ®. x, M, Re @.n,N) 
Homa(Re Gere M, Re ®er'e N). Ile 

Ue 
He 

Lema 32. Si X es un R—bimédulo, hay un isomorfismo de k espacios vectoriales 

W: Homey_r(R, X) 9 Z(X) ={cr EX |zr=raxvre R}. 

Demostracién. Sea f € Homp_p(R,X) entonces f(1) € X. En efecto, para toda 
r € Rse tiene, 

f(r) = f(lr) = f(1).r 
= f(irlerf(l 

Luego, W esta bien definida y claramente es k—lineal. Ahora, si c € Z(X), se define 

W(c)(r) = er =r.c y se demuestra que UV = U-!, a 

Observe que, en particular, si M y N son eR’ e—moddulos entonces 

Hom, pte_er'e(€h €, Hom, (M, N)) & Hom, p,(M, N). 

Lema 33. Existe un isomorfismo de k—espacios vectoriales 

Homgn'e-cr'e(CR @r Re, Hom,(M,N))  Hom,y,_ex.(eKe, Hom,(M, N))@ 
Homey -(M,N)) 

Si U! € Hom,p'e-er' (eke, Hom,(M,N)), U° € Hom, ,(M,N)) y definimos U = 
U-(U° + U!) € Hom pg -on'e(€R @r Re, Hom,(M, N)), entonces 

cmosiin= {econ i) 
Demostracién. Como eR’ @p R’e ~ eR’ e es suprayectivo, sabemos que eR’ @p Re Z 

eRe @ eKe. Por lo tanto
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Homgp'eer (eR Qe Re, Hom (M, N)) 

Ike Hom. p' o-er' (eKe, Hom(M, N))@ 

Homer eer’ e(eh e, Hom,(M, N)) 

Hom, per (eKe, Hom,(M, N))® 
Hom,p'.(M, N). 

IR 

Lema 34. Si M,N € Rep(A), existe un isomorfismo: 

Homa_a(A @r W, @p A, Hom,(M,N)) + Homp_p(Wi, Hom,(M, N)). 

Si f € Homp_p(W,, Hom,(M, N)) se tiene U!(f)(a, @ v @ ag)(m) = ay. f(v)(a2.m) 
con Q,,a2 € A,v € W,. . 

Demostracion. 

Homp_r(W, Hom, (M, N)) Homp(W, @r M, N) 

Homa(A @r Wi @r M,N) 
Homa(A @r W, @p A@a M,N) 
Homa_a(A @r W, Op A, Hom,(M, N)) 
Homa_a(V(A), Hom,(M, N)). H 

iH 
Ie 

He 
Ie 

Observacién 34.1. Para WwW, = eR @gW, @r Re @eke, se tiene: 

Homerte-erte(Wi, Homg(M,N)) = Homen'een'e(€R @n W1 @r Re, Hom(M,N))@ 
Homyp' eer e(eKe, Hom,(M, N)) 

Lema 35. SiMyNE mod(eR'e). Existe un isomorfismo de k—espacios vectoriales 

Hompe_en'e(eh Or Wi @p Re, Hom,(M, N)) 

Homr_r(W1, Hom Psu. M, Re. N)) 

Si f € Hom, gen (eR @W,@ Re, Hom,(M, N)), tenemos que U(f) = g esté dada 

por g(w) (2; @ m) = Lj 2; @ f(y @ w @ 2,)(m). 

Demostracién. Considere la siguiente cadena de isomorfismos:
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Homente-en'eleh Or Wi @r Re, Hom:(M, N)) 

Hom, (eR @r we @r Re®,y, M,N) 

Hom.y (eR @p W) @r Re @en'. M,eRe®, 2 N) 

Homy(R @aWi ®r ite @ere M, Re @.n- N) 

Homr(W, ®r Re ow. M, Rie ®.x', N) 

Homr_r(M,, Hom(k'e ®,y, M, Re ®.n, N)). 

a 

Teorema 36. Sea A= (R,W,6) un bocs yy: R— R' un morfismo admisible con 
respecto a 7. donde r= ({e:}¥_,, {ti }i1, {yi}, 1,7) es una reduccién de Morita de 
R’. Sea B = (eRe, W',6') como se definid en I.4. Entonces existe un funtor fiel y 

pleno F : Rep(B) > Rep(A). 

Demostracién. Sea B = Tp (R’ @rWo@r R) y y : A> Bel morfismo inducido por 

ypywr> 1@w@l de Wen RF @pWo@erk. Asi, todo B—médulo seré A—mddulo pr 

restriccién de escalares via y’. Por otro lado, por la proposicién 9, podemos identificar 

a eBe con T,y,.(eR @z Wo @p Re). Asi, todo objeto M de Rep(B) determina un 
médulo M € Mod(eBe) y podemos definir F : Rep(B) > Rep(.A), en objetos, por la 
formula F(M) = Be Gene M. 

Con el fin de describir mejor la accién de A sobre F(M), trasladaremos la accién 

de A sobre el R—médulo R'e @,”', M con la ayuda del isomorfismo del lema 28. 
Primero observemos que, por la observacidn 4.1(2), si z € Re @er'e M, z tiene una 

expresién unica de la forma z = 37712; @,r'. mi donde m; € e,¢)M. Podemos 
entonces representar a z con su "vector de coordenadas” 

my 

[= 
My 

Ahora, si a € A, 

az a. voi Bere Mi) 

O(a (I; Bent, Mi) 
9(a(X zy QeBe mi)) 

A(y (a)(X 44 Bene ™:)) 
» Y (a)z; @eBe mi)) A 

= Lj 23 @er'e (ye (a)x;).m;
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En resumen, [@.z] = M,(q) [2], donde M denota el isomorfismo B — Mj (eBe). 

La idea para dar el funtor F en morfismos es la siguiente: U = (U°,U') € Homg(M, N) 
esté dado por U8 € Hom,» (M,N) y U! € Hom.,._.,.(V(B), Hom,(M, N)). A 
su vez, U' = Uj + f! donde Uj} € Hom,py,_-p'-(eKe, Homy(M,N)) y el mor- 
fismo f! € Homa_a(V(A), Hom,(F(M), F(N)). Por otro lado, queremos tener un 
morfismo f = (f°, f!) € Hom,(F(M), F(N)), donde f° € Homp(F(M), F(N)) y 
f' € Homa_a(V(A), Hom, (F(M), F(N)). Veremos que f° = U°+U} funciona bien. 

Si M,N € Rep(B), sea U = (U°,U') € Homg(M, N) entonces, 

U° € Hom, (M,N) 
U! € Hom,,,_.5.(V(B), Hom,(M, N)) 

Por los lemas 33,34 y la observacién 34.1, tenemos que U! & Ud + f! donde Uj € 

Hop eer’ e(eKe, Hom, (M, N)) y fi € Homa_a(V(A), Hom,(F(M), F(N)). Ob- 

servemos que Ui = U' |exe, por lo que escribiremos U' © U! + f!. Explicitamente, 

fay wag) (a; ® Mm) = Yy.5%r ® (yrp(ai)as)U "(ys @ w @ #5) (ys p(a2)as)(m). 

Pero 

Dai (Yry(ar)zs)U" (ys @ w @ x;)(ysp(a2)zi) = ue Ys (¥rV(ar)ts)(ys ® w @ 2;)(yjp(a2) xi) 
= U'(yv(a1) @ w @ plaa)s) 

Por otro lado y: R— R' induce y’ : A > B dado por y (w) = 1® w @ 1 para toda 
w € W, por lo tanto 

Y (awa) = ¥'(ai)p (w)¢ (a2) 
= 9'(a)(1 8 w@ Ly (a2) 
= 9 (a) @w@y (a2) 

De donde, finalmente tenemos que 

{'(a,wag)(z; ® m) = LO, rz, @ U! (ypp(a1wa2)z;)(m). 

En términos de coordenadas, 

[f' (aywag)(z)] = U' Moca; was) [2] - 

En general, si v € V(A), [f1(v)(z)] = U' Myc [2] - 

Por los lemas 31 y 33 tenemos el siguiente isomorfismo: 

Homp(F(M),F(N)} © Hom.y(M,N)@Hom_, _., (eKe, Hom,(M, N)) 
eRe-eRe
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Para U° € Hom, .(M,N), y U! € Hom. pe _en'-(eKe, Hom,(M, N)), se define f° € 
Homp(F(M), F(N)), dado por f°(2;@m) = Diz; £;@U" (yj@x;)(m)+2,@U° (egy). 
En términos de coordenadas tenemos, 

[f°(2)] = U(X) [2] + 0° [z]. 

Veamos que el morfismo f = (f°, f!) € Homa(F(M), F(N)). 

f = (f°, f") es un morfismo si y sdlo si para todo a € A,z € F(M) se cumple: 

a. f°(z) = fo(a.z) + f'(6(a))(z) 

En términos de coordenadas, tenemos: 

[a.(f°(z))] = [f°(@.2)] + [F'6(@))(2)] 

es decir, 

MoU '(X ) [2] +M, (aU? [(z [(z y = U(x )M. g(a) yz ] + U° Myra) [z]+ 

U' Msiota)) (2) 

O, lo que es lo mismo, 

Moa U® [(2)] — U°Mocay [2] = U(X) Mota) [2] — My(ay"(X) [2] + 
U Miytay [2] 

Como (U°,U') € Homg(M, N), para y;p(a)z; € eBe, m; € M, se tiene, 

(yjp(a)zi)U°(ms) — U(yj9(a) xi) (ma) = U5 (yp(a)ai)) (ma) 

En términos de coordenadas, tenemos: 

MoayU® [(2)] - U° Moya) [zZ] = uy (6 "(My(a))) [z] 

= UX Mga — Meo X + Mya) [2] 
U(X) Moca) [2] — MgtayU*(X) [2] + 
U? Mapay [2] - 

Si definimos F : Rep(B) - RepA por la regla F(U) = (f°, f') como ha sido descrito 
en el padrrafo anterior, tenemos claramente que F (I) = Ir(m). Por lo que solo nos 

resta ver que para 

M 4% N 4% EL en Rep(B) 

Re@M 4+ Re@N 4 Re@L en Rep(A)



  

REDUCCIONES DE MORITA, BOCSES Y REPRESENTACIONES 23 

tales que: 

FPU)=f FV)=9 F(VU)=h 

se tiene que ((9f)°, (gf)') = (h°, h’). 

(OYA) =9FA) = ViGOP@I+V FP! 
VECXJUMX) [ze] + VE(X)U? [2] + 
V°U!(X) [2] + VU? [2] 

ho
a 

Por otro lado: 

[A°(z)] ” U)(X) ¢| + V°U? [2| 
U(X) [2] + V(X) [2] + 
(X) [z] + V°V® [z] 

ll 

Vix 
voul 

por lo tanto, (gf)° = h® 

Sélo nos falta demostrar que (gf)! = At. 

(VU) Mow) [z! 
VOU! Mow) {z| + V! Mow (z] + 

(V? @U)5 (Mow) [2] 
V°U! Mow) [2] + V My) WJ? [z] + 

(V! @U")6 (Aw) {z] 
V°U' Mew) (z] + V! MywyU® (z] + 

(V} @U)\(XAw t+ AwX + As(w)) [z] 

[hi (w)(z)] 

ll 
nl
l 

II 

Por lo que finalmente tenemos, 

[A (w)(z)} = VOU" Mow) [2] 4V Mou)" (2) + VE(X)U? Moy 

V* MoU" (X) + (V" @ U) Mycaqny)- 

Por otro lado, 

(of) (w)(2)] = [9 F(w)(2)] + [9 (w) FP] + [G" ® FY ECW)(2)] 
VIX) Fw) @)] + V9 Fw) 2) + 
V" Mow) (f°(2)] + [(g" ® F) 6(w)(2)] 
V1(X)U Motu) [2] + VU! Mow [2] + VE Mo(wyU"(X) [2] + v(w) 

VI Mow)? [2] + [(9' @ f1)(5(w) (2)] 

Por lo que para concluir, es necesario ver que {(g! @ f1)(6(w)(z)] = (V'@U") Mycaqwy [2] - 

Wo
od
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[(g' @ F)(6(w)(z)] = Ly [gt (wh) F'(w?)(z)] 
Ds VM y(wsy (f' (w?2)(2)] 
Ls VI MoU? Mocwa) [2] 
VE BUS. Moca) Mo(w2) [2] 
(V! BU") Mos [2] - 

24
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CAPITULO II 

Una bigrdfica B es una grdfica finita orientada con dos tipos de flechas. Si R es 

un Algebra minimal y W es un R—bimédulo graduado libremente generado sobre R, 

existe una biyeccién entre las parejas (R,W) y las parejas (R, B). Definiremos lo 
que es un funtor admisible elemental entre la categoria de representaciones de los 

bocses A y B. Mostraremos que un algoritmo de reduccidn es un funtor admisible 

elemental fiel y pleno F : Rep(B) — Rep(A). Nuestro propdsito en este capitulo es 

describir explicitamente cuatro algoritmos de reduccién: eliminacién de idempotentes, 

regularizacién, reduccién de una flecha y unravelling. Finalizamos esta seccién con 

algunas propiedades importantes de los algoritmos de reduccién. 

II.1 Bocses diferenciables triangulares. 

Definicién 1. Una k—dlgebra R es minimal si existe una descomposicién en idem- 

potentes primitivos ortogonales de 1p = 77 &; tales que: 

1. Para todai € {1,---,n}, eRe; =k 6 eRe; =k (1 5.2) para algun f; € k [x]; 

2. Sit # Jj, ge; = 0. 

Observemos que si R es una k—dlgebra minimal entonces R es basica e isomorfa a 

una k~dlgebra S =k x --- XE XK [2] p69) X00 X BER] pc -
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Definition 2. Una bigrdfica B = (V, A, gr) es una gréfica orientada finita, donde V 

es el conjunto de vértices de B, A es el conjunto de aristas de B y gr : A > {0,1} es 

una funcién. Si a € A, el grado de a = gr(a). 

Si R es un algebra minimal, 1p = 32. &; es una descomposicién en idempotentes 

primitivos ortogonales de lp y W un R—bimddulo graduado libremente generado, 

ed, Wo = WierReyi @r es y Wi = UjesRey;) Or esy)R, al par (R, W) podemos 

asociarle una bigrafica B de la siguiente forma: 

1. El conjunto de vértices de B, V = {1,---,n}. 

2. Para cada a; € ex:)Woes a) generador libre de Wo sea a : s(t) — t(2) una flecha 

de grado cero en B. 

3. Para cada v; € exiy)Wiesa) generador libre de W, sea v : s(t) - — — t{i) una 

flecha de grado uno en B. 

Reciprocamente, dada un algebra minimal R con descomposicién 1p = YL, e; en 

idempotentes ortogonales primitivos, a cada bigrdfica B con vértices {1,2,---,n} 
podemos asociarle un par (2, W) de la siguiente manera: 

1. Por cada flecha a : i —> j de grado cero en B, sea a; € €4;) Woes) un generador 

libre de Wo. 

2. Por cada flecha v : i— — -+ j de grado uno en B, sea yj; € eyj)Wies) un 
generador libre de W, 

En lo que sigue, se considera siempre el caso en que Wo y W, estan libremente 

generados sobre R por elementos a1,--+,@n Y U1,°°*, Um, respectivamente, por lo que 

pensaremos indistintamente en el par (R, W) o (R, B). 

Sea A = (R,W, 6) un bocs, B la bigrdfica asociada a A, {a1,---,@n} el conjunto de 
flechas de grado cero en B, y {v1,-+-, Um} el conjunto de flechas de grado uno en B. 

Definicién 3. Un bocs A = (R,W,6) es triangular si: 

1. Existe un orden a, < a2 < +++ < @, tal que para todoi,1 <i <n, 6(a;) = 

> b;v;c;, con b;,c; caminos de B de grado cero compuestos por flechas del 

conjunto {a),Q2,---,a-1} y vj una flecha de grado uno en B. 

2. Existe un orden v; < vz < +++ < Um tal que para toda j, 1 < j < m, 6(v;) = 

do WeW, CON Wy, Ww, Caminos de grado uno compuestos por fechas del conjunto 

{v1, ¥2,°°*,¥;-1} y flechas de grado cero.
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En lo que sigue todos los bocses son triangulares. 

Lema 4. Sea f = (f°, f1): M — N en RepA. Entonces f es un isomorfismo si y 

solo si f° es un isomorfismo en modR. 

Demostracién. a) Supongamos que f = (f°, f!) es un isomorfismo, entonces existe 

g = (g°,g') tal que gf = (1,0) y fg = (1,0). Pero I = (gf) = 9° f°. Similarmente 
f°g® =I, por lo tanto f° es un isomorfismo. 
b) Supongamos que f® es un isomorfismo y sea g° su inverso, queremos demostrar 
que existe g', tal que (9°, 9')(f°, f') = (J,0). Como el bocs es triangular, existe 

a minimal tal que 6(a,) = 0. Definamos g'(a,) = —g°f'(a1)(f°)~!, por lo tanto 
(gf)! (a1) = 0. Inductivamente podemos definir 

9' (Gn) = —9 f'(n)(F9)* — Xj 9" (05) F*(03) 

donde d(a,) = 5; aj @ a} y aj,05 < ap. 
Por lo tanto, para todo a € AQ@W, @® Ay me M se satisface 

9 f\(a)(m) + g(a) fo(m) + Dig (al) fF (aF)(m) = 0 

donde 6(a) = ©; a} @ a}. En particular si v = 6(a), se tiene 

9° f*(5(ax))(m) = —g" (5(o)) f(r). 

Veremos ahora que (g°, g') es un morfismo. Como g® es un isomorfismo, todo n € N 

es de la forma f°(m) y usando el hecho de que f es un morfismo se tiene, 

9 |af?(m) — f(am)] = 9°(F'(5(a))(m) 

lo cual implica que 

9 (af?(m)) — ag®(f°(m)) = —9'(4(a)) f?(m) 

por lo tanto 

ag?(f°{m)) — g°(af?(m)) = 9° (6(a)) fo(m). 

De manera similar se demuestra que g es inverso izquierdo de f.
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II.2 Eliminacién de idempotentes. 

Sea A = (R,W, 6) un bocs donde R es minimal, 1p = 577, e; una descomposicién en 
idempotentes primitivos ortogonales de lp y I = (e;), para! arbitrario 1 <I <n. 

Sea R= R/I, 1p = Dhyigei y vy: R > R/I el mofismo canénico. Observe que 

F' es basica, por lo que resulta innecesario considerar una reduccién de Morita y 

claramente y es un morfismo admisible. Por la teoria general expuesta en el capitulo 

anterior, el nuevo R'—bimddulo esté dado por W’ = R/I @gW @g R/T GeKe. 
Observemos que R/I @paj;R/I = R/I @gR/I > R/I es un isomorfismo, por lo 
tanto, eKe = 0. 

Recordemos que los generadores libres de W’ son de la forma e;@Rw@Re; parai,7 Al 

y w generador libre de W. Por lo tanto la nueva diferencial 5° : Tr(W') 3 Tri (W’) 
esta dada de la siguiente manera 6 (e; @g w @r €3) = lay @r O(w) Br lays. 

Por lo tanto B = (R, Ww’,6), resulta ser un nuevo bocs diferenciable y existe un 

funtor fiel y pleno F : RepB + RepA. 

Si M € RepB se define F(M) =, M tal que (aM); = M; sit # 1,(4M), = 0. Si 

f= (ff): MN, B= [Tay (WV')], , como Homayr(M, N) = Homa(4M,s N) 
y 

Homp_p ([Teyi(W')], ,Home(M,N)) = Homa-a ([Tr(W)], -Home(aM,4N)) 

se tiene F(f) =f. 

Observe que si consideramos la subcategoria plena de RepA formada por las re- pre- 

sentaciones M tales que (M); = 0, entonces el funtor F resulta ser una equivalencia. 

Finalmente, si B es la bigrdfica asociada al bocs A, B’ la bigrafica asociada al bocs 

B, tiene los mismos vértices que B, excepto el vértice /. Las flechas de B' son las 

mismas que las de B excepto aquellas que tengan algtin extremo en [. 

II.3 Reduccién de una flecha. 

Sea A = (R,W,6) un bocs triangular diferenciable, R basica, lp = Df. fi una 
descomposicidén en idempotentes primitivos ortogonales de 1p, a(s) = fis) @x fats) los 

generadores de Wo y u(t) = fare) ®t fay los generadores de W,, es decir :
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Wo = I a(s) Ra(s)R 

Ww, = Ly Ro(t)R 

Seaa=fp@. fie Wott), ARA =k, f;Rfp=ky 6a) =0.SiR=Ryx R= 
kx kx Ri y R(a) = Ro(a) x Ri sabemos que A = Tr(W) & Triay(Wa) donde W, 
es el R(c:)—bimédulo graduado con generadores {a(s)}ac.\z0 Y {v(¢)}, es decir, 

Wa = Tags) Za R(x) a(s) R(@) @ IL R(a)o(t) R(a) 

Sea R' =k x Mo(k) x kx Ruy ly = Dy ei: + ex, + ln: Bey E Cag Cxy, Yan € Cx, FR Cay 

donde, 

. -({1° 2 {° 2 (00 {01 
‘u=\goo}/> &=lors? *7lios %=lo 0 

Sea y : R(a) > RF’ el siguiente morfismo de Algebras, 

phi) = e1 sil #i,j 

efi) = & + ez, 

(fi) = e7+ ex 
g(a) = Ly 

Podemos extender y : R(a) + R' ad: Tra)(Wa) > Ty (BR @ra) Wo @nja) FR) de la 
siguiente manera: 

O( fos) @e fats)) = 1p @n(a) fore) @e fafs) Ora) 1p 
glue) @rla) ra) Bk Lrja) @ala) ¥(Fa(s)) 
P( fotsy) Oe YC fa(s)) 
p(a(s)) 

We 
Ul 

por lo tanto: 

R’ @r) Wa @xa) RK = RP @xQa) Ia(2)¢0R(a)a(s) R(a)) @r(a) RS 

RF xa) Ty R(a)o(t)R(a)) Orta) 
= (UaajeR' y(a(s))R’) © (Lo R (v(t))R) . 

A continuacién daremos una reduccién de Morita de R’. 

Sea e = 1, 6: +ez,, 7: In U (21, 22} 9 In U {21} tal que
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zy 1 = 2 

ro={ i siiel,U{za} 

Sit eI, U {ai}, oi = Yi = Ca, Yeo Teg = Cr(za) Y Lay Ven = Czas R' es Morita equivalente 

a eR’e, donde: 

eRe =e(k x Mo(k)xkx RieZkxkxkxR=Rxk. 

El nuevo eR’ e—bimédulo graduado es W" = e (R Bray Wa @rxa) R) e@eKe, con 

graduacién, 

Wo = I,(a)4aeR y(a(s)) Re 

W, = ILwek p(v(t))Re @eKe 

donde eKe = Ker(eR! @p0) Re > ef’e). 
Recordemos que {yg} y {a1} son conjuntos de generadores de eR’ y Re, respectiva- 

' 1 @ ' ' 
mente, ademas eR @ra) Re = Hom, pg (Endga)(R e), eR e) (ver[BZ]), el isomor- 
fismo es el siguiente: 

sige Endray(R e) => O(yn ® £1)(g) = yeg (x1). 

Size Re=(kx Mo(k)xkx Rie & ke; x ke, x kx, x ke; x Rie, a € R(a), para 
9 € Endyay(Re), se debe de cumplir que g(a.z) = a.g(z) con la accién determinada 
por y : R(a) > R’ por lo que tenemos el siguiente lema. 

Lema 5. Sig € Endprja)(e) entonces g tiene la siguiente forma matricial: 

ail a2 0 0 0 0 

0 agg 0 0 0 0 

0 0 G22 G34 : -- 0 

0 0 0 a4 0 0 0 

: 0 0 0 a : 

o
o
 

o O
e
:
 

o : 
© 

o f
o



g(fiz) = g((ei + ex,)2) = (41 + ex) g(2) > 

al fy2) = 9((e) + ¢2n)2) = (ej +enn)a(2) > { 
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Demostracié6n 

zee; g(ei) = (ae; + aa1e,,) 
z= Cz, g(x) = (age; + a92€2, ) 

z=e; gles) = (ag3e; + 4322.) 
Z=2y, g(Lz,) = (a34€; + a44T2,) 

gaz) = 92042) =2a9(2) > {222 4s = 0 
z= 22 422 = 233 

g(xei:) = zg(e:)=0 > ag =0 

finalmente, g(fiz) = eg(z) = ger) = g(e:) = Are: para toda fr € Ry 

Por lo tanto, los generadores de eKe son ¥ @ 22, Y Yq. ® 2j. Ademas, y,, ®@ 2. = 

Yo @ Ezy, Y Y €S un morfismo admisible. 

Con el objetivo de definir una diferencial para (ef e, W’), estudiaremos que sucede 
con los generadores del R—bimddulo W, bajo la accidn de vy y definiremos una matriz 

para los generadores de W. 

L. 

2. 

Sia = f,®@ fp € Wo, pais, entonces @ = &, @ €y € Wy y Aq = (a). 

Sia = f,® fi € Wo, g # i,j , entonces tenemos dos generadores para WwW, 

1,1 = €g @ Gj, 1,2 = €q @ Cx, Y Aa = (41,1, 41,2) - 

Sia = f,;@ f, € Wo, p # i,j , entonces tenemos dos generadores para Wo 

a1 
Q1,1 = &j @ep, tay =e, Ben ¥ Aa = ( ). 

42,1 

. Sia = f,@ f; € Wo, q # 1,7 , entonces tenemos dos generadores para Ww, 

1,1 = €p @ €j, Gar = €q @ Ca, Y Aa = (01,1, 01,2) - 

Sia = f;® f, € Wo, p #1, , entonces tenemos dos generadores para Wo, 

a1 
Q1,1 = €; @ €p, O21 = Cz, Op, Y Aa = ay 1 } . 

. 

Sia = f,@ fy € Wo,l =i 61 = j, entonces tenemos cuatro generadores para 
” 

Wo, G11 = er @ ei, 1,2 = & @ Cx, G21 = Cx, @ C1, O22 = Cx, Blx, Y Aa = (ai), 
i,j =1,2.
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7. 5i 8 = f; @ Ff, € Wo, B F a, entonces tenemos cuatro generadores para WwW, 

O11 = €j @ €j, 12 = Cx, @ €j,021 = €; Bly, G22 = Cz, Bez, y Ag = (aig), 
i,j = 1,2. 

En el caso de que v = f, @ f, € W,, los generadores de W, se calculan de la misma 

manera que para el caso en que tomamos un generador de Wo, similarmente se define 

la matriz A,. 

Sea e,, el idempotente en el vértice z,, definimos Ay = ( , % ) . 

Para un camino y = 71y2°-- 7s en B, la bigrdfica sociada al bocs A = (R, W,6), con 

grado de y € {0,1} definimos la matriz A, = Ay, A, +++ Ay,, Siu = 0; Gi, entonces 

Ay = Li GA,- 

Para todo p vértice de B, se define la matriz Y, tal que: 

oe 0 fey me 0 Yen _ . os 
v= (4 *). %=() po J: Ye=Osip Aas. 

Para toda flecha en B, a : p —> q de grado cero, a # a, sea, 

5 (Aq) = YyAa — Aa¥p + Asay: 

De igual manera, para toda v : p— — — q en B, de grado uno , 

5 (Ay) = YgAu + AvYp + Asa. 

Finalmente 6 (Ag) = 0 y 6(¥)) = (Yp)? = 0 to que implica que 5 (z,,) = 5’ (y2,) = 0. 

Se tiene entonces que para toda flecha 8 : p — q, 

(Ap) = Yep — (-1)}AGY, + Age) 
Por lo tanto, si denotamos para una flecha a, de grado cero en B, Ag, = (a3,), con 

los indices en los rangos adecuados, entonces la diferencial de a, se define como las 

entradas de la matriz 5'(A,,). Similarmente para v; una flecha de grado uno. 

Por lo que tenemos el nuevo bocs diferenciable B = (eR'e, W', 6). 

La bigrdfica B’ asociada a B, tiene como vértices el conjunto {1,-+-,n, 21}, una flecha 

de grado cero por cada uno de los generadores de Wj, una flecha de grado uno por
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cada uno de los generadores de W,, ademas de dos flechas de grado uno, dadas por 
los generadores de eKe, explicitamente, vu, : 2] -—- iy wij--2 2. 

Finalizamos esta seccién con la descripcién del funtor fiel y pleno F : Rep(B) > 

Re p(A). 

Sea M = (Mit € In U {a}; M(ai,), a3; € W,), pero M, & e,M;, por lo tanto si 

F(M) = R'e®,,', M tenemos: 

fi(Re Bere M) = o(fir)(Re Bere M) = e(Re Ber'e M) 

eM = eM, 

(e + ex)(Re @en'e M) 

eiRe @ nto M ez, Re@ pw, M 
eM; @ ez, M., 

eM; @ ez, M,, 

It 

fi(Re Bere M) 

Il fi-(Re ®.xe M) 

de donde, F(M) = (Mi®M.,,M;®M,,, M; sil # i, 7) junto con las transformaciones 
lineales 

FUMylas) = (M(at)), oma) = (9) “Ho 
Si f = (f°, f!): M > N © Rep(B), 9 = (9°, 9') € Rep(A) se define: 

g° lay = f° [m sil # i,j 

tin = (Se fe ) 
Mi 0 f° IM, 

Ply, = (A Fi(y) } 
M; 0 f° [as 

g(u) = (f'(vi)) 

Proposicién 6. El funtor F : Re p(B) — Rep(A) es una equivalencia. 

Demostracién. Sea N € Rep(A), N(a) : N; - Nj, entonces N; = KerN(a) ® 
Im N(a), Nj = Im N(a) @ W con W C Nj. Se define M € Rep(B) mediante: 

M,; = KerN(a) 
M., = ImN(a) 
M; = W 

M = M,l#ij
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Ademas, toda N(a,) se expresa como una matriz N(a,) = (Nij(as)), de 1,2 6 4 
entradas. Para toda flecha aj; de grado cero en B’, se define la transformacién lineal 
M(a};) = Nij(as). Se puede ver claramente que N © F(M), por lo tanto el funtor 
es denso. @ 

II.4 Unravelling. 

Sea A = (R,W, 4), con R= x Raf = = (0,--+,0,1p,,0,---,0), lk = DE, fx una 

descomposicién en idempotentes primitivos ortogonales. 

Supongamos que Ry = f-Rf; = k(x] 4.) y consideremos 4 € & con f(A) #0. A 
continuacién describimos el unravelling de tamanio / con respecto a X. 

Sea I el carcaj de traslacién con |V(T)| = Mey) descrito en el apéndice. Como antes 
consideremos el k [z] H(z) —médulo V = Lerkr = J, ®--+@® J. Para cada érbita 

o(i), 2=1,---,1 tenemos el & [x] ,,,) —submddulo V; = L,eqakr, V = o_ Vi. 

Tomemos Ry = End,(Vi) x «+» x End,(V;) x E [2] prxyjo-ay - Sea Yo : k[z] p,) 7 Ry 
dado por yo(z) = (ml,---,m,x), en donde mi, es la aplicacién lineal de V; en V; 
dada por la multiplicacién por la izquierda por z. 

Recordemos que R = x2 Rh, = k [=] p42) X F por lo que se tiene un morfismo de A 
a 

Algebras y : R = k[z] ;7.) x R 4 Ry x R dado por p(w, v) = (vo(u), 9). 

A continuacién daremos una reduccién de Morita de R’ = Ry xR. Gonsideremos 
en primer lugar una familia de idempotentes primitivos en FR’, fi = fp, 7=i,- 

Para cada r € V(I) consideremos la aplicacién lineal de V; en V; dada por 

(s) = r sis=r 
SSI) q  sisér 

Claramente las e, son idempotentes. Sea Ig = {vértices deT} U i,---,m}. Si 

ponemos e; = f>, se tiene que ly = Dues eu eS una descomposicion en idempo- 

tentes primitivos ortogonales de 1,’. 

Para r €T definimos z,,y, € End,(V) con r € o(2), de la siguiente forma, 

_jr sis=q; _ | Di sis=r 

nls) ={ 5 Feet ul)={ 0 sisf#r-
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Entonces YZ, = €4;, YrEr = er. Para 1 ponemos 2; = yz = e;. Consideremos ahora 

Ty = {aue-squd,--@}, y 7 Io > i dada por 

T(r) G@ si r€oli ) 
7) = 3 si I<jem 

Por lo anterior se tiene yytu = r(x), Tuan = Cu para u € Ip. Por lo tanto, (7, 2u, Yu) 

es una reduccién de Morita de R’. Sie = Dues, Cus 

eRe = e(k [x] przy¢-y) X Ende (Vi) x: -x Endy (Vi) x Re = k [2] eayq—ay XBX XEXR, 

Veamos por ejemplo, el caso en que | = 3. 

1 0 
=e, =1l eg=eg= 00 

o
o
o
 

= | 
ond

 
ao | 

c
o
o
 
a
 

e
o
r
 

o
o
 

o
c
s
o
 

o
u
 

a
 

ne 
a
 

000 0 0 0 

é5 = oi] se (tne 

000 000 

000 0 0 0 001 

és=|0 0 0 t=|0 0 0 y= | 00 0 

00 1 100 000 

A continuacién describiremos el nuevo eR’ e—bimédulo graduado. 

Sean a(s) = fois) @k farsy Eeneradores de Wo; v(t) = fou) @x faye) generadores de W, 

es decir, W = Us) Ra(s)R ® I) Ru(t)R. Entonces, 

R ®r Ww Or R = (Tas) R’ y(a(s)) R') ® (LR p(v(t))R’) 

= (R @eWo@rR)O(R @eW, Oz RP) 

Sea W" = e (R @rW Or R) e ® eKe, recordemos que la nueva graduacién de Ww’ 

es:
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' 
W =e 

1 
W, =e 

R' @p Wo @r F')e = HasyeR y(a(s)) Re 

R @rpW, @rR)e@eKe = LL, neR' y(u(t)) Re @eke. 

    

Nuevamente estudiaremos quien es eke, usando el hecho de que 

eR’ @n Re & Hom,y,(Endp(Re), eRe). 

Una base para Re = (k [} p(aye—-ay * Bnd.(Vi) x End;,(V2) x --- x End,(Vi) x Rije 
es 

{ese2s2,¢4525,26)°"* ert," tuagn } 
2 

Si g € Endp(Re), z € Re y a € R entonces se debe de cumplir g(a.z) = a.g(z) con 
la accién determinada por ¢: R- FR. 

Como zR’e & Re, si g € Endp(Re) tiene la siguiente forma matricial. 

40 0 0 -+ 0 
0Z0 0. 0 
00 wm 0 0 

9-10 0 0 py 
0. 0 

000 0 0 4 

Donde Z pertenece al espacio de matrices de tamajio Man que conmutan con V = 

ha Jin. 
De esta manera quedan determinados los generadores de eKe y ademas puede verse 

que es un morfismo admisible. Por ejemplo, si / = 3, 

0 0 Qa) 0 0 ag 

a3 0 by 0 bg bs 

gu} 9 9000 b& 
~ a4 b4 bs 0 bg by 

0 0 & 0 0 bg 

0 0000 0 

Con la finalidad de describir la nueva diferencial 5 : T.y,(W') + T.”.(W ) veremos 
que sucede con los generadores del R—bimédulo W, bajo la accidén de y y definiremos 

una matriz para los generadores de W.



ALGORITMOS DE REDUCCION 37 

1. Sia, = fp ®x 5 tal que i £1 # j, entonces a, = ®t ij E W y Ag, = (Gx). 

2. Sia, = fy @ i tal que 7 # 1, entonces Aju = fe @p ey € Wag EVD y 

Aa, = (Gju)jever): 

3. Si a, = fp @x f tal que 7 x T, entonces ay; = €; @, fe € Wo ae VD) y 

Aa, = (Guja)iev(ry- 

4. Sia, = f@q f tal que i= 1 =, entonces af; = €; Be € Wij evil) y 

Aa, = (af; )iger- 

Si v, es un generador de Wi, A,, se define de manera similar. 

Como en el caso de reduccién de un eje, tenemos que para toda flecha 3 : p— — — q, 

6 (Ag) = XqAg — (-1)") AgX, + Agia) es una diferencial, donde 

0 iAl 

X,= 

(Gsr)srevir) t= 1 

donde 

0 si no existe un camino en T,y:s 3 r 

Isr > 

Lsy Si existe y: 8 4 r (escribimos s < r) 

En nuestro ejemplo, 

0 0 21,3 0 0 71.6 

Za, O 223 0 fo5 Lo6 
0 0 0 0 0 x36 

X,= ’ 
1 41 42 X43 0 x45 Cag 

0 0 25,3 0 0 25,6 

0 0 0 0 0 0 

Supongamos que 8 : p — 1, p #1, entonces: 

(5(40)],, = [Xede — (1) 4X, + An], 
= [Xi Ap + Ayo)],, 

= Lier LirGrg + [4o],, 

Supongamos que f : 1 —> q, gq # 1, entonces:
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[5(As)| [XgAp — (-1)9" AgX, + Anco] 
= [-(-1))AgX, + Ano]. 
= —(-1)9) Y,. 5 Gistag + Asp| 

ij ij 

ag 

Finalmente, si 8 : 1 —> 1, entonces: 

[5'(4a)],, = [Xda — (1) Ap Xp + Any], 
= [X1Ap = (-1)9") AgX, + Axe], 

= Lier Fir Org — (-1)" Ls>j Mie%s,j + [Ano], 

Por lo tanto tenemos un nuevo bocs diferenciable B = (eR’e, W’, 6’). 

La nueva bigrdfica B’ asociada a B tiene vértices {1, 2,---,2,1,--- Lim} y una flecha 

de grado cero por cada generador de Wg, y una de grado uno por cada generador de 

W, 6 de eKe. 

Si B = (eR’e, W’, 6) es el nuevo bocs, que obtenemos de hacer unravelling de tamafio 

icon respecto a A, veremos a continuacién como es el funtor fiel y pleno F' : Rep(B) > 

Rep(A). . 
Sea M = (Mi =1,-+,4,1,-++,m; M(a,), ay € Wo) € Rep(B), con M; & e,M;, por 

lo tanto si F(M) = R'e @,p', M tenemos: 

f(Re@.2.M) = o(f)(Re®.x, M) 

= fRe ene M= iM 

= fMpsit#1 

fr(Re@ieeM) = o(f)(Re®.n. M) 

= (Dhar et fy)(Re ®er'e M) 

@_(e:M.,)t @ FiMp. 

de donde F(M) = (@!_,(e:M.,)' ® F;Mps My, si 7 # 1), junto con las transforma- 
ciones lineales siguientes: 

1. Sia, :i— j, con 4,7 #1, F(M)(a,) = M(a,).
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2. Sia, : 1 - 9,7 # 1, F(M)(a,) es la matriz de tamafio | x 1, F(M)(au) = 

3. Sia, : i 3 1,1 4 1,F(M)(a,) es la matriz de tamafio 1 x 1, F(M)(a,) = 
M(au,3); 

4, Para un lazo a, : 1 > 1,a 4 a, se define F(M)(a,) = M(a},), 

5. Finalmente, F M(x) : M; — M; es la suma directa de matrices 

Mc) =N(c)@JO--- OF 

en donde 

Mn, In, O +--+ 0 

0 AIn, In, +++ 90 

Ji=!] 0 0 : 

: 0 0 XIn, In, 

0 0 0 --- XIN, 

II.5 Regularizacion. 

A diferencia de los tres algoritmos descritos anteriormente, el algoritmo de regu- 

laracién no depende de tener un morfismo admisible entre dos algebras, ni de consi- 

derar una reduccidn de Morita. Sin embargo, nos da una equivalencia entre dos bocses 

diferenciables, con la misma R k—Algebra como base. 

Sea A = (R,W,6) un bocs diferenciable. Supongamos que 6(a@) = v, donde a 
e;Re; € Wo, v = e;Re; € W. Consideremos el ideal J = (a, v) y definamos Ww’ 

W, ® W, donde W, = Wo- < a> y Wi =Wi- <u >. Por lo tanto Tr(W’) 
Tr(W)/J. Observe que 6(J) C J, sin: TrR(W) + Tr(W)/J es el morfismo canénico, 
tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

We 

TW) ++ Tp(W) 
nt +7 

: 

TR(W)/J +4 Tr(W)/J 
sa f . : 

Afirmacién: 6 es una diferencial.



ALGORITMOS DE REDUCCION 40 

2. gr(v) = gr(nv) para todo v € Tp(W), por lo tanto si gr(v) = n tenemos que 
gr(6 (v)) =n 41. 

3. Veamos que 6’ satisface la regla de Leibnitz, 

5 (zy) = 8 (n(z)n(y)) = o'n(zy) 
76(zy) 
n(6(a)y + (-1)")x5(y)) 
5 (m(x))n(y) + (—1) 9°) n(a)5(y) 
5 (n(x) )n(y) + (—1) 7) n(x)5 (n(y)) 
5 (x)y + (1) 28 (y) 

I 

4. (3')?(v) = 5 (5 (n(v))) = 6 (n5(v)) = 956(v) = 

Por lo tanto B = (R, W’,6') es un bocs diferenciable. 

La siguiente proposicién es necesaria para demostrar que el funtor F : RepB —> 

RepA es denso. 

Proposicién 7. Sea M’ un R— médulo, M un A- médulo, f = (f°, f!) tal que 
fle Hompr(M',M) es un isomorfismo, f! € Homr_r(W,, Hom,(M’, M)) entonces 

se le puede dar una estructura de A— médulo a M’ tal que f € RepA. 

Demostracién. Sea m' € M’, definimos la accién de a € A,comoa.m’ = 

Supongamos que a es minima, entonces af°(m') = f°(am' yafl (6(a))(m') = f°(am’'). 
Por induccion se pude continuar, teniendo nuestra proposicién. 

Teorema 8. Existe una equivalencia F : RepB —> RepA. 

Demostracién. Sea M € RepB, F(M) = M; si f = (f°, f') € RepB, definimos 

(f) = (9, f'n). 
Observe que M € Rep A esta en la imagen de F si y sdlo si aM = 0. Veamos que 

F(f) es un morfismo en RepA. 
Sea a € Ta(W,) y m € M, la accién de a.m = n(a)m. Queremos demostrar que para 
toda a € Trh(Wo) yme M, 

af?(m) — f°(am) = n(a) f°(m) — f°(n(a)m) = f'n(5(a))(m). 

Pero 7) es suprayectiva, por lo tanto para toda a € Tr(W,), a = n(a) y por ser f un 
morfimo en RepB tenemos: 

(f°) (a f?(m ‘)).
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na) fo(m) ~ f°(n(a)m) = f'(8 (n(a))(m) = f'n(4(a))(m). 

Claramente F(Iy) = Ica. 

Sean f : M + N yg: N — L dos morfismos en RepB. Veremos que F(gf) = 

F(g)F(f). 

F(g)F(f) = (9° f°; (g')(f'n)) pero, 

(g'n)(F'm)(v) = 9 f'n(v) + g'nlv) f° +E g'n(vj) f'n?) 

donde 6 (v) = Xu! @ v?, por lo que 5'n(v) = Env!) @ n(v?) = 752). 

Por otro lado, gf = (9°f°, (9'f'))  g' fv) = 9 fi(v) + g(a) fo + Dg (vi) F (v7), 
por lo tanto, F(gf) = (g°f°, (g' f!)n) donde 

(g'f')n(v) = 9° f'n(v) + g nto) f? + ¥ g'n(u2) f!n(v?). 

a) El funtor F es fiel. 

Supongamos que F(f) = (f°, f'n) = (0,0), entonces f° = 0 y f'n = 0, es decir la 

siguiente composicion es cero: 

[Te(W)i], 2 [Ta(W’)], 4+ Homa(M, N) 

F'(n(v))(m) = 0 => f! = 0. 

b) El funtor F es pleno. 

Sea g = (9°, g') € RepB y considere el siguiente diagrama conmutativo: 

W, + Hom,(M,N) 
mm Zi 

wy; 
Por lo tanto g! = f'n, veamos que (9°, f') es un morfismo en RepA. 

(na)g°(m) + 9°(na.m) = g'(5 (a))(m) = f'n(5 (a))(m) = f'(5(na))(m). 

c) F es denso. 
Para M € RepA , considere el morfismo f = (Idy, f!) tal que f'(v) = —M(a) y 

cero en lo demas. @ 

Finalmente, si B es la bigrdfica asociada al bocs A, B' la bigrdafica asociada a B, es 

la subigrafica de B que se obtiene al quitar las flechas a y v.
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II.6 Anulacién de flechas. 

A continuacién definimos una composicién de algoritmos de reducciédn que usaremos 

frecuentemente y que vuelve a ser un algoritmo de reduccién, en el sentido de que 

tenemos un funtor fiel y pleno. 

La anulacién de flechas consiste en lo siguiente , sea @ una flecha de grado cero tal 

que 6(a) = 0. 

1. Si a: 4 —> i, aplicamos unravelling de tamajio 1 con respecto a x = 0 seguido 

de eliminacion del vértice correspondiente a 7, el resultado es que en el nuevo 

bocs, a = 0. 

2. Si a: %—> j, aplicamos reduccién de un eje seguido de eliminacidn del nuevo 

vértice que hemos llamado z,, nuevamente el resultado es que en el nuevo bocs 

a=0. 

II.7 Propiedades importantes de los algoritmos de reducci6n. 

Definiciédn 9. Un bocs A = (R,W,6) es minimal si Wo = 0, es decir, en su bigrdfica 
asociada B no hay flechas de grado cero. Diremos que el bocs es estrictamente 

minimal, si ademds, e;Re; = k para toda i. 

Definicién 10. Sea A = (R, B,5) un bocs diferenciable triangular y n = |V(B)|. 
Decimos que un vector | = (l,l9,-+-,l,) € N® es sincero sil; # 0 para todai = 
1,--+,n. 

Sea M = {M,}i_, € RepA, l; = dim, Mj, se definen dimM =1 y Ko(A) = N”. 

Definicién 11. Sil = (4), l2,---,ln) © Ko(A), la norma de 1, 

ll = Dierresen Ff + Dawsjew, lily. 

Lema 12. Sil € Ko{A) es sincero y |lI|| = 0, entonces A es estrictamente minimal. 

Demostracion. Si ||l|| = Cassien F + Xis; til; = 0, como t; ¥ 0 para toda i, se tiene 
que e;Re; = k para toda i y ademas no hay flechas de grado cero. & 

Definicién 13. Sea F : Rep(B) + Rep(A) un algoritmo de reduccién. Denotaremos 
como tp : K9(B) > Ko(A) a Ja funcién lineal tal que dimF'(M) = tp(dimM). 

1. Si F es eliminacidn de idempotentes en el vértice k, tal que dim M,, = 0 entonces, 

tp : N®~1 — N™ esté dada por:



ALGORITMOS DE REDUCCION 43 

tr (Lay bog tna) = (lay ay be, 0, bey + na); 

2. Si F es regularizacién entonces tr = Inn; 

3. Si F es reduccién de una flecha a : i + j, z el nuevo vértice en B’ entonces 

te : N®*! + N® esté dada por: 

te(Yist tts Yas Y2) = (81,664 En); 

tal que yn = 2, Sik A i,j , Ti= Yit Yor Ty = Yj + Yes 

1. Si F es unravelling de tamaiio r con respecto a X en el vértice 1, 21, Z2,°**, 2p 

los nuevos vértices en B’ entonces tp : N"+" ~» N” esté dada por: 

te (Uist s Yas Yer Yer) = (Lis En); 

tal que yp = ty sik A i,25 = Yi t Yo + 2 Hoo +7Ye,- 

Lema 14. Sea F : Rep(B) — Rep(A) un algoritmo de reduccién, F(N) = M y 
i =dimM entonces: 

1. |ltr@II < [lel 

2. Six € Ko(A) existen a lo mds un ntimero finito de y € Ko(B) tal que tr(y) = 2. 

Demostracion. 

1. En las paginas 25, 28,49 y 50 [Boza] prueba este resultado, pero ademas de- 
muestra que en el caso de que M sea sincero, la desigualdad es estricta para el 

caso en que F sea regularizacion o reduccién de un eje. Si F es eliminacién de 

idempotentes, tenemos una igualdad, y finalmente, si F es el unravelling con 

respecto a A, y 4 es valor propio de M(a), tenemos también una desigualdad 

estricta. 

2. Es claro que si F' es eliminacién de idempotentes o regularizacién, existe un sdlo 

y tal que tp(y) = x. 

3. Sea F reduccién de una flecha, dimM = (21,---, Zn) y dimN = (y1,-++, Yr ¥z) 

entonces 2, = y, para toda s ¥ i,j, % = y+ Yet} = Yi + Ye,pero YH E 

{0,---,:}, yy € {0,---,2;} y yz € {0,1,---, max {x;,2;}}, lo cual nos da sélo 
un numero finito de posibilidades.
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4. Si F es unravelling de tamafio r,dimMf = (21,---,2n) y dimN = (y1,---,y:,) 

entonces y = 2, Sik F# 1,0; = Yet Ya + Woo t-+- + 7Yz,, Pero yz, E 

{0,---,2:},1<k <r, y € {0,---,2;}, por lo que nuevamente tenemos sdlo 

un numero finito de posibilidades. 

Sea A = (R, B,65) un bocs diferenciable triangular y n = |V(B)|. Denotemos por 
mi; el numero de flechas de grado cero, con cualquier orientacién, para cada par de 

vértices 7,7 y con nj; el numero de flechas de grado uno. 

Definicién 15. Sea dimM = I. La forma cuadratica del bocs diferenciable A = 

(R, B, 6), es la funcién g4: Z" > Z tal que: 

ga(liy+++ stn) = DR — CP jen miglily + CB por maglaly. 

Lema 16. Si F : Rep(B) — Rep(A) es un algoritmo de reduccién, M € Rep(A) y 
N € Rep(B) tal que F(N) = M entonces 

qe(dimN) 2 qa(dimM). 

Demostracién. |Boza] pagina 56. 

Definicién 17. Sea A = (R,B,6) un bocs diferenciable triangular, M una repre- 

sentacién inescindible de A, definimos: 

A(M) = dim, End,(M)- q(dimM). 

Proposicién 18. (|Boza], pag. 66). A(M) > 0. 

Lema 19. ((Boza] , pag. 66). Si F : Rep(B) — Rep(A) es un algoritmo de reduccién, 
F(N) & M entonces 

1. A(N) < A(M); 

2. A(M) — AW) = ga{dimN) — qa(dimas). 

Explicitamente, para F(N) = M, donde F es un algoritmo de reduccién se tiene: 

1. Si F es regularizacién o climinacion de idempotentes, gg(dimN) — q4(dimM) = 

0. 

2. Si F es reduccién de una flecha a: i > j, gg(dimN) — g4(dimM) = a;2;. 

3. Si F es unravelling de tamaiio s, gn(dimN)—qa(dimM) = Df 1274-2 Dy jar ics 1242;
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Lema 20. Sea F : Rep(B) — Rep(A) reduccidén de una flecha, M,,Mz € Rep(A) 

tales que M, = F(N,), M, = F(N2), dimM, = dimM,, A(M,) — A(N,) = A(M2) - 
A(N2) entonces dimN, = dimN2. 

Demostracién. [Boza] pagina 68. 

Lema 21. Sea F : Rep(B) — Rep(A) un algoritmo de reduccién, My, Mz € Rep(A) 

tales que M, = F(M,), M2 = F(N2), dimM, = dimM2, A(M,) = A(N1) y A(Me) = 
A(Ne) entonces dimN, = dimNo. 

Demostracion. 

1. Sea F regularizacién. Si 44, = F(N,) > dimM, =dimN, =dimN, =dimM. 

2. Si F es eliminacién de idempotentes el resultado se sigue trivialmente. 

3. Sea F reduccién de un eje, si dimM, = (x, + 2,,%2 + 2z,23,°-+,2,) =dimM2, 

dimN, = (21, 22,-++,t-, 22) y dimNo = (y1, yo,---, Yrs Yz) por hipdtesis A(M,)— 
A(M) = gp (dim™,) — ga(dimM,) = 0, A(Mz) - A(N2) = gg (dimN2) ~ 
qp(dimM2) = 0 por lo que tenemos, z)r2 = yiyo = 0,2) + 22 = Yi + Yay 

tq+ Lz = yot yz 

Queremos demostrar que £1 = 91,22 = Y2,2z = yz. Supongamos que 1 = 0 y 

yw FO> yw =0> t+8, = y% = f2- Yi > Lo = —Y, pero 2 y Y son 
numeros positivos, por lo tanto, x2 = y, = 0, lo cual es una contradiccién. Los 

demas casos se resuelven de manera similar. 

4, Sea F unravelling. Como A(M,) = A(N,) se tiene que Diz? + 200 22; = 

0= Yi i(z,)? + 2¥ 242) >34= z = 0 para toda i. Por lo tanto, si dimN; = 

(Zo, £2,°++, Zr), dimN2 = (29) 22;°* +s Sr) y como dimM, =dimM,, z = 2 de 

donde dimN, =dimNo. a
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CAPITULO III 

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar los bocses mansos y salvajes. De- 

mostraremos que todo bocs critico es salvaje, y que si un bocs A no es es salvaje, 

entonces para toda dimensién d, se le puede asociar al par (A, d) un drbol orientado 

finito con un solo pozo al que hemos denominado su arbol algoritimo. Finalmente, de- 

mostramos que un bocs A es manso si y sdlo para toda dimensidn d se tiene un arbol 

algoritimico. Para tener completa la demostracién de teorema de Drozd, nos faltaria 

ver que un bocs no puede ser simultaneamente manso y salvaje, pero omitimos esta 

parte e indicamos tnicamente algunas referencias donde puede consultarse. 

III.1 Bocses salvajes. 

Sea © la categora de k (xz, y) —médulos izquierdos de dimensién finita. 

Definicién 1. Una k—dlgebra finitamente generada A es salvaje si existe un A — 

k (x, y) —bimédulo M finitamente generado libre como k (x, y) —médulo, tal que el 
funtor F(X) = M @x(2y) X : & —> RepA preserva inescindibles y clases de isomorfia. 

Generalizamos esta definicién para bocses de la siguiente forma: 

Definicién 2. Decimos que el bocs A = (R,W,5) , donde A = Tp(Wo), es de tipo de 
representaci6n salvaje, si existe un A — k (x,y) ~bimédulo M, finitamente generado
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libre como k (z, y) ~médulo, tal que el funtor F(X) = M @x2y) X : & + RepA 
preserva inescindibles y clases de isomorfia. 

Proposicién 3. Sea.A = (R,W,6), A = Tp(Wo). Supongamos que existe W, sumando 
directo como R—bimddulo de Wo, tal que 

1. 6(W,) = 0; 

2. B=Tpr(W,) es de tipo de representacién salvaje. 

Eutonces el bocs A es de tipo de representacién salvaje. 

Demostracién. Sea Wy = Wy © W,. Entonces existe un epimorfismo y : A > B, 
por lo tanto tenemos un funtor fiel y pleno G : RepB — RepA tal que G(M) = M 

considerado como A-mddulo por medio de y y M’ € RepA es imagen bajo G de 

M € RepB si y sélo si Wy M ‘ = 0. Considere la siguiente composicién de funtores: 

RepB & RepA 44 RepA 

tal que para M € RepB, HG(M) = M' =G(M) y si f : M > N es un morfismo en 
RepB, entonces HG(f) = (f’,0) = (G(f), 0). 

Observemos que si M,N € RepB y f' = (f°, f') : G(M) > G(N) entonces f = 
(f°, 0) + (0, f), ya que los generadores de A son de la formaa € R,w €W,6w" € 
W, , en cualquier caso, para toda a € A y m € G(M), se tiene que f°(am) = af°(m) 

y f'(6(a))(m) = 0. 

Supongamos que M € RepB es inescindible, queremos demostrar que Endpeps(G(M)) 
es local, es decir, que todo f = (f°, f!) : G(M) -> G(M) es isomorfismo o nilpotente. 

Recordando que A = (R, W, 6) es triangular y usando induccidn, se puede probar que 

(0, f') es nilpotente. 

El morfismo f° visto en Endg(M),es nilpotente o es un isomorfismo por ser M 

inescindible en B, en cualquiera de los dos casos tenemos que f = (f°, 0) + (0, f'), o 
bien es suma de nilpotentes, y por lo tanto es nilpotente, o usamos el hecho de que f 

es isomorfismo si y sdlo si f° es isomorfismo. 

Claramente HG refleja isomorfismos. 

Como B es salvaje, existe un B — k (x, y)-bimédulo y F : © — RepB dado por 

FX = M @gzyy X. Si consideramos la composicién 

24 RepB & RepA 4 RepA
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HGF(X) = HG(M @k2y) X) =a M iz) X. aM como k (x,y) —médulo es igual a 
aM como k (zx, y) —mddulo, por lo tanto es libre finitamente generado. 

Proposicién 4. Sean A = (R, W,6), B = (R’,W’, 6) dos bocses, F : RepA > RepB 
un funtor fiel y pleno, entonces 

1. F preserva inescindibles; 

2. f € A(M,N) es un isomorfismo si y sdlo si F(f) € B(F(M), F(N)) es un 
isomorfismo. 

Demostracién. 

1. Sea M € RepA inescindible, entonces End,4(M) es local y como End,(M) = 
Endg(F(M)), se tiene que F(M) es inescindible. 

2. Supongamos que f € A(M, N) es un isomorfismo, entonces existe g € A(N, M]) 

tal que gf = Im y fg = In, entonces F(gf) = F(g)F(f) = Fm) = Inca y 
F(fg) = F(f)F(g) = F(In) = Irn), por lo tanto F(f) es un isomorfismo. 

3. Supongamos que F(f) es un isomorfismo, entonces existe g’ € B(F(N), F(M)) 
tal que g F(f) = Ipan y F(f)g = Ir), por ser F pleno, existe g : N — M, tal 

que F(g) = g,, por lo tanto, F(gf) = F(g)F(f) = 9 F(F) = Tran = FUm) y 
F(gf) = F(f)F(g) = F(f)¢ = Irwy = F(Un). Por lo tanto, f es isomorfismo. 
a 

La proposicién anterior nos demuestra que si F : RepA > RepB es un algoritmo de 

reduccién, entonces F’ preserva inescindibles y refleja isomorfismos. 

Proposicién 5. Si F : RepA — RepB es un algoritmo de reduccién y A es salvaje, 

entonces B es salvaje. 

Demostracién. Si A es salvaje, existe G : £ + RepA dado por G(X) = M @izy) X 

en donde M es un A — k (z, y)-bimédulo, & (x, y) libre finitamente generado. Ahora, 

si F es un algoritmo de reduccidén, excepto regularizacién F(L) = Be @eze L, por lo 

tanto FG(X) = (Be @ene M) @xia.y) X, pero Be @ene M = WeBe @epe M = UM, por 

lo que (Be @ene M) es k (x,y) libre finitamente generado. Si F es regularizacién el 
resultado es inmediato. Por la proposicién anterior tenemos nuestra proposicién. 

Definicién 6. Un bocs diferenciable A = (R,W,6), con B su bigrafica asociada, se 
dice critico si:
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1. B consiste de un solo vértice z tal que e,Re, = k(x] f(z) ¥ tiene un lazo de 

grado cero a, y un lazo de grado uno V, tal que 6(a) = r(x, y)V con r(z,y) no 

invertible en k [x,y] ¢¢4) syy3 © 

2. B tiene dos vértices z,, z2 tales que e,, Re,, =k (2) (23s €,,Re,, =k Ys) y tiene 

una flecha de grado cero a : 2; — 2, y una flecha de grado uno V : 2, > 22 , 

tal que 6(@) = r(x,y)V con r(z,y) no invertible en k [x,y] p72) (yi © 

3. B tiene dos vértices 2,22 tales que e,,Re,, ~ k [2] s¢4) 0 €,, Rez, & Ely lp) 
Q: : Z; > 2 de grado cero tal que 6(a) = 0. 

Lema 7. Sea r(z,y) un elemento distinto de cero, no invertible en k(x, VM res) ; 
primo relativo con f(x) f(y). Supongamos que para todo \ € k con f(A) # 0, existe a 
Jo mds un niimero finito de x € k tal que r(A, 4) = 0 y para todo p € k con f(t) #0, 
existe a lo mds un ntimero finito de A € k tal que r(A,u) = 0. Entonces existen 
elementos A,,---,A, en k tal que: 

L. r(Ai, A2) = r(A2, Az) SS r(As-1, As) = 0; ¥ 

2. f(A) #0 parai=1,---,8. 

Demostracién. Sea r(x, y) = Cpeiinr Cut'y’, cgi € k. Entonces: 

r(zjy) = y™Sm(2) + y™ | fmn—i(2) + +++ + fo(z) 
= 2%g,(y) +2" gn-ily) +--+ + go(y) 

donde f;(2) = D2, ¢2', gu(y) = DR cuy’ 

Supongamos que f,(z) = 0 para 0 < u < m, entonces r(x, y) = fo(x), sea A € fk, 
tal que fo{A) = 0 y f(A) # 0, entonces r(A, y) = 0, para toda y, lo cual contradice 
nuestra hipdtesis. 

Similarmente se puede probar que existe v, g,(z) #0, para0<u<n. 

Fijemos u, 1 <u <mcon f,(z) #0 y v, 1<u<ncon g,(y) £0. 

Sea Z = {AEK| ful(A) = 06 g,(A) = 06 f(A) =0 } entonces si p ¢ Z, g.(u) 4 0, 
r(x, 4) no es una constante y existe A € & con r(A, 4) = 0. 

Sea Y la grafica con vértices los elementos de &. Ponemos una flecha 4 —> AX si 

r(A, #) = 0. Por hipotesis, cada punto z € Z tiene a lo mas un numero finito de 

flechas saliendo o entrando en z. Si A,» € YT, ponemos d(A, 4) = 00 si no existe un 

camino orientado de x a y. En otro caso ponemos:



BOCSES MANSOS Y SALVAJES 50 

d(A, 4) = min {longitud(y) | 7: + des un camino orientado}. 

Consideremos V,(Z) = {\ € Y | d(A, ») < s para algun ps € Z)}. 

Sea Ai ¢ V,(Z), lo cual implica que 4, ¢ Z, por lo tanto existe A2 tal que tenemos 
una flecha 4, > Ao. A2 ¢ Z porque si no 4; € V,(Z), nuevamente existe una flecha 

Ao — Ag, otra vez Az ¢ Z, entonces existe una flecha Az — A4 donde Ay ¢ Z. Si 

continuamos con este procedimiento, llegaremos hasta encontrar una flecha ,_1 > A, 

tal que 4, ¢ Z. De donde se sigue nuestro resultado. @ 

Teorema 8. Todo bocs diferenciable critico, A = (R,W,6) es de tipo de repre- 

sentacion salvaje . 

Demostracién. a) Consideremos el primer caso donde B consiste de un solo vértice z 
tal que e,Re, = k[z],(,) y tiene un lazo de grado cero a, y un lazo de grado uno V, 
tal que (a) = r(z,y)V con r(z, y) no invertible en k [2,9] p.2) pc) - 

a .1) Supongamos que existe algin yz con f(z) 4 0 y una infinidad de \; tal que 
r(A;, 4) = 0. Podemos asumir que tenemos ;, 1 <i < 5 con f(\i) 40,A:Auy 
r(Aj, #t) = 0. Considere el unravelling de tamafio uno con respecto a A;, i = 1,---, 5. 

A continuacién considere el unravelling de tamaio uno con respecto a yz. Llamemos 

B = (R',W’,6) al nuevo bocs diferenciable. Sea Wo el R—bimédulo generado por 

a; : p> A4,7=1,---,5. Entonces para B = Te (Wo) tenemos el siguiente subcarcaj 

salvaje, 

AL 

z 

44
2 

21
8 

2 

x 

con 6 (a;) = r(Ai, #) Vi = O para toda i = 1,---,5. Por las proposiciones 3 y 4 se sigue 

nuestro resultado. 

a.2) Supongamos que para algiin \ con f(\) # 0 existe un numero infinito de 4 con 

r(A, 4) = 0. Procedemos similarmente que en el caso anterior. 

a.3) Supongamos que existen cuatro elementos 41, A2, A3, A4 de k tal que 

(Ag, Ar) = 7(Ag, Aa) = 1(Ag, As) = Oy FOF OA2) FAs) f(a) # 0.
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a.3.1) Supongamos que todas las A; son diferentes y consideremos el unravelling 

(R',W’',65') de tamafo 3 con respecto a las diferentes A,. 

Si ast: i) -- rao 8 donde o(/) = érbita de /; tenemos: 

6 (ai: 4) = Dames Us rid i avi — Veen 4 abl J ats J+ Due Cuda (1, 2, 3)"Vi gta, (1, 2, 3)” 

por lo tanto, si i = j + 1 obtenemos: 

5(a32 4°33) oO 7 

Ace ae2) = “Aras 
5(a,22(3), J = — 4," 25), ohh — Oy? 2¢g),3T 3 

d(ay7 -1(2),3) = teh 16/40 ae ; 

5(az? 1a)a) = 7800, on} te 2 1(9),3 + Bo" =1(3), o-20%e 2 305),3 + Or(Ai, A; )Vj20¢9,3 

5(az 2(3), o-1¢3)) = ay o7(3),; oe 0713) ay2203), 323 o71(3) y+ Oar (Au, Ay Vio (3),3 

Donde @,r(A;,;) denota la derivada parcial con respecto a la primera variable si 

s == 1 y con respecto a la segunda si s = 2. 

Aplicando anulacién de flechas sucesivamente en a! i aay, 34 #8 03); aya io soy, 3 se tiene, 

§(a77 1(3)3) = Ayr (Vi, Aj Vie Sag), 3 5 (a5. 2(3),¢-1(3)) = Bor (Ag, Ay 3) Vi 2009), 3 

Definamos, 

a (3,3 si Or (Ai, A; V2), = 0 

i _ _, 
Poms =) aur(ds, Aj) 05"2(3)0-1(3) , 

—Oor(Ai, Aj) Qq-1(3),3 si Or (Ai, Aj) Vo 72(3),3 # 0 

Entonces 5(B° 19)3) = Oy day? 2-2(3),1) = 0. 

SiB=(R,W', é ) es el nuevo bocs diferenciable y Wj el R’ —bimddulo generado por 
los elementos gis -1(3),a Y ay 3 2(3), , para j =itl,en B= Tr(Wy) tenemos el siguiente 

subcarcaj salvaje: 

zh 2M 28 

ae > xR > zs > zy
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Por las proposiciones 3 y 4 tenemos que A es salvaje. 

a.3.2) Si A, = Ag, tomando » = (A,A3), en B tenemos el siguiente subcarcaj salvaje: 

zp 

la 

2 4, 238 

2.3.3) Si Ay # Ag, pero Ay = A3, tomamos A = (A,Aq), en B tenemos el siguiente 

subcarcaj salvaje: 

ao z 1 e 23? 

zm > 

a.3.4) Si Ay # Ao, Az # Az, Ar # Az, Ay = Aq, tenemos el siguiente subcarcaj salvaje en 

B: 

ze 

Lo \ 
zn? - - 3 28 

t t 
ae 2a? 

b) Consideremos el caso en que B tiene dos vertices 21, z2 tales que e,, Re,, & k [z] 2)? 

€,, Re, =k lew y tiene una flecha de grado cero a: z; > z, y una flecha de grado 

uno V : 2, — 22, tal que 5(a) = r(z,y)V con r(z,y) no invertible en k [2,9] pr2) pc) - 
La demostracién de este caso, se hard en tres pasos: 

1. Hagase el unravelling de tamafio 9 con respecto a A = 0 en el vértice 2. 

2. Hagase el unravelling de tamafio g con respecto a A = 0 en el vértice 29. 

3. Hagase anulacién de fechas. 

1) Sean x1,---,29 los nuevos vértices obtenidos de hacer el unravelling de tamafio 9 

y considere [’ el correspondiente carcaj de traslacidn, para cada vértice r de T’ sea 

Or ? Lo(r) — — Ys Ur: Lor) — — 4 Y, y para cada [y], y:1- — 77 ET, sea 

Why] + Loa) — — > Lolz) 

2) Considere el unravelling de tamaiio g en zp, sean yi,--+, Yg los nuevos vértices y T 

el correspondiente carcaj de traslacién, para cada vértice s de T sea af : rap) — — 4 

Yo(a)s Ve ? Lolr) ~ — —> Yots), PX: Ye - — 4 W, parat € {1,---,g}, w=1,---,é-1. 
Entonces la nueva diferencial esté dada por:
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5 (08) = DEP past! — Dy, satu ly] + DE a VSti, 
3) Si B’ es la bigrafica asociada al nuevo bocs diferenciable, observemos que contiene 

a la siguiente subgrafica: 

re \, af 

Tze Sar) 

oF 25 5) 
L5e ~ eYg 

a7 7 8 _3(7) 

Lge 7 08 409) 

Sea r € {1,771(3), 7-2(5), 7-3(7), 7-4(9)} y ¢ = q. Si hacemos anulacién de flechas 
para toda aj a gue sé€7T,s<qyte€T tal que existe y: r > ¢, tenemos que 
6 (af) = Yo Vio. De donde se tiene: 

é(af) = 0 

F (alg) = CorVs! 
5 (a_x5)) = Cor Ves) + Oo2V3 

6 (a9 _s(7)) = Cor Vian + Co2VA (7) + Co3V7 

§ (a4_4@)) = CorVe a9) + Co2V 2-2) + Co3Vei(9) + CoaVy 

Nuestro siguiente paso es encontrar una q de tal manera que podamos asegurar que 

las diferenciales anteriores son siempre cero y entonces podremos aplicar nuevamente 

las proposiciones 3 y 4. 

En general, sea p el tamaiio del unravelling en el vértice 2; : 4 el tamafio dei unrav- 

elling en el vértice zp. Denotemos 4(a4_,.,)) = 4(7"(r))? = Cfco CogV i: 

Lema 9. Sea m € N tal que Cip = Co; = 0 pare <m-1, Cn,o # 0 entonces 
existe q funcién de m y n tal que VS = VE HS Vitae) = 0. 

Demostracion. Consideraremos dos casos, m = 1 y m > 1. 

a) Seam = 1, g > n+ 2. La demostracion se hara por induccion sobre n. 

a.1) Supongamos que n = 0 y g > 2, queremos demostrar que Vf = 0. 

5 (r)! = Yhg Cio VI = CoV! = 0 

como C19 # 0, tenemos que V,! = 0. 

a.2) Supongamos que la afirmacidn vale para n — 1, es decir, para g > n+ 1 se tiene,
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ya = Voie) =e Ve a-n(p) =0 r 

a.3) Por demostrar que vale para n, es decir, si g > n+ 2 entonces V2? = --- = 

vi =0. 
} Tr 

A(7-"(r))e) = Dia CigV-ngy 
1 

= CoV ene + Liar Cog V-agey + Dj a1 Cra Vay) 
= CioVing, 

0,1,-+-,—(n — 1), por lo tanto 

= CioVine, = 0. Como Cio # 
Observe queg >nt+2>q-l>n+lyj-n 

por hipotesis de induccién tenemos 6(7~"(r))#~' 
0, Vong = 0. 

b) Sea m > 1,q > (n+ 1)m — (n — 1). Nuevamente la demostracion se hara por 
induccion sobre n. 

b.1) Supongamos que n = 0 y g > m+ 1, queremos demostrar que V? = 0. 

b(r)-™ = my Cio V-™* 

= CyVIm te + Omi VI! + Cro V2 

= CnoVi 
= 0 

Como Co # 0, se tiene que V7 = 0. 

6.2) Supongamos que la afirmacién vale para n — 1, es decir si g > nm — (n — 2) 

entonces 

ves = Vea) =-.- oc V!? 
t—™-W(r) =0 

b.3) Por demostrar que vale para n, e.d., sig > nm+m—n-+1 entonces VJ =--- = 

Vit-n(gy = 0. 

6(7-" (r))o-™ = Di=O-m ig Vo—mcny 

= CmoVeng) + Dyet C1iV one bee vje1 Cm Vp-p) ri 

= 0 

Pero observemos que gq—m+i > nm—n+2 porquei > 1 y ademas 0 < j—n < —(n—-1). 

Por lo tanto aplicando nuestra hipotesis de induccidn tenemos que CrroVe n(n) =O0y 

como Co # 0, se tiene que Vint) =0. 

a 

En particular, si p = 9, n < 4, la g suficientemente grande para concluir la de- 

mostracién de nuestra proposcion es:
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Sim=1,2,4 — es suficientes g > 5 

Sim=3 es suficientes q > 6 

Sim>5 es suficientes g > 1 

c) Supongamos que B tiene dos vértices z;, zo tales que e,, Rez, = k [z] fie e,,Re,, = 

k lylpgyy & 21 + 22 de grado cero tal que 5(a) = 0. 

Sea z el vértice de B tal que e,Re, = k [z] fla)? aplicando unravelling de tamaiio cinco 

se tiene el resultado deseado. 

III.2 Bocses mansos. 

El siguiente lema es fundamental en la demostracién del teorema principal de esta 

seccién. 

Lema 10. Sea A = (R,D,6) un bocs diferenciable no salvaje. Sea a: i —> j su 
flecha minimal. Supongamos que 6(a) = 4, 7:(z,y)Vi . Entonces podemos aplicar un 
unravelling de tal manera que en el nuevo bocs 6(a) = W. 

Demostracién. Sea s(x, y) = m.c.d. {ri(x, y)} , entonces r;(z, y) = r?(z, y)s(z, y), por 
lo tanto existen polinomios A(x) y q(z,y) tales que h(x) = Oy gi(a, y)r? (x,y) y una 

matriz M con determinanate h(x)", tal que su primer columna esté formada por 

los elementos r?(x, y). Sean A,,---, As todas las raices del polinomio h(x) y hagamos 

unravelling de tamatio r con respecto a cada una de las diferentes ’s. h(x) = (a — 
Ai) por lo que h{z) es invertible en k(t) n(aye—ay)-(a—rs) ° Por lo tanto podemos 

yy 
hacer un cambio de base (Y,---,V)M = : tal que 6(a) = s(z,y)V,, pero 

“i 
nuevamente s(z,y) es invertible, por lo tanto podemos hacer un nuevo cambio de 

base de tal manera que d(a@) = W. 
En el caso en que 6(a) = Y:, hy{x)Vj, se puede proceder de manera similar. @ 

Definicién 11. Sea G un 4rbol orientado finito con un solo pozo. Un G— algoritmo 
de reduccidn consiste de un par de funciones (f, 9): 

1. f : V(G) > {(RepA,U) | A = (R,W,6),U C Ko(A) finito y no vacio} , 

2. g: A(G) > {F | F es un algoritmo de reduccidn} 

que satisfacen las siguientes propiedades: 

1. Si F = g(a): RepA; 3 RepA, entonces tr(U;) © Uj y Usejt+tr (Uk) = Uj,
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2. Si M € RepA; y dimM € U; entonces existe a : i ~ j,N € RepA; con 

dim N € U;, tal que F(N) = M para F = g(a), 

3. i € V(G) es fuente si y sdlo si A; es minimal. 

Definicién 12. Decimos que G es el drbol algoritmico del par (RepA, U), si existe 

un G—algoritmo de reduccién tal que f (fuente de G) = (RepA,U). 

Teorema 13. Si el bocs diferenciable A no es salvaje, entonces para toda dimensidn 

d € Ko(A), existe un arbol algoritimico G del par (RepA, d). 

Demostracién. Haremos induccion sobre Ja norma de d. 

1) Supongamos que ||d|| = 0. 

1. Si d es sincero entonces A es minimal por el lema 11, seccién [J.7. 

2. Supongamos que d no es sincero. Entonces aplicamos eliminacién de idempo- 

tentes en cada uno de los vértices i tales que (d); = 0. Si (B,d’) es el nuevo 
bocs diferenciable tal que tr(d jJ=ady d sincero, por el lema 11, seccién IJ.7, 

tenemos que B es un bocs minimal. 

II) Supongamos que el teorema se cumple para toda d tal que ||dj| <n. 
ITI) Sea ||d|| = n y podemos suponer sin pérdida de generalidad que d es sincero. 
Recordemos que A es triangular, sea @ su flecha minimal. 

1. 5(a) =0 

(a) i=j 
i. e;Re, = k, lo cual no puede ser porque ya hemos saturado. 

ii. e;Re; = k[z],,), entonces 6(a) = Dri(z,y)Vi = 0, pero el 0 es no 
invertible en f(z), por lo tanto seria critico y salvaje, lo cual no es 

posible. 

(b) 145 
i. e;Re, = k, e;Re; = k, entonces aplicamos reduccién de una flecha. 

ii. e;Re; & ky e;Re; = k [x] 4.) 0 eRe; = k [x] yp.) y e7 Rey = k, pero en 
ambos casos nuevamente aparecen bocses criticos y salvajes, lo cual 

tampoco se puede 

iii. eRe; = k [2] (4) y ej Re; = kz] ,/.), entonces 6(a) = D riz, y)Vi = 0, 
pero el 0 es no invertible en k(z, y) s(2)s(y), por lo tanto seria critico y 

salvaje, lo cual no es posible.
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2. 6(a) £0 

(a) t= j 

i. e;Re; = k, entonces (a) = ¥ c;V; por lo que podemos hacer un cambio 

de base de tal manera que é(a) = V’ y aplicar regularizacion. 

li. eRe; = k[z],,,), entonces 6(a@) = Dri(x, y)Vj. Por el lema 1 tenemos 
que es posible hacer un cambio de base de tal manera que d(a@) = W 

y por lo tanto podemos aplicar regularizaci6n. 

(b) 45. 
i. e,Re; = k, e;Re; = k, entonces 6(a) = Y¢V;, lo que nos permite 

hacer un cambio de base y aplicar regularizacién. 

ii. e;Re; = ky e;Re; =k [x], 2) 0 eRe; =k [2] p¢2) y e;Re; = k, en ambos 
casos 6(a) = > h,(x)V; ,aplicando el lema 1, llegamos a que podemos 
hacer regularizacién. 

iii. e;Re, =k [2] 52) y ej;Re; =k [2] (2) , entonces 6(a) = Dri(x,y)V; y se 
puede hacer regularizacién. @ 

Sea S una familia de representaciones inescindibles no isomorfas dos a dos del bocs 

A = (R, W,5), tal que dimM = d para todo M € S. 

Definicién 14. Una parametrizacion estricta de S consiste de un A — K [z],4) 
bimédulo M, libre finitamente generado como K [z] ,,,) —médulo tal que: 

1. para toda \ € k, f (A) £0,M @xia,,,,9, € S donde S, = K [x] \ (x — ); 

2. para todo ME S,M=M @k al y¢e)9r para algun A € k, f (A) #0; 

3. si A # pw entonces M @x;. Sx M ®x; Su. 2] (2) 2] s¢2) 

Diremos que la familia S esta estrictamente parametrizada por M . 

Definicién 15. Sea T una familia de representaciones inescindibles. Decimos que 

la familia T es parametrizable si para cada dimensién d , existe un ntimero finito 

de representaciones inescendibles X,---,Xm € Tg tal que Tg /{X1,°+°+,Xm} = 
S,U-++US; con S; familias estrictamente parametrizadas. 

Definimos pr(d) = L. 

Definiciédn 16. La familia T se Nama doméstica si existe una constante c > 0 tal 

que jir(d) < ¢ para toda d.
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Definicién 17. T se llama de crecimiento polinomial si existe un polinomio p tal 

que jir(d) < p(|fal)). 

Definicién 18. [ es un dlgebra racional si P = k [z] ;,,) . 

Definicién 19. Un bocs A es manso si para cada dimensi6n d existen un numero 

finito de k-dlgebras racionales T,,---,T, y A—T; bimédulos B,, Bo,---,B, con B; 

libre finitamente generados como T;-médulo, tal que para toda representacién ine- 

scindible M de dimensién d, existen i € {1,2,---,r} y una dr € {AE Kk | f(A) £0} 
tales que M & B; ®r, Sy. 

Proposicién 20. Sea A un bocs minimal, entonces A es de tipo de representacién 

finita o es manso. 

Demostracién. 

1. Supongamos que B es estrictamente minimal, entonces Wo = 0, R= kKx---xk 

y A = Tr(Wo) = R. Entonces el niimero de representaciones inescindibles de 

A es igual al ntimero de factores de R, por lo tanto el bocs es de tipo de 

representacién finita. 

2. Si B no es estrictamente minimal, las representaciones inescindibles para cada 

factor k [2] f(z) # 0 estan dadas por bloques de Jordan. Para la representacién 

M = J(n) seaT = k[2] 4.) y B =k [2] ,,) ®--- @ K [2] -/,), la accién de z por la 
Se ee 

n—veces 

izquiera esté dada por J,(n) y B Gale] jy SA = J,(n). Por lo tanto A es manso. 
a 

Proposicién 21. Sea F : RepB -» RepA un algoritmo de reduccién y {Mj} ic; 
una familia de representaciones de B estrictamente parametrizada por M un eBe — 

k [| ,(,)-bimédulo libre finitamente generado como k |=] ,;,)-médulo entonces la familia 
{F (Macc , es una familia estrictamente parametrizada de representaciones de A. 

Demostracién. Para toda? € I, Mj = M @xfa1,,,, Sy, AE {A EK] f(A) 40}. 

1. Supongamos que F no es regularizacién entonces 

F(M;) = Be @ene Mi = F(M @xj21,,,) Sa) © (Be @ewe M) @rja} jp) Sa 

pero Be = Ilr,;eBe = LeBe, por lo tanto Be @epe M & HWeBe @.p. M = UM, 

y como suma de libres finitamente generados es libre finitamente generado, 

tenemos que la familia {F(M;)},-; también esta estrictamente parametrizada 
porel A—k [2] p¢2y bimddulo Be @epe M.
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2. Supongamos que F es regularizacién entonces F(M;) = Mj, por lo tanto F(M@xy2] ie) 
S\)=M tle] pc2y S,. @ 

Proposicién 22. El bocs A es manso si y sélo si, para toda dimension d tiene 

asociado un G-algoritmo de reducci6n. 

Demostracion. <= Consideremos B,,---, B; el conjunto de bocses minimales asociados 

al Arbol algoritmico del par (A,d), F, : RepB, 3 RepA, para cada familia {M;} 
ier € RepB, estrictamente parametrizada, por la proposicién anterior tenemos que 

la familia {F,(M;j)},<; € RepA esta estrictamente parametrizada. Por la definicién 
de arbol algoritmico, sabemos que para casi toda clase de isomorfia {N}, N € RepA 

con dimN =d, existe u € {1,---,d} tal que F,(M;) = N. 

= Si A es manso entonces por el teorema de Drozd no es salvaje y aplicamos el 

teorema 12 @
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CAPITULO IV 

Sea A un bocs de tipo de representaciédn manso, JT una familia de representaciones 

inescindibles del bocs. La familia Ty(u) = {M € T | dimM =dy A(M) = u} donde 
A(M) = dim,End,(M) — qa(dimM). En este capitulo, estudiaremos el drbol al- 
goritmico de las familias T4(u) y mostraremos condiciones suficientes para que éstas 

sean de tipo de crecimiento polinomial. Daremos una breve introduccién geométrica 

con la finalidad de demostrar la proposicién 13. 

IV.1 Introduccién geométrica. 

Sea & un campo algebraicamente cerrado. Consideremos el espacio afin V = k”. 

El anillo de coordenadas de V, se define como k [V] = k [z1,-+-, 2] = el anillo de poli- 
nomios en 7 variables conmutativas. Si f € k[V], nos define una funcién polinomial 
f:V— k dada por (A),---,An) 4 f(Ai,---, An): 

Definicién 1. Para toda coleccidn finita de elementos en k[V], {fi,---, fm} sea 

D={\EV] fi(A) =0,Vi=1,---,m}. 

Si J = (fi,+++, fm) es un ideal de k[V] , como & [V] es un anillo noetheriano, cualquier 
ideal esta generado por un nimero finito de elementos, por lo tanto
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E=CI) = {EV | fi) =0, Vf € I}. 

Los conjuntos C(/) satisfacen las siguientes propiedades: 

1. C(h) N C(I2) = C(h + Ip). 

Sear Ee C(h)NC(h) he h+h,h = 94+ 92,9 € hh, g2 € In, entonces 
h(A) = gi(A) + g2(A) = 0, por lo tanto A € C(h + fy). 

Sear e€ C(t), 9 € LC +h, entonces g,(A) = 0, por lo tanto A € C(I). 

Similarmente tenemos que si gz € Ig C 1 +, AE C(h). 

Sea A € C(h) UC(h), 9 € ih, g = Thifi, hi € Lh, fi € Jo, entonces g{A) = 

¥ AA) F(A) = 0, por lo tanto A € C(I). 

Sea 4 € C(Ni2), g(A) = ThA) AA) = 0, = (hay s+ Pm), Lo = fis fn) 
Tlh = (hif;), entonces h,(A)f;(A) = 0 para toda i, 7. Si f;(A) = 0 para toda 
j entonces A € C()). Si existe j, tal que f;(A) 4 0, entonces para toda i, 
hj (A) f;(A) = 0, por lo tanto h;(A) = para toda i, y A € C(I). 

3. @=C(K[21,--+,tp])- 

4. V =C(0). 

Con lo que queda demostrado el siguiente lema. 

Lema 2. El espacio V esta dotado de la estructura de espacio topoldégico, donde los 

subespacios cerrados estén formados por los conjuntos C(I), donde I es un ideal de 

k[V]. A esta topologia se le conoce como Ia topologfa de Zariski. 

BS 

Como ejemplo si V = k los cerrados de V son los subconjuntos finitos de k, junto con 

el total y el vacio. 

Recordemos el siguiente resultado importante. 

Teorema 3. (Nullstellensatz-Hilbert): 

LIC) = {f €kler,-++, 20] | FA +++ An) = 0,V0Ar, +++) An) € CUD} 
= {he k[x,---,z,]|h" € I para alguna n € N} 

Si © = C(I) es un cerrado, el anillo de coordenadas de L, denotado k [Z] = k [z1,--+, tn] /T. 
Ademas, f € k[Z] si y sdlo si f se puede extender a una funcién g polinomial, es 

decir, tenemos el siguiente diagrama:
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uC kr 

fl vg 
k 

Definicién 4. Un conjunto A es un abierto en V, si A es el complemento de un 

cerrado, es decir, A= {A € V | g{A) £0, Vg € I}. 

Si A es un abierto de k", A = complemento de Z(I), I = (fi,--+, fn), el anillo de 

coordenadas de A, k[A] = k[a1,---,nly,47, = {t [ho = fi(z)*-- fer}. 

Nuevamente A tiene estructura de variedad, sus cerrados son los conjuntos formados 

por los ceros comunes de conjuntos finitos de funciones hy,---, hy € [A]. 

Definicién 5. Si X C k", X se llama irreducible si X = X, U X2 cerrados implica 

que X} =X 6X,=X. 

Proposicién 6. Sea = una variedad, = en k [=] es irreducible si y sdlo si k[X] es un 
dominio entero. 

Demostracién. => Sean hy, he € k [Z] tal que hi hy = 0, claramente Z(hy)UC(h2) CE. 
Si A € E entonces A, (A)ho(A) = 0 por lo que fi(A) = 0 6 ha(A) = 0, por lo tanto 
d € C(h;) U Che), como © es irreducible Z(hy) = 2 6 Z(he) = ¥ de donde se tiene 
que hy = 06 hp = 0. 

< Supongamos que &[] es dominio entero y © = X, U X2 cerrados con X, # D 

y X_ # D, entonces. existe hi # 0 tal que hi(X1) = 0 y Ai(Z) 4 0. Similarmente 

tenmos hy # 0 tal que Ae(X2) = 0 y he(h) # 0. Por lo tanto hihe = 0, lo cual 
contradice el hecho de que © sea un dominio entero. @ 

El anillo de coordenadas del producto de dos variedades X,,Xq se define como 

k [xy x Xo] =k [Xi] @r k [Xo] ,UE kK [LX x Xo] ,u= XY A;@rgG:, nos define, X 1x XQ 4 

k, dado por u{Ai, A2) = YAi(A1) g(a). 

Un morfismo entre dos variedades X, Y es un morfismo f : X — Y tal que para 

cualquier h € k[Y], se tiene que Af € k[X]. El morfismo f, nos induce f* : k[Y] > 

k([X]. Ademds f—! manda cerrados en cerrados y por lo tanto es continua. 

Definiciédn 7. Sea X una variedad y Z en X. Decimos que Z es construible si Z 

se puede expresar como una union finita de intersecciones de abiertos y cerrados, es 

decir, Z= User (Ai N C;). 

Como ejemplo, en k los construibles son conjuntos finitos o cofinitos. Ademas, el 

complemento de un construible, vuelve a ser un construible.
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Teorema 8. (Chevaley): Sea ZC X construible y f : X —> Y un morfismo de 
variedades entonces f(Z) es construible. 

Ejemplo 9. Sea Q un carcaj, |V(Q)| = n, A(G) = {a1,-++,am}, d = (di,+++, dp). 
Se define, 

Repa(Q) X ing Ma;xa; (k) = Kai h™, 

indg(Q) = {M € Rep,(Q) | M es inescindibie} 
desg(Q) = {M © Rep,q(Q) | M es descomponible} 

G@) = xXiev(qyGLa,(k) 

Lema 10. inda{Q) es construible. 

Demostracién. Sea Da, a, = Repa{Q) x Repa,(Q) x Repa,(Q) x G(d) tal que d,; 4 
OfAd.y di +d, =d. 

Ejemplo 11. Definimos Doda = {(ta1Yar 2a 9a) € Dado | 9f(a)La = Ya ® Za) 9:(a) } ; 

el cual es cerrado y por lo tanto construible. 

Si consideramos el morfismo proyeccién m : Da, a, — Repa(Q) restringido a DY do? 

por el teorema de Chevaley 7(D%, 4.) = Di, a, eS construible. Como desg(Q) = 
Udi +d2=aD3, g, tenemos que indg(Q) = desa(Q)* es construible. @ 

dy @ 
Ejemplo 12. Sea M un kQ-k [2] 2) —bimédulo, M = Xgea(Q) Melney (aixeq)) Malate) . 

La parametrizacién asociada a M es el morfismo M : k \ {7 €k | h(n) =0)} > 

Repa(Q) tal que M(A) = M @ Sy = Xacaqy te HQ) HY. 

Lema 13. Sean M,,Mp2 dos parametrizaciones, entonces 

Z={XEK| Mi(A) = Mo(ps) para alguna pp € k} 

es un conjunto construible. 

Demostracién. Consideremos 

W=k\{n€k| h(n) =0)} x k\ {n € k | h(n) = 0)} x Gd) 

2 = {(,14,9) © W | g5(@Mi(A)(a) = Ma(u)(a) 9a} -
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Nuevamente Z! es cerrado y por lo tanto construible, Si consideramos la proyeccién 

ni W—+>k\{n€k | h(y) = 0)} restringida a Z!, 7(Z') = Z es construible. M 
Sea .A un bocs manso, S una familia de representaciones inescindibles no isomorfas 

dos a dos, tal que dimM =d para todo M € S. 

Proposicién 14. Si S C indg(A) una familia estrictamente parametrizada, M una 
parametrizacién dada por un A — k [{z] A(z) ~—bimédulo M, entonces para casi toda i, 
M(A) es homogéneo con quasilongitud igual a una constante. 
Ademds dim, Hom (M(A), M(j2)) es constante. 

Demostracidn. Como el bocs A es de tipo de representacién manso, para todo vector 

dimensién d tenemos un 4rbol algoritimico con pozo igual a (A,d) y fuentes boc- 

ses minimales B,,---,B,. Si ademas consideramos la parametrizacién M tenemos el 

siguiente diagrama: 

& B 
mB 

Repa(A) : 2 

deg 
tM 

k\ {nek | h(n) =0)} 

Como tenemos un ntimero finito de H;, pero un numero infinito de M(A), existe i tal 

que para casi toda A, M(A) © H(t) para alguna yz € k, como H;(y) es homogéneo, 

concluimos que para casi toda A, M(A) es homogéneo. 

Por otro lado, las parametrizaciones de los bocses minimales estan dadas por matrices 

de Jordan de tamajfio n;, por lo tanto g(M(A)) = ¢( Ai(u)) = ni. 

Recordemos que si B es un bocs minimal entonces Wo = 0, A = Tr(Wo) = R, 5(A) = 
0, por lo tanto si f € Homg(M,N), f = (f°,0) + (0, f') (ver demostracién de la 
proposicién 3, capitulo IIT). Si f? € Home(Jn,(u), Jn;(H')), f € Homr_r(Wi, Home(Jn, (2), Ja(e) 
como W, esté generado por las flechas de grado 1, tenemos que dim, Homr_r(Wi, Homs( Jn; (4), In; (us 

en? donde c =nimero de flechas de grado 1. Ademds si p # u, dim,Home(Jn;(4), In; (u)) = 
0, por lo tanto, 

dim,Homa(H,(u), H,()) 
dim,Homa(Jn,(#), Ing(te )) 

= nic. 

dim, Homa(M(A), M(X’)) It
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IV.2 Arbol algoritmico de las familias T,(u). 

Definiciédn 15. Sea A un bocs de tipo de representacién manso y G su arbol al- 
goritmico para (A,d). La extensién de G, denotada G’ se define como el siguiente 

arbol finito con un solo pozo: 

V(@) = {(And) | (An Ui) € VG) yd; € Ui} 

Si F : (Ai, U;) + (Aj,U;) es una arista de G y tp(d,) = d; entonces F’ : (Aj, d;) > 

(Aj, dj) es una arista de GC’. 

Por ejemplo, supongamos que en G, tenemos el siguiente subarbol: 

° oe 
fi 

A th B, ? a 42 ’ 
dy fs 

fa 

tal que te(fi) = tr(fs) = di,tr(fo) = do,tr(fs) = ds, entonces en G’ tenemos el 
siguiente subarbol: 

e 

x (B.L,) 
e <—_ e 

(Ardy) (Bf,) 
e << e 

(Aids) (Bf) 
e Se e 

(Avda) (BE) 

Sea (A;, d;) un vértice de G, y M una representacion inescindible de A; con dimensién 

d;, con H;(M) denotamos la composicién de funtores dada por el camino que existe 
en G que inicia en (A;, d;) y termina en la fuente de G, es decir, en (A,d). Sea C una 
clase de representaciones inescindibles en el bocs A cerrado bajo isomorfismo. 

Definicién 16. El diagrama de C, denotado Dg es el subdrbol pleno de G’ tal que 

(Aj, d;) es un vértice de Dg si y sdlo si existe un numero infinito de clases de isomorfia 

{M} € indA; con A,(M) Ec.
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Sea T una familia de representaciones inescindibles del bocs manso A, con dimM = d 

para toda M € T. Si A(M) = dim, End,(M) —qa(dimM), estudiaremos el diagrama 
asociado a las familias T(u) = {M € T | A(M) =u}. 

Para el par (A, d), construiremos el siguiente G—algoritmo de reduccién: 

F, : (Ai,U1} — (A,d) consistira en aplicar el algoritmo de eliminacién de idem- 
potentes, de tal manera que todos los vectores dimensién d; € U, sean sinceros, el 

Siguiente paso Fy : (Ao,U2) > (Ai,Ui), por las propiedades de los algoritmos de 

reduccion, satisface que | fl < |{d|| para todo f € U2. Si repetimos este proceso, 

concluimos que el numero de pasos necesarios para llegar a obtener un bocs minimal 

es menor o igual que la norma de d. 

a) Supongamos que u = 1, y que la familia T(1) es infinita. Sea T(1) = [T(1)], + 
[T(1)], donde 

(T()], = {M | ACN) = 0, F(N) = M, F un algoritmo de reduccién} 
(T(1)], = {M | AW) = 1, F(N) = M,F un algoritmo de reduccién} 

entonces [T(1)], es infinita. Observemos que si M,M’ ¢€ [T(1)],,N,N’ tal que 
F(N) = M,F(N’) = M' entonces dimN =dimN’, pero dimM =dimM', A(M) = 

A(N), A(M) = A(N’) por lo tanto dimN =dimN’. Es decir, en términos de diagra- 
mas tenemos que D7,1) tiene siempre la siguiente forma: 

<— 

R
e
 oe ° ° 

(Ad) (Aid) (Anda) 

donde B es un bocs minimal, y por lo tanto ug(T(1)) = 1. 

b) Supongamos que u > 1. En esta situacién tenemos dos casos. 

b.1) En el darbol G, no aparecen unravelling. No es dificil ver que si consideramos 

nuevamente una descomposicién de la familia T(2) = [T(2)], + [T(2)], + [T(2)],en 
esta situacién el diagrama asociado a la familia T(2) tiene la siguiente forma: 

LT) fT) Z TA(1) 
e é e a ee e e 

(Ad) (Aid) (Andy) 8 

donde aparece maximo una familia T(1) cada dos ramas del camino de B > (A,d) y 
por construccién la norma del vector dimensidn disminuye cada vez que hacemos un 

algoritmo de reduccion, por lo tanto, jg(T(2)) < [dl] + 1. 

Si ahora consideramos la familia T(3), lo que se obtiene es que por cada dos ramas 
del camino de B — (A,d), se puede tener una familia T(1) y una familia T'(2), por 
lo tanto
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Ha(T(3)) < [ld] Gua(T(2)) + a(T(1))) +1 
S [dil (lall+12+1) +1 
= |g? +2|\d\| +1 

(Ila + 1)? I 

Similarmente, puede verse que en general, el diagrama asociado a la familia T(u) 
tiene la siguiente forma: 

Ni Ta(1) \, Ta(2) + Z Tale = 1) 
— e e e— --- & 86 

(A.d) (Ardy) B 

por lo que, pg(T(u))  ||dll (Ha(T(u — 1)) +--+ + wa(T(2)) + 1) + 1. Si y = |Idl] +1, 

Ha(T(u)) < (y-Dy*? ty" Ft ty t+y4+ I 41 
= yeh 

= (ldl}+1)! 

b.2) Sea s = maz {numero de cigenvalores para cualquier unravelling en G} . Supong- 
amos que existe c tal que s < ¢ para todo vector dimensién de Ko(A). 

En general, consideraremos que la familia T(u) = [T(u)], + [T(w], +--+ (Tw, - 
Por el lema 20 del capitulo 2, tenemos que y([T'(u)],,) = 1 para toda u. Por otro 
lado (lema 19 capitulo 2), tenemos que si M’, N’ son dos representaciones tales 

F(M') = F(N') & M y F es el algoritmo de unravelling de tamaiio 1, entonces 
A(M') — A(N’) = yh, iz? + > 2iz;z; < u donde los z; corresponden a los nuevos 

vértices que se obtienen al hacer el unravelling F. Por lo que cada solucién de la 

ecuacién anterior corresponde a un pardmetro de la familia T(wu). 

Sea o(u) el numero de vectores z = (21,--+,2) € N! tales que se satisface la de- 
sigualdad Yt_, iz? + Y 2iz;z; < u. Por ejemplo, si u = 1, tenemos que la tnica 

solucién es z = (1,0,---,0), si u = 2 tenemos una solucién nueva que corresponde a 
z = (0,1,0,---,0), si w = 3, la nueva solucién es z = (0,0,1,0,---,0), si u = 4, ten- 

emos dos soluciones nuevas z = (0,0,0,1,0,---,0) y 2’ = (2,0,-+-,0), continuando 

con este proceso, tenemos que los primeros o(u) son los siguientes:
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o(1) = 1 
o(2) = 2 
a(3) = 3 
a(4) = 5 
o(5) = 7 
o(6) = 9 
o{7) = 11 
o{(8) = 14 
o(9) = 18 

o(10) = 22 

Si ahora tomamos en cuenta que tenemos posibilidad de un total de s valores propios 

para F' y que ademas puede ser que alguno de ellos no aparezca, es decir, que no 

tome ninguna de las soluciones de o(u), tenemos que en el primer paso del arbol 

algoritimico asociado a la familia T(2), con la construccién dada anteriormente, éste 
se ve: 

(o(1)+1)* 

SIN 
e — ° —_— ° 

(A,d) {Aid} (A2,U2) 

Este diagrama puede repetirse tantas veces como la ||d||, por lo tanto 

H(T(2)) < [Id (o() +1)° +1. 

Pensemos ahora en la familia T(3), en esta situacién, el drbol algorftmico se ve asf: 

(o(2)+1)°T(2) 

WW 
e — e <— e 

(Ad) (A141) (A2,U2) 

de donde tenemos p:(T(3)) < |ld|| (o(2) + 1)*({Idl| (01) + 1) +1) 4-1 

H(T(3)) < |Idll (o(2) + 1)*e(T(2)) + 
= |ldll fo) ye (Ileal (o( +1) +1)4+1 
= |ldll? ((o(2) + 1)(o(4) + 1))° + Ildll (o(2) + 8 +1 

En general, el arbol algoritimico de la familia T(u) tiene la siguiente forma, 

(o(u-1)4+1)*T(u-1) 

SWZ 
ee fe — ° 

(A,d) (A1.d,) (A2,U2)
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por lo tanto p(T (u)) < |ld|| (o(u — 1) + 1)*n(T(u— 1)) +1. 

Nuestro siguiente paso, seraé caracterizar de alguna manera los bocses mansos para 
los cuales podemos asegurar que en su G— algoritmo de reduccién aparezcan o no 

unravalling. Como veremos esto depende de la diferencial asociada al bocs. 

IV.3 Relaciones entre el arbol algoritimico y la diferencial del bocs. 

Definiciédn 17. Una familia genérica de representaciones de un bocs es una familia 

uno paramétrica T de representaciones homogéneas y quasisimples del bocs. 

Recordemos que si M,N € RepA, dimM =2,dimN = y € Ko(A), mi = nimero de 
flechas de grado cero de i a j, njj = niimero de flechas de grado uno de i a j, se define 

q(z) = LaP- Diag Mag Ling + Vig rag Tix; 

By) = Cay — Dig my rtiyy + Cag rag tiv; 
aM) = dim, End,(M) ~ qa(dimM) 
(M,N) = dim, Homa(M,N) — Ba(dimM, dimN) 

Definicién 18. Decimos que YT es una familia genérica rizada, si existe una coleccién 

infinita de familias genéricas TY = Yj,---,Y5,:-+ tal que si X € Yi, Y € Tj, , 

(X,Y) > min {i, 7} 

Proposicién 19. Sea A un bocs de tipo de representacién manso. Supongamos que 

en el vértice i existe un lazo de grado cero a, tal que 6(a) = 0. Entonces existe una 

familia genérica T en la categoria de representaciones de A. Ademds, para casi todo 

M € YT, dim,M = e;, donde e; € Ko({A) es el vector canénico. 

Demostracién. Para todo  € k, sea S) la representacién con espacio vectorial k y 

S,(z) = A, la cual es una familia uno paramétrica de representaciones en el bocs y 
dim AS) = €j. 

Sea G el arbol algoritimico asociado a A y B),---,B, los bocses minimales y fuentes 

de G, podemos suponer que todo B, es local, como n es un ntmero finito, existe wu, 

1<u</7n, tal que existe una infinidad de representaciones M), en By, tales que bajo 

el funtor F, : RepB, > RepA, F,,(M,) = S) y dim,M, = 1. Como B, es minimal, 

las M) son homogéneas quasisimples, por lo tanto para casi toda A, T = {S)} es una 

familia genérica. 

Sea A = (R,W,6) un bocs local no trivial, e.d., R = k[z],(,.). A continuacién estu- 
diaremos cuando podemos asegurar la existencia de una familia genérica rizada en la 

categoria de representaciones del bocs. 

Recordemos que el algebra tensorial Tp(W) tiene dos graduaciones,
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1. Su graduacién natural (T(W)|° = R,[Tn(W)]" =W @p--- @r R, 
——VV 

n—veces 

2. La graduacion inducida por el R—bimddulo W, donde [Tr(W)], = Ay [Tr(W)], 

V=A®@zrW, Or A. 

Para z € Tr(W), sea 7(z) = proyeccién de z en W. En particular, sia € Wo, 5(a) € V, 
pero, 

Ve= A@RW, @rA 

= [Tr(W)]p Oa Wi Sr [Tr(W)] 
(ROW GW Ox Wo @---:) On W Ox (ROW OW Oy We-:-) 

W, © (Wo @r Wi) © (Wo @r Wi Op Wo) @-:+ 

tt 
tt 

por lo tanto, m(d(a)) € W,. Si tomamos la convencién de que yV; = Viz donde V; es 
un generador de W,, tenemos que 7(é(a)) = Di Dez f'n Viet = Ty ri(x, y)V; para 

ri(t,y) = Dope ary’. 
Recordemos que la diferencial de una flecha de grado cero esté en funcidén de las 
flechas que son menores que ella mds una parte que tiene que ver con la proyeccién, 

por lo tanto si @ es una flecha de grado cero minimal, 6(@) = 7(5(a)). ‘ 

Sean a, < a2 <<:: < Gp, vy) < ve < +++ < y las flechas de grado cero y uno de 

A, respectivamente. Consideremos la matriz de tamaiio 1 x n, M(x,y) = (rj:(z, y)) 
donde 5(a1) = 7(6(a1)) = SL, ru(z,y)V, 7(6(a;)) = DE, rp(z,y)Vi, J = 2,-++,n. 

Si hacemos el siguiente cambio de variable Y =V,+dVvVo, Vv; = V,i> 2, obtenemos 

que 

m(d(a2)) = Diet ri(x,y)Vi = ru(z.y)Yy +(ria(a, y)—drii (x, y))Va)+ Dies r(x, y)Vp 

Es decir, este cambio de variable no es otra cosa que hacer operaciones elementales 

en las columnas de la matriz M (2, y). 

Si hacemos el siguiente cambio a = 1, a = Q2 + 4Q4,°°° 10, =at+ a ajQ;, 

tenemos que 6(a,) = 5(a4) + Lin a;5(a;), por lo que se preserva la triangularidad 

del bocs, e.d., a, < a < +++ <a', por lo que en la matriz M(x, y), si i > 7 podemos 
hacer operaciones entre los renglones M;, M; de la forma M; = M,+ cM. 

Lema 20. Sea 4 € k, f(A) # Oy M(A,A) = (ryi(A, A)). Supongamos que el rango 
de M(A,2) <n, entonces podemos hacer operaciones elementales en M(A, 2) de tal 
manera que se ve asi:
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100 00 

010 00 

mon=]Oe 8 
000 00 

000 O «x 

donde el renglon l—ésimo es igual a cero, | <n. 

Demostracién. Sea r1;(X, A) el primer elemento distinto de cero en el renglén uno de 
la matriz M(A, \). Sumemos la columna j—ésima con la primera columna y dividamos 

todo el primer renglén entre r,;(A, A), con lo que tenemos (M(A,A))i,1 = 1 con 
operaciones elementales en las columnas podemos hacer cero todas las demas entradas 
del primer renglén, y por operaciones elementales en los renglones, podemos también 

hacer cero el resto de las entradas de la primera columna. Es decir, 

1 0 
x ok O* 

MO,A) = ee 

O *« * * 

Podemos repetir este proceso y como el rango es menor que n, en algun momento 
encontraremos un renglén con todas sus entradas igual a cero. @ 

Lema 21. Sea A = (R, W, 54) un bocs local no trivial. Con la notacidn anterior, si el 
rango de la matriz M(A, A) <n, existe B en un arbol algorftimico de A, tal que para 
todo u > 1, existe una familia genérica Y,, en la categoria de representaciones de B. 

Demostracién. Si hacemos unravelling de tamafio u con respecto a  y consideramos 
el carcaj de traslacién asociado [, el nuevo bocs B, tiene el vértice 1 mas u nuevos 

vértices a los que hemos denotado como 2),---,2Z, los cuales representan cada una 

de las érbitas de [’. Si hacemos eliminacién de idempotentes en el vértice 1, por cada 

lazo a; en A, en el nuevo bocs By. tenemos una coleccidn de flechas de grado cero 

(ai)5,¢: o(t) > o(s), s,t € V(T). La nueva diferencial esta dada por, 

& ((aa)et) = Dser Lg 7 Oy,t — Dret As rZrt + [Astes)], te 

Si s = n, (e.d., es el proyectivo maximal) y t = n, — (u — 1) (e.d., es el inyectivo 
minimal), entonces
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5 ((a1)st) = [Aaa], 

= Day cr haters (A, AMV Jou (s),0->(2) 
= mAs = Vidae 

si aplicamos regularizacién, tenemos que (a7). = 0 = (Vi)s,. 

Sea s; = s — 1, consideremos 5 ((a1)s)t) como en la diferencial ahora aparecen 

linicamente (V;)5,, ¥ (Vi)s,¢ = 0, tenemos que 6 ((a1) 5,4) = ra QA, AVdsit = (Vader ts 

por lo que nuevamente podemos hacer regularizacién y obtenemos (a),,4 = 0 = 

(V;)s,,4- Podemos repetir este proceso hasta obtener que (a;),2 = 0 = (V),4 para 
todo s,t € V(T). 

De manera similar, dado que el bocs es triangular, en la diferencial de a; intervienen 

unicamente las a; tales que 7 < i, se tiene que (a;),4 = 0 = (Vi)s¢ para todo 
steEV(P)i<l. 

Si ahora calculamos la diferencial de (a;),:, donde s = n, y t = ny — (u — 1), se 

tiene que 6 ((a;),) = 0. Como tanto la érbita de s como la de t son u, tenemos que 
(a1), ¢ 24 —> Zy, eS un lazo con diferencial cero. Si llamamos B al bocs que hemos 

obtenido de hacer esta sucesién de regularizaciones, por la proposicién tres tenemos 

que existe una familia genérica T,, = fs | en la categoria de representaciones de B. 

Observemos que si en el bocs B, hacemos también eliminacién de idempotentes en el 

vértice z,, el resultado es el mismo que haber hecho un unravelling de tamafio u — 1 

en A, por lo que repitiendo nuestro argumento anterior podemos tener una familia 

genérica de representaciones T,,_, en B. De donde se tiene el resultado deseado. @ 

Teorema 22. Sea A = (R, W,6) un bocs local no trivial, \ € k, tal que f(A) #0. Si 
el rango de la matriz M(A, A) <n, existe una familia genérica rizada en la categoria 

de representaciones de A 

Demostracién. Por el ljema anterior existe B en un arbol algoritimico de A, tal que 

para todo u > 1, existe una familia genérica T, en la categoria de representaciones 

de B. Sea F : repB — repA ( F es composicién de algoritmos de reduccién), entonces 

la familia YT’, = F(Y,,) es una familia genérica en la categoria de representaciones de 
A. Demostraremos que la coleccién de familias Y|,---, T!,,--+ es una familia genérica 

rizada. 

En el apéndice hemos demostrado que si M; = F(S;) donde S; € T;, 1 = 1,2,---, use 

cumple que By(dimM,, dimM;) = Bg(ei,e;) — (ei, e;) donde y(e;, e;) = min {i,j}, 
por lo que.
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(Mi,M;) = dim, Hom,(Mj, M;) — Ba(dimM,, dimM;) 
dim, Homa(Si, $;) - By,(dimM,, dimM;) 

dim, Homa(Si, S;) - Bzg(S;, 5;) + pei, e;) 

= (Si, S;) + ple: €;). 

como (5;,S;) > 0, se tiene que (M;,M;) > min {i,j}. 

Por lo tanto la familia Y’ = TY, es una familia genérica rizada. 

Teorema 23. Sea A un bocs local no trivial, a, < a2 < +--+ < dp, las flechas de 

grado cero de A, 5(a;) = DL, rui(z,y)Vi. Supongamos que (A, 14) es una raiz comun 
de los polinomios r;(z, y), i = 1,--+,n y el rango de M(A, 4) = n. Entonces existe 

una representacién no homogéna en A. 

Demostracién. Sea S, € RepA, con espacio vectorial k, S,() =la multiplicacién por 

A y cero en todo lo demas. Sea T la representacién con espacio vectorial k?, 

T(a) = (5 >) Te=(f ) ¥cero en lo demas 

Supongamos que S) es una representacién homogénea, entonces tenemos una sucesién 

que casi se divide de la forma S, + E, “> S) tal que dim, Ey = 2. 

Sea f : T — Sy tal que f = (f°, 0),donde f° = (0,1), veamos que f es un morfismo 
en RepA. 

PT(2) = on (f ,) =@ Sy(x) 

f°T(a) = o.0(5 5) =O Sy(a) fe 

Supongamos que existe 0 : 5, > T tal que fo = J, entonces 

(fo)? = fro =1 
(fo)! = flat flo +5 f'()ol() = fat =0 

por lo tanto, 

) 
) 

P
e
e
 

f°o® = (0,1) (%) ) =u =1 de donde 0° = ( 

o
n
 fo = (0.0) (§) =4=0 por toque at = (
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Ahora, como o es un morfismo en RepA, se debe de cumplir que 

rae = (83)(8)-()-()-250 
Tla)o = (3 0) CL) = (6) =2t5ile) tot @tan) =o 61a) 

Pero, 6(a1) = Si ru(z, y)Vi = Dh, ch’y"Viz", y como (A, 2) es una raiz, 

1 _ i UU pe 0 c vo i Uv ben” 
a'(6(a)) = LiarG ( o 4 } ( 0 } N= Vie ( 0 ) 

= (0) #(0) 
con lo que hemos llegado a una contradiccién, por lo tanto no existe 0 : S, > T tal 

que fo = I., pero si existe g: T + E, tal que vg = f, de donde se debe de cumplir, 

0.0 ab\_ _ o_faob 
vg =on(* i) = (6d) = (01) porto aue g =(5 | 

Ademas F)(r) = ( ; t Je E,(z) = ( ; . ) . Y para ser morfismo necesitamos que 

se satisfaga E,(x)g° = g°T (zx). Si tomamos la primera opcién para E(x), tenemos, 

not = (BYE) CE A) 
( 

Por lo tanto, Ey(z) = ( ; 0 } . 

Consideremos la matriz M(\,A) = (Sorij(A,A)) que por hipdétesis tiene rango n, 
por lo tanto M(A, A) es diagonalizable y podemos suponer que M(A,\) = Fd, de



GEOMETRIA Y MASEDUMBRE DE BOCSES 75 

tal manera que 6(a;) = V;, para i = 1,---,n. Si hacemos unravelling de tamano 1, 
con respecto a A, obtenemos 4; = (R',W’',6) donde R' tiene dos vértices 1, 21, si 

aplicamos eliminacién de idempotentes en el vértice 1, tenemos que el nuevo bocs 

tiene un solo vértice y las mismas flechas que el bocs original, pero ahora 16 (a;) = 

Yerig(A, A)Vj = ra(A, A)V; = V;. Por lo que si i hacemos regularizacién sucesivamente 
en cada una de las flechas a;, por ser este algoritmo una equivalencia, tenemos que 

el nuevo bocs B tiene solo un vértice y aparecen inicamente flechas de grado 1, por 

lo tanto en B, Wo =O y A=Tr(Wo) = R=K. 

La sucesién que casi se divide S, > E) 4, vista en B es de la forma S, > E\ 4 Sj, 
pero esta no puede existir, ya que la dimensién de E, = 2, E, = F(E) tendria que 

tener dimension 2 y la inica representacién inescindible en 8 tiene dimension 1. 

Por lo que S) es una representacién no homogénea en el bocs A. 

Consideremos ahora A un bocs tal que R = k[z],,) x klyl_¢y), que corresponden a 

los vértices z y y, sea a: z — y minimal, es decir, 6(a) = Y'_, r:(z,y)Vi, donde 
las Vi; : x — y tienen grado uno. Sean Bi < +--+ < Ba, wy <-++ < Wy los lazos 

de grado cero y uno respectivamente en el vértice z y B <i Br, wi <n 

w_ los lazos de grado cero y uno respectivamente en el vértice y. Sea 74(8;) = 

Te sy(z, yw y 716({3;) = m 854(2, y) w;. Para  € k, denotemos por M(A, A) = 

(8y:(A, A), MQ, A) = (85:0, A))- 

Teorema 24. Con Ia notacién anterior, si (A, j1) es una raiz comun de los polinomios 
ry(x,y), i= 1,-++,l y el rango de M(A,) = m o el rango de M'(A, A) = m'.Entonces 
existe una representacién no homogéna en A. 

Demostracién. Sea S, € RepA, con espacio vectorial k, S,(x) =la multiplicacién por 

A y cero en todo lo demas. Sea T la representacion con espacios vectoriales k y k, 

T(a) = Id, T(x) = A, T(y) = wy cero en lo demas. 

Supongamos que S) es homogéneo, entonces tenemos una sucesién que casi se divide 

de la forma S$, 3 Ey 4 S, tal que dim, Ey = 2. 

Sea f : T — Sy tal que f = (f°,0),donde f° = Id, veamos que f es un morfismo en 
Rep. 

f°T(z) = Idd =S)(x)f° 
£Ty) = 0=S,(y)f? 
PY)T(@) = 0=S,(e) f(z) 

Supongamos que existe a : S, + T tal que fo = J, entonces



GEOMETRIA Y MASEDUMBRE DE BOCSES 76 

(fo) = feo? =I 
(fo)! = fot t flo +d fi()ol() = fro! =0 

por lo tanto, 

f°o%(z) = I de donde o°(x) =I 

f°0%(y) = 0 de donde o°(y) = 0 

Ahora, como o es un morfismo en RepA, se debe de cumplir que 

T(z)o%(x) = AT =0°(x)S,(2) 
T(y)o°(y) = 0=2)s a(y) 
T(ajo% (x) = o°(y)S(a) + 01(6(a)) = o!(5(a)) 

Pero, 6(a1) = Choy mu(x, y)Vi = Dh cys”, y como (A, 1) es una raiz, 

o'(6(a)) = Thachyted =0 #1 

con lo que hemos Ilegado a una contradiccién, por lo tanto no existe ¢ : S, > T tal 

que fo =I., pero si existe g: T > E) tal que vg = f, de donde se debe de cumplir, 

= (0,1) ( ) =8=1 por to que «= ( $ 

Ademéas F(z) = ( ‘ i Jozxte )= ( “ } , y para ser morfismo necesitamos que 

se satisfaga E)(x)g° = g°T(z). Si tomamos la primera opcién para E(x), tenemos, 

eset = (0 a) (T)=CS") 
# ( a ) = 9T (2) = 0°(6(a)) 

Por lo tanto, Ey(x) = ( A n ) . 

Si ahora consideramos que el rango de M(X,A) = m o el rango de M'(A,A) = 
m procediendo igual que en el teorema anterior tenemos nuestro resultado. MI
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Lo que hemos demostrado, es que por cada raiz en comtin (A, 1) de los polinomios 

rij(x,y), tenemos una representacién no homogénea S) o una familia genérica rizada 

Ti.= {si} . Observemos que si A # ' entonces S, # Sy en caso de que exista y los 
elementos de las correspondientes familias genéricas, son no isomorfos. 

IV.4 Resultados para bocses. 

Teorema 25. Sea A manso y supongamos que no existen familias genéricas rizadas 

ni mdédulos no homogéneos en la categoria de representaciones de A, entonces para 

toda u, la familia T(u) es parametrizable y de crecimiento polinomial. 

Demostracién. Sea 6(a) = ¥ r;(z, y)V; para a minimal, si no existen familias genéricas 
rizadas ni representaciones no homogéneas, entonces no existen raices comunes entre 

los polinomios r;(z, y),por lo tanto, 1 = 7 ¢;(z,y)ri(z, y) y existe una matriz M que 

tiene en su primera columna a los elementos r;(z,y), lo que nos permite hacer el 

siguiente cambio de variable (V;)M = (V,), por lo que 6(a) = V,, y no necesitamos 
usar unravelling. Por el andlisis que hicimos en la seccién [V.2 todas las familias T(u) 
son parametrizables y de crecimiento polinomial. 

Definicién 26. El bocs A se llama e— acotado si existe b > 0 tal que rae <b 

para todo M homogéneo. 

Observemos que si T es una familia genérica rizada, entonces para toda i y para casi 

todo M € T;, g(M) =1 y dim, End,(M) > i, por lo cual el bocs no es e— acotado. 

Corolario 27. Sea A manso, e— acotado y supongamos que no existen médulos no 

homogéneos en la categoria de representaciones de A, entonces A es de crecimiento 
polinomial. 

Demostracién. Sea R; = {M inescindibles | g(M) =i}, entoces para todo uw, i, las 
familias T(u)M R; son parametrizables, por lo que jig < Lea Du Ba (T(u) NR), pero 

S Loja Deu Ma (T(u) O Ri) 
< Leja Du ba (T(u)) 
< Daa Duc Pu((lall) 

< 7(d)bp.(Ilall) 

donde 7(d) = ntimero de divisores de d. 

Sea A un bocs, a un lazo minimal en el bocs, es decir, d(a@) = 7, ri(z, y)Vi, sea 

I = (ri(x,y),--+,75(%,y)), de acuerdo a la notacién de la seccién anterior tenemos 

que C(I) = {(j, uy) © k? | ri(Aj, ay) = 0, Vri(z,y) € TY. 

Hg
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Lema 28. Existe n € N tal que [(x — 1) --- («© — Ap)” = DL y rilz, y)ai(s, y). 

Demostracién. Sea h(z,y) = h(x) = (z — A,)-++(z — Ap), por lo tanto h(Aj, uj) = 
0 para toda 7 = 1,---,p, por lo tanto A se anula en C(J), por el teorema de 
Nullstellensatz-Hilbert, existe n € N, tal que h” € J, es decir, h® = D¥_, ri(x, y)qi(z, y). 
a 

El lema anterior nos dice que para reducir el bocs A (e.d., para encontrar un drbol 

algoritmico del bocs), necesitamos aplicar un unravelling por cada valor propio de h, 

lo cual nos lleva al siguiente teorema. 

Teorema 29. Sea.A manso, y supongamos que existe un natural N tal que para cada 

dimension d el nimero de familias genéricas rizadas y representaciones no homogéneas 

del bocs es menor que N, entonces para toda u, la familia T(u) es parametrizable de 

crecimiento polinomial. 

Demostracién. Si el numero de familias genéricas rizadas y representaciones no ho- 

mogéneas del bocs es menor que N, significa que s =maximo ntimero de valores pro- 

pios para cualquier unravelling en G < N , para todo vector dimensién dé Kp(A), 

por lo tanto, por el andlisis realizado en la seccién [V.2 tenemos que las familias T(u) 

son parametrizables de crecimiento polinomial. 

Corolario 30. Sea A manso, e— acotado y supongamos que existe un natural N tal 

que para cada dimension d el nimero de médulos no homogéneos es menor que N, 

entonces A es de crecimiento polinomial. 

Demostracién. Si considereamos nuevamente las familias R; = {M inescindibles | g(M) = 4}, 
tenemos que jig < T(d)bp,(|{d||).
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CAPITULO V 

Sea A una k-algebra basica. En este capitulo definiremos dos categorias asociadas a A, 

la categoria de representaciones del bocs de Drozd de A y la categoria P(A). Veremos 

que estas dos categorias son equivalentes y demostraremos que el Algebra A es del 

mismo tipo de representacién que el bocs de Drozd asociado, es decir, A es mansa si 

y sélo si D(A) es manso. Finalizamos este capitulo dando resultados para bocses de 

tipo de representacién manso, que pueden traducirse a resultados para Algebras del 
mismo tipo de representacién. 

V.1 El bocs de Drozd para A. 

Sea A una k—Algebra bdsica, P,,---, P, los proyectivos inescindibles que aparecen 

en su descomposicién y 1, = OL, e; la descomposicién en idempotentes primitivos 

ortogonales de 1, asociada. Para toda i = 1,---,n, tenemos una filtracién de la 
forma 

RadAe; > Rad*Ae; D> --- D Rad" Ae; > Rad™* Ae; = 0 

lo cual a su vez determina, para cadai,j € {1,---,n} una filtracién de Homa(Ae;, Ae;) : 

Homa(Ae;, RadAe;) > Homa(Ae;, Rad*Ae;) > --- > Homa(Ae;, Rad™ Ae;). 
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Fijos i,j € {1,---,n} sea XP una base de Homa(Ae;, Rad" Ae;), la cual podemos 

completar con el conjunto ee para formar una base de Homa(Ae;, Rad*i~'Ae;). 
Podemos repetir este proceso hasta tener una base X;; de Homa(Ae;, RadAe;), es 

decir, Xj; = XU XZ ww XP. 

Sea X = Uj g Xj. Siz € Xu, ye Xi; ze Xij, definimos ce. 

entonces ty = Dzex Ciy2 donde ci, € k. 
y = Osi exrye; = 0, 

A continuacién construiremos el bocs de Drozd de A, denotado D(A) = (R, B, 6). 

Definimos R =k x k x-:- xk. Para cada i € {1,---,n} tendremos asociados dos ARRAS 
2n—veces 

vértices en la bigrdfica B, denotados 7,, 72. Para cada x € Xj; se tiene en la bigrafica 

B una flecha de grado cero, az : i} —> jo , y dos flechas de grado uno uz : i;— > ji, 

Ug: dg— > jo. 

Lema 1. Sean W el R—bimédulo definido por B y p: W > W @ p W Ia transfor- 

maci6n lineal definida por, 

1. p(az) = Dw,26X hy, (Uz Ow _ QU) , 

2. p(uz) = Dowex Coy Uslw) 

3. p(vz) = DwzeX Cru Vz0w 

para toda x € Xj;. Entonces p nos induce una diferencial 6 : Tr(W) + Tr(W) tal 
que 6? = 0. 

Demostracién. Por la proposicién 3, del capitulo J, » se extiende a un morfismo de 

R—bimédulos 6 que resulta ser una diferencia]. Por lo que inicamente demostraremos 
que 6? = 0. 

Una observacién importante es que usando la asociatividad de la composicién de 

morfismos en X, ((ry)z = x(yz)), se tiene la siguiente propiedad para los coeficientes 
Ww pt t pv del producto Dex CtyCu: = Lvex Cov yz: 

Sean reé Xj; we Xi; zE XY; ae Xiz, be Xu; ce Xim; dé Xmj- 

Entonces, 

P (a2) = PCS 2,0 Coy (VzAw — Aettw)) = Dejw Sw (P(¥eOw) — p(Azttw)) 

Dozww Cow [P(vz) Ow — UzP(Qw) — p(@z)ty — a2p(tw)]
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donde, 

5(Qw) = Lack (vsea — Atta) 

5(Q2) = Lae Che(vade — Watte) 

S(t) = Loa Ch urtle 

5(vz) = Lede CacVdVe 

Por lo tanto: 

P(e) = Dew Cry Dae CieVatew — Dba HVsVsOe 
+ > Coy Dba CH, V20p Ua — Dde Ch Vaety 

+ >= Coy Lae Cap MdUcly _ ba Chaz Ube 

1. Como CrwCde = CcCzw = CévCew? tenemos que, 

SILW= UV Ch CH UzVe = Ch yChyUzVbQa 

sia=w = Cy ChyVzVow 
siz=d = ChyChyVdVoOw 
sib=c = Cy Coy VdUceAw 

2. Similarmente, > c%,,cj,vdQcllw = LO chy cf u,Aple YO Cry, Ci Aaticly = XO ch cH aztytta. 

Por lo tanto, 6°(a,) = 0. 

3. Ahora 

0? (uz) = AX CF yyUrthy} = Diy (0(uz) tte - Uz P( Uy) 

X ct (O C3 Uattelw — 0 ce uzueta) = 0 

4, Nuevamente, se ve que 6?(v,) = 0. 

Por lo tanto 6? = 0 y D(A) = (R, W, 6) es un bocs. = 

Lema 2. El bocs de Drozd asociado a A, D(A) = (R, W, 6) es triangular. 

Demostracién. Para 0 # x € Homa(Ae;, RadAe;), definimos v(z) como el nimero 
natural tal que x € Homa(Ae;, Rad’ Ae;)\ Homa(Ae;, Rad"**Ae;). Asi, para x € Xf, 
tenemos que u(z) = u. Entonces, six € Xj;, y € Xj, tenemos que v(xy) > v(z)+v(y). 
En consecuencia, en la expresién zy = Yo c3yz € Xx, Gyz = 0 si v(z) < u(z) + vy). 

En el conjunto {az} rc x de flechas de grado cero de B, consideremos el orden parcial 

inducido por az > ay si y sdlo si u(x) > v(y). Si a, es minimal, es decir v(z) = 1,
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tenemos que 6(@,) = 0. En general, 5(@z) = Cayex Chy(VsQy — Arty), donde c2, # 0 
sdlo si u(y) + v(x) < u(z); en particular ay, az < a,. Similarmente hacemos uz > ty 
y Vz > vy si y solo si v(x) > v(y) para inducir un orden parcial el conjunto de flechas 
de grado uno. a 

V.2 La categoria P(A). 

Nuevamente, fijemos una k—dlgebra bdsica A y una descomposicién ,A = Ae, © 

---@Ae, en suma directa de proyectivos inescindibles no isomorfos dos a dos. Luego, 

1, = 21 & es una descomposicién en idempotentes primitivos ortogonales de 1,. 

Denotemos por P; a Ae; para cada i = 1,---,n. La categoria P(A) se define como 

sigue: 

1. Los objetos de P(A) son los morfismos y : Iim,P; + Un, P; tales que Imy C 
Rad(Un,P)). 

Observemos que m;P; se identifica con P; @, k™ o con P; @, Vi, si Vj es un 

k—espacio vectorial con dim,V; = m;. 

2. Si LIP, @ Vi 4 UP; @.W; y ILP; @ V; * LLP; @,1V; son dos objetos de P(A), 
un morfismo entre ellos es una pareja de morfismos (7,8), y : UP; @, Vi > 

ILP; @, Vi, B: LLP; @eW; —> LLP; &, W; tales que By = y'y. 

Observacién 2.1: Homa(P,, P;)@xHome(V,, W,) © Homa(P, @xVs, P:@xW,). Sean 
f € Homa(P,, P:) y h € Hom, (V,, W,), entonces U(f@h)(ps@vz) = f (ps) @h(vs) - Si 

ly = DeXs4 dit, para toda Yat € Homy(P, Qk Vs, PrQk W,), y A, E Hom,(Vs, Wi), 

tenemos que 

Yat = Ly Tw Or Ay 

= Dw (Deex.. diz) Ok Ay 

= Dw LO (rexe. di, Hw) 

Sea $ ‘= Urex,, di Hw. En el caso de que s = t, tenemos tambien el homomorfismo 

identidad 1, : P; + P, , y denotaremos X3, = X52 U {1,}. Luego, si definimos 

X}, := X54 si s # t, tenemos para y € Homa(LIP; @x Vi, IP; ®, W;), la expresién 

tunica general: y = (y,;) = (Deexe, Z@k Pz).
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V.3 La equivalencia entre P(A) y Rep(D(A)). 

Proposicién 3. Las categorias P(A) y Rep(D(A)) son equivalentes. 

Demostracién. Sea F : P(A) + Rep(D(A)) tal que si y : IP; ® Vi + UP; 
@.W; € P(A), entonces 

F(@)n = Vis F(®)ig = Wis F(~)ae = Yo : Vi + Wy donde ag : ty + jo. 

Si (7,8) : ¢ > ¢’ es un morfismo en P(A) donde y : LIP; ® Vi > IP; @.W; y 
yg : UPR, &V, > IP; @W;, F (7, B) = (f°, f') esté dado de la siguiente manera, 

Con la notacién introducida antes y = (Ceexg, z@7)yB= (Cyexe, y ® By). Se 

definen, 

i =m: Yo Vv; 

. = 51, : Wino W; 

be = %: Viv V; 

fo. = ~,: Wir W; 

donde uz : 4; 4 ji, Uz: t2 > jo. 

1. Claramente F(p) € Rep(D(A)). Veamos que F(y, 8) = (f°, f!) es un morfismo en 
Rep(D(A)). Como (7, 8) es un morfismo en P(A), By = y'y. Ahora, 

Be = (Lyexs y @ By) (Laexe r®@ x) 

= Dye yr @ Bypr} 

= Laz @ PyYe + Ver @ fy Pe + Vyy @ Byvi, +1® fr, yr.) 
Similarmente 

PY = Luh, WO oye + L299, %+ LyX OVyn, +18 H,, 1.) 
Como ¢ y y’ tienen imagen en el radical de su codominio, y1, = #1, = 0 para toda 

z. Por lo tanto, para toda z € Xj;, y € Xu, x € Xj tenemos, 

L [(Cey Cpa? @ BySx) +z2®@ | = LX: (Ley CynZ ® Py Iz) +z@ 91,75] 

(ay Cie ByPrx) + Bi, 'P3 = (Say Che Py Ya) + QV 

Como A = Tr(Wo) estaé generada como R—médulo por los elementos {az},¢x , para 
verficar 3) de la definicidn de morfismos en la categoria de representaciones de un 

bocs, basta ver que vale para a, : Gy : i) — jo. Sustituyendo en la ultima igualdad, 
tenemos,
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nF (Par — FY Jaf = DejelF(Y lay Ste ~ fF (P)ae) 

2. Veamos que F conserva la composicién. Consideremos los objetos de P(A), 

y TIP, @ Vi > UP; & W;, 
g i UP, GV; > UP; & W;, 

yp’ : IP, & V;" + UP; @ Wi. 

y los morfismos (7,8): 9 3 9’ y (p, y > y". Luego, m): 

Deexy, 2B 2): UP; @x Vi + IP; @x V; 

Cyexg ¥ ® By) : UP; @ W; > UP; & W; 
= (Cacxg,4@ pa) : UP Vi + UP; & Vi 
= (Ceexe, B® m) : UP; @ W; > UP; @ W; B

D
 

B
W
R
 

I 

Mostraremos que F'{(p,7)(7, 8)) = F(p, n)F (7, 8). Recordemos que 

F@)a = Vi, F(®)ie = Wis F(Y)az = Pa 

F@)a = Vi F(? dia = Wie FO? Jas = Pa 

Fig \a=Vis FS le =We. FQ los = Px 

Ademés, para los morfismos F(7, 8) = (f°, f!) y F(p,7) = (g°,g'), tenemos, dado 
rE Xy 

BTV Mae, 9 =A Ve ve 

=f—,,:Wi- W;,, 9 =m, Wi > W,, 

pont M 9, = Pr Vi VY, 
= B,: Wi W; Toe = Ne | W, > W. 

Sea tt, : 2, — j1, entonces 

(of) (u 2) = 9 te + 92,f° + lweXn Cry Guy be = Pi, Vx + PsVy + D Cow Pz Yu- 
2€X 15 

Sea vu, : 22 > jo, entonces 

(gf)! (v i) = i+ nf° + Dwexn Ce 7 Gus se = = 12x + Ne Pr; +z Cy Bux 
2€X}; 

Por otro lado, sea (a, 5) = (p,7)(7, 8).
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a=py = (Lz2@p.)(Cw @ Ww) = (L zw ® prw) 

= (LwvB pi + O28 an + LG z ®@ pz Ww) 

Por lo tanto, para 2 € X, Qe = prte + Pet + Dy Pe tw = (Gf)! (ux)- 

b=n6 = (Oz8m)(X w © By) = Nzw@ ne Bw 

= (LwOmh.+ C028 mA + C4, F ® new) 

De donde tenemos que 6, = mz + Nei +E yN:Pw = (gf)'(vz) por lo tanto, F es 
un funtor. 
De la definicién de F, es facil observar los siguientes hechos: 

1. Para todo par de objetos y,y en la categoria P(A) y para todo morfismo 
en la categoria Rep(D(A)), f = (f°, f'!) : F(y) 3 F(y’)) existe un morfismo 
g:¢—¢ en P(A) tal que f = F(g), es decir, F es pleno; 

2. Para todo morfismo g : y  y’ en P(A), F(g) = 0 implica que g = 0, por lo 

tanto F es fiel; 

3. Para todo M € Rep(D(A)), existe y € P(A) tal que M = F(y), es decir, F es 
denso. 

Por lo tanto F es una equivalencia de categorias. a 

V.4 Parametrizaciones en modA y en Rep(D(A)). 

Sea A una k-dlgebra de dimensién finita sobre k. Consideremos la k(x)—dlgebra, 
A @, k(x), cuya multiplicacion estd dada por, 

(A @q a) (XN @y b) = AX @g ab, para A,X’ € A, a,b € k(x) 

k(x) se encaja en el centro de A @, k(x) via el homomorfismo, i : k(z) + A x k(x) 
dado por i(a) = (1 @, a), si a € k(x). En efecto, 

(A @; ba (A @; b)i(a) 

(A Gx 8)(1 @, a) 

Xd @r ba 

A @, ab 

(1 @g a)(A @; 6) 
i(a)(A @x b) = a(rA @x b) 

Ho
tt
 

dl 
Il
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Lema 4. Si M es un A @, k(x)-médulo izquierdo de dimensién finita sobre k(x), 
entonces existe f € k |x] y un A@ k [x] ,-médulo izquierdo Mp que es libre finitamente 
generado como k [x], —méddulo tal que M = Mg @eta|, k(x), como A @, k(x)—médulo. 

Demostracién. Sean mj,---,m, una k(r)—base de M y 4,,--+, A, una k—base de A. 
Entonces, para cada i, j, 

(A: @e Im; = Lym, cd, € k(x). 

Le) rij (w)ak (2) Ahora, 4; = Hay = 5a} — © Flt] ye) donde f(x) = ri,(x)0i,(x) = m.cm. {b4,} . 

Sea Mo = k [x] ;.,) 1 @- + -@k [2] ,.,) 7, el cual es libre como & [z] ;,,.-médulo generado 
por las m;. Como {\; @, 1 | 1 << t} es una k—base de A @, Flt] jx , obtenemos 

que (A @¢ k [2] 745) Mo € Mo y asi Mo es un A @x k [x] ,.,)-mddulo izquierdo. 

Como Mg es k [2] (q)-libre con base mm ,--+,77,, Mo ®klel p¢2) k(x) es un k(x)—espacio 

vectorial con base m; @1,---,m,@ 1. 

Sea UV: Mo @klzl y¢2) k(x) > M tal que U(m,; @klel joy 1) = m,;. El morfismos © es lineal 

y manda bases en bases, por lo tanto es un isomorfismo de k(x)—espacios vectoriales. 

Ademas, 

W((Ai @e 1) (mj Spey.) Y) = VAL Sx Iz @etetgegy VD) 
(Xs cijMs tel pc) 1) 

Ys ci; U (ms k(t] p2) 1) 

Lis Ms 

(Ai @e Lm; 
= (i Qk 1)¥(m,; Orla] (2) 1). 

tl 
{| 

Por lo tanto, M = Mo ®us,,,, k(z) en mod(A @, k(z)). a 

Lema 5. Sea a: M, *$ M, 7% L — 0 una sucesién exacta de de A @, k(«)—médulos 

de dimensién finita sobre k(x), entonces existe f € k(x] y B una sucesidn exacta 
0 Oo 

Mo % Mo 3 1° -+ 0 deA Qa k [2] ¢¢2) —médulos libre finitamente generados como 
k [x], -médulos tal que a es isomorfa a 3 tensoreada por k(x) en mod(A @, k(z)). 

Demostracién. Consideremos las siguientes bases de k(x)—espacios vectoriales, 

h,-+-,l, una base de L 
ky,+++, Ks una base para Kerg 

ky,-++,ks,™m1,+++,™m_ una base para Me 
My Nes Tiyan una base para M,
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tales que y(n) = ki y y2(m,) = 1. Procedemos como en la demostracién anterior, 
eligiendo ahora f(x) como el minimo comin multiplo de los denominadores de todos 

los coeficientes de (A; @ 1)z; en términos de la k(x)—base {z,;} de cada uno de los 
espacios M,, Mz y L. Como antes, consideramos 

MD = Elaly gym @- @k [a] j,) rs ® k [aly 71 @--- Ok [2] pq) Tn 

M3 = k[sthyay hi @ ++ @K [2] pq) Ks BK [a] p(2) 71 @ + -- Bk [a] pg) ™M 
DP = balay @---@klal yy ke 

Oo 0 

y obtenemos la sucesién exacta M9 % Mo % 1° — 0 donde y? denota la restriccién 
de y;. Es facil ver que es conmutativo el diagrama, 

Or peg! 
M? @rizi pee &(2) “Mg Qrfrljn K(Z) “FL? ray. K(Z) 7 0 

vl vl ws 
M, * M, % L > 0 

Lema 6. Sea y : L; — Ly un morfismo en mod(A ®, k [2] p2)) ¥ g : Li > Ly un 
morfismo en mod(A@xk [2],¢,)) tales que para 81, 82 isomorfismos tenemos el siguiente 
diagrama comutativo en mod(A ®, k(z)), 

iT 

Ly @rta] 4.) (2) eS Ly ®rizl jc) (2) 
ait + 82 

1 ‘Qt oy 
DL, @xx},c2) k(z) as Ly ®rlz]c2) k(x) 

entonces existe h(x) ¢ k [x] e isomorfismos $,, 8, tales que tenemos el siguiente dia- 
grama comutativo en mod(A @¢ k [2] pqn2)) 

ear 
Ly @rteljen, F 7g(aygtayniay —? La @halyeay F [hace preynce) 

at 1 8 

, ¢ I , 

Ly @rtelgcay F lagaystayntey “S L2 Belzicay * [lgca) seen 
Demostracién. Sean m,,---,m, una base para £,,7,°--,n,; una base para Le, 

mi,+++,m, una base para L/,n),-+-,n,, una base para Ly, todas ellas como k (2) p20) - 

médulos libres y s;(m; @ 1) = Lay(m; @ 1), se(ni @1) = Ldiy(n; ® 1), como 8), 82 

son isomorfismos, det(c¢;;) # 0 y det(dij) # 0, tenemos que cj, diz © K [] 4) s(a)n(0) + 

por lo tanto tomamos 8; =s;,i1=1,2. ©
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Proposicién 7. Sea F la composicién CokE donde Cok denota el funtor inducido 

por la operacidn de tomar el cokernel de una objeto de P(A) y E la equivalencia entre 

las categorias rep(D(A)) y P(A). Supongamos que existe una parametrizacién M en 
D(A). Entonces existe un A ~ k [x]; —bimddulo C libre como k(x], —méddulo tal que 
para casi toda \ € k, F(M ®xj2l, S,)2#C @etal, Sy. 

Demosiracién. Consideremos el bimédulo de M visto como una representacién de la 

bigrafica B de D(A) sobre el anillo k [x], . Sean: 

M = (k[sl7 “3 k[x]j’) € repD(A) 

E(M) = (ur, Ge k[x]7' 7S" IP; ek [xI7’) € P(A) 

= Q14Q2 € mod(A @ k [x],) 

Si tomamos la sucesidén, 

Q1 ®i{z], k(x) Qe Bein}, (2) “FO+0 

por el lema 5, existe g(x) € k(x] y una sucesién 

Q? 4% Qa SF C® 0 en mod(A @y k [x],) 

Por el lema anterior, existe h(x) € k[z] tal que el siguiente diagrama es conmutativo, 

Or 
Q1 Sata}, k [thy sn SQ @rlaleay * [lpn 

st 4 8, 
er 

Qy Qriz], k [Zorn “Ss Q2 xix}, k [Tlotn 

Si denotamos por C’ al conicleo del morfismo en el renglén superior de! diagrama, 

este ultimo se completa como sigue: 

Q1 Gra, Kltlyyn Qe One, klelype C + 0 

t= 1= 1 
Por 

QY Ori, Kl FP WOxe, kltlyn > C° Sxl, klelys, + 0 

Abusando del lenguaje, denotamos por el mismo simbolo S, a los mdédulos simples 

K[zlopn /(@ — A) y ka], /(@ — A) en mod(k[z],,,) y mod(k[x],), respectivamente.. 
Asi, claramente k [tle pn xa}, S\=S). 

Entonces, si tensoreamos el diagrama nterior por S, sobre k {:] ofh? obtnemos el sigu- 

iente diagrama conmutativo en modA :
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Qi @rtz], Sr ee Qe @ajz], 5a C" Griz), 5, S, > 0 
, = er , = , = 

Qi Sataj, Sa "Qe Bey, 5x + C°@xz,5, > 0 

Al tomar conticleos en el diagrama anterior, obtenemos, 

C! = Cok(Qi Gia,  [t]yp, > Qo Oral, k [lggp) & C° Orie, ¥ lA] y sr) 
Como 

M @x2], 5. = (a va) mY), y 

E(M Gy), Ss) = (UP. @, bP UP; iw”) 

= Qi xia), Sr 8 Q2 @riz}, Da 

resulta que F(M @j2] if S\)#C? ®xtz), Sy, como se afirmaba. a 

V.5 El algebra A es mansa si y sélo si el bocs D(A) es manso. 

Proposicién 8. Si el bocs D(A) es de tipo de representacién manso, entonces el 

algebra A es de tipo de representacién manso. 

Demostracién. Sea t = max {dimiPi} sot)... donde los P; son los proyectivos in- 

escindibles que aparecen en la descomposicién en inescindibles de A y sea d una 

dimension fija. 

Sea L = {(m1,+-+,™M,71,°°+, 7s) | Dia, mi < td, On; < d}, por lo tanto L es un 

conjunto finito. 

Como D(A) es manso, existen parametrizaciones L),---,L, que podemos suponer 

A-—k [x], médulos para algin f € k [2], tales que, 

Ll. TANQOK |e] 5-4 (Li) eL, 

2. para casi toda representacién inescindible M de D(A) tal que dimM € L, 
existen 7 € {1,---,r} yAE k, tales que M = L; @xfey,.,) 5d- 

Para cada i = 1,---,7 existe un A — k[z],,-bimddulo C; libre finitamente gene- rado 
sobre k [2], tal que para toda A € k, g;(A) #0, cokE(L, etal, S)) =C; @elal, S). Sea 

J = {i | rangoC; = d}.
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Afirmacién: Los bimédulos C; con i € J, parametrizan a los A-médulos inescindibles 

de dimensién d. 

Sea X un A-méddulo inescindible tal que dim,X = d. Consideremos su presentacién 

proyectiva minimal Um,P; 4, linyP, 4+ X. Entonces y es cubierta proyectiva del 

ker(u) y ues cibierta proyectiva de X. En particular, Un,;P,/RadI1n,P; = X/RadX, 
entonces dim,(Ln:P;/Rad U1 n;P,) = dim,(X/RadX), por lo tanto Yn; < dimgX = 

d. Por otro lado 

om; dim, (Um;,P,/Rad Ul m;P,) = dim,(ker(u)) 
dim, In;P; < Si njdim,P; 

Vint < dt A
J
A
 

It 

En consecuencia, para (x la representacién de D(A) que corresponde a X, se tiene 

que dimpx € L. Luego, para casi todo X, existen i y 4 tales que yy = L; etal, Sy 

en rep(D(A)). 

Finalmente, X = cokEyy = coker E(L; @elal, Sy) = C; Bela, Sy y d= dimX = 

dim(C; Geel pox) Sy) = rango C;, por lo tantoi€ J. & 

Sea © = mod(k (x,y)), la categoria de k (x,y) —médulos izquierdos de dimensién 
finita. 

Proposicién 9. Existe un funtor G : 5 —- © tal que satisface las siguientes condi- 
ciones 

1. Si Y = G(X), entonces Y no es de dimensién 1; 

2. G conserva inescindibles; 

3. G refleja clases de isomorfia; 

4. G estd dado como un producto tensorial. 

Demostracién. Para X = (X,Tx(x),Tx(y)) € 5 donde Ty (x), Tx(y) : X + X, sea 

0 lx 0 0 0 0 
G(X) = XOX@X, Tax (z)=[ 0 0 1x |,Teonly) =|] Tx(z) 0 o |. 

00 0 0 Tx(y) 0 

0 

0 |. 

h 

ho 
Para h: X + Y €¥, donde Y = (Y,Ty(z), Ty (y)), sea G(h) = ( Ok 

0 0



EQUIVALENCIA ENTRE P(A) Y Rep(D(A)) 91 

1. Veamos que G(h) : G(X) - G(Y) es un isomorfismo en &. 

Como h es un morfismo en D, tenemos que hTx(x) = Ty(z)h, ATx(y) = Ty(y)h. 

P.D. G(h)Tecxy(2) = Tecv)(2)G(h) 

hoo x 0 0 

G(h)Texy(t) = ( 0h O ( lx - ( 0 

00k 0 0 

0 ly 0 

Tey) (2)G(h) = ( 00 dy 

o
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o
 

o
r
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P.D. G(h)Taxy(y) = Tar) (y)h 

hoo 0 0 0 
G(h)Taxy(y) = (° A alee 0 | 

00k 0 Tx(y) 0 

0 0 0 0 0 0 
= ( AT x(x) 0 | = ( Ty(z)h 0 | 

-\0 hTx(y) 0 0 Ty(y)h 0 

0 0 0\ fh 0 0 0 0 0 
Tayy(y)h = [26 0 | (° h 0 = ( Ty(x)h 0 | 

0 Ty(y) 0/0 Oh 0 Ty(y)h 0 

Por lo tanto, G(h) es un morfismo en © y de la definicion es claro que G es un funtor. 

2. G conserva inescindibles. 

Demostraremos que si X es inescindible, entones End(G(X)) es local. 

ABC 

Sea y : G(X) — G(X), p= ( DE F ; por ser un morfismo, se satisface que 

G HI 
Taxy(2)¢ = ¢To(x)(x), es decir, 

DEF 0 AB ABC 
GHI|=|0D E|=y=|0 AB 
0 0 0 0GH 00 A  
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pero también Tgix)(y)¢ = yTacxy(y), es decir, 

0 0 0 BTx(z) CTx(y) 0 

0 Tx(y)A Tx(y)B 0 ATx(y) 0 

de donde Ty(z)A = ATx(x) y Tx(y)A = ATx(y), por lo tanto A € End({X). Como 
X es inescindible, End(X) es local y tenemos que A es invertible o es nilpotente. 

Si A es invertible, entonces existe A~' tal que AA! = J, por lo tanto 

ABC A? 0 0 £00 
0 AB 0 A? 0 =|0T7 0 
0 0A 0 0 A} 0o0T 

es decir, ~ es invertible. 

Si A es nilpotente, entonces existe n tal que A” = 0, claramente y*" = 0, es decir, y 

es nilpotente. 

Por lo tanto End(G(X)) es local. 

3. Veamos que G refleja clases de isomorfia. 

Sea H : G(X) > G(Y) un isomorfismo, razonando como en el inciso anterior obten- 
emos que Tx (z)A = ATy(y) donde A € Hom(X,Y) es invertible, por lo tanto X = Y. 

4, Finalmente, demostraremos que G esta dado por un producto tensorial. 

Sea M el k (x, y) —bimddulo, tal que M = k (z,y) @k (z,y) ® k (z, y) como médulo 
0 likey) 9 0 0 0 

derecho y Ty(z) = ( 00 lgey) » Tu(y) = ( zx 00 como médulo 
00 0 0 y O 

izquierdo, entonces G(X) = M @xiz,y) X- a. 

En [LRS] (Proposicién 3.6) se demuestra que la definicién de ser salvaje es equi- 
valente a la siguiente: 

Definiciédn 10. Una k—dlgebra finitamente generada A es salvaje si existe un A — 
k (x,y) —bimddulo M finitamente generado como k (xz, y) —médulo, tal que el funtor 

F(X) = M @izy) X : & —+ RepA preserva inescindibles y clases de isomortfia. 

Teorema 11. Si el bocs D(A) es de tipo de representacidén salvaje, entonces A es de 

tipo de representacion salvaje.
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Demostracién. Supongamos que D(A) es un bocs salvaje, entonces existe L un 

A-—k(«x,y) —bimédulo M finitamente generado libre como k (x, y) —mddulo, tal que 

el funtor F(X) = L @zy) X : & — RepD(A) preserva inescindibles y clases de 

isomorfia. Sea G’ : % —> ¥ definido como en la proposicién anterior. Entonces, 

G = FG : % — Rep(D(A)) preserva inescindibles y refleja clases de isomorfia, 

ademés G & L @izy) M @xiz,y) -- Consideremos H : RepD(A) 4 P(A) Co modA. 

Sea X inescindible en 32, entonces Enda(HG(X)) = Hom,(HG(X), HG(X)) # 0, 

porque si HG(X) = 0 implica que G(X) es simple y por construccién G(X) no es 

simple, por otro lado G(X) es inescindible, por lo tanto Hompcay(G(X), G(X)) es 

local. Consideremos el epimorfismo 

€: Hompay(G(X), G(X)) + Hom,(HG(X), HG(X)), 

sea f € Hom,(HG(X), HG(X)), como el funtor es pleno existe g € Hompia) (G(X), G(X)), 
tal que e(g) = f, por lo tanto g es un isomorfismo o es nilpotente. 

Si g es isomorfismo existe g~! tal que gg} = Iq¢xy) = 97! Y 

e(g7)e(g) = €(g-'g) = €(Tacxy) = Inaixy = €(97')f = fe(gm') 

por lo tanto f es un isomorfismo. 

Si g es nilpotente, entonces existe n tal que g” = 0, por lo tanto, 

e(9”) =e(9)-- -el(g) =f. f =0 

es clecir, f es nilpotente. Con lo que queda demostrado que HG preserva inescindibles. 

Como G’, F,E y Cok reflejan clases de isomorfia, HG = (Cok)(EFG’) hereda esta 
propiedad. 

a 

V.6 Resultados para Algebras. 

Sea A una k— algebra de dimensidn finita, D(A) el bocs asociado a A. Hemos con- 

siderado el funtor Rep(D(A)) & P(A) °¥ modA. Dados M,N € modA, denotemos 
por y(M),¢(N) € P(A) a sus cubiertas proyectivas, por y,y € Rep(D(A)) los 
objetos correspondientes en Rep(D(A)). Luego, Coky(M) = M y Coky (N) = N. 
Si dim y = (m1,--+,™my,™,°++, 2) definimos el vector c(Mf) =dim ¢, similarmente 

c(N) =dim gy. 
Sea 6(M, N) = dim,Hom,(N, DirM) — dimyHoma(topM, socDtrN).
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Proposicién 12. (¢, y’) = 6(M, N) donde (¢, g) = dim,Hompcay(v, 9 )-B(Y ¢) 

Demostracién. Sea Py(M) = WyniP,, P\(M) = WymiP;, P(N) = Wyn Pi, 

P,(N) = Wim; P.. 

Denotemos (M,Z) = dim,Homa(M, Z), para Z € mod(A), por [ARS, IV.4.3] ten- 
emos, 

(M, Z) — (Z, DitrM) = (Po(M), Z) — (Pi(M), 2). 

Sea Z = N, entonces, 

(M,N) — (N, Dir M) = (Po(M),.N) — (Pi(M),N). 

De Ja sucesién exacta 0 > QN + P)(N) > N + 0 se tiene la sucesién exacta 

0 > (Pi(M), QN) > (P(A1), Po(N)) > (P(M), N) > 0 

lo cual implica, 

(Pi(M),QN) — (P;(M), Po(N)) + (Pi(M), N) = 0, 4 = 0,1. 

De manera similiar 

0+ N + P(N) + QN 40 

implica, 

(PM), 22N) — (P,(M), P\(N)) + (PM), QN) = 0, i= 0,1. 
Las siguientes afirmaciones se demuestran siguiendo los calculos hechos por Juan 
Boza, para demostrar esta misma afirmacién en el caso particular de que M = N. 

1. (P(M), Po(N)) = dimyradHom,(P,(M), Po(N)) + Df, mun; 

2. (Po(M), Po(N)) = dim,radHoma,(Po(M), Po(N)) + Dia nan; 

3. (P\(M), P\(N)) = dim,radHoma(Po(M), Po(N)) + Diy mam, 

4. B(y,y') = (PM), P\(N)) + (Po(M), Po(N)) — dimyradHoma(P,(M), Po(N)). 

dim, Hompay(p, 9 ) = (M,N) + (Po(M), IN) + (Pi(M), 2°) 

a
e
 

mn; = (topM, socDtrN)
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Aplicando estas relaciones tenemos: 

-(.9) = Biy,y') — dimeHomaayly,¥) 

((Pi(AD), Pi(N)) ~ (Pi(M2), PN) 
{(Po(M), Po(N)) — (Po(M), Q.N)| 
dimgradHom,(P,\(M), Po(N)) — (M,N) 1

+
 

(ps8) ll [(Pi(M), Q(N)) + (Po(M), N)] 
dim,radHoma(Pi(M), Po(N)) — (M,N) 

[(Po(AL), N) — (M, NY] 
(P\(M), Q(N)) — dimyradHoma(P; (M4), Po(N)) 

[(P,(A4), N) ~ (N, DirM)] 

(P,(M), Q(N)) — dimgradHoma(P;(M), Po(N)) 

[((P.(M), N) + (Pi(M), O(N) 
(N, DtrM) — dimyradHom,(P,(M), Po(N)) 
(P,(M), Po(N)) — dim,radHom,(P,(M), Po(N)) — (N, DtrM) 

ymin, — (N, DirM) = (topM, socDtrN) — (N, DirM) 

i
+
 

i
+
 

io
 

a 

Como ya lo habiamos mencionado, si M = N tenemos A(y’) = 6(M, M). 

Definicién 13. Una familia genérica de médulos de una algebra A, es una familia 

uno paramétrica T de médulos homogéneos quasisimples de modA. 

Definicién 14. Decimos que YT es una familia genérica rizada, si existe una coleccién 

infinita de familias genéricas T = Y),---,Yu,--: tal que si, M € Y;, N € TY;, 

d(Af, N) > min {i,j}. 

Como 6(M, N) = {y, y) tenemos una relacién uno a uno entre las familias genéricas 

rizadas de representaciones del bocs D(A) y las familias genéricas rizadas de médulos 
del algebra A. 

Sea C(i) = {M € indA | 6(M, M) = 7}. Entonces tenemos los siguientes resultados 
para Algebras mansas equivalentes a los que hemos demostrado para bocses mansos, 

el paso de uno a otro es posible por la proposicién que acabamos de demostrar. 

Teorema 15. Sea A un dlgebra mansa supongamos que no existen familias genéricas 
rizadas ni mddulos no homogéneos en la categoria de representaciones de A, entonces 
para toda u, la familia C(u) es parametrizable y de crecimiento polinomial.
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Definicién 16. El algebra A se llama e¢— acotada si existe b > 0 tal que dim, Fema) < 

b para todo M homogéneo. 

Corolario 17. Sea A mansa , €— acotada y supongamos que no existen mddulos no 

homogéneos en la categoria de representaciones de A , entonces A es de crecimiento 

polinomial. 

Teorema 18. Sea A mansa, y supongamos que existe un natural N tal que para cada 

dimensién d el numero de familias genéricas rizadas y representaciones no homogéneas 

del digebra es menor que N, entonces para toda u, la familia C (u) es parametrizable 

de crecimiento polinomial. 

Corolario 19. Sea A mansa , e«— acotada y supongamos que existe un natural N tal 

que para cada dimension d el niimero de médulos no homogéneos es menor que N, 

entonces A es de crecimiento polinomial.
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El carcaj de traslacién I. 

Consideremos el algebra k [Zh¢a) , sus representaciones inescindibles estan dadas por 
Inv Con Ine = kK", Jn, = la matriz de Jordan de tamafio n con valor propio A, es 

decir, 

A 1 0 0 

Inv = 0 “0 
, 00 A 1 

00 0A 

Consideremos la suma J;,, @ Jo,,®-++-@Jj,,. Con el fin de estudiar el algebra de endo- 

morfismos de la suma anterior, Endete}yc (F1,a ® Jo, ®---@ Ji) vamos a introducir 

el siguiente carcaj de traslacién I’. 

1. Los vértices de [ = {1,2,---,} donde n; = eo Es claro que toda j € V(T) 
puede expresarse de manera tinica como j = n,—-kKconl] <u<l0<k<u-l. 

2. Si nus1—k y ny — & son vértices de F pondremos una flecha ny41—k — ny — k. 

Similarmente si n, — & y nu41 — (kK +1) son vértices de I pondremos una flecha 
Ny — b> Muar — (kK +1). 

Los elementos inyectivos de I son los vértices gy = ny — (u— 1). 

- 
~ 

Los elementos proyectivos de [ son los vértices py = ny. 

5. Sin, — k no es proyectivo definimos su trasladado, o(n, — k) = n, — (k — 1). 

6. Si n, — & no es inyectivo se define o—'(n, — k) =n, — (k +1). 

Para 1 < u < I, la orbita de u, o(u) = {ny —k|O0<k <u—1}. Si y,% son dos 
caminos en T con i(y1) = i(y2) y f(v1) = F(y2), decimos que y, = yz. Los caminos 
orientados en [ tienen las siguientes propiedades: 

1. Sia:r-— ses una flecha deT y s no es inyectivo, entonces r no es inyectivo y 

aa:o7'r - o7's es una flecha en I. 

2. Sia@:r—ses una flecha deT yr no es proyectivo, entonces s no es proyectivo 

y oa: or os es una flecha en I. 

3. Sig: roy J-++ 3 ym 7 § es un camino en [ y s no es inyectivo, entonces 

T, Yt, ‘**,Ym no son inyectivos y oy: a'r Gatty 4+ 9 ao Ym 3 als 
es un camino en [.
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4. Siy:r > 417+ Ym > 8 es un camino en I y r no es proyectivo, entonces 

Yi,°**;Ym,8 BO son proyectivos y oy : or — oY, 4 ++ > OYm 7 OS es uN 

camino en [. 

Definicién 1. Sir no es inyectivo, denotamos por p, al camino r + y — o'r, en 

donde r > y, y 3 o~'r son flechas en T. 

Lema 2. Sea y:a7'r >-+---+ 5 un camino enT. Entonces yp, = pos0Y- 

Demostracién. 

Como a~!r no es proyectivo, s tampoco y oy € I’, por lo tanto, 

Yr=r > | a otras 3 8 

, 
PosOY= Tees > os wa FT > 8 

a 

Definicién 3. Dos caminos 7, y y2 en T’ se dicen equivalentes (7, ~ ‘y2) si existe 

u € Z, tal que y, = 0". 

Sea C(T) = {y | 7 es una clase de equivalencia de caminos en r} .Siye CI) y 

:i— j pondremos ¥: o(r) -+ o(s). 

Claramente si y € C(I), y: o(r) 4 o(s) y 7 € o(i) existe a lo mds una y €7y con 

i(y) =r. Ademés por cada ¥ : o(7) > o(j) existe una tinica y tal que i(y) = mi. 

Los & [z],;,, -médulos asociados a I. 

Sea V = Lerkr. La accién de x en V esta dada por %.r = o'r sir no es inyectivo y 

zr = 0 sir es inyectivo, con ¥ = (x — A). V = Il, V; en donde cada Vj = Leos kr 

es un k [sr],(.)-mddulo. 

Si escogemos q;,09q;,:++,0* 1g; como la base de Vj, la accién de x esta dada por Ji. 

Por lo tanto, Vi=JinyV=EU@--OV=HA,8°°- OI. 

Sea y € C(I), entonces + define una funcién f, : V + V definida en la base de 

elementos r € I’ como sigue: 

fy(r) = 
finalde y si existe y € 7 tal que i(y) =r 

0 si no existe 7 € y tal que 7(y) =r
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En particular, fp,(r) = Er. 

Proposicién 4. Los morfismos f, con y € C(I) son k [x],(,)-eudomorfismos de V y 

forman una k -base de Endgiz), al). 

Demostracion. 

1. fy es un & [2],;,.)-morfismo. 

fer) = Ea foe(T) = fy, (7)   

oll 

al
 

Ss
 

> 
m
k
 

Se
 = li 
S
 

—~
 

Ti
e)

 
35 ~
 

2. Los elementos f, son k—linealmente independientes. 

Supongamos que 0 = Ly Crfy- Sea yo : o(t) + 0(7), Yo E70, Yo: 7 > 8, 7 € Of?), 

s € o(j). Entonces 0 = 0, f(r) = Dyers =0con s' final de y €y tal que 

i(y) =r. 
Como las ¥ son diferentes si #72 ¥ 11 EY V2 Ee 1 #2 UN) = te) = 3 

por lo tanto f(1) # f (42) y las s son distintas. En consecuencia cada c, = 0, 

en particular c,, = 0. - 

3. Los elementos / generan al espacio Endyyz}, lV). 

Sea f € Enditay, ., (V), pi, P2,° ++, Pi los vértices proyectivos del carcaj de traslacién 

T. Cada p; = o*-'g; por lo que xp; = 0 para v > i— 1, entonces 2’ f(p;) = 
f(x"p;) = 0 implica f(p;) = De.s0° 'gs con s <2. 

Para cada a "qs con s < 7, existe un camino y,; : pj — o° 1g, tal que 

o°"'q. = fr,;(Pi) por lo tanto f(p;) = Desi fy,;(pi) y podemos poner f(pi) = 
DY €5,7%e,j (pi). Si ponemos ej.,3) = cy, tenemos que f (pi) = Dyectr) Cy f4(pi) para 

cada pj. 

Pero todo r € I es de la forma r = o~°p; = T*p; para alguna s y alguna 2. Por 

consiguiente: 

f(r) f (Epi) = Ff (pi) 
= Lee fy(p:) = Deyf y(n) 

Leyfylr) 

por lo tanto f = 20 cy, fy
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Obsérvese que Homi), (V;, Vj) tiene por k—base a los elementos fy con 7: (7) 

o(j).- 

En lo que sigue veremos cudles son las y con ¥ : o(i) — o(7). Usaremos la siguiente 

notacion, si y : r 3 s es un camino en Ty s noes inyectivo, xy es el camino p,7. Por 

induccion definimos x*y = z(z"—!y). Ndétese que todos los elementos pertenecientes 

a una clase y en c(I’) tienen la misma longitud, por lo tanto l(y) = {{y} con ¥ €7. 

Ince) 

Afirmacién: Sea + la clase en c{I) de o(t) > o(j) con I(yo) minima. Si s = 

min(i, j), entonces: 

Lema 5. —_1. Los elementos en c(L) de o(i) a o(j) son Yo,t%0,- +>, 2° Yo; 

2. Sea fe Homigg),.)(Vir Vj) con f = Cofyy + Cifey +°°* + Cs-1fes-1y,- La matriz 

T; con respecto a las bases escogidas tiene la forma: 

Os Oc Gort Cj 

O -: 0 0 ec + Cpe 

(a) parai>j | : Dob te te ty 
0 -* 00 0 @ | 

0: 00 0 0 & 

CG Cy C1 

0 ao 4 G2 

(b) parai<j 00 0 0 «@ 

Dot 0 
0 0 O 0 

Co Cy C2 te G1 

0 om G + Ge 
(c) parai=j| . , ™  
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El unravelling de un bocs local no trivial. 

Sea A un bocs local no trivial, es decir, R = k [2] p(2 ,sean Q] < SOR yyy <ee-< 

Up las flechas de grado cero y grado uno, respectivamente. Sea 6(a1) = DL, ri(z, y)v; 

donde r;(z, y) = Neigz'y’ y yur = 1427. Sea A € k, tal que f(A) F 0, Ja(n) = matriz 

de Jordan con valor propio \ de tamafion x ny J,(1,---,n) = J(1) @--- @ Ja(n). 

Consideremos el carcaj de traslacién I definido en la seccién anterior de tamaiio n, 

entonces tenemos (ver descripcién de unravelling en general) que 

5 ((a)e,2) = dos<r Lr Ort — Dret Ag rhrt + [Asta], i’ 

Si s = n, (e.d., es el proyectivo maximal) y ¢ = n, — (u— 1) (e.d., es el inyectivo 

minimal), entonces 5’ ((a1).2) = [Asan], . 

Por [BZ] sabemos que [Asier| = NayyJ\(1,--+,2)"*(V)ij4A.(1,---, 2)” por lo que 
8,t 

calcularemos explicitamente J,(1,---,n)"(V)seJ(1,-++,7)”. 

Si g(A) es un polinomio en » usaremos la siguiente notacién: 

Zi (tg(A) 1>0 
g) = 

gQ) — L=0 
Por otro lado, 

Ay" 0 0 
0 J(2)" 0 0 

Jy(1, +++, 7)* = at ) 

. 0 

0 0) An)" 

NA 

ht (AX) Q) (A#)6-D 

0 de he (s—2) Is)" = (A*)
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Por lo tanto, si (z,4) = J,(1,-++,7)", 24 #0 si y sdlo si t = o~'(r) para alguna l > 0 

y en tal caso z,.5-"r) = (A), En consecuencia si J,(1,---,n)"V = (d,,) donde 

dip = Du 2t0(V ue = Levo 2,0-#() Vo-k) 

tenemos que (az) = J,(1,---,n)"VJ)(1,---, 2)” esté dada por , 

Ar = Vdiow(r)Zow(t),t 
= Lero 20-0 Vo-#(i),0%(t) 20 (t),t 
= LV,-ryeviy AO (ary 

De donde se obtiene explicitamente que, 

5 ((m)st) = [Asan], 

= Duy cr hdtdery5(A, AV )o~a(s),0(t) 
= 11,10, AVY) st = (Vids. 

Relacién entre By(tr(e;),tr(e;)) y Balei,e;) 

Recordemos que si A es un bocs, M € RepA y dimM =xe€ K,(A), entonces tenemos 
definida la forma quadratica de A de la siguiente manera: 

q(t) = Da? — Dig magaity + Dy My Vir; 

donde m,; = numero de flechas de grado cero de i a j, nj; = niimero de flechas de 
i} & a 7 

grado uno dei aj. 

Asociada a la forma cuadratica, para z= dimM y y= dimN tenemos la siguiente 

forma bilineal: 

Bix,y) = Dziyi — Dag Magis + Lay MG TiYy- 

Por otro lado, habiamos definido el nimero A(M) = dim, End4(M) — q4(dimM), 
que ahora generalizamos para dos representaciones M y N como, 

(M, N) = dim, Homa(M, N) - Ba(dimM, dimN) 

Observemos que en particular (M, Af) = A(M). 

Supongamos que B se obtiene de A haciendo un unravelling de tamaiio u, en el vértice 

1, sean 21,--+, Z, los nuevos vértices, €1, €2,,°*+,€z,,€2)°**,r los vectores de la base 

canénica para N™** = K,(B) y fi,---, f- para N’ = Ko(A). Entonces la funcién 
tp: Nt+" ~» N* definida en el capitulo dos esta dada de la siguiente manera:
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yl 1=1,2,---,r 
ined ={ F, $= 2,,j =1---,t 

Si a, 8 € K(B), definimos la siguiente forma bilineal 

pla, B) = Dict tot, Bx; + Dic} (a2, 82; + 2; 32;)- 

Si mj = numero de flechas de grado cero del vértice i al vértice j en el bocs B, 

tenemos, 

Maj i=Zfeyj=xX 

m= kia; i=mAyj=u 

1) km i=2,yj=% 

st(m, — 1) i=%yj=% 

Si mn; = ntmero de flechas de grado cero del vértice i al vértice j en el bocs B, 

tenemos, 

nj t=f,yjH=u 
n= kn; t=2YjJ=2 

a kniy t=2LsY j= Ze 
stn t+min{i,j} ti=2zyjue 

1 i=j 
0 ifj 

Lema 6. By(tr(e), tr(e;)) = Bale: e;) — y(eise;). 

Por comodidad, denotemos (e;); = e = { 

Demostracion. 

Supongamos que €; = €,,,€; = €z, entonces, 

Ba(tr(e:),tr(e;)) = Bali. fj) 
Sify — mag + ray 
€;€j ~_ May + Nig 

= Bg(ei,e;) 

Supongamos que e; = €z,,€; = €2, entonces, 

Baltr(e:),tele;)) = Balfi sf) 
—jma t+ jn 

—my + ney 

= Bg(ei,e;)
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Similarmente tenemos que si €; = €,,, €; = €x, entonces Ba(tr(e:), tr(e;)) = Ba(ei, e;)- 

Finalmente, supongamos que €; = e;, 

Ba(tr(e:), tr(e;)) = 

Ba(ei, e;) 

Observemos que sii 4 j,7 < j, pfei, 

Si i = j entonces, 

Ba(tr(e:), tr(ei)) 

Ba(ei, i) 

En este caso, y(ei,e;) = DiL, tee: 

y e; =e,,,1 #7 entonces, 

Balifi, ft) 
aj —igmy + ijn 
-m; + ni; 

~ij(my — 1) + ijn + min {i, 7} 

ej) =i= min {i,j}, sii > 7, ole, ej) = 7. 

Ba(ifi, tf) 
ha ~ Pm + Pry 

' i 
~My + Ny ; 
-? (my _ 1) + Pniy +2 

" 

= 1. Por lo tanto, hemos demostrado que en 

cualquier situacién, Ba(tr(e:), tr(e;)) = Ba(ei,e;) — y(ei, e;).
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