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Introduccion

Un enlace L en S es universal si toda 3-variedad, cerrada, orientable es una cubierta de S°
ramificada sobre L. En 1982 Thurston {T] probé la existencia de enlaces universales. Poste-
riormente, Hilden, Montesinos, Lozano [HLM)] demostraron que los nudos o enlaces racionales
que 1o son toroidales son universales. En {HLM2] los mismos autores dan ejemplos de nudos
no simples universales. En ambos trabajos las demostraciones son constructivas: como punto
de partida se intenta encontrar una cubierta de 5% que sea, a su vez, 5% y que ramifique sobre
el nudo en cuestién de forma tal que una o varias de las componentes del levantamiento del
nudo conformen un enlace universal conocido. Surge, entonces, en este contexto la siguiente
pregunta:

Dado un nudo k en §2 ;Es §% cubierta de S® ramificada sobre k?

El presente trabajo da una respuesta afirmativa a esta cuestién para los nudos toroidales y
a cierto tipo de satélites de nudos toroidales.

Hemos estructurado esta tesis de la siguiente forma:

En el capitulo uno estudiamos los grupos simétricos de pg simbolos y de mpq simbolos.
Establecemos, primeramente, que en Spq existen dos permutaciones regulares de orden p y qt
cuyo producto tiene (p — 1)(g — 1) puntos fijos. A continuacién generalizamos este resultado al
Erupo simétrico Spmpg; aqui el producte de las permutaciones tiene m{(p — 1)(g — 1) = 1) + 1

puntos fijos y el grupo generado por ambas es transitivo.

1Una permutacion en S, es regular de orden n si es ¢l producto de n-ciclos ajenos y nimero de érbitas o/n.



Acompanamos cada proposicién con un ejemplo.

En el capitulo des, usando los resultados del capitule uno, demostramos que dado un nudo
toroidal 7,, en 53 el espacio lente L{m,1) es una cubierta de 5° ramificada sobre 7,4 La
demostracién se apoya, también, en los resultados de IGR] donde se establece un algoritmo
para calcular la homologia de las cubiertas ramificadas de 5%, asi como el género del espacio
base de las variedades cubrientes.

Una vez que se demuestra que el espacio lente L{m, 1) es cubierta de 5% ramificada sobre
Tpq Probamos que la 3-esfera cubre a 5% tomando la cubierta universal del espacio lente. De-
mostramos, también, que T, tiene m((p — 1)(g — 1) — 1) + 2 componentes en la preimagen y
que solo una de ellas tiene indice de ramificacién mayor que uno.

En el capitulo tres se responde afirmativamente a la pregunta de arriba para los satélites
mondtonos de nudos toroidales. Definimos un satélite monétono de un nudo & en 5% como
sigue;

Sea k un mudo no trivial en §%, con vecindad tubular n y proyeccién 7 : 7 — k y sea J(k)
un nudo contenido en 7 tal que | J(k} es una cubierta de n hojas con n > 1. Decimos que J{k)
€s un satélite mondtono de & con niimero de vueltas n.

La idea de la demostracidn es como sigue:

Dada f: §* — (8%,7,,), la cubierta que ramifica sobre 7p, de m?pg-hojas, tomamos una
vecindad tubular T de 7, 4 que contenga al satélite monétono J(7,4), con nimero de vueltas n
un divisor de m, en su interior; sea Tla componente de f~1(T) que contiene a la componente
de la preimagen de f~1(7,,) cuyo indice de ramificacién es diferente a uno. Entonces f|% es
una cubierta de T ramificada sobre 7,4 que factoriza como T & T % T donde u es una cubierta
no ramificada de orden m y p es una cubierta de T' ramificada sobre el dnima de T.

Ahora bien, u~!(J{7,4)) es un enlace de n componentes cada uno de los cuales es isotdpico
al dnima de T. v por lo tanto existe un homeomorfismo h: T — T tal que h manda a una de
estas componentes en el dnima y k| 8T = id.

Definimos g : §% — (S, J(7pq)) como f en §3 ~TyuohlopenT.

Finalizamos el capitulo tres mostrando algunos ejemplos de satélites mondtonos de nudos

toroidales que son universales.



Antes de concluir, introducimos cierta notacién que serd recurrente a lo largo del texto:

Sea f: M — N una cubierta ramificada; 5¢ denotard el conjunto de puntos = del dominio
de f en los cuales f no es un homeomorfismo local; lo llamaremos conjunte singular de f.

El simbolo {g1,92,...,gn) denota al subgrupo generado por los elementos g;,63,....gn- Si
X es un conjunto {probablemente un grupc) X| denotarsd la cardinalidad de X; si X es un
espacio topoldgico | X serd el nimero de componentes de X y si X es una permutacion |X|
denotard el nimero de érbitas de X. El grupo de permutaciones en ¢ simbolos serd denotado
por Sg. m.cd.{a1,az,...,an} denota el maximo comin divisor de ay,ay, ..., Gn.

Finalmente, quiero expresar mi agradecimiento y enorme deuda con cada uno de los sinodales
y asesores por sus comentarios, correcciones y sugerencias. En especial mi gratitud a José Maria
Montesinos quien me planted ¢l tema de investigacién y me inicié en este arduo camino, y a

Francisco Gonzalez Acuiia por su asesoria € infinita paciencia a lo largo de estos afios de trabajo.



Capitulo 1

Permutaciones y grupos simétricos

En este capitulo estudiaremos a los grupos simétricos de n elementos; estaremos interesados,
particularmente, en los grupos simétricos Spy ¥ Smpg. Probaremos que en Sy, existen dos
permutaciones regulares a y 3, de orden p y ¢ respectivamente, tales que la permutacién So

tiene (p — 1)(g — 1) puntos fijos. Esta proposicién se generalizard al grupo Sppq.

1.1 Definiciones y notacién

Frecuentemente estaremos identificando S; con Sy donde Sy denota el conjunto de biyecciones
del conjunto de cardinalidad «.

La composicién de dos permutaciones X = X 2, X la escribimos como aff y la imagen de
z € X bajo & como (z)a.

Sea G < Sx; una 6rbita de G es un subconjunto de X de la forma {(z)g : g € G} donde
re X.

Sea 7 una permutacidn en Sy definimos 1(n) = {z: (z)7 = 2} y m(n} = {z: (z)7 # £}



1.2 Proposiciones

Proposicion 1.1 Sean p, g enteros tales que 1 < p < g y m.c.d. {p,q} = 1. Entonces, existen

dos permutaciones regulares o, 3 en Spq, de drdenes p, q, fales que:

i) liBa)l > (p— 1)(g - 1)

i) m(Bo)Nm(f-la~) £ 8.
Demostracidén Usaremos induccidn en p.

Si p = 1 entonces a es la identidad; por lo tanto [i(8a)| > 0 y m{fa) = m(B~la"t} #0.

Supongamos p > 1. Escribimos g =np+rcon 0 <r <p.

Identificamos Spq con Sxyy donde X = {1,....p} x {1,..,np}, {Y|=rpy X NY =0.

Al elemento (i, j) de X lo denotamos por ;.

Sean 4 =i]=1:1]1 (Tity - Tinpl y =:'1j1 jljl (Ti 4p» Ti jp—1,-- Ti jp—p+1)

Por hipétesis de induccidn existen a”, 87 en Sy, permutaciones regulares de érdenes p y r
tales que [i(f"a")]| 2 (r — 1)(p — 1) y m(8"a") N m(B"~ a"~) # 0

Podemos escribir 3" =‘lf[l (it tir) donde Y o= {g1, 1 r W20, o0 W2, a Upls s Upr b
¥ ¥ no es punto fijo de 3"a”, pues ningin ciclo de 8" estd formado por puntos fijos de 3"a”,
ya que {§”, "a") acta transitivamente en Y.

Sea § =iI=jE[1 (zi1wit)

Definimos a = a"a’ y § = 3'63". Obsérvese que a y § son permutaciones regulares de
drdenes p y q.

Puede verse sin dificultad que z;; es punto fijo de Ba si p no divide a j y %, ; es punto fijo
de fo si j > 1 asi que

i(Be)] 2 pa(p — 1) + (= 1)(p = 1) = (p = pn +7 ~ 1) = (p— 1)(g — 1).

Demostremos, ahora, que m(Bo) nm{f~'a"1) # 6

Nétese que para r = 1:

v11 € m(Be)nm(B7la™t), pues (111)8 'a"! = (Zanp)a~! = Tinp-pr1 ¥ ¥11 € i(Ba).



Sear > 1y yop € m(B") nm{B" la"1):

Si j/ = 2 entonces yy2 € m(3a)nNm(B~1a"1), pues (yi2)8 a7t = (zunpa~! = Tirng_py1;
sij #2, yej € m(Be) Nm(Bla1), ya que (g ;)8 TaTl = (o )80 Eyy 4 B

Observacidn. Nétese que {a, 3} es transitivo pues una drbita de (a,8) en X = {1, ..,pq}
tiene cardinalidad gp ya que las 6rbitas de o y 3 estdn contenidas en la 6rbita de {a, ).

La propiedad técnica ii) es necesaria para la proposicién 1.2

Ejemplo 1.1 Seag=5yp=3
5=31)+23=2(1)+1

B =(1,2,3)(6,7,8)(11,12, 13)

8" = (5,4)(10,9)(15, 14)

8 = {1,5){6,10){11, 15}

8 =(1,2,3,4,5)(6,7,8,9,10)(11, 12,13, 14, 15}
o =(3,2,1)(8,7,6)(13,12,11)

o = (3,4,14)(10,9, 15)

o =(3.2,1)(8,7,6)(13,12,11)(5,4,14)(10,9, 15)
i(Ba) = {1,2,6,7,11,12, 4,9}
m(fa}ynm(F-la"t) = {14,15)

Proposicién 1.2 Sean p y g cnteros tales que 1 <p < gy med{p,q} = 1, sea m entero
positivo. Entonces, eTisten o y [, permutaciones regulares de orden p y ¢ respectivamente, en

Smpq tales que:

1} {B,a) es transitivo
2) li(Ba)| =m((p-1}g~1)~1) +1

m
Demostracidén Pensamos Sp,p, como Sx, X =[] X*, |X"l = pg.
=1

Por la proposicién 1.1, existen &, B e Sx regulares de drdenes p y g tales que las 6rbitas de
(a,ﬁ) son X1, .. X*, [i(ﬁlxk &l X“)| >0y m(ﬁ| X* & X% nm(ﬁ—l[x'c a-1| X*) # 0.



Escribimos X* = {z:‘j :1<i<pl<j<qgly 8= I (=, ...,a:fq)
1<i<p
1<k<m

- . -~ ﬁ_lﬁ_
donde (s4,)B5 = (a§,) si 1 <k <m y (efy) € m(Ba| X™) nm(B 57| x™) £ 0.
Definimos f = [] (zfl,mi‘;‘l...,zf:l) I (z*, ...,:r:fq), donde k41 se interpreta como
1<kem 1<i<p

1<kem
1 si & = m. Definimos o = a.

Nétese que si (2)& = (z) entonces (z)fa = (z) a menos que z = z¥, con 1 < k < m.
Ademiés: [i(fa| X™)| 2 (p-1)(g—1), ya que i( Ba] X™) = i( B&| X™) pues (s7}}Ba = (z73)Ba
sii>1yjé¢{lr}; =P € m(Bal X™) nm(ﬁa|xm) dado que (z[4)Fa # (z7Y) # (z’f‘,)ﬁa;
zt € m{fBe| X™) Nm(Fa| X™) en virtud de que (z]%)0a # (zT0) # (z1)68 = (z]})a ya
que de lo contratio (x'l"‘l)ﬁ_lc'i"l = (zli)a™! = 27 y por lo tanto T € i(B_la_l), pero
= em(F a0,

Podemos concluir que: (o)l >m(p—-1)(g-1)-{(m -1 =m{{p—1)(g—1) -1} + 1.

Para demostrar que {a, 5) es transitivo obsérvese que:

Si 7 > 1 entonces (:rfj)ﬁ’ = (z%,) para algiin entero s; también (z¥,)a = (z';,)aﬁ = (z¥))
si 1 € k < m; ademds (z§,)8 = (z¥3"). Por lo tanto todas las z'fj pertenecen a la misma érbita
de {a, B).

Ahora bien, como <ﬁ' Xk G X"‘) es transitivoy § = B en {ng : 1 € j < np} se tiene que:
sil<i<pyl<j<gq, entonces alguna permutacién de {a, ) manda a :zfj en m'l‘j,.

Por lo tanto {a, 5} es transitivo en Syp,. W

Ejemplo 1.2 Seang=5,p=3, m=3

5=31)+2,3=2(1)+1

B =(1,2,3,4,5)(6,7,8,9,10)(11,12,13, 14, 15)

(16,17,18,19,20)(21, 22, 23, 24, 25)(26, 27, 28, 29, 30)

(31,32, 33,34, 35) (36,37, 38,39,40)(41, 42, 43, 44, 45)

8 = (1,17,18,19, 20)(16, 45,41, 42, 43)(44, 2,3,4,5)(6, 7, 8,9, 10)(11, 12, 13, 14, 15)
(21,22,23, 24, 25)(26, 27, 28, 29, 30)(36, 37, 38, 39, 40)(31, 32, 33, 34, 35)

o= (3,2,1){5,4,14)(8,7,61{10,9,15){13,12,11){18,17,16)({20, 19, 29)(23, 22, 21)
(25,24,30)(28, 27, 26)(33, 32, 31)(35, 34, 44)(38, 37, 36) (40, 39, 45)(43, 42, 41)
i(Ba) = {2,4,6,7,9,11,12, 17,19, 21, 22, 24,26, 27, 31, 32, 34, 36, 37, 39, 41, 42}



Capitulo 2

Nudos toroidales y cubiertas

ramificadas

En este capitulo estableceremos y demostraremos la siguiente propiedad de los nudos toroidales:
Dado un nudo toroidal 7p4; existe f : §% — 83, cubierta ramificada, cuyo conjunto de
ramificacion es 7p 4.
A lolargo de esta seccién estaremos considerando los nudos toroidales como fibras regulares

de la variedad de Seifert {$3,7,,) = (0,0;r/p,s/q), r y s tales que —r/p — s/g =* 1/pg

2.1 Variedades de Seifert

Una variedad, orientable, conexa y cerrada es una variedad de Seifert si es unién de fibras,
homeomorfas a S!, tal que cada punto de la variedad pertenece exactamente a una fibra, y
cada fibra tiene una vecindad tubular homeomorfa a un toro sélido hecho de fibras que no son
meridianos. Tales variedades se describen, explicitamente, de la siguiente forma:

Sea F una superficie compacta, orientable, de género g, con n+k componentes en la frontera,
orientadas, denotadas por zi,23, ..., Zg, 11, t2, ... tx. Sea D = {z:2 € C,0 < |z} £ 1},
§1=8D2,

Orientamos 5?2 y §! con la orientacién inducida por el plano complejo C.



Sean §! x D¥,81 x D3, ...,S! x D? n-copias de §' x D? y y,,1 < i < n, homeomorfismos
de (ST x D?) en §' x z, tales que:

i) Para toda z € S' y para today € z, wi({z} x8D?) intersecta transversalmente a S x {y}.

i) ({1} x 8D?) = B, [} + o [z:) € Hi(S* x 2:),1 <t <myoq > 0,mcd-{a;, 3} = L.

Entonces, si tomamos la unién disjunta de 5! x D#, 81 x D3, ..., 5! x DX y §! x F e identi-
ficamos z € §(S* x D?) con ¢i(z) € 8! x 8F,1 <i < n, obtendremos la variedad de Seifert que
denotamos por (g, k; 1 /a1, ..., Bn/ay). La orientacién en (g, k; 81/a, ..., Bn/an) s la inducida
por 5! x F.

La variedad de Seifert (g, &; 51/aq, ..., Bn/an) tiene la siguiente descomposicion en fibras
homeomorfas a St

{a) Las circunferencias s = 5! x {p} de 5! x F.

(b) Las circunferencias {¢},;(s), donde s C 8(S? x D?) es una fibra como en (a),l <i < n,
¥ {¥}ri: 8(5* x D) — 81 x D, tal que {},:(2',2") = {(2',r2"},0 <r < L.

(¢) Las énimas S? x {0}, de los toros sélidos §* x D?,1 <i < n.

Si a; > 1 entonces S* x {0}, se denomina fibra excepcional de orden ai; todas las demas
fibras son fibras regulares.

Sik =0; (9.0, B1/a1,....Pnfan)} es cerrada. En este caso definimos su nimero de Euler
como:

e(9,0: B/, Bnfom) = — T B/ ai

El espacio base S de la variedad de Seifert es el que se obtiene al identificar, en (g,0; 5, /e, ..., Bn /o),
cada fibra con un punto; 5 tiene la estructura de un orbifold compacto de dimensién dos {[Mo]),
donde las fibras de orden «; corresponden a puntos cénicos con dngulo 27 /oy,

S puede ser identificado con la superficie que se obtiene de F, rellenando las componentes
de la frontera, 21,23, ..., 24, con discos. Denotamos el orbifold S por lg; e, a2, ..., @), donde

a; > 1y por #7(5) el grupo fundamental de orbifold.
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2.2 Cubiertas de $° y nudos toroidales.

Sea (53,7, 4) la variedad de Seifert (0,0;7/p,s/q), donde r, s son tales que —r/p—s/q =1 p‘l—q- y

sea f una fibra regular en (8%, 754), h es el nudo toroidal 7, , (IST]). Sea § = {0;p, g] €l espacio
base de (S3,7pq). B

Sea p : (5%,7p4) — S, la proyeccion natural de (S%,7,4) en S sea y = () € S. La
restriccion pg : (S® — 75,4) — (S — ) induce un epimorfismo pg. de m{S% — 7,,) en el grupo
m§(8 — y). El kernel de pqg. es el grupo ciclico generado por h.

Sea w una representacién transitiva de w2(S — y) en S, el grupo simétrico del conjunto
{1,..,0). Sea ¢ : 5 — S la completacién (F|) de la cubierta asociada a w y § = ¢~ ().
Analogamente, consideremos f : M — (8% - 7,,) la completacién de la cubierta asociada a
la representacién @ = wpg. de '.-r,(L'S'3 — Tpq) €0 Sy, ¥ sea L= FHmpq). Por el Teorema de
Extensién de Fox (|F, sec.3]), existe una tnica funcién p: M — § tal que ¢5 = pf. El espacio
‘M es una variedad de Seifert cuyas fibras son las componentes de la preimagen de las fibras
de (5%, 7,4). Entonces, S puede ser identificado con el espacio base de M y 7 es la proyeccion
natural. Si h es una fibra regular en (S 7,4). entonces @{[A]) = id y f es un homeomorfismo

en cada componente de f~1(k), por lo tanto, las componentes de L son fibras regulares.

2.3 Resultados principales

En el siguiente teorema consideraremos al espacio lente L{m,1) como el espacio de Seifert

(0,0, m/1). Sy, denota al conjunto singular de f;.

Teorema 2.1 Sea 7p 4 un nudo toroidal en §3. Entonces, parn todam € N, existe une cubierte
fi : L(m,1) — 83 rgmificada sobre Tpq, de mpg hojas. tal que Sy, s una fibra y

NSy 2 8p — Tpq es un homeomorfismo.

Demostracién m(S% —7,4) tiene la siguiente presentacion ||ay, a2 : af = af|l. Si h es una fibra
regular en (52, 7,,) y # un meridiano de 8(7(1,4)) (la frontera de una vecindad tubular de 7,4

en 5%), entonces [h] = af = af v [u] = a5 %]

11



79(8 —y) = llz1, 22 : 27 = 2§ = 1|l {[GR, Teorema 2.4]).

Definimos po. : 71{S% — T4} — m$(S - y) de la siguiente manera:

pos(@1) = 2, poc(az) = 25, poe(p) = 221

Sea wy : m{S — y) — Smpe 1a representacién transitiva definida por:

wi{z) =a

wi(z) = B

donde & y 3 son las permutaciones de la Proposicién 1.2.

Sea @) = wypos : M(S% = Tpg) — Smpe ¥ sea fy : M — (5%,7,4) la cubierta asociada a @).

Sea 5 el espacio base de M; [GR, Teorema 2.4] establece la siguiente férmula para calcular
el género g de S

25 — 2 = mpg — |wi{z1)] — |wi(22)] — jwi(2221)| = mpg = mg — mp — |wi (2221 )|

Como § > 0, entonces:

0 < mpg —mq—mp — jwi(zen1}| +2

pero wi(z221); = [(Ba)l > m((p—1)(g~1)— 1)+ 1 pues m{(p—1)(g—1)— 1) +1 < [i(Bor)|

se sigue que jwi(zez)) =m((p—1){g-1)—-1)+2

Por lo tanto = 0.

Denotemos por sy, ¥ 5, a las fibras excepcionales de {S?, 7 ) de orden p y g respectivamente.
Sean x; y 74 los puntos cénicos en S correspondientes a sp y 8¢. Los indices de ramificacién
de fx_ll S{xp) ¥y fl_liS(:rq) estdn dados por la cardinalidad de las 6rbitas de (21} y wy(22)
; lfl_" S(xp)l = Jwi(z1)], | f1_1| S’(a:q), = |wy(z2)]. La figura 2.1 ilustra el levantamieto de la

frontera de una vecindad tubular de s, ¥ 54 en M.

12



P, -~ r
P PR
I/ > 7, .
7 v 7 . 7
LR
s R / Yy ‘ i .
Z,,(1€jemq) z Meridiano de S,= pz + rh
g-hojas
W AN,
! sq : 5
7274 7 . 7
a‘h, - a . b 77 gl ek

S A e L o,
z, .
2_( 1sksmp) Meridiano de §,= gz,+ sh

figura 2.1

Nétese que la preimagen del meridiano de (sp) son las curvas:
PEy; +prhu =%, +rhy, 1< ji<mg

y la preimagen del meridiano de n{s,) son las curvas:

972, + gshy =7, + shi,1<kI< mp

Podemos concluir que M es la variedad de Seifert:

0,0;7/1,...,r/1,5/1,...,8/1)
N et Mttt

mg—veces mp—ueces
que no tiene fibras excepcionales, pues a; = 1,1 < i < m{p+g).

Es facil ver que:
0,0;7/1,...,r/1,5/1,...,8/1) = (0,0;m(rg + ps)/1) = (0,0;* m/1)
Nt N et

nmy—veces mp—veces

El signo depende del nimero de Euler.
Por lo tanto M = L(m,1).
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Nétese que &)([¢]) es una permutacién con m{(p — 1){(g — 1) — 1) + 1 puntos fijos v con
m{(p — 1)(g ~ 1) ~ 1) + 2 6rbitas; por lo tanto podemos escribir @;{[u]) como la siguiente
permutacién:

D ([e]) = (b1,b2, .., bngprgqy—1) (et (c2).(ck) k= m{(p—1){g—-1) - 1) + 1

Como @1 {[h]) = id, tenemos que lfl_l(rp.q)! =m((p—1){g~1)— 1)+ 2, pues ,f,"l(rp‘q),
estd generado por los conjuntos de transitividad de (@ ([u]),@:([R])} ([GR, p.473]). Esto de-

muestra que Sy, es una fibra y que fi| Sy, es un homeomeorfismo. W

Corolario 2.2 Sea 7,4 un nudo toroidal en S®. Entonces, para toda m € N, eriste una
cubierta f : §° — 53 romificada sobre 1,4, de m¥pg hojas. Ademds, Sy es un nudo trivial y

fISf : 87 — Tpq es una cubrerta de m hojas.

Demostracién Sea fo : §% = (0,0;7 1/1) — (0,03 m/1) = L{m, 1) la cubierta universal del
espacio lente L(m,1).

Sea f = fi o fa. Como Sy, genera al grupe m(L{m, 1)), entonces f|Sresmal @

Observacidn £.1. Nétese que el espacio cubriente S° = (0,(;F 1/1) tiene la fibracién de

Hopf.

Ejemplo 2.1. Sea 7ag y m = 2, (8%, 193) = (0,0, =1/2,1/3),r = ~1,5s = 1, m?pg = 24
m (8% — 723) = [y, 02 : af = o

@1 : m (5% = 103) — 512 se define como:

@i{[e]) = (1,9)(2,12)(4,5)(3.6)(7.8)(10, 11

@1 (Jaz)) = (1, 3,2){4,6,5)(7,9,8)(10,12,11)

@1([e]) = @i{laz'e]) = (1,12,11,2,6,5,3,9,8)(4)(7){(10)

&1 ([A]) = @1(ad]) = (1(2)(3)(4)(5)(BHT)(8)(9) (10)(11)(12)

Wa : m{L{2,1)) — Sy estd definida por:

F([R)) = (1,2)

14



Ahora, como Ty ([h]) = id y @2([R]) = (1,2) entonces:

G([R]) = w([a?)) = (1,17)(2,2')(3,3')(4, 4')(5,5')(6,6")(7, 7')(8,8}(9, ¥')(10, 10') (11, 11")(12,12")
o(fa]) = (1,5,1',9)(2,12,2',12')(4,5,4',5)(3,6, 3',6')(7,8,7,8')(10,11,10/,11")

pues wi{[a1]) = (1,9)(2,12){4,5)(3,6}7,8)(10, 11} y &([A]) = @({a?]).

Andlogamente:

@(jaz)) = (1,3,2,1,3,2)(4,6,5,4,6',5)(7,9,8,7,%,8)(10,12,11, 10, 12/, 11')

finalmente:

&([e]) =o([oz"er]) = (1,12',11,2,6,5, 3,9, 8)(1', 12, 11,2, 6,5',3,9, 8)(4)(4')(7)(7')(10)(10")
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Capitulo 3

Satélites mondtonos de nudos

toroidales.

En este capitulo demostraremos que el Corolario 2.2 se puede generalizar a los satélites monétonoes
de nudos toroidales; mostraremos, también, la forma en que pueden ser aplicados estos resul-
tados.

Iniciamos el capitulo con una definicién de satélite monétono de un nudo k equivalente a la

dada en la introduccién.

3.1 Definiciones.

Sea J una circunferencia en §' x D? tal que J no estd contenido en una bola de §' x D?;

decimos que J interseca transversalmente a un disco {z} x D? si:

(Dt x 1LIN(D*x I)) = (D? x I, F x I), donde F C D? y F es finito.

Supongames J una curva contenida en S§! x D? como arriba tal que J no es el dnima de
5! x D?, decimos que J es una curva mondtona de $! x D? si J interseca transversalmente a
{z} x D? para todo z € §.

Sean %k un nudo no trivial en §3, n(k) una vecindad tubular de k y f: §' x D? — n{k)
un homeomorfismo tal que f(S? x {z}) = 0 € H,(8® — inty(k)), z € AD?. Para J una curva

monétona en S! x D?, la imagen f(J) es un satélite mondtono de k; lo denotamos por J{k).
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3.2 Resultados principales

Teorema 3.1 Sea f: M3 — 53 una cubierta ramificada sobre un nudo k tal que S5 es conezo
y f1Sr esm al. Sea J(k) un satélite mondtono de k cuyo nimero d de vueltas divide o m.
Entonces, eriste una cubierta ¢ : M3 — §3 ramificada sobre J(k) que coincide con f en la

cerradura del complemento de una vecindad fubular de Sy,

Demostracién Sea T una vecindad tubular de k que contenga a J{k) en su interior, sea T la
componente de f~1(T) que contiene a la componente de la preimagen de f~!(k) cuyo indice
de ramificacion es diferente a uno. Entonces, f I? es una cubierta de T ramificada sobre k y
factoriza como T & T % T, donde u es una cubierta no ramificada de orden m y p es una
cubierta de T ramificada sobre el 4nima € de T

Ahora bien, u~!(J(k)} es un enlace de d componentes cada uno de los cuales es isotépico
al dnima de T, pues u es una cubierta (ciclica) de orden m no ramificada y J(k) es un satélite
monétono de k cuyo ndmero d de vueltas divide a m. Por lo tanto existe un homeomorfismo
h:T — T tal que k manda a una de estas componentes en el dnima y h| 8T = id.

Definimos g : M* — 5% como f en A3 ~Tyuoh! open T.a
hf

Corolario 3.2 La $-esfera es una cubierto de 83, remificada sobre J{rp4), de m?pg hojas,

donde 15, es un nudo toroidal y el nimero de vueltas de J(7pq} es un divisor de m.

Corolario 3.3 Sez k un nudo toroidal iterado. Entonces, S° es cubierta de S° ramificada

sobre k.

Demostracién Los nudos toroidales iterados son un caso particular de satélites monétonos de
toroidales.

3.3 Aplicaciones.

En esta seccidn mostraremos algunos ejemplos de satélites monétonos de nudos toroidales que
son nudos universales -un nudo o enlace L en S% es universal si toda 3—variedad, cerrada,

orientable, puede ser representada como una cubierta de §° ramificada sobre L - ([T]).
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En todos los ejemplos supondremos que 5%, 75, ¥ §' x D? estén orientados. Escogeremos
un meridiano u € 3(1(7pq)) tal que el nimero de enlace de 1 y 754 sea uno. Asumiremos que
el homeomorfismo f : 5! x D% — 5{7p .} mantiene la crientacién.

En esta seccién consideraremos a 7,4 como una fibra regular del espacio fibrado de Seifert
{0,0;7/p,s/q) con nimero de Euler &(5%) = —r/p — s/qg = —1/pq.

Nétese que si e{S%) = —r/p —5/g = —1/pgy f: 5% — 5% es la cubierta del Corolario 2.2;
entonces, S° = (0,(;1/1) y por lo tanto dos componentes de la preimagen de una fibra regular

h de (SS,TPIQ) forman un enlace de Hopf con mimero de enlace uno (figura 3.1)
= T b
o, \/‘ N\

N _~/\\ /

figura 3.1

Sean T}, 1 <1 < k+ 1, las componentes de (5% — n{g~1(75,4))), sean /; las preimagenes de
g H1pq) en (5,97 (7p4)) ¥ sean ﬁ,-, 1 £ j < mpg, los levantamientos de h, una fibra regular
de 8(8% — n(7pg)). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ﬁjn ¢ T,,, entonces, ﬁ,o ¥
l;, tienen nimero de enlace uno y por lo tanto ﬁ,-o = U + 1 Fyy € Hi(T;,), donde T, es un

levantamiento de p en T3, y I es una curva paralela a l;, en T, (figura 3.2)

////\\>f"'

\\\ \ ;!
7/

'

figura 3.2
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Sea J la curva mondtona en §* x D? de la figura 3.3

figura 3.3
Definimos p =uop: 5! x D? — 81 % D? una cubierta, donde p : 51 x D? — 8! x D? es un

homeomorfismo y % : 8! x D? — §' x D? es una cubierta no ramificada de 3 hojas.

Denotamos J2 = (uop)~1{J) (figura 3.4)

ESTA TESIS NO SALF
0¥ LA BIBLIOTEGS

19



figura 3.4

Sea T4 un nudo toroidal en 53, ¢(8%,7,4) = ~1/pq, y sea J(1pq) un satélite monétono de
Tpq- donde J eslacurvaen  §' x D*  dela figura 3.3. Por el Corolario 2.2 existe
f: 5% — S% una cubierta ramificada de 53 de 3%pg hojas y por lo tanto (Teorema 3.1) una
cubierta g : §% — 5% que ramifica sobre J(7y,). Sea To = ¢~MT), donde T es una vecindad de
Tpg que contiene a J(7pq) €n su interior y Tp es vecindad regular de una de las componentes de
la preimagen de 7p 4 cuyo indice de ramificacién sea uno.

Se puede ver sin dificultad que J3{l;), el levantamiento de J(7p,4) en ﬁ C 53, es el enlace

de la figura 3.5.
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figura 3.5

Ja(l2) es isotopico al enlace L (figura 3.6)

Le —» =~
N NS4

% VK
N !
\cﬂ U
A
/’/’/\ -

TN

SN
N /}\

SN -
N f\ PR g \/ -
. /‘rh/ oL N

\ ~ o

4

Bt
N\

@

figura 3.6

Sea k C L la componente que contiene al infinito de I; sea w : m1(5% — k) — Sz la rinica

representacién suprayectiva. Consideremos la doble cubierta p : M — 57, ramificada sobre &,

construida como la unién de p~'(B,) y p~1(B:), donde B, son las 3—bolas que se indican en la

figura 3.7.
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figura 3.7

Cada p~1(B;) es la doble cubierta de una 3—bola ramificada sobre un arco tal que su

meridiano estd representado por la permutacion (1,2). Esto es equivalente a la siguiente cubierta

ramificada D? — D? multiplicada por un intervalo (figura 3.8) y por lo tanto M = §3,
/ T \ 2 ﬂ;—a
K 3 o 2 / — " \_/
N N _

figura 3.8
La figura 3.9 ilustra el levantamiento una vecindad tubular de k que contiene un subconjunto

de L — k.
pLK)



Entonces, p~!(L — k) es el enlace de la figura 3.10 que es homeomorfo al enlace racional
L(-8/3}

—_ TN
-/“\ (/\\ —— -
A Dl s ) (_/’-
o i 7OX s
N Vi . \_,/

'
AV,
L

figura 3.10

Pero L{—8/3} es un enlace universal ((HLM, Corolario 4]}; por lo tanto J(T,4) es universal

Se tiene, entonces, la siguiente proposicién:

Proposicién 3.4 Todo nude toroidal Tpq posee un satélite mondtono de 1,4 con nimero de
vueltas tres gue es un nudo universal.

A continuacién damos otros ejemplos de nudos universales.

Sea J’ la curva monétona en §! x D? de la figura 3.11
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Si tomamos g : S* — S® andloga a la g definida en el ejemplo anterior, uno de los levanta-

mientos de J'(7,,) en S es el enlace L' de la figura 3.12 .

o
/ffa/
! \/\2

_ \1}
F)\

L' es isot6pico a L)

24



~ &
h] - ) /
\ . .
i K L K,
/ [N /‘7
/\\ < ‘*'-r-f-—ﬁ
§ : — i — L
\{\ ] /Z/“:
- Y;'i/ </ '

figura 3.13

Sea w : m1(S% — &{ UK}) — 53 la representacién transitiva siguiente:
w(fma]) = (1,3)
donde m; y mgy son meridianos de k] y kj respectivamente.

Definimos p : M’ = §% como la triple cubierta de 53 ramificada sobre kj U k. Entonces,

M’ es la unidén de p~1(B,) y p~1(B}), donde B} son las 3—bolas de la figura 3.14.
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figura 3.14

Cada p~1(B!) es la triple cubierta de una 3—bola ramificada sobre un par de arcos. Esto

equivale a la cubierta ramificada D? — D? multiplicada por un intervalo (figura 3.15)

figura 3.15

Entonces, M’ es la unién de dos 3—bolas y por lo tanto M’ = 53, p~ L] — K U k}) es el
nudo &' (figura 3.16)

figura 3.16
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Pero k' es homeomorfo al nudo racional L(5/2) que es universal (fHLM, Corolario 4])

figura 3.17

Por lo tanto J'(Tp ¢} es universal.
Observacién. Obviamente, siguiendo estas técnicas, se pueden obtener muchisimas familias

de nudos unijversaies.
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