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Introducción 

Este trabajo presenta algunos resultados sobre la factorización de 
funciones continuas en la topología general. Como es bien conocido, 
en una factorización nos interesa "descomponer" ciertas funciones en 
una composición de funciones relativamente más simples. De entre la 
gama de factorizaciones que puede admitir una función, consideramos 
aquella que se relaciona con el siguiente problema. 

Dada una función continua f entre espacios topológicos, con do
minio un producto topológico (de Tychonoff), ¿qué propiedades topo
lógicas se deben imponer sobre los espacios involucrados de modo que 
la función f quede completamente determinada por sus valores en a lo 
más, una cantidad numerable de factores? 

Cuando este problema tiene una solución diremos que f depende de 
a lo más una cantidad numerable de coordenadas, y si este es el caso, 
es posible definir una función g, talque f admite la descomposición 
f = 9 o 7r, en donde 7r es la función que proyecta al dominio de la 
función sobre los factores de los que depende f. 

Veamos una breve semblanza del desarrollo histórico del tema, sin 
pretender que ésta sea completa. 

El primer resultado de esta clase de fa.ctorización se debe a Mibu 
[7], quién muestra que toda función continua con valores en los reales 
y definida sobre un producto de espacios compactos depende de a lo 
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más una cantidad numerable de coordenadas. Su demostración se basa 
en el teorema de Stone-Weierstrass. 

Durante el período comprendido entre 1952 y 1964 aparecieron cu
atro resultados estrechamente relacionados. El primero de ellos se 
debe a Mazur [15]. Mazur estaba buscando propiedades de un espa
cio topológico que hicieran equivalentes los conceptos de continuidad y 
continuidad secuencial. Su teorema afirma que toda función secuencial
mente continua defirlÍda en un producto de espacios segundo numer
able (en donde el conjunto de factores tiene cardinalidad menor que el 
primer cardinal inaccesible), y con valores en un espacio Y, tal que Y 
es de Hausdorff y la diagonal de Y x Y es un conjunto CJ, depende 
de una cantidad a lo más numerable de coordenadas. Utilizando este 
resultlO.rln prol¡ó, eTJtre ot.ros hechos, que toda función secuencialmente 
continua definida en un producto de espacios segundo numerables hacia 
un espao::io métrico, es continua. 

Por su parte Corson e Isbell [6] probaron que toda función continua 
cuyo dominio es un producto de espacios métricos separables y cuyo 
contradominio es un espacio métrico, depende de a lo más una canti
dad numerable de coordenadas. Con ayuda de este teorema obtienen 
resultados relacionados con espacios localmente finos. 

El tercer resultado se debe a Ross y Stone [19]. Éste afirma que toda 
función continua definida en un producto de espacios separables y con 
valores en un espacio regular segundo numerable, depende de a lo más 
una cantidad numerable de coordenadas. En realidad se puede suponer 
que cada factor del producto es un K -espacio. Con este resultado 
presentaron una prueba distinta de la dada por Stone [18], con la que 
se muestra que 7P no es normal si lal 2: NI. 

En el mismo año, Gleason generalizó el teorema de Ross y Stone 
utilizando en su prueba una idea diferente a la utilizada por ellos. Su 
resultado que apareció publicado en [23], afirma que. toda función con
tinua definida en un producto de espacios separables, cuyo contrado
minio es un espacio de Hausdorff en donde cada punto es un conjunto 
CJ , depende de a lo más una cantidad numerable de coordenadas. Con 
este teorema Isbell [23] obtuvo más resultados de espacios localmente 
finos. 

Después de este período, Miiíéenko [17J generalizó el teorema de 
Gleason de la siguiente manera. Toda función continua definida en 
un producto de espacios de calibre NI con valores en un espacio de 
Hausdorff cuyos puntos son Có , depende de a lo más una cantidad 
numerable de coordenadas. Miséenko también probó que si la cardi
nalidad del conjunto de factores es mayor que tto y uno de los espacios 
(los cuáles tienen al menos dos puntos) no tiene calibre N¡, entonces 
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existe un espacio de Hausdorff Y en el que todos sus puntos son G ó y 
una función continua del producto a Y, que depende de una cantidad 
no numerable ce CUOe :lenadas. 

Una generalización de los resultados anteriores fue propuesta por 
Engelking [11], quien consideró funciones definidas en E-productos de 
espaci05 y proLeS lo siguiente. Dado un producto de espacios T¡ con la 
propiedad de que cualquier producto finito de los factores es de Lin
delOf, y darlo un esp'lcio Y de Hallsdorff tal que la diagonal de Y x Y 
es un conjllI1to Gó , si fijamos un punto arbitrario a en el producto, 
entonces cualquier función continua definida en E( a) y con valores en 
Y, depende de a lo más una cantidad numerable de coordenadas. Cti
!izando este teorema demostró entre otros resultados que, si un espacio 
métrico X es la imágen continua de un E-producto de una familia de 
espacio& tw que todo producto finito de estos tiene la propiedad de 
Lindelof, entonces X es separable. 

Dentro del tema de la factorización, no podía faltar la participación 
de Arhangel'skií [2], [3], quién probó que toda función continua, cuyo 
dominio es un subconjunto denso en un producto de espacios con peso 
red numerable y cuyo contradominio es un espacio regular con carácter 
numerable, depende de a lo más una cantidad numerable de factores. 
Con este, prueba resultados acerca de números cardinales, por ejemplo, 
si un espacio Y es regular, entonces el peso red de Y es menor o igual 
que el producto de la simplicidad de Y por su carácter. 

En el caso en el que las funciones toman valores en los reales, 
aparecieron dos resultados íntimamente relacionados. El primero de 
ellos se debe a Comfort y Negrepontis [4] y considera productos de 
espacios con la topología ,,-caja. El segundo se debe a Noble y l:lmer 
[26], quienes probaron que si X es un producto de espacios no triv
iales, X es completamente regular y Hausdorff , entonces cada función 
continua f definida en X y con valores en los reales, depende de a lo 
más una cantidad numerable de coordenadas si y sólo si X es seudo 
~¡-compacto. También probaron que un espacio producto es seudo 
~¡-compacto si y sólo si cada uno de sus subproductos finitos lo es. 

El problema de la factorización se comenzó a estudiar en grupos 
topológicos a mediados de los 70's. El primer trabajo en esta área se 
debe a Scepin [28] quién estudió funciones reales continuas de tipo con
table (el equivalente de funciones factorizables en productos Tychonoff 
para grupos topológicos), definidas en S-espacios. Probó entre otros 
hechos que toda función real definida en un S-espacio X, es de tipo 
contable, si toda cubierta abierta de X contiene una subfamilia con
table cuya unión es densa en todas partes. Y observa que, como todo 
grupo actua sobre sí mismo mediante traslaciones por la derecha, todos 
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sus resultados sobre S-espacios conducen a resultados correspondientes 
para grupos topológicos. 

Dentro del área de grupos topológicos, un trabajo clave es el pre
sentado por TkaCenko [29], sobre grupos lR-factorizables. De entre 
los resultados que probó, con respecto a factorización, mencionarnos 
el siguiente. Dado un producto de grupos topológicos, en donde cada 
factor tiene número de Nagami menor o igual que T, y dado un sube
spacio S denso en el producto, toda función continua de S a un espacio 
X con peso menor o igual a T, depende de a lo más T coordenadas. 
Utilizando este hecho, deduce entre otras cosas que cualquier grupo 
topológico totalmente acotado es lR-factorizable. 

Para terminar con esta breve semblanza, mencionaremos otros dos 
resultados. 

Uno de ellos se debe a Husek [22], cuya importancia es la sigu
iente. Utilizando un simple teorema de factorización, prueba un re
sultado de Comfort y Ross (el producto de grupos seudocompactos 
es seudocompacto), su generalización dada por Tkacenko (el producto 
de subconjuntos relativamente seudocompactos de grupos topológicos 
es relativamente seudocompacto en el producto de los grupos), y sus 
corolarios de [30]. 

Finalmente, mencionamos el trabajo de UspenskiI [31], sobre com
pactos Dugundji. En su artículo también utiliza un teorema de factor
ización para probar el siguiente resultado. Dados, X un producto de 
espacios con peso red contable, S un subespacio de X y Y un com
pacto. Si Y es la imágen de S bajo una función regular, entonces Y 
es casi correcto (es decir, para cualquier cardinal regular no numerable 
T menor o igual que el peso de Y, el producto topológico del intervalo 
unitario 1 = [0,1], r es una imágen continua de Y). 

Esperamos que esta breve e incompleta historia sea suficiente para 
motivar el estudio del problema de la factorización. A continuación 
presentamos un sumario de la tesis. 

Presentamos nueve resultados ya conocidos acerca de factorización 
de funciones continuas. 

Algunas de las pruebas originales fueron modificadas y una de ellas 
corregida. 

En la primera parte se presentan los antecedentes necesarios topoló
gicos y algebralcos, que se requieren en los resultados de factorización. 

En la segunda parte se presentan los resultados de factorizaciones, 
estos fueron escogidos de forma tal que en sus demostraciones se apre
cien distintas técnicas empleadas. 

Los teoremas corresponden a K. Ross y A.H. Stone [19], A. Gleason 
(presentado en [23]), quien como ya comentamos generaliza el anterior, 
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Engelking [11], Arhangel'skil [2], Comfort y Negrepontis [4], E. V. 
Scepin [20] para quien el dominio es un grupo topológico débilmente 
de Linde16f y cuyo contradominio son los reales, M. Husek [22]. 

Los dos últimos resultados corresponden a teoremas de factorización 
que utilizan el concepto de función regular, uno de ellos es debido a V. 
Uspenskir [31] y el otro es debido a M. Tkacenko [30]. Ambos utilizan 
como dominio un subespacio de un producto, una función regular y 
contradowinio un espacio regular. 

Aunque los resultados de factorización son importantes por sí mis
mos, casi siempre se utilizan como una herramienta auxiliar para probar 
otro tipo de resultados, algunos de los cuáles ya se mencionaron. 
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La notación empleada es la usual. Así, x E X indica que x es un 
elemento de X y x f/c X que x no pertenece a X; J <:;; S denota que 
J es un subconjunto de S y J ~ S señala que J es subconjunto pro
pio de S. Una familia indexada de conjuntos se escribirá {Xs},ES o 
{Xs : S E S}. Utilizamos los símbolos N. Z y lR para representar a los 
números naturales, E'l'terus y reales respectivamente. en superíndice + 
en alguno de estos símbolos, se usará para el subconjunto de elementos 
positivos correspondiente, por ejemplo lR + simboliza a los reales posi
tivos. El intervalo unitario [O, 1] de lR es denotado por 1 y el conjunto 
vacío por 0. Los símbolos s,~. <, > y # se utilizan para indicar la 
relación que guardan entre sí elementos de un conjunto parcialmente 
ordenado (X, <l. 

Al escribir ¡ : X --) Y estamos indicando que f es una función con 
domirúo X y contradominio Y. La imagen inversa de un subconjunto 
B bajo f se representa mediante ¡-I(B) y f(xl es el valor que toma la 
función en el punto x. Si f y 9 representan funciones, su composición, 
en caso de estar definida se escribirá Jo g. Si D <:;; X Y f denota una 
función con dominio X, la restricción de f a D se simboliza como f ID. 
La cardinalidad de un conjunto J S'3 escribe IJI y si m es un cardinal, 
m+ es el sucesor de m. 

Si X denota un espacio topolSgico y A <:;; X, la cerradura de A 
en X se designa por A y si D <:;; X Y A <:;; D, la cerradura de A en 
D se representará por A o clD(A) y el interior relativo de A en D 
por intv(A). Finalmente D(A) se utilizará para especificar al espacio 
discreto de cardinalidad A. En particular se abreviará D = D(2) = 
{D, 1} para el espacio discreto con dos puntos. 



CAPÍTULO 1 

Antecedentes 

1. Preliminares 

El propósito de este capítulo es establecer tanto la notación em
pleada como las definiciones básicas utilizadas a lo largo de este tra
bajo. Algunos de los resultados presentados en ,la tesis, se han es
tablecido para espacios puramente topológicos r algunos otros involu
cran además una estmctura algebraica. Por esta razón presentamos en 
primer término los conceptos de carácter puramente topológico y en 
segundo término los referentes a estruct uras algebraicas. 

2. El problema de factorización 

Los resultados de factorizadón que son de nuestro interés se re
fieren a funciones cuyo dominio siempre es un producto topológico de 
espacios, o un sub espacio de tal producto. 

Dada una familia de espacios topológicos {X,} .ES, denotaremos por 
.Y = TI.Es X. al producto cartesiano con la topología Tikhonov, es decir 
aquella topología que tiene como la base abiertos básicos de la forma 
U = TI.eA U. x TIsES\AXs en donde A es un subconjunto finito de S, y 
para cada índice s E A, U, es un subconjunto abierto propio de X •. Al 
conjunto A lo denotaremos por coord( U) y lo llamaremos el conjunto 
coordenado de U. Si J ~ S, la función 'lrJ : TIsEs X, -+ XJ = 11.EJ X, 
dada por ('lrJ(x)), = Xi para cada i E J se llama la función proyección 
sobre X J . 

Uno de los objetivos que se persiguen al factorizar una función es 
el de conocer su complejidad. En realidad, ésta se encuentra fuerte
mente ligada con las propiedades que posee el producto topológico a 
través de sus factores. Dada una función, cada uno de los factores que 
intervendrán en su factorización, se debe de escoger de manera que 
nos ayude a obtener información acerca de su comportamiento. Para 
ello, es razonable imponer que por lo menos alguno de los factores séa 
más "simple" que la función a estudiar. De entre los diferentes tipos 
de factorizaciones que puede admitir una función dada nos interesa el 
siguiente. 

1 
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DEFINICIÓN 1.1. Sea X = I1.ES X. un producto topológico y sea 
y un espacio. Se dice que una función continua f : X -+ Y depende de 
a lo más /'i, coordenadas, si existe J <; S tal que IJI :::: /'i, y si siempre que 
dos puntos x,y E X satisfacen 7rJ(x) = 7r¡(y), entonces f(x) = f(y). 
Además, decimos que f es factorizable en Xl, si existe una función 
continua 9 : X¡ -+ y tal que f = 9 o 7rJ. 

En el caso en que /'i, = l{o diremos que f depende de a lo más una 
cantidad numerable de coordenadas. Los resultados de factorización 
que se presentan en el capítulo II se refieren únicamente a este caso, 
debido a su aplicabilidad y fácil generalización, así como por razones 
históricas. Algunos resultados de factorizacion vía subproductos fini
tos son presentados por M. Husek [9] y las técnicas de demostración 
utilizadas no son más simples que en el caso infinito. 

Asociado con el concepto de factorización de funciones damos la 
siguiente definición. 

DEFINICIÓN 1.2. Sean {X.}.ES una familia de conjuntos y X = 
T1sEs X •. Decimos que un subconjunto W <; X depende sólo de So <; S 
si siempre que x E W, y E X satisfacen 7rSo(x) = 7rSo(y), entonces 
y E W ~en forma equivalente si W = 7rso

l 7rs,,(W». 

El problema de factorización en general no es trivial. Si no im
ponemos algunas restricciones sobre el dominio y I o el contradominio, 
no podemos afirmar que exista solución. Un ejemplo de una función 
continua que depende de una cantidad no numerable de coordenadas 
fue propuesto por R. Engelking [12] (p.147) Y se presenta a continua
ción. 

Ejemplo 1. Sean T = D(c) el espacio discreto de cardinalidad e 
y D = {O,l} el espacio discreto con dos puntos. Para cada t E T, 
sea Dt = D. Considere X = T x I1tET Dt y f : X -+ D dada por 
f(t,x) = 7rt(x), para todo (t,x) E X Y en donde 7rt : I1tET Dt -+ D, es 
la proyección. Entonces f depende de una cantidad no numerable de 
coordenadas. 

DEMOSTRACiÓN. Primero probemos que f es continua. Sea (t', x') 
un punto fijo pero aTbitrario de X. El conjunto U' = {t'} x ({7rt'(x')} x 
T1{Dt : t E T, t =1 t'}) es una vecindad abierta de (t', 31), y si (t', y) E U', 
entonces f(t',y) = 7rt'(y) = 7rt'(x') = f(t',x'). Esto prueba que f es 
continua en (t', 31), Y como dicho punto fue arbitrario se sigue que f es 
continua. 

Se afirma que f no depende de una cantidad contable de coorde
nadas. Supongamos lo contrario, es decir que existe S <; T,ISI :::: ~ 
tal que si (t,x),(s,y) E X satisfacen 7rs(t,x) = 7rS(s, y), entonces 
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I(t, X) = 1(8, y). Como ITI > ~o, existe 1 E T tal que 1 rt S. Considere 
los puntos (I,z) E X, donde, 1I't(z) = a para todo tE T Y (I,v) E X, 
tal que, 

(1) ( ) _ {a, si t E S; 
1I't V -

1, si tE T \ S. 

Claramente 11'8(1, z) = 71's (1, v) y sin embargo f(l, z) = 1I'¡(z) = O .¡ 
1 = 1I'¡(v) = f(l, v) lo cuál es una contradicción .• 

Otro ejemplo también debido a R. Engelking se puede encontrar en 
la tesis doctoral de Y. M. Ulmer [16). 

Podemos afirmar entonces que el problema de factorizar ("numer
ablemente") una función continua 1 : X -+ Y donde X es un producto 
topológico y Y un espacio arbitrario consiste en: 

1. Buscar condiciones sobre el producto X y sobre el espacio Y de 
tal manera que se garantice que la función f dependa de a lo 
más de una cantidad numerable de coordenadas, digamos J. 

2. Definir una función 9 : X J -+ Y tal que f = 9 o 11' J Y probar que 9 
es continua, es decir "factorizar" a f a traves de una proyecció¡¡ 
sobre un subproduto numerable. 

En algunos casos, para probar que la función 9 es continua, podemos 
aplicar el siguiente resultado. 

LEMA 1.3. Sean X, Y, Z espacios topológicos, 1 : X -+ Y una 
función continua y 11' : X -+ Z una función continua sobre y abierta. 
Si existe una función 9 : Z -+ y tal que 1 = 9 o 11', entonces 9 es 
continua. 

DEMOSTRACIÓN. Sea V un subconjunto abierto de Y. Como f 
es continua, f-l(V) es abierto en X. De la igualdad l-l(V) = (g o 
1I')-1(V) = 1I'-1(g-1(V)) se sigue que 1I'(f-l(V)) = 11' o 7l'-1(g-1(V)) = 
g-l(V), donde la última identidad se cumple debido a que 11' es sobre. 
y utilizando el hecho de que 11' es abierta concluimos que r1(V) es 
abierto en Z, lo que prueba que 9 es continua .• 

Generalmente siempre que aparece un teorema de factorización en 
la literatura, este es utilizado como una herramienta auxiliar para pro
bar otro tipo de resultados. Por ejemplo, como ya mencionamos en 
la introducción, S. Mazur [15J y R. Engelking [11J la utilizaron para 
probar que una función secuencialmente continua sobre lID producto 
es continua, H. H. Corson [5J hizo uso de ella para el estudio de E
productos, 1. Glicksberg [13J para su resultado acerca de la compac
tificación de Cech-Stone de productos, J. R. Isbell [23J para espacios 
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localmente finos. J. Keesling [14] dio una prueba simple mediante la 
factorización de funciones continuas del resultado de Noble [25] que 
X" no es normal si X no es compacto y a es mayor o igual que el 
máximo entre el peso del espacio y W¡. A. V. Arhangelskir [1] aplica 
esa técnica en una investigaión de funciones cardinales, V. Uspenskir 
[31] en compactos Dugundji, M. G. Tkacenko [29] en funciones cardi
nales para grupos topológicos. M. Husek [22] la usa en otra prueba 
del resultado de M. Tkacenko [3D] de que el producto de subconjuntos 
relativamente seudocompactos de grupos topológicos es relativamente 
seudocompacto en el producto de los grupos. 

Esta lista es tan sólo una pequeña muestra de las aplicaciones po
tenciales de resultados de factorización. Nuestro interés es presentar 
los teoremas básicos que ilustren diferentes técnicas de demostración 
empleadas en esta área. 

Vale la pena mencionar que debido a la gran cantidad de resultados 
acerca de factorizaciónes, este tema puede ya ser considerado como un 
área de investigación dentro de la topología. 

Al lector interesado en el tema se le recomienda consultar el artículo 
de M. Husek [9], en donde se describen algunos resultados q¡nocidos 
acerca de factorizaciones en forma tabular. 

3. Conceptos topológicos básicos 

Presentamos ahora las condiciones puramente topológicas que serán 
. utilizadas en los resultados de factorización, al imponerlas es posible 
garantizar que f admite una factorización. 

Recordemos que en un espacio topológico, los primeros conceptos 
que se dan son en relación al número de abiertos que posee la topología, 
para ello se definen los conceptos de base y base local en un punto, y 
a través de ellos se dan los axiomas de contabilidad. 

El carácter de un punto x en un espacio topológico X se define 
como el número cardinal más pequeño de la forma IB(x)l, donde B(x) 
es una base local en el punto x, este número cardinal se denota como 
X(x,X). 

El carácter de un espacio topológico X se define como el supremo 
de todos los números X(x, X), para x E X; este número cardinal se 
denota por X(X). Si X(X) ::; ~, diremos entonces que X satisface 
el primer axioma de numerobilidad o que X es primero numeroble, es 
decir, cada punto x de X posee una base contable. 

El peso de un espacio topológico X se define como el cardinal más 
pequeño de la forma IBI en donde B es una base para la topología de X 
y se denota por w(X). Si w(X) ::; ~ diremos que el espacio X satisface 



3. CONCEPTOS TOPOLÓGICOS BÁSICOS 5 

el segundo axioma de numerabilidad o que es segundo numerable, lo que 
significa que el espacio X tiene una base contable. 

Otro tipo de propiedades de un espacio, son los llamados axiomas 
de separación que se relacionan con las formas en que podemos separar 
puntos y conjuntos cerrados dentro del espacio. Los más utilizados son 
los siguientes. 

Un espacio topológico X se llama un espacio TI si para cada par 
de puntos distintos Xl. X2 E X existen un conjunto abierto U ~ X tal 
que XI E U Y X2 fI- U. 

Un espacio topológico X se llama un espacio T2 , o un espacio de 
H ausdorjJ, si para cada par de puntos distintos de X existen vecindades 
ajenas que los contienen; es decir, si dados XI, X2 E X, XI i X2 existen 
conjuntos abiertos U I , U 2 C;;; X tales que XI E UI ,X2 E U2 y U l nU2 = 0. 

Claramente, todo espacio T2 es un espacio TI' 
Un espacio topológico X se llama un espacio regular, si X es un 

espacio TI y para cada X E X Y cada conjunto cerrado F ~ X tal que 
X fI- F, existen conjuntos abiertos Ul. U 2 ~ X tales que X E Ul. F ~ U 2 

y UI n U2 = 0. Es claro que todo espacio regular es de Hausdorff. 
Un espacio topológico X se llama un espacio T3 1, o un espacio de 

2 

Tikhonov, o un espacio completamente regular, si X es un espacio TI y 
para cada X E X Y cada conjunto cerrado F ~ X tal que X !fe F existe 
una función continua f : X -+ 1 tal que f(x) = O Y f(y) = 1 para todo 
y E F. Se sabe que no todo espacio regular es de Tikhonov [12J. 

Un espacio topológico X se llama un espacio T4 , o espacio normal, 
si X es un espacio TI y para cada par de subconjuntos cerrados ajenos 
A, B ~ X existen conjuntos abiertos ajenos U, V C;;; X tales que A ~ U, 
B ~ V. También es claro que todo espacio normal es regular, y del 
Lema de Urysohn se deduce que todo espacio normal es de Tikhonov. 

Más propiedades que distinguen a un espacio de otro se dan a través 
de las llamadas funciones cardinales de acuerdo a la siguiente definición. 

DEFINICIÓN 1.4. Una función cardinal, es una función f, que le 
asigna a todo espacio topológico X un número cardinal f(X) tal que, 
si X, Y son espacios homeomorfos, entonces f(X) = f(Y). Para una 
función cardinal j, denotamos por hf la función cardinal cuyo valor 
sobre un espacio X es igual a sup f(M), donde el supremo es tomado 
sobre todos los subespacios M del espacio X. La función hf se llama 
f -hereditaria. 

Veamos algunos ejemplos. 
Recordemos que un conjunto A en un espacio topológico X se llama 

un conjunto G. si es la intersección numerable de conjuntos abiertos de 
X, es decir si existe una sucesión {Un: n E N} de conjuntos abiertos 
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en X tal que A = n~=O Un. En relación con este concepto tenemos la 
siguiente función cardinal. 

DEFINICIÓN 1.5. El seudocarácter de un punto x E X, en donde X 
es un espacio TI es el número cardinal más pequeño denotado 7/J(x, X) 
de la forma IUI, donde U es una familia de subconjuntos abiertos de 
X tal que ,""U = {x}. El seudocarácter de un espacio X que es TI se 
define como el supremo sobre todos los números 'I/J(x, X) para x E X, 
Y se denota por 'I/J(X " 

Otra forma de expresar que un espacio tiene el seudocarácter nu
merable es diciendo que todos sus puntos son Gó . Más ejemplos de 
funciones cardinales se presentan a continuación. 

DEFINICIÓN 1.6. Sea X un espacio topológico. El número cardi
nal más pequeno m ::::: ~o tal que toda familia de conjuntos abiertos 
no vacíos disjuntos por pares tiene cardinalidad :s m, es llamado el 
número de Souslin, o la celulandad del espacio X y se denota por 
c(X). Si c(X) = ~o, decimos que el espacio X tiene la propiedad de 
Souslin o que satisface la condición de cadena contable (abreviado la 
ccc). 

DEFINICIÓN 1. 7. Decimos que un número cardinal ni > ~O es un 
calibre de un espacio X si toda familia de cardinalidad m formada 
por subconjuntos abiertos no vacíos de X, contiene una subfamilia de 
cardinalidad m con intersección no vacía. El número cardinal más 
pequeño m ::::: No tal que toda familia de cardinalidad > m formada 
por subconjuntos abiertos no vacíos de X contiene una subfamilia de 
cardinalidad> m con intersección no vacía se llama el número de Sanin 
del espacio X y se denota por S(X). Claramente S(X) es el número 
cardinal más pequeño m ::::: ~o con la propiedad de que el número 
cardinal m+ es un calibre del espacio X. 

Observación. Ross y Stone [191 utilizan la siguiente definición 
relacionada con el concepto de un calibre: X es un (K)-espacio si toda 
familia no numerable de conjuntos abiertos contiene una subfamilia no 
numerable en la que cada par de conjuntos abiertos tiene intersección 
no vacía. 

Ocurre entonces que todos los espacios separables tienen el número 
de Sanin numerable, todos los espacios con número de Sanin numerable 
son (K)-espacios; y todos los (K)-espacios satisfacen la cee, es decir, 
tienen la celularidad numerable. 

Una propiedad diferente de las anteriores se relaciona con el tipo 
de subespacios que posee un espacio dado de acuerdo con la siguiente 
definición. 



3. CONCEPTOS TOPOLÓGICOS BÁSICOS 7 

DEFINICIÓN 1.8. La densidad de un espacio X, es el número cardi
nal más pequeño de la forma IAI, donde A es un subconjunto denso de 
X, es decir A = X. Este número cardinal es denotado mediante d(X). 
Si d(X) ::; ~, decimos que el espacio es separable. 

Sabemos que todo espacio segundo numerable es separable. 
Cercanamente rei'l.cionado con el concepto de densidad lo está el con
cepto de red para un espacio, ya que ambos tienen que ver de alguna 
manera con aproAimación de puntos mediante subconjuntos. 

DEFINICIÓN 1.9. Una familia N de subconjuntos de un espacio 
topológico X es una red para X, si para cada punto x E X y cualquier 
vecindad U de x existe un M E N tal que x E M ~ U. 

Claramente, cualquier base para X es una red para X. La familia 
de todos los subconjuntos de· X que constan de un solo punto es otro 
ejemplo de una rlOd. 

DEFINICIÓN 1.10. El peso red de un espacio X es el número car
dinal más pequeño de la forma INI, donde N es una red para X y se 
denota por nw(X). 

Es importante observar que si {X n : n E w} es una familia de 
espacios topológicos con el peso red numerable, ento~ces también el 
peso red del producto es numerable, es decir nw(TInEw X n) ::; ~o· 

Observación. En cualquier espacio topológico X, se tiene que la 
densidad hereditaria es menor o igual al peso red, es decir, hd(X) ::; 
nw(X). Algunas desigualdades entre funciones cardinales aparecen en 
[12J. 

Finalmente en lo referente a funciones cardinales, están las que se 
relacionan con propiedades de las cubiertas abiertas del espacio. 

Decimos que un espacio topológico X es un espacio de Lindelo!, o 
tiene lá propiedad de Linde/o/, si X es regular y toda cubierta abierta 
de X'tiene una subcubierta contable. Más general, tenemos la siguiente 
definición. 

DEFINICIÓN 1.11. Sea X un espacio topológico. El número car
dinal más pequeño m tal que toda cubierta abierta de X tiene una 
subcubierta de cardinalidad ::; m es llamado el número de Lindelo! del 
espacio X y se denota por l(X). 

DEFINICIÓN 1.12. Un espacio topológico X es llamado débilmente 
Lindelo/ si toda cubierta abierta de X contiene una subfamilia numer
able cuya unión es densa en X. 

En particular, cualquier espacio de Lindeloí es débilmente de Lin
delof, así como cualquier espacio con celularidad numerable. 
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En un cierto tipo de técnicas de demostración se utiliza el concepto 
de u-producto que presentamos a continuación. 

DEFINICIÓN 1.13. Sea {Xs } sES una familia de espacios topológicos. 
En el producto X = n.Es X., sea a E X un punto fijo. Si x E X, el 
soporte de x denotado supp(x) es el conjunto dado como supp(x) = 
{s E S : x. i' a.}. 

Si U c:;; X, el conjunto dependencia de U denotado coord( U) es el 
conjunto coord(U) = {s E S : U. i' X.}. El u-producto de la familia 
{X. : s E S} es el conjunto 

u(a) = {x E X : Isupp(x)i < No} 

con la topología inducida por el producto X. 

Cambiando el orden de ideas recordemos que un espacio topológico 
X es seudocompacto si X es un espacio de Tikhonov y toda función 
real y continua definida sobre X está acotada. üna generalización de 
este concepto se da a continuación. 

DEFINICIÓN 1.14. Sean K" a cardinales tales que w ::; K, ::; a. Un 
espacio topológico se llama (a, ti; )-seudocompacto, si dados cualesquiera 
a conjuntos abiertos existe x E X tal que cada vecindad de x intersecta 
por lo menos a K, elementos de la familia dada. 

Por ejemplo, los espacios (w, w)-seudocompactos son exactamente 
los espacios seudocompactos. 

Algunas veces en el producto de espacios se considera otra topología 
diferente a la de Tikhonov llamada la topología de caja, como se da a 
continuación. 

Sea {X.}.ES una familia no vacía de espacios Tikhonov X •. Sea 
X = n.ES X s su producto cartesiano. Si K, es un cardinal infinito, 
la topología K,-caja en X es aquella que tiene como base a todos los 
conjuntos de la fonna U = n.ES U., con U. abierto para cada s E S 
y con Icoord(U) I < K,. Por ejemplo, la topología producto usual es 
la w-caja topología en X. Denotaremos al conjunto X con la K,-caja 
topología como (X)". 

Para números cardínales recordemos lo siguiente. 

DEFINICIÓN 1.15. Sean a y K, cardinales. Entonces a es fuerte
mente K,-inaccesible si {3>' < a siempre que {3 < a y A < K,. 

Damos las dos últimas definiciones de tipo topológico que se uti
lizarán en adelante. 

Supongamos que tenemos un espacio topológico X, una familia 
{X.}.es de espacios topológicos y una familia de funciones continuas 
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{f.}.ES, donde f. : X -t X. para cada s E S. La diagonal de las fun
ciones {f'}'ES, 6.ES f. es la función continua 6.ES f. : X -t TI.EsX. 
tal que si x E X, (6.ES f.(x». = f.(x) para toda s E S. 

En el caso en el que todos los espacios son iguales con X, es decir 
X. = X para toda s E S y las funciones f. son la identidad en X., 
f. = idx• : X. --+ X., la diagonal del produto cartesiano Z = TI.Es X., 
es la imágen 6 = i(X) c;:: TIBES X. de la diagonal i = 6 sEsidx• : X -t 
Z. Decimos que lm espacio TI.Es X s tiene la diagonal G., si la diagonal 
6 es un conjunto G. en TI.esX •. 

DEFINICIÓN 1.16. Sea X un espacio topológico. Decimos que X 
tiene la diagonal G., si el subconjunto {(x,x) : X E X} de X 2 es la 
intersección contable de vecindades cerradas en X x X. 

Sea X un espacio topológico. Una función continua f : X -t X es 
llamada una retmceión de X, si f o f = f; el conjunto f(X) c;:: X, es 
un retmeto de X. 

4. Algunos conceptos algebraicos 

Pase!l'lOS ahora a algunas definiciones relativas a estructuras alge
braicas. 

DEFINICIÓN 1.17. Una triada (S, *, e) se llama un semigrupo eon 
identidad es, si S es un conjunto no vacío, * : S X S -t S es una 
operación binaria y es es un elemento de S tales que: 

1. la operación es asociativa, es decir a * (b * e) = (a * b) * e para 
cualesquiera a, b, e E S; 

2. es * a = a * es = a, para todo a E S. 

DEFINICIÓN 1.18. Un semigrupo (S, *), es llamado un semigrupo 
topológico si se cumplen las siguientes condiciones: 

(i) S es un espacio topológico y, 
(ii) la operación * del semigrupo es una función continua. 

DEFINICIÓN 1.19. Sea (S, *) un semigrupo topológico. Un sub-
conjunto S' de S se llama un subsemigrupo topológico si se cumplen 
las siguientes condiciones: 

(i) s' con la operación * de S es un semigrupo; 
(ii) s' hereda la topología de subespacio de S. 

DEFINICIÓN 1.20. Sean X un conjunto no vacío, (S, *, es) un semi
grupo con identidad y h : S x X -t X una función que satisface: 

1. h(s, h(t, a)) = hes * t, a), para cualesquiera a E X y s, t E S; 
2. esa = a, para todo elemento a de X. 
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Entonces la función h es llamada una acción de S sobre X por la 
izquierda, y X se llama un S-conjunto. 

En adelante abreviaremos hes, a) = sa para s E S y a E X, por lo 
que la primera condición se escribirá seta) = (s * t)a. 

DEFINICIÓN 1.21. Sean S un semigrupo topológico y X un espacio 
topológico con la acción h : S x X --+ X. Decimos que X es un S
espacil'. vi i.J. acción h sobre X es una función continua. 

Observemos que cualquier producto Tikhonov X = TI"EA X" de 
espacios topológicos se puede considerar como un S-espacio de la sigu
iente manera. 

Para cada a E A, sea S" = {e", a,,} el semigrupo topológico con la 
operación dada por: ea * aa; =. aa * ea = aa, Ca * ea = eOl aa * ao: = aa, 
y con la topología discreta. Sea S = TI"EA S" el producto tikhonov 
de los espacios So., con la operación de semi grupo dada componente 
a componente, es decir si s, t E S, entonces (s * t)" = s" * t" para 
cada a E A. Es inmediato ver que S es un semigrupo con identidad 
e ES, dGl.de (e)" = ea para toda a E A. Además, la operación 
* : S X S --+ S es continua, puesto que sus composiciones con las 
proyecciones 1l'a : S --+ S" claramente lo son. 

Definimos la acción h : S x X --+ X fijando un elemento XO E X Y 
haciendo 

(h( » 
_ ( ) _ {xa , si s" = ea; s,x CE ~ SX a - O • 

X o , SI So: = aa:' 

Con esta definición es una rutina comprobar que X es un S-conjunto, 
mas aún h es continua. En efecto, comprobemos que la composición de 
h con cada una de las proyecciones 1l' a : X --+ X" es una función con
tinua. Fijemos dos elementos s E S y x E X arbitrarios y consideremos 
un abierto Ua en Xa tal que (sx)" E U". Se presentan los siguierntes 
dos casos. 
(i) Si s" = ea, consideramos los abiertos V = TI/3EA\{a) S/3 x {ea} de S y 
U = (TI/3EA\{a) X/3) x Ua de X, que contienen a s y a x respectivamente. 
Se tiene que si (Sl,x') E V x U, entonces 1l'ah(S',X') = 7ra(SIXI) = 
(slxl)a = s~x'a = eax~ = x~ E Ua, es decir 7rh(V x U) ~ Ua. 
(ü) Si Sa = aa, entonces los abiertos V = TI/3EA\{a) S/3 x {aa} de S y 
U = (TI/3EA\{a) X/3) x Ua de X, contienen a s y a x respectivamente. 
Se tiene que 7r"h(V x U) ~ Ua, ya que si (SI, Xl) E V x U, entonces 
7rah(s', x') = 7ra(SIx') = (Slx')" = s~x'a = aax~ = x~ E Ua. 

Los casos anteriores prueban que h es continua. 
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Motivados por el hecho de que dado un grupo topológico compacto 
C y una función continua de valores reales sobre C, existe un SULO,;;rupo 
cerrado C/j de C con la propiedad de que f es constante sobre cualquier 
clase lateral del subgrupo [20], damos la siguiente definición. 

DEFINICIÓN 1. 22. Sean X un S-espacio y E un subconjunto de X. 
1. E se llama de tipo contable si existe un subsemigrupo s' cerrado 

y C/j de S tal que S' E ~ E, es decir para todo s E s' y para 
tudo x E E se tiene que sx E E. 

2. Si f : E --+ IR es una [unción de valores reales, se dice que f 
es de tipo contable si existe S' subsemigrupo cerrado y C/j de S 
tal que f(sx) = f(x) siempre que s E S',x E E. En este caso 
diremos que los elementos de S' dejan a f invariante. 

DEFINICIÓN 1.23. Sea X un conjunto no vacío. Una opemción 
de Maltsev en X es una función m : X 3 --+ X tal que m(x, x, y) = 
m(y,x,x) = y para cualesquiera x,y E X. El par (X,m) es llamado 
un espacio de Maltsev. Además, A ~ X es un subconjunto de Maltsev 
si es cerrado bajo la operación m, es decir para todo (x, y, z) E A3 se 
tiene que m(x, y, z) E A. 

DEFINICIÓN 1.24. Sea X un espacio topológico y m : X 3 
-, .\ una 

operación de Maltsev en X. Si m es una función continua, entonces 
(X, m) es llamado un espacio topológico de Maltsev. Si la operación m 
es únicamente continua en su primera coordenada, entonces (X,m) es 
llamado un espacio semitopológico izquierdo de M altsev .. 

Veamos algunos ejemplos: 
1. Sea (C,·) un grupo algebraico, entonces C es un espacio de 

Maltsev con la operación de Maltsev m : C3 --+ (; Jada como 
m(x, y, z) = x· y-l. Z para todos x, y, z E C. p .. ,·te sentido, un 
espacio de Maltsev es una generalización d( l. ·,~¡;to de grupo. 

2. Cualquier cociente C/H de un grupo aL., .,) ojdiano (C,·) 
por un subgrupo H de C es un espacio . . -ev si definimos 
la operación de Maltsev m : (C / H' '~Llmo 

m(xH, yH, zH) = x· y-l. zH P"i .. _~~quiera x, y, z E C. 
3. Sean (X, m) un espacio topológico de Maltsev y f : X --+ X una 

retracción de X, entonces Y = f(X) es un espacio de Maltsev. 
En efecto, definamos s: y3 --+ Y por s(x,y,z) = f(m(x,y,z)) 
para todos x, y, z E Y. Si x, Y E Y, existen a, b E X tales que 
x = f(a), y = f(b) y se cumple que 

s(x,x, y) = s(f(a), f(a), f(b)) = f(m(f(a), f(a), f(b)) 
= f(f(b)) = f(b) = y, 
y también que 
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s(y,x,x) = s(f(b),f(a),f(a)) = ¡(m(f(b),f(a),f(a)) 
= ¡(f(b)) = ¡(b) = y. 
Lo que prueba que (Y, s) es un espacio de Maltsev. 

4. Para cada a E A, sea (Xa, mal un espacio de Maltsev. Entonces 
el producto X A = I1aEA X a es un espacio de Maltsev con la 
operación mA definida coordenada a coordenada, es decir con 

mA : (XA)3 -+ X A dada por (mA(x, y, Z))a = ma(Xa, Ya, Za) 

para cualesquiera x, y, Z E X A y a E A. Si además cada (Xa, mal 
es un espacio semi topológico izquierdo de Maltsev, entonces el 
espacio (XA,mA) con la topología producto también lo es. 

Tenemos el siguiente concepto en espacios de Maltsev, equivalente 
al de homomorfismo en estructuras algebraicas. 

DEFINICIÓN 1.25. Sean (X, m) y (Y, s) espacios de Maltsev. Una 
función ¡ : X -+ Y se llama un homomorfismo si preserva la operación, 
es decir si ¡(m(x,y,z)) = s(f(x),¡(y),f(z)) para todo (x,y,z) E X 3

. 

Una propiedad interesante que tienen los homomorfismos cociente 
entre espacios semi topológicos izquierdos de Maltsev es la de ser abier
tos, hecho que probamos a continuación. 

PROPOSICIÓN 1.26. Sean (X, m) Y (Y, s) dos espacios semitopoló
gicos izquierdos de Maltsev Y ¡ : X -+ Y un homomorfismo cociente. 
Entonces ¡ es una función abierta. 

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que probar que ¡-J(f(A)) es abierto 
para cada subconjunto abierto A de X. Sean A <;;; X un abierto ar
bitrario y p E ¡-J(f(A)). Existe a E A tal que ¡(p) = ¡(a). Como 
m(p, p, a) = a y m es continua en su primera coordenada, existe U 
abierto en X tal que p E U Y m(U,p,a) <;;; A. Sea x E U, ten
emos entonces que ¡(x) = s(f(x),f(p),f(p)) = s(f(x),f(p),f(a)) = 
¡(m(x,p,a)) E ¡(A), de modo que U <;;; ¡-1(f(A)) .• 



CAPÍTULO 2 

Teoremas de Factorización 

El objetivo principal de este capítulo es el de presentar algunos 
teoremas básicos de factorización. Todos los resultados expuestos a 
continuación son conocidos y han sido elegidos de manera que en sus 
demostraciones se empleen diferentes técnicas. 

1. Resultados principales 

Nuestro primer resultado se debe a K. Ross y A.H. Stone [19]. En 
el teorema se consideran un producto de espacios separables y una 
función continua hacia un espacio r~gular segundo numerable. 

No obstante que el teorema d,~ Ross y Stone fue generalízado por 
A. M. Gleason (resultado que apa;'eció en [23]), las ideas utilizadas en 
ambas demostraciones son diferentes. 

La prueba del teorema se basa en el hecho de que si cada factor X s 

de un producto X = nsEs X s es separable, entonces la cerradura de 
cualquier subconjunto abierto de X, depende solo de un subconjunto 
contable de X (definición 1.2). Comencemos con el siguiente resultado. 

TEOREMA 2.1. Sea X = nsEs X s un producto topológico, donde 
cada factor X s es un espacio separable. Entonces s(X) = No, es decir, 
el número cardinal NI es un calibre de X. En particular, X es un 
(K )-espacio y satisface la cee. 

DEMOSTRACIÓN. Debemos mostrar que toda familia de abiertos en 
X con cardinalidad NI admite de una subfamilia de la misma cardinal
idad con intersección no vacía. Sea U = {U., : I E woo } una familia 
de abiertos en X. Para cada U.., E U, sea V'" un subconjunto abierto 
básico no vacío en X tal que V'" ~ U..,. Considere la familia 

W = {vY : lE w",,}. 
Si W es contable, entonces uno de los conjuntos V' E W está 

contenido en NI miembros de U, digamos que V = {U{ E U : V' ~ Ud 
es dicha subfamilia de U. Es claro entonces que IVI = NI Y nV '" 0. 

Supongamos ahora que IWI = NI. Sea B = U..,Er coord(V"'). Defin
imos Y = noEB Xo y Z = noES\B X o de modo que X = Y x Z. Es 

13 
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claro que IBI ~ t-l¡ Y del teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery se 
sigue que Y es separable y por tanto t-l¡ es un calibre para Y. Ya que 
para cada I E r, coord(V') <:;; B, podemos escribir 

V' = ~'á' x Z 

con Vo' un conjunto abierto básico en Y. La familia {L = {Vo'" : I E r} 
de subconjuntos de Y también tiene cardinalidad \{¡. Existe entonces 
{L' subfamilia de {L tal que I{L'I = t-l¡ Y nWEI" W i 0. Es claro que 
esta relación también es válida para la familia {W x Z : W E {L'} de 
subconjuntos de X. Finalmente definimos la familia V = {U E U : 
W X Z <:;; U para alguna W en {L'}. Entonces V satisface IVI = N¡, 
Y nVEV Vi 0 .• 

El teorema 2.1 lo probó Sanin [27] en 1946. En realidad Sanin 
probó que si m es un calibre de cada factor X", y si m es un cardinal 
regular no numerable, entonces m también es un calibre de x. 

El siguiente resultado es el hecho fundamental en el que está basada 
la prueba del teorema de Ross y Stone. 

TEOREMA 2.2. Sea X = I1.ES X. un producto de espacios sepa
rables. Si U es un subconjunto abierto no vacío de X, entones su 
cerradura U depende solo de un subconjunto contable J de S. 

DEMOSTRACIÓN. Sea U un subconjunto abierto de X. Por el lema 
de Zorn, U contiene una familia maximal V de conjuntos abiertos 
básicos disjuntos por pares. Por el teorema 2.1, V es contable. Digamos 
que V = {Un: n E w}. 

Sean 

00 00 

V = U Un, y J = U coord(Un )· 
n=O n=O 

El conjunto J es contable y está contenido en S. Es claro que V está 
determinado por los índices en J, es decir, coord(V) <:;; J. También 
V está determinado por los índices en J. En efecto, sean x E V Y 
Y E X tales que 1fAx) = 7rJ(y) Y sea W un abierto básico en X 
con y E W. Entonces x E 7r:Jl7rJ(W) y como x E V, tenemos que 
7rJ(W) n 7rJ(V) i 0 de donde W n V no es vacía, es decir y E V. 
Debido a la maximalidad de V tenemos que U = V, de modo que U 
está determinada por los índices en J .• 

Presentamos ahora el teorema de factorización de Ross y Stone [19], 
en el cual los factores son separables. 

TEOREMA 2.3. Sea X = I1.EsX. un produto topológico de espa
cios separables. Sea f : X --+ Y una función continua en donde Y es 
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un espacio regular segundo contable. Entonces ¡ depende de a lo más 
un conjunto contable de coordenadas y ¡ es ¡actorizable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea B una base contable de Y. Para cada BE B, 
el conjunto ¡-I(B) es abierto en X. Por el Teorema 2.2, ¡ I(B) está 
determinada por una cantidad contable de índices digamos S B <;; S. 
Sea J = UBEB 58, es obvio que J es contable. 

Queremos probar que ¡ depende de J. Sean x. y E X tales que 
X o = Yo para cada a E J. Sea ¡(x) = z E Y. Por la regularidad de Y 
podemos encontrar una sucesión {Bk}b,1 formada por elementos en B 
tal que: 

1. Bk+1 <;; Bk, Y 
2. ;; = nk~1 Bk = nk~1 Bk. 

Utilizando ahora la continuidad de ¡, tenemos que 

pr)f lo tanto, ¡-I(Z) = n~1 ¡ I(Bk). 
Como cada conjunto ¡ I(Bk) está determinado por el conjunto de 

índices SB., se sigue que el conjunto ¡-I(z) está determinado por los 
índices en J. Es claro que x E ¡-I(Z). Y ya que X o = Yo para cada 
a E J, el punto y también pertenece a ¡-I(Z), es decir ¡(y) = z = ¡(x). 

Definimos 9 : X J ~ y como sigue: si z E X J , sea x E 11'-1(;;) y 
g(z) = ¡(x). Si yes otro punto arbitrario en el conjunto lI'JI, entonces 
lI'J(x) = Z = lI'Az) y por lo tanto ¡(x) = ¡(y). Lo que prueba que 
9 está bien definida. Es claro que ¡ = 9 o 11' J Y por el lema 1.3, 9 es 
continua .• 

Veamos ahora el teorema de Gleason que aparece en el libro de J. 
rsbel! [23J. 

En escencia el teorema dice que toda función continua ¡ definida en 
un producto X = I1.Es X., de espacios separables cuyo contradominio 
es un espacio de Hausdorff con seudocarácter numerable tiene la forma 
¡ = 9 o 7rJ, donde J <;; S es un conjunto numerable que depende de ¡. 

Una ligera modificación en el argumento de la prueba permite ex
tenderlo a funciones cuyo dominio es un subconjunto abierto de un 
producto de espacios separables [23J. Más aun Juhász [24J prueba 
con el mismo argumento que si d¡(X) = sup{d(X. : s E S} y a = 

máx{d¡(XJ,1/J(X)}, entonces cada función continua de X = I1sES X. 
a un espacio de Hausdorff depende de a lo más a coordenadas. 
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Cabe mencionar que el teorema de Gleason se utiliza para dar una 
prueba de que en todo espacio compacto diádico el peso coincide con 
el caracter [24). 

TEOREMA 2.4. Sean {Xs I s E S} una familia de espacios separa
bles, Y un espacio de Hausdorff con 'l/J(Y) = ~o Y ¡ : f1s Es X s --t y 
una función continua. Entonces f depende a lo más de una cantidad 
numerable J de índices, y ¡ es ¡actorizable en X J. 

DEMOSTRACIÓN. Observe que para todo p E X, {f(p)} es un con
junto G. en Y, digamos que {f(p)} = nnEw Vn , donde Vn <;; Y es un 
conjunto abierto para cada n E w. 
Entonces f-If(p) = nnEw ¡-I(Vn), en donde cada conjunto ¡-I(Vn) es 
abierto ya que f es continua. Sean Hp,n abiertos canónicos tales que 
p E Hp,n <;; ¡-I (Vn ) para cada n E w y Hp ~ nnEw Hp,n, entonces 
pE Hp <;; f-If(p). Además, si definimos Jp = {s E S l1fs(Hp) i X s} 
se tiene que IJpl ::; l{o Y Hp = 1fJ

p

l 1fJp (Hp). 
Utilizando inducción, construiremos un conjunto numerable J <;; S 

que usaremos para factorizar a f. Para ello fijemos un punto arbitrario 
a E X y definamos un operador sobre subproductos arbitrarios de X 
tal que a cada punto q E X K , con K <;; J, le ¡,socia el punto denotado 
qO E X dado por 

1fs(l) = {1f.(q), 
1f.(a)' 

si s E K, 
sisES\K. 

Sabemos que a E Ha <;; f- I f(a), definimos Jo = Ja, Y es claro que 
IJol ::; No. Como el conjunto X Jo es separable, existe Do <;; ){Jo denso 
y numerable. 

Sea n E w arbitrario y supongamos que hemos definido los conjuntos 
Jo <;; ... <;; Jn, con J. <;; S.IJ.I ::; No, para toda s ::; n y también 
conjuntos Do, ... , Dn tales que Ds <;; X J• es denso numerable para 
toda s ::; n, 

Para cada q E Dn , el conjunto Jqo = {s E S 1 1f.(Hqo) i X.} es 
numerable, sea Jn+1 = (UqEDn Jqo) U Jn • Claramente Jn+1 es numer
able y el producto f1.EJn+l X. es separable. Sea D"+l <;; XJn+l denso 
numerable. 

Hemos construído para cada n E w, el conjunto Jn <;; S con IJnl ::; 
No Y Dn denso numerable en X Jn . Sea J = UnEw Jn . Es claro que 
IJI ::; No. 

Debemos mostrar que si p, q E X satisfacen 1fJ(p) = 1fJ(q), entonces 
f(p) = f(q) o, equivalentemente, que f(p) = f((7rJ(p))O). 

Si q E D" para algún n E w, definamos ij = 1fJ(qO) y Dn = {ij 1 

q E Dn}. Entonces D = UnE'" Dn es denso en XJ. En efecto, si 



1. RESULTADOS PRINCIPALES 17 

u <;; X J es un abierto canónico no vacío, sea m el primer número 
natural tal que coord(U) <;; Jm. Como Dm es denso en X Jm , se sigue 
que 7rJm(U) nDm el 0, DmnU el 0 y por lo tanto Dn U el 0. 

Ahora, sea p E X arbitrario y supongamos que f(p) el f(p'), donde 
hemos abreviado p' = (7rJ(p))O Como Y es de Hausdorff, existen 
abiertos disjuntos U, V en Y con U 3 f(p), V 3 f(p'). Como f es 
continua, existen abiertos canónicos UP' v". <;; X tales que p E Up , p' E 

v"., y ¡(Up) <;; U, f(Vp') <;; V. 
Puesto que 7rJ(p) = 7rJ(p'), se tiene que 7rJ(Up)n7rAv,,·) el 0, y 

como D es denso en XJ, existe dE Dn 7rJ(Up) n7rJ(v,,·); claramente 
¡(l E v". y entonces f(¡{l) E V. 

Por otro lado, el punto d E X dado por 

7r
s
(d) = {7rs (d), si s E J , 

7rs (p), si s E 5\ J, 

pertenece a Up y entonces f(d) E U. Por definición de d se tiene que 
7rJ(d) = 7rJ(d) , esto es d y d coinciden en J. Puesto que ¡(l E Hdo <;; 
f- 1 f(¡{l) y 1I"s(HdD) = X" para todo s E S \ J, se tiene que dE Hdo, lo 
que implica que f(dO) = f(d). La última igualdad contradice al hecho 
de que ¡(l E v"., dE Up y f(Vp') n f(Up) = 0. Concluimos por tanto 
que si 7rJ(x) = 7rJ(q), entonces f(P) = f(q). De aquí se sigue que la 
función 9 : XJ -+ y dada por g(x) = f o 7r:Jl(X) está bien definida. 

Finalmente como f = g o 11" J es continua y 7r J es un mapeo continuo 
sobre y abierto, concluimos por el lema 1.3 que g es continua . 

• 
El siguiente resultado fue probado por Engelking [111 y es una 

generalización del teorema de Mibu y del teorema de Mazur quién 
supone que los factores del producto son espacios T2 y tienen peso 
contable y el espacio contradominio Y es de Haudorff con diagonal un 
G¡; en Y x Y. 

El teorema de Engelking utiliza el concepto de a-producto. La de
mostración que presentamos fue sugerida por M. Tkachenko y es más 
breve que la original. Comenzamos con un resultado auxiliar. 

LEMA 2.5. Sea {X.}.es una familia de espacios topológicos tales 
que todo producto finito X,

' 
x X.o X ••. x X.

k
, tiene la propiedad de 

LindeLOJ. Entonces para todo a E X = n.esX., el a-producto ata) <;; 
X también tiene esta propiedad. 

DEMOSTRACIÓN. Sean a E X fijo y I una cubierta abierta de ata) 
formada con abiertos canónicos en X. Utilizando inducción constru
iremos una subfamilia numerable de I que cubre a ara). 
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Sean So un subconjunto no vacío numerable de S, y 

<To(a) = {x E <T(a) : supp(x) <;; So}. 

Claramente <To(a) = U{XA x {7rS\A(a)} : A <;; So,IAI < No}, donde 
)(A = ITsEA X s • De esta última igualdad, y de que por hipótesis X A 
tiene la propiedad de Lindel6f para cualquier A finito, se sigue que <To(a) 
también tiene esta propiedad. Sea 10 <;; 1 una subfamilia numerable 
tal que <To(a) C;; U 10' Esto termina nuestro primer paso inductivo. 

Supongamos que ya tenemos definidos So <;; SI <;; ... <;; Sn, con Sn 
subconjunto numerable de S. y <To(a) <;; <TI (a) <;; ... <;; <Tn(a), donde 

<Ti(a) = {x E <T(a) : supp(x) <;; Si} 

tiene la propiedad de Lindel6f para cada O ::; i ::; n; Y 10 <;; 11 <;; ... <;; 
In son subfamilias numerables de 1 tales que <Ti(a) <;; U li para cada 
O ::; i ::; n. Entonces para cada V E In, sea Sv = coord(V) y considere 
Sn+1 = (U{Sv : V E In}) U Sn' Es obvio que Sn <;; Sn+! <;; S Y que 
Sn+1 es numerable. El conjunto 

<Tn+1 (a) = tx E <T(a) : supp(x) <;; Sn+l} 

satisface <Tn+l(a) = U{XA x {7rS\A(a)} : A <;; Sn+l, IAI < No}. Como 
ésta es una unión numerable de espacios cada uno con la propiedad de 
Lindel6f por hipótesis, entonces también <Tn+1 (a) tiene esta propiedad. 
Sea ¡.tn+1 una subfamilia numerable de 1 tal que <Tn +! (a) <;; U ¡.tn+l; y 
definimos In+1 = ¡.tn+1 U "Yn. 

Hemos obtenido entonces subconjuntos de S, So <;; ... <;; Sn <;; ... , 
con Sn numerable; subfamilias de " 10 <;; ... <;; "Yn <;; ... , y sub espacios 
con la propiedad de Lindel6f <To(a) <;; ." <;; <Tn(a) <;; .,., tales que 
<Ti (a) <;; U "Yi para cada O ::; i ::; n. 

Sean S' = UnEw Sn, <Ts' (a) = UnEw <Tn(a) Y "Y' = UnEw"Yn- Entonces 
l' es subfamilia numerable de "Y y <Ts· (a) C;;; U,', Se afirma que l' es 
cubierta de <T(a). 

Sea x E <T(a) un punto arbitrario y considere K = supp(x) n S' <;; 
S', digamos que K = {S¡, ... ,Sn}. Existe entones i E N tal que 
K C;;; Si. Queremos encontrar un elemento V E "Y' tal que x E V. 
Para ello considere el elemento y = 7rs,(x) x 7rs\s,(a) E <Ts,(a). Como 
li cubre a Ui(a), existe V E "Yi tal que y E V. Por la construcción 
tenemos la igualdad Si+! = Si U (UVE'Y'Sv ), por lo que supp(V) C;;; Si+l' 
Finalmente observamos que como los puntos y Y x tienen las mismas 
coordenadas en S', y E V y coord(V) C;;; Si+1 <;; S', entonces también 
x E V, es decir, "Y' cubre a uta), y <T(a) tiene la propiedad de Lindelof . 

• 
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Con estos elementos presentamos el teorema de factorizaión de En
gelking, con él que se prueba entre otros resultados que el producto 
cartesiano X = TIsEs X s de espacios compactos es la compactificación 
de Stone-Cech de E(a), para cualquier a E X. 

TEO REMA 2.6. Sea {X s} sES una jamilia de espacios topológicos tal 
que todos los productos cartesianos finitos X Sl x X'2 x··· x X s" donde 
SI, 82, ... , 8k E S, tienen la propiedad de Lindeloj, y sea Y un espacio 
con la diagonal Có . Entonces, pam cada punto a E X = OSES X" 
Y cada función continua f : (T( a) -+ y existen un conjunto contable 
S' <:;: S, y unajunción continuag: 1l"s.(O"(a)) -+ Y, tales que f coincide 
con la composición 9 o 1l" s·1 ,donde 1l" s· : X -+ X s. es la proyeción. 

,,(a) 

DEMOSTRACIÓN. Sea D <:;: y2 la diagonal. Por hipótesis, Ll = 

nn<w Un, con Un abierto en Y x Y para cada n E w. 
Fijemos n E w. Para cada x E O"(a) existe W; abierto en Y tal que 

j(x) E W; y W; x W; <:;: Un, y como j es continua, existe U; abierto 
en O"(a) con x E U; Y j(U;) <:;: W;. La familia /"n = {U; : x E da)} 
es una cubierta abierta de (T(a), y por el Lema 2.5 existe In subfamilia 
lLumerable de /"n tal que 0"( a) <:;: U In. 

Sea Sn <:;: S con ISnl ~ l{o tal que todo elemento V E In sólo 
depende de Sn. 

Afirmamos que j depende sólo de S' = UnEw Sn, es decir queremos 
probar que si x, y E O"(a) son tales que 1l"s' (x) = 1l"s. (y), entonces 
j(x) = j(y). 

Sean x,y E (T(a) tales que 1l"s'(x) = 1l"s.(y). Para cada n E w 
sabemos que <T(a) ~ U In, por lo tanto existe U~ E In tal que x E U~ y 
coord(U;) <:;: Sn. De la hipótesis 1l"s'(x) = 1l"s·(Y) se sigue que 1l"Sn(x) = 
1l"Sn (y), y como U,: sólo depende de Sn entonces también y E U,:. Luego 
entonces (f(x), j(y)) E [(U')) x [(U':) ~ W; x W; <:;: Un, es decir para 
cada n E w, (f(x), [(y)) E Un Y por tanto (f(x), [(y)) E nnEw Un = Ll, 
lo que muestra que [(x) = f(y) y [ depende sólo de S'. 

Definamos ahora la función g: 1l"S'(<T(a)) -+ Y. Si z E 1l"s·(O"(a)), 
elegimos x E O"(a) con 1l"s'(x) = z y hacemos g(z) = [(x). Si en lugar 
de x escogemos otro punto y E O"(a) con 1I"s'(Y) = z, entonces 1I"s'(x) = 
1l"s'(Y), de donde f(x) = f(y), lo que prueba que 9 está bien definida. 
Por la definición también tenemos que [ = 9 o 1I"s.1 . Finalmente, ,,(a) 

como 1I"s'/ es una función continua abierta y sobre concluimos por 
<T(a) 

el lema 1.3 que 9 es continua .• 

Los tres teoremas presentados hasta ahora utilizan el lema 1.3, para 
probar que la función 9 que factoriza a f es continua. Podría pensarse 
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que este siempre es el caso. El siguiente resultado de Arhangel'skiI [21 
en el que se consideran funciones continuas definidas en un subconjunto 
denso de un producto de Tikhonov de espacios con peso red numerable 
y con valores en un espacio regular con carácter numerable, no sólo no 
hace uso del lema mencionado, sino que no se puede aplicar, ya que las 
re, tricciones de las proyecciones del producto al subconjunto denso no 
son abiertas. 

Este teorema es utilizado para probar resultados relativos a la in
variancia de algunas funciones cardinales bajo funciones continuas como 
por ejemplo: si un espacio regular primero numerable Y es una imagen 
continua de un espacio que es denso en todas partes en un producto 
de espacios con tma red contable, entonces Y tiene una red contable. 
Comencemos con el siguiente lema. 

LEMA 2.7. Sea X = IT"ES X"' en donde S = U¡';O Si, Si <;;; Si+l 
para toda i E N Y sea A un subconjunto de X. Si Z <;;; A es tal que 
7rs.(Z) es denso en 7rs.(A) para cada i E N, entonces Z es denso en A. 

DEMOSTRACIÓN. Sean x E A y V un abierto canónico en )( tales 
que x E V, queremos probar que V n Z i 0. 

El conjunto K = coard(V) es finito y K <;;; S. Como por hÍJótesis 
S = U¡';o Si y la sucesión {Si : i E N} es creciente, existe i E N tal 
que K <;;; Si' Además, 7rs.(V) n 7rs.(A) es abierto en 7fsi (A) Y por la 
densidad de 7rs.(Z) en 7fs.(A) tenemos que 0 i 7rs.(Z) n 7rs,(V)· 

Para terminar veamos que 0 i Z n v. Sea z' E 7rs.(Z) n 7rs.(V), 
entonces z' es de la forma z' = 7rs,(z) para algún z E Z. Queremos 
probar que z E V. Pero V = 7r¡;I(Ui¡} n··· n7r;'(UiJ para algún n E N 
con Ui ¡ <;;; X i ¡ subconjuntos abiertos 1 = 1, ... , n. De aquí se sigue que 
7ri¡(Z) = z! E 7r,¡(V) <;;; 7ri¡7f¡;I(U,¡) <;;; U,¡ para cada 1 = 1, .. . ,n, es decir 
Z E V, lo que termina la prueba . 

• 
Veamos ahora el resultado de Arhangel'skif [21. 

TEOREMA 2.8. Sea X = IT"EM Xo. un producto de Tikhonov, donde 
nw(Xa) :s; No para cada a E M. Además, sean A <;;; X denso en X 
y Y un espacio topológico regular con carácter numerable. Entonces 
cualquier función continua f : A -+ Y depende de una cantidad numer
able de coordenadas, es decir existen S <;;; M,ISI :s; No Y g : 7rs(A) -+ y 
una función continua tales que f = 9 o 7rsIA. 

DEMOSTRACIÓN. Sea x E A Y sea Jl.y una base local en y = f(x) E 

y tal que I ¡'¡y I :s; No. Por la continuidad de f, para cada V E ¡'¡y 

existe un subconjunto Uv abierto canónico en X tal que x E Uv Y 
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¡(Uv n A) <;; V. Sea Sx = u{coord(Uv ) : V E tJ.y}. Es claro que 
SI ~ M Y ISxl :::: No. 

Por recursión construiremos una sucesión {Si: i E N} de subcon
juntos de M y una sucesión {Zi : i E N} de subconjuntos de A tales que 
para cada i E N, ISil :::: No, S, <;; Si+¡, IZil :::: No, Zi <;; Zi+1 y 7rS,(Zi) es 
denso en 7rs,(A). 

Fijemos Zo E A arbitrario y consideremos So = S'O" Es claro que 
1 So 1 :::: No Y So <;; M. Por la hipótesis y la observación hecha después 
de la definición 1.10 tenemos que nw(Xso ) :::: No y como hd(Xso ) :::: 
nw(Xso)' existe D ~ 7rso(A) denso y numerable. Sea Zo C;;; A un 
subconjunto numerable tal que 1fso(Zo) = D. Esto termina nuestro 
primer p8.'lO de la construcción. 

Supongamos que ya tenemos definidos So <;; SI <;;; .•. <;; Sn <;; M. 
con ISnl :::: No y Zo <;; ZI <;; ... <;; Zn <;; A, con IZnl :::: No tales que 
1fS¡(Zi) es denso en 7rs¡(A) para toda i :::: n. 

Sea Sn+l = Sn U (U{ SX : X E Zn})' De la hipótesis inductiva 
y de que ISxl :::: No para todo x E A, se sigue que ISn+l1 :::: No Y 
Sn+1 <;; M. Por la misma observación hecha después de la definición 
1.10, hd(Xsn+ 1 ) :::: nw(XSn+ 1 ) :::: No y ex:ste 8 <;; A tal que 181 :::: No 
y 7rSn+1 (B) es denso en 7rSn+ 1 (A). Sea Zn+1 = Zn U B. Es claro que 
Zn <;; Zn+1 <;; A, IZn+11 :::: No y 7rsn+1 (Zn+l) es denso en 7rSn+1 (A). 

Habiendo construido las sucesiones {Si : i E N}, {Zi : i E N}, sean 
5= U:'::o Si y Z = U:'::o Zi. Note que 151 <::: No, IZI <::: No Y Z <;;; A. 

Además tenemos que 1fs(Z) es denso en 1fs(A). En efecto, este 
hecho se sigue de observar que 1fs.lZ) es denso en 1fs.{A) para cada 
n E N y aplicar el Lema 2.7. 

Probemos ahora 18.'l siguientes dos afirmaciones: 
(*) Si U, U' <;; X son abiertos canónicos tales que U", = U~ para toda 

a E S y 7rs(U)n7rs(A) =f. 0 (y por tanto también 1fs(U')n1fs(A) =1- 0), 
entonces ¡(U nA) n ¡(U' n A) =f. 0. 

En efecto, como 1fs(U) n 1fs(A) =1- 0, existe x E A tal que 1fs(x) E 
1fs(U). Como 1fs(U) es abierto en X s, 1fS(U) n 1fs(Z) =1- 0. Sea 
z' E Z tal que z: E U", = U~ para toda a E S. Supongamos que 
la conclusión es falsa, es decir que f(U n A) n f(U' n A) = 0. Sin 
pérdida de generalidad digamos que f(z') = y' if. f(U n A). Sea W un 
abierto en Y que contiene a y' tal que W n ¡ (U nA) = 0. Ya que z· E 
Z = U:'::I Zi, z· E Zn para algún n E N. Por la construcción, existe 
entonces un abierto canónico Ven X tal que z· E V, f(V n A) <;; W y 
coord(V) <;; Sn+l <;; S. Entonces para toda a E S, z: E U", n V", y por 
lo tanto U", n V", =f. 0. Además, V", = Xa para a E M \ S y en este 
caso Ua n V", = U", =f. 0. Concluimos que U n V =f. 0. 
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De la densidad de A en X y del hecho de que U n V es abierto en X 
podemos afirmar que U n V n A i 0 y entonces 0 i f(U n V nA.) <;; 
f(U n A) n f(V n A). Pero por otro lado f(U n A) n W = 0 y 
f(V n A) <;; W implican que f(U nA) n f(V n A) = 0 que es una 
contradicción, y la primera afirmación queda probada. 

(**) Si U, U' <;; X son abiertos canónicos en X tales que U" = U~ 
para toda CIó E S Y 7rs(U)n7rs(A) i 0, entonces f(U'nA) e f(U nA). 

En efecto, supongamos que no. Sea y E f(U'nA) \f(U n A). Como 
y es regular existe W abierto en Y que contiene a y y W n f (U nA) = 
0. Sea z E U' n A tal que fez) = y. Por la continuidad de f, existe O 
abierto básico en X tal que z E O Y 1(0 n A) <;; W. Como para toda 
CIó E S tenemos que z" E U~, podemos suponer que O" <;; U~ = U" para 
tooa CIó E S. 
Sea O un abierto básico en X tal que 0" = Ua si CIó E M \ S, Y 

Oa = Oa para toda a E S. Entonccb O <;; U Y por lo tallto, f(O n A) n 
f(O n Al <;; I(U n A) n W = 0, lo cuál contradice a (*) y esto prueba 
(**). 

Aseguramos ahora que f depende sólo de S. 
Sean x, x' E JI. tales que 7ra (x) = 7ra (x') para todo CIó E S, queremos 

probar que entonces f(x) = f(x' ). Supongamos lo contrario, esto es 
que f(x) = y i y' = f(x). 

Por la regularidad de Y existen W, W' abiertos en Y tales que y E 
W, y' E W' y WnW' = 0. Por la continuidad de f, podemos encontrar 
abiertos canónicos U, U' de X tales que x E U, x' E U',J ( U nA) <;; W y 
I(U' nA) <;; W' . Como 7rs(x) = 7rs(x'), podemos suponer sin pérdida 
de generalidad que Ua = U~ para toda CIó E S. Como x E UnA, se tiene 
que 7rs(U)n7rs(A) i 0. Por (*) concluimos que f(U n A)nf(U' n A) i 
0. Pero por otro lado, f(U n A) n f(U' nA) <;; W n W' = 0 lo que es 
una contradicción. Por lo tanto I(x) = f(x' ). 

Sea 9 : 7rs(A) --+ y la función dada por g(y) = f(7rs1(y) nA). 
Entonces 9 es una función univaluada, hecho que se desprende de que 
I sólo depende de S. 

También por la definición de 9 es claro que 9 o 7rs(x) = f(x) para 
toda x E A. Para terminar con la demostración probemos que 9 es 
continua. 

Sean x E 7rs(A) , y = g(X') y W un abierto arbitrario de Y con 
y E W. Fijemos x E A tal que 7rs(x) = x'. Entonces f(x) = y. Sea V 
un abierto en Y tal que y E V <;; V <;; W. Como f es continua, existe 
U = IlaEM Ua abierto canónico en X tal que x E U Y I(U n A) <;; V. 

Sean U' = 7rs(U) y U· = 7rS1(U'). Ya que x = 7rs(x) Y x E U se 
tiene que x' E U' . También es claro que 7rs(U' n A) = U' n 7rs(A). Por 



1. RESULTADOS PRINCIPALES 23 

consiguiente, g(U' n 7rs(A)) = g7rs(U' nA) = J(U' n A), y por (**), 
J(U' nA) <;;; J(U n A). De donde g(U'n7rs(A)) <;;; J(U n A) <;;; V <;;; W, 
lo que prueba la continuidad de g . 

• 
Vale la pena recalcar que a diferencia de los resultados anteriores 

la prueba de la LOntinuidad de la función 9 en el teorema 2.8 no es de 
manera alguna triviaL 

Veamos allOra un teorema de factorización para funciones continuas 
definidas en un subespacio denso de un producto (a, K )-seudocompacto 
de espacios topológicos de Hausdorff con la topología K-caja y que 
toman valores en un espacio métrico, debido a Comfort y Negrepontis[4j. 

Para ello necesitamos el siguiente resultado acerca de particiones 
clel->ido a Erd6, Rada (una demostración del cuál se encuentra en [211). 

TEOREMA 2.9. (Erdos-Rado) Sean w ~ " < a cardinales tales que 
a es fuertemente K-inaccesible y regular y sea {Se : ~ < a} una familia 
de conjuntos tales que ISel < K paro ~ < a. Entonces existen A <;;; a 
con IAI = a y un conjunto J con ¡JI < K tales que Se n Se' = J siempre 
que C~' E A,~ i- (. 

Con este antecedente, el resultado principal que prueban Comfort 
y Negrepontis [4] es el siguiente. 

TEOREMA 2.10. Supongamos que: 
(1) Tenemos cardinales w ~ " < a donde a es Juertemente K-inaccesible 
y regular; 
(2) Existe un subconjunto Y <;;; (XI) K tal que 7r J (Y) = .Y J paro cada 
J E [1]<" y, 
(3) (X¡)K es (a,K)-seudocompacto paro cada J E [1\<". 

Entonces: 
(a) y es (a, K)-seudocompacto y, 
(b) toda J1Lnción continua J : y --+ Z en donde Z es un espacio 

métrico con métrica p, depende a lo más de a coordenadas. 

DEMOSTRACIÓN. (a) De (2) se sigue que Y es denso en (X¡)K y 
por lo tanto si dos abiertos de (XI)" se intersectan, estos contienen un 
punto común de Y. Entonces bllllta probar que dada U una familia de 
abiertos de (XI)" con ¡u¡ = a, existe p E Y tal que cualquiera de sus 
vecindades en (XI)" intersecta al menos a K elementos de U. 

Supongamos que U = {U{ I ~ < a} y que cada Ue E U tiene la 
forma Ue = TIiEI Ui{ con cada uf abierto en Xi y con Icoard( Ue) I < K. 

Por el teorema de Erdos-Rado aplicado a la familia {coard(Ue) : ~ < a} 
existen A <;;; a con IAI = a y J <;;; 1 con ¡JI < K tales que coard(U{) n 
coord(U{,) = J si ~,e' E A Y ~ -1 ~', es decir existe V subfamilia de U 
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con IVI = a tal que coard(U) n coord(V) = J siempre que U, V E V Y 
U#V. 

Si J = 0, entonces cualquier punto p de Y funciona; en efecto, 
si W es un abierto básico de p en (XI )", digamos que W = ITiEI W;, 
entonces Icoard(W)1 < K, y cada i E coord(W) pertenece a coord(U) 
para a lo más un elemento U de V. Es decir, coord(W)ncoord(U) = 0 
para una cantidad menor de K, elementos y por tanto W n U # 0 para 
al menos K, abiertos en V. 

Si J # 0, IJI < K" entonces de la hipótesis (3) existe x E XJ con 
la propiedad de que si WJ es una vecindad en (XJ )" de x, entonces 
WJ n 7I"J(U) # 0 para por lo menos K, elementos U de U. 

Por la hipótesis (2) podemos escoger p E Y tal que 7I"J(p) = x. 
Dada una vecindad canónica W = WJ X WIV de p, donde WJ y WIV 
son abiertos ca'lónicos en (XJ )" y (XIV)" respect.ivamente, sea V C;;; U 
con IVI = K, y tal que WJ n 71" J(U) # 0 para cada U E nV. 

Puesto que !coord(W1V)! < K, y cada elemento de coard(W/V) 
pertenece a coord(U) para a lo más un elemento U de V (estamos 
fuera de J), existen K, elementos U de V para los que coord(WIV ) n 
coard(U) # 0. 

Sea U E V uno de tales abiertos. Escojarr:os un punto z E WJ n 
7I"J(U) y definamos q E XI como sigue: 

Zi, si i E J; 
cualquier punto Ti E Wi, si i E coard(W1V ); 

cualquier punto Si E Ui , si i E coard(W) \ J; 
cualquier punto ti E Xi, si i El \ (J U coord(W) U coard(U)). 

De su definición, se sigue que el punto q pertenece a wnu, y por tanto 
W intersecta por lo menos a K, elementos de V. Esto prueba (a). 

(b) Es suficiente probar la siguiente afirmación: 
(*) Para cada é > O existe J SUbconjunto no vaCÍo de 1 con IJI < 

el< tal que para cualesquiera x, y E Y, si 7I"J(x) = 7I"J(Y) , entonces 
p(f(x), f(y)) ::; é. 

En efecto, si (*) es válida, entonces para cada n E N+ hacemos 
é n = ~ y escogemos Jn subconjunto no vacío de 1 con IJnl < el< que 
satisface (*) para é = én. Definimos J = U{ J" : n E N+}. Es claro que 
IJI < a y si x,y E Y satisfacen 71"J(X) = 7I"J(Y) entonces p(f(x), f(y») ::; 
~ para toda n E N+, de donde concluimos que f(x) = f(y) puesto que 
p es métrica. Es decir f depende de a lo más J coordenadas. 

Probemos (*). Supongamos que no se cumple (*), es decir existe 
él > O tal que para cada subconjunto J no vacío de 1 con IJI < Ct 
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existen x, y E Y tales que 7l";(X) = 7l"J(Y) Y p(f(x), f(y» > el. De este 
hecho vamos a contradecir la continuidad de f en un punto fj E Y. 

Para cada ~ < a utilizando indución, construiremos 

tales que: 

1. J(O) # 0, J(O) ~ 1, IJ(O)I < a; 
2. x(O,y(~) E XI;A(~) = {i El: X(Oi # y(~);}; 
3. IA(~)I < ¡¡;; 

4. A(1) n A(~) = 0 si 1) < ~; 
5. x(~) E Ue, y(O E ve, donde Ve, Ve son abiertos básicos en 

(XI ),,; 
5. ul n V,e = 0 .Ji i E A(~); 
7. coard(Ve) = coard(Ve); 
8. p(f(Ve n Y), l(Ve n Y») > él; 

9. si O < ~ < a, entonces J(~) = Ur¡EeJ(1)) UUr¡EeA(1)), IJ(~)I < a; 
10. 7l"J,(x(~)) = 7rJ,(y(~)). 

Sea J(O) cualquier subconjunto no vacío de I on IJ(O)I < a. J(O) 
cumple las propiedades (1) y (9). Como (*) no se cumple, existen x, y E 
Y tales que 7rJ(O) (x) = 7rJ(O)(Y) Y p(f(x),J(y) > él. Por la continuidad 
de I existen V, V abiertos canónicos de (XI)" tales que x E V,y E V Y 
p(f(V n Y), f(V n Y)) > él. Sea C(O) = coard(V) U coard(V), es claro 
que IC(O)I < ¡¡;. Hacemos x(O) = x y definimos y(O) como 

(O) = {Yi, si i E J(O) U C(O); 
Y. Xi, si i E 1 \ (J(O) U C(O)). 

Entonces x(O) E V, y(O) E V, 7rJ(O) (x(O)) = 7rJ(O)(Y(O) Y A(O) = 
{i El: X(O)i # y(O)i} satisface IA(O)I < ,... Esto hace que se satisfagan 
(10), (2), (3) Y (4). 
Para cada i E 1, escogemos abiertos V.o, v.o en Xi tales que 

X(O)i E V.o, y(O)i E v.o 
[I;l n v.o = 0 para i E A(O), 

[I;l ~ Vi, v.O ~ Vi para i E 1 \ A(O) y 

[I;l = v.o = Vi n Vi para i E 1 \ A(O). 

Por nuestra elección, los conjuntos definidos' como un = DiEI [I;l 
y V O = DiEl v.o son abiertos canónicos en (XI)", y satisfacen x(O) E 
VO,y(O) E VO,coard(VO) = coard(V°). Es decir hacen verdaderas a 
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(5), (6) Y (7). Para terminar nuestro primer pa.'lO inductivo, observamos 
que también UO S;; U, va S;; V, por lo que p(f(UO n Y),j(V° n Y) > 
varepsi1anl es decir se tiene (8). 

Sea O < ¡; < a fijo y supongamos que se tienen definidos 

x(r¡), y(r¡), U", V'7, A(r¡), J(r¡) 

para toda r¡ < ¡; que satisfacen (1) a (10). 
Utilizando (9) definimos J(O = U'7E~J(r¡) UU'7E~A(r¡). De (3) y (9) 

se sigue que IJ(¡;)I < a, puesto que a es regular. Así que ya se cumplen 
(1) y (9). Por hipótesis existen x, y E Y tales que 7rJ(e)(x) = 7rJ(~)(Y) 
Y p(f(x), f(y» > él' Por la continuidad de f existen U, V abiertos 
básicos en (X1)K tales que x E U,y E V Y p(f(U n Y),j(V n Y» > él· 

Sea C(O = coord(U) U coord(V), es claro que IC(OI < K. Sea 
x(O = ;,; y definimos y(¡;) como sigue 

(¡;) = {Vi, si i E J(¡;) U C(O; 
Y. Xi, si i E 1 \ (J(O U C(¡;». 

Por la construcción tenemos que 7rJ(e)(x(~» = 7rJ(~)(Y(¡;», es decir 
¡;e cumple (10). Además, x(¡;) E U, y(¡;) E V y A(O = {i El: X(Oi f 
y(Oi} S;; C(¡;) puesto que x(¡;) y y(¡;) pueden diferir sólo en C(¡;); de 
aquí se sigue que IA(OI < K Y se cumplen (2) y (3). 

Por otro lado, de la definición de A(O tenemos que A(r¡) <:;:: J(¡;) 
si r¡ < ¡; que junto con 7rJ(~)(x(~» = 7rJ(~)(Y(¡;») implica que A(r¡) S;; 
1 \ A(O, es decir A(r¡) n A(¡;) = 0 y se cumple (4). 

Como para cada i E 1, Xi es de Hausdorff, encontramos Ui~' 11;< 
abiertos en Xi tales que 

x( ~)i E Ui~' y( ¡;). E V;~ 

uf n V;~ = 0 para i E A(O, 

Ui~ S;; Ui , V;~ ~ V; para i E 1 \ A(O y 

uf = V;~ = Ui n V; para i E 1 \ A(¡;). 

Por la construcción tenemos que los conjuntos U~ = ITiEI Ui~, V~ = 
ITiEI V¡~ satisfacen (5), (6) Y (7); además también U~ S;; U, V~ S;; V, de 
donde p(f(U~ n Y), f(v~ n Y)) > él, lo que hace que se cumpla (8) y 
hemos terminado nuestra construcción. 

Considere la familia de abiertos de Y dada por e = {U~nY I ¡; < a}. 
Se cumple que lel = a, y como Y es (a, K)-seudocompacto, hay un 
punto ti E Y de K-acumulación para e, es decir cualquier abierto W 

.1 
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en Y que contenga al punto y satisface W n U( /o 0 para al menos K 

elementos de C. Veamos que f no es continua en y. Vamos a probar 
que para todo abierto básico W en (XI)" que contenga a y existe ~ < a 
tal que W n U( /o 0 y W n V( /o 0. 

En efecto, sea W un abierto básico en (XI)" tal que y E W, tenemos 
Icoord(W) I < K. Por (4), cada j E coard(W) pertenece a lo más 
a un A(~). Sea D = {j E coord(W) I j E U«aA(~)}. Entonces 
IDI::; Icoord(W) I < K Y existe un e < a tal que coard(W)nA(e) = 0. 
Sea x E W n Ue y considere el punto y E Y definido como 

. _ {Zi E V;e, si i E A(~'); 
y. - Xi, si i E I\A(~'). 

Como U(' y Ve coinciden en 1 \ A (~'), por la elección de y se 
sigue que y E W n ve, es decir hemos encontrado un e < a tal que 
W n Ue /o 0 y W n VE' /o 0. 

Por la densidad de Y existen X E Y n W n U( <::;: y n U( y y E 
Y n W n V( <::;: y n V(, es decir todo abierto básico W que contiene a y 
contiene puntos x, y tales que p(f(x), f(y)) > G¡ lo que prueba que f 
no es continua en y y esto es una contradicción. Por tanto (*) es válida 
y el teorema queda probado .• 

Con respecto a grupos topológicos también existen teoremas de 
factorización. Presentamos un teorema sobre factorización de fun
ciones reales continuas sobre grupos topológicos G, los cuales tienen 
la propiedad de que cualquier cubierta abierta de G contiene una sub
familia numerable cuya unión es densa en G. Los espacios topológicos 
con tal propiedad son llamados débilmente de Lindel6f. El teorema 
2.13 es debido a E. V. Scepin[28]. 

Como es usual, dado un semigrupo topológico S con identidad es 
denotaremos al conjunto de las vecindades abiertas de es por N(es), 
es decir 

N(es) = {U <::;: S : U es abierto y es E U}. 

PROPOSICIÓN 2.11. Sea S un semigrupo topológico con identidad 
es. Si U E N(es), entonces existe V E N(es) tal que V * V <::;: U. 

DEMOSTRACIÓN. Sea U E N(es); como es * es = es E U y la 
operación * es continua, existen Vi, V2 E N(es) tales que V¡ * V2 <::;: U. 
Sea W = Vi n V2, claramente W E N(es) satisface W * W <::;: U .• 

Observemos que si un sernigrupo es regular, en la proposición 2.11, 
podemos escoger a V tal que además satisfaga V <::;: U. 
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LEMA 2.12. Sea S un semigrupo topológico regular con identidad 
es. Si G es un conjunto G/j en S tal que es E G, entonces existe S' 
subsemigrupo topológico cerrado y G¡; de S tal que S' c;:; G. 

DEMOSTRACIÓN. Sea G = n~o Vk , donde Vk es abierto en S para 
todo k E N. Construiremos utilizando inducción una sucesión de sub
conjuntos abiertos Uk de S con las siguientes propiedades para toda 
kEN: 

1. Uk E N(es); 
2. Uk c;:; Vk; 
3. Uk+l * Uk+l c;:; Uk ; 

4. Uk+I c;:; Uk. 
Sea Uo = Va. Por la proposición 2.11 existe U1 E N( es) tal que 

U¡ "U¡ c;:; UoílVl y U; c;:; UonVí. 
Supongamos que ya tenemos definidos Uo, U1, . .. , Un subconjuntos 

abiertos de S que satisfacen las cuatro propiedades. Para definir Un+l> 
aplicamos una vez más la proposición 2.11 para encontrar W E N(es) 
tal que W * W c;:; Un n Vn+1 Y W c;:; Un n Vn+1 Y hacemos Un+1 = W. 
Claramente este conjunto satisface las condiciones establecidas. 

Sea S' = n~o Uk; es claro que S' es un subsemigrupo topológico 
G¡; de S contenido en G. Además S' es cerrado ya que 

c;o- 00 00 00 00 

S' = n Uk c;:; n Uk c;:; n Uk c;:; n Uk - 1 = n Uk = g. 
k=O k=O k=l k= I k=O 

• 
El siguiente resultado nos proporciona una propiedad importante 

de S-espacios débilmente de Lindelof. 

TEOREMA 2.13. Sea X un S-espacio, donde S es un semigrupo 
regular con identidad es, y sea U un subespacio débilmente de Linde/o! 
abierto de X. Entonces toda función real continua definida sobre U es 
de tipo contable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea f : U -t IR una función continua real sobre 
U. Debemos encontrar un subsemigrupo topológico s' cerrado G¡; de 
S tal que f(sx) = ¡(x) para toda s E s' y x E U siempre que sx E U. 

Fijemos e > O. Para cada x E U existe Oz c;:; U abierto tal que 
f(Oz) c;:; B~(f(x)), donde B~(f(x)) = {y E IR : Iy - f(x)1 < H· 
Entonces si y, z E Oz se tiene que If(y) - f(z)1 ::; If(y) - f(xll + 
If(x) - f(z)1 < e. 

Sea x E U un punto arbitrario. Como la acción h : S x X -t X 
es continua en (es, x), existen abiertos Vz c;:; S Y O~ c;:; U con es E v" 
y x E O~ tales que h(v", O~) c;:; Oz. Considere la cubierta abierta 
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I = {O~ : X E U} de U. Como U es un subespacio débilmente de 
Lindel6f, existe un subconjunto numerable A C;; U tal que la unión de 
la familia p, = {O: : x E A} es densa en U. Sea Ve = n{Vx : X E A}. 
Se afirma que If(sx) - f(x)1 ::; é para todos los x E U, s E V. tales que 
sxE U. 

S<lpúngamos que no, entonces existen Xo E U, So E V. tales que 
soxo E U y If(soxo) - f(xo)1 > é. Por continuidad de la acción de f y 
de la función valor absoluto, existe W vecindad abierta de Xo tal que 
If(soY) - f(y)1 > é para toda y E W, y como Up, :2 U, existe x E A 
tal que W n O~ cf 0. 

Sea z E W n O~. Como z E W se tiene que If(soz) - f(z)1 > 
é, Y por otro lado (so,z) E VI X O~ implica que SoZ = h(so,z) E 
O" y también z = h(es,z) E O" implica por la definición de OI que 
If(soz) - j(z)l .... é, lo cuál es una contladicción. 

S~a G = n~"! V, . entonces si s E G, Y E U son tales que sy E U se 

tiene que If(sy) - j(y) I < ~ para toda n E l\[+, es decir f(sy) = f(y)· 
Para finalÍ2ar la demostración del teorema aplicamos el lema 2.12 

para encontrar un subsemigrupo S' cerrado Gó de S contenido en G . 

• 
COROLARIO 2.14. Sean X = I1"EA X" un producto cartesiano dé

bilmente de Linde/of, y f : X -+ lR una función real continua. Entonces 
f depende de un número contable de coordenadas, es decir existe un 
subconjunto B de A con IBI ::; No y 9 : I1"eB X" -+ lR continua tal que 
f = 9 o 'lrB, donde 'lrB : X -+ I1"eB X" es la proyección. 

DEMOSTRACIÓN. Por la observación hecha después de la definición 
1.21, el producto Tikhonov X es un S-espacio, donde S = I1"EA S" 
resulta ser un semigrupo topológico regular con identidad es. Por el 
teorema 2.13 existe S' subsemigrupo cerrado y G ó de S tal que f (sx) = 
f(x) para todo s E S' y para todo x E X. Pero todo conjunto Gó que 
contiene a la identidad es contiene un elemento q E S, para él que sólo 
un número contable de coordenadas q" es igual a la identidad e" ESa. 

Sea B = {a E A : q" = ea}. Se afirma que f depende sólo de B. En 
efecto supongamos que x, y E X satisfacen 'lrB(X) = 'lrB(y), entonces 
por la definición de la acción de S en X tenemos que qx = qy, y como 
f(qx) = f(x) y I(qy) = I(y), concluimos que I(x) = f(y)· 

Para definir la función 9 : I1aeB Xa -+ R en el punto z E I1aeB X"' 
sea x E X tal que 'lrB(X) = z, entonces hacemos g(z) = f(x). 

La función 9 está bien definida ya que si también z = 1l'B(Y) con 
y E X, claramente se tiene que f(x) = f(y). Además, por la definición 
de 9 se tiene que f = 9 o 'lrB· 

DE LA BmL[OTECA 
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Para finalizar la prueba aplicamos el lema 1.3 y concluimos que g 
es continua. • 

En particular, todo grupo topológico e se puede considerar como un 
e-espacio de una manera trivial, luego entonces utilizando el teorema 
2.13 se factorizaran todas las funciones continuas reales definidas sobre 
un grupo topológico débilmente de LindelOf a través de un cociente. 
Con este propósito establecemos los siguientes resultados. 

LEMA 2.15. Sea e un grupo topológico débilmente de Linde/af. Si 
U E N( eG) es un abierto arbitmrio, entonces existe V subconjunto e. 
de e con eG E V tal que pam todo y E e se cumple yVy-l <;; U. 

DEMOSTRACIÓN. Para todo x E e existen abiertos Vr E N(eG) y 
W x E N(x) tales que WxVxWx-

1 <;; U. La colección ¡.t = {Wx : X E 
e} es cubierta abierta de e y por hipótesis contiene una sub familia 
numerable I = {Wx , : i E N} cuya unión es densa en e. Sea V =' 

n¡:;:o v",. Es claro que V es un conjunto e. en e y eG E V. Afirmamos 
que si y E e, entonces yVy-l <;; U. 

Supongamos que no, entonces existe x E V tal que yxy-l 't U. 
Por la continuidad de la operación del grupo esto mismo ocurre para 
te dos los elementos de algún conjunto abierto que contiene a y, es decir 
existe Uy abierto tal que Uy 3 y Y zxz-1 't U para todo z E Uy • Pero 
Uy n Wx , # 0 para algún i E N, luego entonces existe z E Uy n Wx,· 

Tenemos por un lado que zxz-1 't U puesto que z E Uy y por otro lado 
zxz-1 E U ya que z E Wx , Y x E Vx" lo cuál es una contradicción. Por 
lo tanto yVy-l <;; V para todo y E e .• 

LEMA 2.16. Sea e un grupo topológico débilmente de Lindelaf. 
Entonces toda vecindad W de su identidad eG contiene un subgrupo 
normal cerrodo e •. 

DEMOSTRACIÓN. Sea W E N(eG) fija pero arbitraria y sea U E 
N (eG) tal que U <;; W. Utilizando inducción construiremos una sucesión 
{Un: n E N} de conjuntos e. en e que cumplen las siguientes condi
ciones para todo n E N: 
(i) eG E Un; 
(ií) Un+! * Un+! <;; Un; 
(iíi) yUn+!y-l <;; Un, para toda y E e. 

Por el lema 2.15 existe Uo subconjunto e. de e tal que eG E Uo, y 
para todo y E e se tiene que yUoy-l e U. 
Supongamos que ya hemos definido los conjuntos Uo, U1 , •.. , Un tales 
que satisfacen las condiciones (i), (ií) y (m). Para definir a Un +¡, con
sideremos a Un = n:.o Ek, donde Ek E N(eG) es abierto para toda 
k E N. Para cada k E N, sea Wk E N(eG) tal que Wk * Wk <;; Ek. 
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Aplicando el lema 2.15 al abierto Wk , encontramos Vk subconjunto eó 

de e tal que eG E ~ ~ Wk y para toda y E e, y~y-l ~ Wk. Sea 
Un +1 = n~o Vk • Entonces ea E Un+1 y 

00 00 00 

Un +1 * Un+ 1 ~ n Vk * Vk ~ n Wk * Wk ;; n Ek = Un. 
k=O k=O k=O 

Además, si y E e es arbitrario, entonces 

00 00 00 

TT -1 
YVn+lY = n yVkY-1 ~ n Wk ~ n Ek = Un' 

k=O k=O k=O 

Esto termina nuestra construcción. 
Sea N = n::"=1 Un' Por las propiedades (i), (ii) Y (iii) de cada Un es 
inmediato ver que N es un subgrupo normal eó contenido en W y es 
cerrado ya que N = n::,,=o Un ~ n::,,=o Un ~ n::"=1 Un ~ n::"=1 Un_1 = 
n:'oun = N .• 

TEOREMA 2.17. Si e es un grupo topológico débilmente de Lin
de/af y f : e -t lR. es una función continua, entonces existe un sub
g1"'llpO N cerrado normal e ó en e, tal que f es constante en cada clase 
lateral de N en e. 

DEMOSTRACIÓN. Consideramos a G como un S-espacio de la man
era tri vial, es decir tomando a S como e e identificando la acción con 
la operación del grupo. Por el teorema 2.13 f es de tipo contable, es 
decir existe un subsemigrupo H de tipo eó en e tal que f(hg) = f(g) 
para todo h E H y todo 9 E e. Digamos que H = n::"=1 Wn , donde 
Wn E N(eG) para toda n E 1\1+. Por el lema 2.16, para cada n E 1\1+, 
existe Hn ~ Wn subgrupo normal cerrado eó• Sea N = n::"=1 Hn. Es 
claro entonces que N es un subgrupo normal cerrado y eó en e tal 
que N ~ H, y por lo tanto f es constante sobre cada clase lateral. En 
efecto, sea N 9 una clase lateral arbitraria y sean x, y E N g. Existen 
n¡, n2 E N tales que x = n19, Y = ~9, por lo que 9 = n¡lx = n:¡ly 
Y f(nl1x) = f(n:¡l y). Como f es de tipo contable respecto al sub
grupo N, concluimos que f(nl1x) = ¡(x) y f(n:¡l y) = f(y). Así que 
f(x) = f(y) y f es constante sobre cada clase lateral .• 

Un resultado que utiliza una nueva técnica de demostración también 
relacionado con grupos topológicos y que generaliza el teorema de fac
torizaCÍón para subgrupos de productos de grupos compactos probado 
por M. G. TkaCenlro, es debido a M.Husek[22J. 
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El siguiente teorema es el resul tado principal y fue probado para 
subgrupos de productos de grupos compactos por M. G. Tkacenko, 
utilizando una técnica bastante diferente. 

TEOREMA 2.18. Sean (Xi,17/,;) espacios topológicos izquierdos de 
Maltsev paro cada i E 1, X¡ = TIie¡ Xi Y X ~ X¡ un Bubespacio de 
Maltsev débilmente de Lindelaf. Entonces cualquier función continua 
I : X ---+ Y, en donde Y es un espacio topológico con diagonal Gi 
depende de una cantidad contable de coordenadas. 

DEMOSTRACIÓN. Sea I : X ---+ Y una función continua. Por 
hipótesis Lly = n~len, con en abierto en Y x Y para cada n E N+. 
Para cada n E N+, definimos 

/1n = {B ~ X¡ : B es abierto canónico en XI, 

B n X f. 0, f(B n X) x f(B n X) ~ en}. 

Por la definición, J1n es cubierta abierta de X para cada n E N+. Sean 
In ~ /1n subfamilia numerable tal que X ~ u{ e n X : e E In}, Jn = 
U{ coord( e) : e E In} Y J = U;:"=I Jn . Claramente J es contablp y se 
afirma que I depende sólo de J. Sean x, y E X tales que 7rJ(x) = -Ay), 
queremos probar que f(x) = I(y). 

Supongamos que esto no ocurre, es decir que f(x) f. f(y); entonces 
existe n E N+ tal que (f(x), f(y)) <t. Gn . Consideremos U x V <;;; Y x Y 
un abierto tal que (f(x),j(y)) E Ux V ~ (Yx y)\en . Por continuidad 
de f encontramos Wx, W y abiertos de X tales que x E Wx, y E Wy y 
I(Wx) ~ U,J(Wy ) ~ V. Como m¡(x,x,y) = y y m¡ es continua en su 
primer argumento, existe O abierto de X con x E O Y m¡(O,x,y) ~ 
Wy , en donde la operación m¡ se ha definido en el ejemplo (4) de la 
página 10. Existe e E In que satisface en WxnonX f. 0 pues U,n es 
densa en X. Elegimos w E en wxnonx y hacemos z = m¡(w,x,y). 
Es claro que z E X n Wy y 7rJ(z) = mJ(7rJ(w),7rJ(x),7rJ(y)) = 7rJ(w). 

Como w E e y coord(e) ~ J, de la última igualdad se sigue que 
también z E e. Concluimos por un lado que como z, w E e n X y 
e E In, entonces (f(w),j(z)) E Gn , y por otro lado w E W"" z E Wy 

implican que f(w) E U, fez) E V, es decir (f(w),/(z)) E U x V ~ 
(Y x Y) \ en, lo cual es una contradicción. Por lo tanto f(x) = f(y) . 

• 
El teorema anterior implica el siguiente resultado para grupos to

pológicos. 

COROLARIO 2.19. Sean e = !1;e¡e¡ donde paro cada i E 1, e¡ 
es un grupo topológico y H un suhgrupo de e débilmente de Linde/of. 
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Entonces cualquier función continua f de H hacia un espacio métrico 
depende de una cantidad contable de coordenadas. 

DEMOSTRACIÓN. Sean (Y, d) un espacio métrico y f : H ---+ Y 
una función continua. Es claro que la diagonal t,.y en Y x Y es un 
conjunto eJ. Por el ejemplo (1) de la página 10, para cada i E 1 
el grupo topológico ei es un espacio topológico izquierdo de Maltsev. 
También tenemos que H es un subespacio de Maltsev débilmente de 
Lindelof. Tenemos entonces las hipótesis del teorema 2.18 y se sigue el 
resultado .• 

Es interesante notar que el mismo resultado sigue siendo válido si 
a cada grupo Gi le damos la topología más fina que hace continua 
en su primera coordenada a la operación m; : ~ ---+ e i dada por 
m(x, y, z) = X·y-l. z. Dicha topología es llamada invariante izquierda. 

2. Otro tipo de resultados 

Presentamos en esta sección dos resultados que requieren de algunos 
coneptos adicionales a los presentados en el primer capítulo. Estos son 
el de función d-abierta y el de función regular. El primer resultado 
se debe a Uspenskir [31J, quien utiliza un teorema de factorizaci6n 
para probar el siguiente resultado. Sea X un producto de espacios 
con peso red contable, y sea S un subespacio de X. Entonces si Yes 
compacto y es la imágen de S bajo una función regular, entonces Y 
es casi correcto, significando esto último, que para cualquier cardinal 
regular nonumerable T:5 w(Y), r es una imágen continua de Y. 

El otro resultado es de M. Tkacenko [29J, quién prueba con la ayuda 
de un teorema de factorización entre otros hechos, que si e es un sub
grupo de un grupo topológico K cuyo número de Nagami es a lo más 
contable, entonces e es lR-factorizable. 

Tanto la noción de una función d-abierta como el siguiente resultado 
son debidos a M. TkaCenko. 

PROPOSICIÓN 2.20. Sean X, Y espacios topológicos y sea f una 
función continua f : X --+ Y. Las si!]'IJientes condiciones son equiva-
lentes: -

1. Si U es abierto en X, entonces f(U) ~ intf(U), es decir f(U) 
está contenido en el interior' de su cerradura. 

2. Si Ves abierto en Y, entonces f-1(V) = ¡-1(V). 

DEMOSTRACIÓN. (1) '* (2) Sea V un abierto en Y. Sabemos que 
si f : X ---+ Y es continua, siempre se cumple ¡-l(V) ~ f-1(V). 
Probemos la otra contención. Sean x E f-1 (V) Y U un abierto en 
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X tal que x E U, queremos probar que Un ¡-I(V) '" 0. Por la 
hipótesis (1), ¡(x) E ¡(U) ~ intItUlo Como ¡(x) E V se sigue que 
int¡(U) n V # 0. 

Sea y E int¡(U) n V. Sabemos entonces que y E V Y que existe un 
abierto W en Y tal que y E W y W ~ ¡(U), es decir W n V'" 0. Sea 
z E W n V. Por la propiedad que tiene W se cumple que z E V y z E 
¡(U), de donde V n ¡(U) '" 0. Finalmente sea t E V n ¡(U), digamos 
que t = ¡(u) para alguna u E U. Concluimos que u E Un ¡-l(V), es 
decir un ¡-I(V) # 0. 

(2) => (1) Sea U un abierto en X, y procedamos por cont.radicción. 
Existe entonces y E ¡(U) tal que y rj. int¡(U), digamos que y = ¡(xl 
para alguna x E U. De aquí 

y E Y \ int¡(U) = Y \ ¡(U). 

El conjunto V = Y \ ¡(U) es abierto en Y y Y E V, por lo que uti
lizando la hipótesis podemos escribir x E ¡-I(y) ~ ¡-I(V) = ¡ 1(V). 
Hemos encontrado que Un ¡-1 (V) '" 0, es decir utilizando la definición 
de V, que Un ¡-I(Y \ ¡(U) '" 0. Este último hecho y ¡-l(Y \ B) = 

X \ ¡-I(B) implican que U n (X \ (f-l(f(U)) '" 0 lo cuál es una 
contradiión, pues sabemos que U ~ ¡-1 ¡(U) ~ ¡-I(f(U)) .• 

La proposición anterior es la base de la siguiente definición. 

DEFINICIÓN 2.21. Una función continua ¡ : X --+ Y entre espacios 
topológicos es d-abierla si satisface alguna de las dos condiciones (1) o 
(2) de la proposición 2.20. 

Veamos algunos ejemplos. 

1. Toda función abierta ¡ : X --+ Y es claramente d-abierta puesto 
que en este caso se cumple ¡ I(V) = ¡-I(V) para todo abierto 
V de Y. Es entonces el concepto de función d-abierta la gener
alización natural de función abierta. 

2. Si ¡ : X --+ Y Y 9 : Y --+ Z son funciones d-abiertas, entonces su 
composición 9 o ¡ : X --+ Z es d-abierta. En efecto, tenemos que 

(g o f) 1(V) = ¡ l(g 1(V)) = ¡-1(g 1(V)) 

= ¡-1(g-I(V)) = (g o f)-l (V). 

3. Sean ¡ : X --+ Y una función d-abierta y D un subconjunto 
denso en X. Entonces la restricción de ¡ a D, ¡ID: D --+ Y 
es d-abierta. En efecto, utilizando la igualdad (f ID) -1 (V) = 
D n ¡-I(V) tenemos que 
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y de aquí 

([ID) I(V)D = D n ([ID) I(V)X = D n ¡-I(V) = (jIDJ- 1(V). 

2.1. Imágenes continuas de d-espacios. 

DEFINICIÓN 2.22. Sean X, Y espacios topológicos con topologías 
O(X) y O(Y) respectivamente y sea S un subespacio de X. Una 
función ¡ : S ---+ Y se llama regular si existe una función e : O( Y) ---+ 
O(X) tal que: 

l. e(U) nS = ¡-I(U), para todo U E O(Y), Y 
2. Si U Y V son abiertos disjuntos de Y, entonces e(U)ne(V) = 0. 

Por ejemplo, si S es denso en X, toda función continua ¡ : S ---+ Y 
es regular. 

En efecto, definimos e : O(Y) ---+ O(X) como e(U) = V, donde 
V E O(X) es el máxÍi1'lo abierto tal que V n S = ¡-I(U). Entonces la 
primera condición se satisface por la definición. Y si U y V son abiertos 
disjuntos de Y, entonces e(U) = UI donde ulns = ¡-I(U) y e(V) ~ \Ií 
donde \Ií n S = ¡-I(V). De aquí se sigue que 0 = ¡-I (U) n ¡-1 (V) = 
U1 n \Ií n S, y por ser S denso en X, U I n VI = 0, ó e(U) nc(V) = 0. 

Esto prueba que ¡ es regular. 
Consideremos ahora espacios topológicos X, Y. Z con Y de Haus

dorff. una función d-abierta p : X ---+ Z. un subconjunto S de X y una 
función regular ¡ : S ---+ Y con operador e. Dada / = {U I , U2} cubierta 
abierta de Y, construimos un subconjunto cerrado Z· de Z como sigue. 

Sea / = {UI ,U2 } una cubierta abierta de Y, y sea V¡ el subcon
junto abierto más grande de Z tal que p-I(V¡) <:;:: clx(e(Ui ). i = 1,2. 
Definimos Z-y = clz(Vj U V2 ) y 

Z· = n{Z-y l/es cubierta abierta de Y y 111 = 2}. 

Con estos elementos presentamos el siguiente teorema de factor
ización debido a Uspenskii [31 J. 

TEOREMA 2.23. Sean X, y, Z espacios topológicos con Y regular. 
Sean p : X ---+ Z una función d-abierta, S <:;:: X, ¡ : S ---+ Y una ¡unción 
regular y Z· el subespacio cemldo de Z construido arriba. Definimos 
X' = p-I(Z·). Entonces existe una única función continua g : Z· n 
p(S) ---+ Y tal que ¡(x) = g(p(x)) paro todo x E X· n S. 

DEMOSTRACIÓN. Sea g(z) = (f o p-I )(z) para toda z E Z· np(S). 



36 2. TEOREMAS DE FACTORlZACIÓN 

La existencia y la unicidad de la función 9 se basan en el siguiente 
hecho: 

Afirmación. Para cada x E X· n 5 y toda vecindad abierta O en 
y de ¡(x), existe W una vecindad abierta de z = p(x) en Z tal que 

¡(P-l(W) n X' n 5) <:;; O. 

Suponiendo que la afirmación ya estuviera probada, y que la función 
9 existiera, su continuidad es inmediata: sean z E Z' n p(5) y O una 
vecindad abierta arbitraria de g(z), entonces por la afirmación existe W 
abierto en Z tal que z E W nZ'np(5) y este último conjunto es abierto 
en el dominio de g. Además, p-l(Wn Z· np(5)) = p-l(W)nx' n5 
y por tanto (f o p-l )(W n Z· n p(5)) = ¡(p-l(W) n X' n 5) <:;; O, lo 
que prueba la continuidad de g. 

Pasemos a probar la afirmación. 
Hecho 1. Si U es un abierto en Y y x E 5 n clx(e(U)), entonces 

¡(x) E cly(U). 
En efecto, si no ocurre esto, entonces existe un abierto V en Y 

tal que ¡(x) E V Y V n U = 0, por tanto e(U) n e(V) ~ 0 y x E 
¡-I(V) = e(V) n 5 <:;; e(V), lo cuál es una contradicción al hecho de 
que x E clx(e(U)). El hecho 1 queda probado. 

Sea x E X' n 5 y sea O una vecindad abierta en Y de ¡(x). 
Como Y es regular existen 0 10 O2 vecindades abiertas de ¡ (x) tales 
que cly (02) <:;; 0 1 <:;; cly(O¡) <:;; O. Entonces {Ol, Y \ cl y (02)} es 
cubierta abierta de Y. 

Sean UI = e(O¡) Y U2 = e(Y\cly(02)), y sea Vi el conjunto abierto 
más grande en Z que satisface 

(2) p-l(Vi) <; clx(Ui ), para i = 1,2. 

Por la definición de Z', Z· <:;; clZ(Vl U \!2). 
Hecho 2. W = Z \ clz(\!2) es una vecindad de p(x) en Z. 
Probemos esta afirmación por contradicción. Supongamos así que 

p(x) E clz ("2), con x E S. Entonces como pes d-abierta, se tiene que 
x E p-l(clz{t.-2)) = clX(P-l(\!2)) Y por la contención 2, clX(P-l(\!2») <; 
clX(U2) = clx(e(Y \ cly (02»))' es decir x E S n clx(e(Y \ cly (02)))' 
Aplicamos ahora el hecho 1 con U = Y \ cly(02) para concluir que 
¡(x) E cly(Y \ cly(02)), lo cuál es una contradicción pues O2 es vecin
dad abierta de ¡(x). Esto prueba el segundo hecho. 
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Probemos ahora la afirmación principal. Por el hecho 2, W es 
vecindad del p(x) en Z, y se cumplen las siguientes relaciones: 

(3) Wn Z· ~ W nclz(VI U V2) 

y de estas, 

es decir, se cumple 

(5) 

= (Z \ clZ(V2)) n [clz(V¡) U clZ(V2)] 

= (Z \ clZ(V2)) n clz(V¡) ~ clz(Vi) 

Consideramos ahora f(p-I(W) nX' nS) = f(p-I(Wnz') nS) ~ 
f(clx(UI ) n S) = f(clx(e(OI)) n S), en donde utilizamos la relación 5 
para escribir la penúltima contención y la definición de UI = e( 0 1 ) en 
la última igualdad. 

Para terminar probaremos que W es la vecindad buscada, es decir 
veamos que f(clx(e(O¡))nS) ~ cly(O¡). En efecto, 0 1 es un abierto en 
Y, y si y E f(cl.de(OI))nS), y = f(x) para algún x E clde(O¡))nS. 
Por tanto del hecho 1 se sigue que f(x) E cly(O¡). Esto prueba la 
afirmación 

Veamos que 9 está bien definida, es decir, si XI, X2 E .l(' n S satis
facen P(XI) = p(X2) = z, entonces f(xI) = f(X2)' 

Supongamos que la conclusión es falsa, es decir que ¡(x¡) i' f(X2)' 
Sean 0 1, O2 abiertos en Y tales que ¡(x¡) E 0¡,J(X2) E 02yO¡n02 = 
0. Por la afirmación probada, existen W I , W2 vecindades abiertas de 
z en Z tales que 

f(p-I(WI n X· n S) ~ O], f(p-I(W2 n X' n S)) ~ O2, 

De aquí y de z E WI n W2 deducimos que f(xI) E f(P-I(W1 n W2) n 
X· n S) ~ 0 1 n O2 = 0, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto la 
función 9 está bien definida. 

Además, sabemos que en este caso 9 es continua y por la definición 
satisface 

(g o p)(x) = (f o p-l)(p(X») = ¡(p-¡p(x)) = f(x). 

Finalmente probemos la unicidad. Supongamos que existe otra 
funión 91 : Z· n p(S) --+ Y tal que ¡(x) = (gl o p)(x) = (g o p)(x) 
para todo x E X· n S. Sea z E Z· n p(X), digamos que z = p(x) con 
x E X· n S, entonces 91(Z) = 91(P(X» = ¡(x) = g(P(x)) = g(z), es 
decir gl = g. El teorema queda demostrado .• 
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El siguiente resultado se debe a M. Tkacenko [29], quien lo utiliza 
para probar entre otros resultados que si G es un subgrupo de un grupo 
topológico K cuyo número de Nagami es a lo más contable, entonces 
G es lR-factorizable. 

Consideremos un espacio X, un subespacio S <;; X Y una función 
regular f : S -+ Y, con Y regular. Para cada punto y E Y, sea 
F(y) = n{clxe(V) : y E V, Ves abierto en Y}. Esta notación se usa 
en el siguiente teorema. 

TEOREMA 2.24. Sean'P: X -+ H una función continua abierta y 
supmyectiva, y N <;; H. Supongamos que pam cada h E N existe un 
punto Yh E Y tal que 'P-I(h) <;; F(Yh). Definimos S = Snclx('P-I(N)). 
Entonces: 

1. Pam cada par Vi, V2 de subconjuntos abiertos de Y tales que 
Vi n V2 = 0 ocurre que 'p(e(Vi)) n 'P(e(V2)) n 'P(S) = 0. 

2. Existe una función continua "Ir : 'P(S) -+ Y tal que fls = "Ir o 'PIs· 

DEMOSTRACIÓN. Sean V}, V2 subconjuntos abiertos de Y tales que 
V¡ n V2 = 0, y sean Oi = e(V;),i = 1,2. Supongamos que 'P(Otl n 
'P(02) n 'P(S) # 0. Entonces U = 'P(0t} n 'P(02) es un subcon
junto abierto no vacío de H. Cor'lo 'P(S) = 'P(S n clX('P-I(N))) <;; 
'P(clX('P-I(N)) <;; clH('P'P-I(N)) <;; clH(N), se sigue que 0 # Un 
rp(S) <;; Un clH(N). Sea h E Un N. Ahora, la contención <¡J-I(h) <;; 
F(Yh) implica que Oi n F(Yh) # 0, i .~ 1,2. Consideremos el caso en 
el que i = 1 ya que el otro es similar. Sea x E 0 1 tal que h = 'P(x), es 
claro que x E 'P-I(h) <;; F(Yh) y por tanto x E 0 1 n F(Yh) 

Ahora, de la definición de los conjuntos Oi se sigue que Yh E VI n 
V2 # 0. En realidad, si esto no aCUITe, entonces Yh 1= V; para algún 
i E {l, 2} y existe un conjunto abierto W tal que Yh E W y wnv; = 0. 
De aquí e(W)ne(V;) = 0. Claramente F(Yh) <;; clx(e(W)) <;; X\e(V;) 
y por lo tanto F(Yh) n e(V;) = 0, lo que es una contradicción. 

Se tiene entonces que V¡ n V2 # 0, hecho que contradice a la elección 
de los conjuntos V¡, 112. y el resultado se sigue. 

(2) Definimos la función "Ir : 'P(S) -+ y como sigue: "Ir(z) = f(xt}, 
en donde Xl E S satisface 'P(xt} = z. Veamos que "Ir está bien definida, 
es decir si 'P(xtl = 'P(X2), entonces f(XI) = f(X2). Supongamos lo 
contrario. Entonces existen x}, X2 E S tales que 'P(xtl = 'P(X2) y 
f(XI) # f(X2). Sean VI y V2 vecindades abiertas en y de Xl y X2 
respectivamente tales que V¡ n 112 = 0. Se tiene que Xi E f-I(V;) = 
S n e(V;), es decir Xi E e(V;) = Oi(i = 1,2), de donde 'P(xtl E 'P(Otl n 
'P(02)n'P(S) # 0, lo cuál contradice a (1). Por lo tanto f(xt} = f(X2) 
Y "Ir está bien definida. 
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Probemos la continuidad de lT. Sea h E <p(S) y sea V <:;; Y un 
conjunto abierto tal que y = lT(h) E V. Sea W una vecindad abierta 
de y tal que cly(W) <:;; V. Considere los conjuntos O = e(W) y U = 

<prO) n<p(S). Entonces h E U, en realidad, h = <p(x) para algún x E S, 
y y = (lT o <p)(x) = ¡(x). De aquí x E ¡-¡(y) <:;; ¡-¡(W) = S n O y 
h ~ <p(x) E :prO) n <p(8) = U. Claramente U es abierto en <p(8). 

Afirmamos que lT(U) <:;; cly(W) <:;; V. Supongamos que no, es decir 
que lT(U) \ eh (W) el 0. Existen y¡ E y \ cly(W), y h¡ E U tales que 
y¡ = lT(h¡). Sea W¡ un subconjunto abierto en Y tal que y¡ E W¡ y 
cly(W¡) ncl} (W) = 0. Consideremos ahora los conjuntos O¡ = e(W¡) 
y U¡ = <p(0¡) n <p(S). Ya que h¡ E <prO) n <p(S), existe x E S tal que 
h¡ = <p(x). Entonces ¡(x) = lT<p(x) = lT(h¡) = y¡ E W¡, de donde 
x E Oí. El punto h¡ satisface h¡ E <prO) n <p(0¡) n <p(S) f. 0, hecho 
que contradice a (1). Concluimos que lT(U) <:;; V Y lT es continua. Esto 
term;'lét la PI eb'l del Ct·.'f<;il!'i .• 
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