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PRÓLOGO, 

El trabajo 'I'I<' aquÍ presentamos está enmarcado en el estudio de los 
hiprl'('spiwios (\(' 1111 (~ontinllo. A Haber, un contm.1J.o es un espacio métrico¡ 
('()ll1p¡¡do. conexo y <'on más d(' 111l punt.o. Si X denota un cont.inuo entonces 

10:-' hipC'n':,péu'10S de X son los l'onjulltos: 

2" = {A e X: A es cerrado y no vacío} 

y 
C(X) = {A E 2X 

: A es conexo}. 

A ('stos cOlljuntos se les da HIla mét.rica) que se llama lél. métrica de Haus­
dmff (\'C'1 Definición 8). A C(X) se 1" conoce como el h,perespacio de Los 
svhcnlltll1/1o,c.; d(' X Y este t.rabajo se e,ent.ra t.ot.almente en este hiperespaeio 
<>11 pm tit'lIlar. 

l' n problema elemental d" la teoría de los hiperespacios, dice que si 
el,,, ('olltmuOS X y Y son homcomorfos ent.onces los hiperespacios C(X) y 
C(Y) t ambif'll son homcomorfos. Es nat.ural pregunt.arse si el recíproco de 
la afirmación anterior es dert.o. en result.ado básico es qlle los hiperespa­
do:-. d(' slIlwOlltiullOS del arco y la ('lllTa cerrada simple son homeomorfos. 
Por cOllsigllif'llt,P. e1 <¡ue los hiperf'spacios de sllbcontinllos de X y Y sean 
hOllleOlllorfos, llO garantiza que los continuos X y Y también lo sean. 

Exi .... tl'll sit.uaciones, sin C'mbargo, en las que si :F es una familia de conti­
nnos y .\ \' Y son delJ1entos de F tales qne C(X) y C(Y) son homeomorfos, 
('llt 011("(''-; X Y Y Hon homeomorfos. En tale..c;¡ circlillst.andas, decimos que los e­
lf'mPlltf 's de la familia:F están e -dde1'minados. :Más aún, exist.en situaciones 
1'11 las <¡m>. si X es HU cont.inuo ('on determinadas propiedades y Y es un 
('onti!llJol ¡lrhit.rario t.al qlle C(X) y C(Y) son homeomorfos entonces X y Y 
son hOIlH'ornorfos. Esto significa qne no exist.e un cont.inuo no homeomorfo 
a X tal qUf' los respect.ivos hipcrespacios de snbcontinuos son homeomorfos. 
Por t¡¡nto. el hiperespario de X está lÍnicarnent.e det.erminado. En el cont.ext.o 
de este rmhajo. decimos que t.al X posee hiperespac'W únzco. 
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LI IHwicíTl dI' 4 (Illtllllltl e-del 'nninado flll' 11 1 !(JI}¡~'.:i(\a ('1\ IDiS pn: Sillll 
:'\.tdl(·r. .lr. C'I! ~1l famll:-'o lib o :26}. N,H¡\II- 1: ]--lIi-) prol 11 qnl' It) ... I "oll1 i­

J Ilfl" IH'lTditariallwlltc' iJ!lh~8{'on ponihles (',-¡j¡II! ('-1\. t.ClInll ,lelOS ()li. T{'!} ... 

1\-lIIa O.GO:). Ya nllt('''', H Dudé había del1l')',t\,l,II) 1111(' la.~ gnifkil .... finita .... 
¡~IH' ~nll (liferenft':-, dd .U('(I y la (IIn'a cerrad,! ~1111j)1('. 0ltán ('-dete'llllillada ..... 
:\aturahnf'llte. Dll1!i\. no II1cncio:ló este lT':-iIIlt ile JI) fI .... i de' E'xplídt.o, ~illo qllP 

1'''' (OIl!-iL'Clll'twi.\ di' 10:- r~ltltado', f]ne RE' pnwlJ;lll C'II ~11 ,ntí. 1110 :9. Tena'1ItH 
'1, tj. y PI primplo {'1I1mc{ rlo Bofar en la litf'latlll,t fll" pre('I:-.anlCIÜt' S,un B. 
-..:, u ll"f, .J 1'. 

Continuando ('n est.a direccjl)Il. en 197!) (';1.1] El lerhart. Jr. y Sarn n. 
:'\,ldlC'r,.Jr. prnlJaroH que los ;¡hanjeos Sllil\'{'~ r'st.-l.ll C-dctennill¡lt{c~ ([12. 
('orolario :t:~;). T.lJllhi(',u moslnnon do~ ('()lltl!lIlO~ X y Y', nno <l('s("oln~ 

~)I)llihlc y el otro illtlt~('ornponil,le, para los CII;t!t'S I(J~ hipclt'spados ('(X) .\" 
('(}/') ~Oll hmw'01 Ilorfos. Por t¿!nto, ni los {'()Il!lllllO~ d{·scomponibh:-;. ni lo:'t 
I 11< k·.sf".OllljJOlUbh--. .... , tit'nen hiperc'-;pacio 1Ínicl). 

Hf't.OIltando d h'nUl cl(~ los cllntinnos C-dC'l,('1 minados y haciendo honor a 
-,11 ('o:-;tl1mllre. :'\¡\r.lhT lallzh en Sil libro de hirt 'fl ':-,¡1a(,IOS. 11n·\ serit:> (h· ]lrcg-llll­

t,L"iIn ha.<,talltc g( !ll'raleh ¡,omo para que a la f('( lid aún perm.\nC'z;t'an lIhie]LI", 

idgllna~ de ellas. Al pan '(:('r fw'roIl tan gl'I1l'l a]('s. o df' po,'o hIten',s par¡l la 
( \)mmurlall ma+(,llHítiC',l., que no hubo quiell I¡Lo..; (!J\'('sf \gnra ~jno h,llita 1!J .1110." 
Ill:t..C; t.arde'. 

La plin!l~ra p('r:-;ona <¡11e se Ltrevió a n~t.(llILtl I'i I~tlldi() d(' los ('mltinll()~ 
e-dcternliuudos, f11(, el IIt('xicaIIO Sergio l\hu·ja .... qlli('n en 1997 prohó qm' lo'> 

t outiullOS iwlf':'(,(lmpOllihlC's ta es que todos :-11:-- !--llbcontillllos prOpi()H y 110 

tl('gl'nerados ::ion ¡tI'('OS; (,:')t,án C-d('f.ennin:ul()~ \\('1' [:¿4) Teorema 3]). L"n ;:'ÚIO 

J n¡ts tardp, Alt'j¡llldro I1l.111cs p' abó que Ir 1:-' ('1)1 tllTllH 1:'3 enradenahlf'H 110 f'.<.,t¡ín 
(.'~d(·t('nniIlado.s \\'l,], [2l. Teon-ma 2]), resp()Ju]H'lldo así en llf'gati\'o ¡~ UIla (h~ 
lí'ls pregl1nta..<, forIlluladH."l por Nadler C'll 1071". ¡':n (\"'e rniSll10 aila, Alejandro 
u-:-.pondjó en ll('~~.tti\'o ¡l otra c.e las prf'gllllt:\, .... dI' 0.adler, al prohar que los 
ahanicos no C'st,:itl e-de! l'rmim,uos. 

Tmnhi{'!l ('U 1!J!)~ init'iOl. est< t.rabajo de t(",)" qUl' no sohlmente t'ontempla 
la ln'IHqllC'da dl' Jl1IPya,-~ farnilin.i C-dctenllin:uh.'i. SIllO t.ambién la (ktec('if:m 
dl' nmtill1lO:-' ('011 hiper,'spa,cio ünico. A', 1 (':--P¡'I tn. ~e hrul encontrado COJf1-
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pad,u·iOll0.-i ha:.;t.allt{' partklllaH's qllP ('st:ln ('-d('fcfmilladH."i. É~t.as son, por 
('j('mpln. ia.··; compactaciolles wi'trica'i de! e~pado [O. 'X) ('011 residuo no de­
gellerado (Teorema 118). ¡w.¡ (·olllpad.:winne~.., mét.rica,'i del espacio (-00,00) 
('011 H' .. idllO no d('gpllI'rauo (TeOn'!IIOb l:l4 y 1;)!) y ]a."i dohles ('ompad,acioues 
m(t¡ú i\."i de spmirnyos ajPIlos. iIlllhCl.S n)J) e] miSlno fPsidllO (Teorema 126). 

Dado Hll ('outin1l0 X COlI UIla propiedad específica (por ejemplo, idescom­
ponihl!' tal <}11(, to<lOf. sus sllbcontlIlllos propios y no dC'generados son arcos), 
lo (pH' S(' pr('t.{'llde. p", v('rificar si X tipup hiperespado lÍnico. DE' no lograr 

e:::;t.e ohjt'tivo, ('1 Sigllil'l1ff' paso (·on."üste en buscar una familia de cont.inuos F 
tal qllt''\ té F Y X esté r -ddp, minado con respecto a dicha familia. Ot.ra al­
ternatim es det.c!"t.ar t.odos los pO>Jblcs cont.inuos Y" Y2 • ... no hom€Omorfos 
l'lltre :->1. ni hOInCOlllOrfos a X. l' aII'S qut' ~IlS hiperespados son homeomorfos 
{>nfrf' :-,J. Esto C::i, uetectar quÉ' continuos son los que le est.orban a X para 
qw' 1>(1:-;('.1. hipf're."'ipacio IÍnico. lo:; Capítulos fj y 9 trat.an est.e problema. 

Eu ,>1 Capítnlo 1, pre.'imtamos tina ,erie de resn!t.ados de la t.eoría de los 
('ontiullo!-' (' hiperp..spados l!1l(?' SC'fá:l import.ant.ffi en los rapítulos post.eriores. 
En el Capít.nlo 2, probarnos que los continnos heredit.ariament.e indescorn­
pOllibk.., ~. }(\.'.:; ~ráfka"i fiHit.as dlfprpnte-, del arco y la circl1nfprenda, tienen 
hipcl'P!-pario IÍnico. 

La prw'ba d{' los rt'snItados pn .... entados en el Capítulo 2 es relat.ivament.e 
~(,lIdlla. d("~hid(l a que en tales :;itlladoues se obtienen caract·erizaciones en 
(,1 bipf'j C'Spacio. Por <jemplo, 1111 {ontiullO X ('S una gTáfka finit.a si y sólo 
si Stl hi¡wrespa"io C(X) <'s localment.e conexo y de dimensión finit.a. Es 
pn'i"isa1llE'nt.e la exi¡.,tenria de 1m t.('orerna de caracterización de este estilo, lo 
que p01111itc prohar con facilidad lo ql!e sr enuncia. 

Pam ('1 ('aso de la.., compad,u'joues Illlof.ricas del espacio [0,00), no con­
t a.mos ('OH un teon'ma df' can\{ l'('rizadón cmno los del Capít.ulo 2. Es por 
tanto import.ant,c e) 11 .. 0 (}(' ot.ra.", t{'c.nicas. En el re:;t.o del t.rabajo de t.esis 
('S de "it.,,] import.ancia la sigl1il'ntt' cue'itión: dado un sllbcontinllo propio 
y no d('?;('IlPrado K di! UIl (ontinuo X: ¿hajo qué circunstancias podemos 
det.fl't ar u hien una 2-celda ('B ('(X) qne pm,ea. a I< f'B S11 interior relativo, 
o bipll triados arbit.rarianwnte ('( n.mos H /<? En el Capítulo 3, por ejemplo) 
1Il0stnulIO.s <J11{' la f'xistf'uda c!f' 1lIlCl 2-celda en C(X) que posee a 1m conjunt.o 



d!' 1111 -,0, I punto ('11 :-'11 illt('!"j()1 relati\'o. ~ itf,lllt.iza J.l ('~\.I'·t, Twi, di' tr:lldos ar­

hit.rmüu Il'Ilt,C' (,(T('.lllD."'.l didlo conjunto E"t.e [C'slIlfa.!1 1';-' iIi;pprtalltC' en PI 
(',\pítlll( 1. l'Il dolltk II1()~tf;1I110::¡ qllC' Ia..<. compad.w'iol\!'> fllhricflS dI' [O. rx:) 
tlPllCl1 lJ; lIt !"cspaclo l'u¡j("O. 

En {.¡ Capít11lo (j. \'I'JJI(JS que lae; cOJllpact.ariOlIl';-' llll,tue;t:) de lilla reda 
('I1YOS n 'iidnos t Ü'Jl('ll dos component.es no degenl 'li-U bl"". po;-.een h\}lereSpa­

(10 lU1H) En el Capítulo 7. \'('mos ql1t~ los ('ontllllll)~ I'stnd.iados por Ser­
gio I\Iu( lil!i PIl 1!J!J7 tarnbi{'n tieIlen hil'er:-.pacio I'uÜ('fl En el Capít.ulo R, 
tllostnUJlos C}11P los abanicos ~ttaVlS no t.lcnf!ll hipcfPSI)(l"il) ¡'UlirO. 

La ( "tt'nsiún dc ('~tc trahajo no irnpli(~a que se iJava a~otado el t.C'ma 

de lit. ll,.fprmiIHwióll ti.' f'U11l1ia.s C-deb'rnánada..c.; y 1111]( ha Illl'nOS ('1 dt· la 
detl.'fTi(',n df" continllOS con llipC'respacio único. En ft'alidad1 est" t.rabajo 
Sl' ('('IltI,t prindpalrw'lltp t'H ('} cst,ndio ,le las cOllq)(l( t,\I'ion(s (le UIl rayo y 
('11 la dl,t¡!('cióll, ya ~;('a. dp ¿-I'ddas esp(·dales, o d<' f no >1 los ,u'hitrHTiampntp 
( 1'IT,anO'~ a HU snheontiuno propio y 110 deg(~nerad(, dE' \11 1 {'{)In inllo. Sentimos 
que l'St.C J liltimo pnctlt· M'f mat€'rial import.ante en flltllr;l:-' in\'tshgac iones que 

lllVol\lcl t '11 el t.('ma de continuos e-determinados, por tÜ('Jllplo. para lC'solvcr el 
problen la de si lo~ cont inllo~ l'ircularment.(' encaclt'lIahk~ t if'Jlen hilwrespacio 
ünit'o. 
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Capítulo 1 

Nociones Preliminares. 

1.1 Introducción. 

Eu las ,ig1lit'lltPS líneas describimos los conceptos f1lndamentales para el de­
smrollo de C':-.tC' trabajo. AI~nnos result.ados s<, present.arán sin demost.rac.ión, 
remiticndo éll }(,I"tor PIl cada. caso al t.exto señalado. 

Definición 1 Un continuo es vn e:.pnn.o métr'lco no degenerado, rampacto 
:1 rOflt',w. 

R('('ordE'1I10S qw: nn espado f'S no rle!}f nerado si contiene más de 1m punto. 

Definición 2 Un subcontinuo de Uf! continuo X es un subcoTlJunto no 
'''Or.lO. cro.rra.t!o !J r.onf:XO de X. 

ES('11( iahl¡('lIt{', la difpn'ncia entrE' 1111 contirl1lo y 11n sl1h('ontinno estriha 
en qne ks slI!}('ont.ill1l0S pueden ser conjllntos degenerados) mientra..., que los 
('olltinllO~ sit-mpre poseen nlás de un punt.o. 

1.2 Los Hiperespacios de un Continuo X. 

1.2.1 El Hiperespacio 2x . 

Los hipf'respados de un cont.inuo X 1 son espadas cnyos element.os son sub­
conjuutos C'sp('dalcs df' X. Uno de ellos es pi espacio 2x , que definimos a 
( ·ontiI111acióll. 
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Definición:1 ') \' 

Cla.raJll(,llt(~ d (-:-;p,u'jo 2x es !10 degener,ul¡ ' .. \ 1 Olltiuuadón lIlo"trarClllO-; 

j'orno dotar a 2 x dI' !lna est.nlCTura de CSpiU'!(l 1lll"trieo. bajo In t'nal n'Sult.a 
"t'r un cont.inHo. ~Ii('!lt.ras no St' diga ot.nl 1'0",.1. 1·llw.,idt~rarl'nl0s qut' la }('tra 
X f('prf'BC'nta HIl continuo con nlét.rica d. 

Definición 4 Sdj)(l/l.qomos qt1l! A E 2x I} IfUf '. (1. Entrl{/ccs dtjiniTTw ... In 
-nube d" A (o 111. Jlube de A de radio E) 'lim" d r"njunto 

J\"(e.1) {x E X: enste a E .. \ 1,,, 'I"e d(rt,x; < E}. 

Definición 5 Sen); un eonti1l.uo con mdl1( u 11. S, a E X y: > O pnfonc.l'.<¡ 

defimrno8 la [-bola dI! a (o la /1010 en X (fin ""Iro en a '1 radlO E) como rl 
( onjunto 

B.c(a) = {x E X: rI{x,ú)· f}. 

El si¡;Hicnt0 re>;Hlt.ado es Hila wnseew·llcia d![t'(l,a de las definiciones de 
N(E,A) y B (o). 

Teorema 6 8upoJl,!omos que 4 ( 2x y ,/"e < 11. Entonces 

N(c,A) = U 13.(u). 
af -\ 

Por consi~llkllt(· r:ada conjlmto de la forlll" S(, A) es nbiprto en X. l\IlÍs 
.11Íll, si p E X clItonn,g N (E, {d) = B,(I'). Alg'llla., propiedades elemental"" 
de las Hube; de' lo~ dementos ,le 2x se mw~tl illl ('11 el siguient.e t.eorerna. 

Teorema 7 Supon'iamos que 10 > O Y qur A, Ji E- 2". Entonces: 

1. s, O < 6 :<: E 11 A e B, en.tonces N(I>. A) ¡ ;V',E, B), 

2. G/x (N (E, A)) e N(2E, JI), 

3. N(E.A) L..Y( . • E) = N(s,AuB). 
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Delnostración. S\lpollgamos qllP O < " S; E Y tomemos Hll plInto x E 
N(h. A). EntOlH"('~ "xist." nn pnllt.o 11 (' A tal '1"e d(.r.a) < ~. CI"rammtc 
(1 E E y d(J·.n) < E. Por tanto .. / E NI·-.E). Esto prneha l. Para v0r 
2., tO!ll('!tlOS lIn plint.o x ( G/x (.Vk. A)) y s"a V E 15. (x) n 1\·(é. A). Como 
11 E N(c,A). exist.e lIll plinto n E A tal qlle d(V,o) < E. Lnego. por la 
desigualdad <!"l t.riángnlo, 

d(x, a) <; d(J', ,,) . dlv. a) < ,+ E = 2E 

y así x E N(2E, A). Finalment.e. paJ,L vI'r 3. not<'llIos qlle por l. 

N(c. A). N(é. H) e 1\' (E. A U E) 

así gne N(E. A) U N(clJ) e N(é, A LJ E). Para la otra cont.ención, t.omemos 
1111 pllut.o x E N(r. Al J B). ElItonn's C".xis! P llTl plinto y E A U B tal que 

d(x, V) < c Si 11 E A ent.onces, t N(,. A) Y si ¡¡ (, E. ent.onces x E N(ó, E). 
Lnego N(c, A U B) c N(ó. A) L NC. Ej .• 

Definición 8 Sr A, B E 2x definimos una funCIón H : 2X x 2X -> [O, oc) 
comn sigue: 

H(A, B)= ínf{, > O: JI e .'V(c. B) y B e N(ó,A)}. 

En [26, Teorema 0.21 s<' pnJ(>ba d si~nient.(' resllltado. 

Teorema 9 La junr.Tó71 H, qUf upafTct (n la Dejinzczón 8, e8 una métrica 
para 2x . 

De est.a lnanera1 (2 X , H) rf'5ulta ser un (~spado lnétrico. Puesto que las 
definidones de H y Ni:, A) es!;ín d.ula.s "n términos de la métrica d de X, 
deberíamos escJ'ibir lld y Nd(ó.A). Sin embargo, no ut.ilizaremos la not.ación 
con sllbíndict'B a menos que ent.ren dos m{tricas en juego. 

En (27, Tl.'Orcma 4Jl] He' pr1J(~ha qllf' la. topología T sobre 2x , inducida 
por la métrica de Hausdorff H. es in,lepl'l1dient.e de la mét.rica de X. En 
otras palabras, si d y (' soIl dos mét.rica.'i en X que induren la lnünua t.opología 
sobre X ent.onces la t.opología inducida en 2' por la mét.rica H" es idént.ica 
a la inducida por la mM,rica H,.. Por (~on~iglli{'nt.(', podemos decir que la 
t.opología inducida en 2x por la mét.rj('a d" Hausdorff, depende solament.e de 
la t.opología de X. Est.o hace de 2x 

111\ ('spado t.opológico con vida propia y 
t.iene bcntido así la sigllipntt' dt'finiri('l1l. 
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Dt·finición 10 El '~J!I;( lO 2x cm lo IOPO/O'III, 111.I'fI/(/f1 ,1Oi" ;,/ rnd¡ " IJ ,!t 
JI, ,: sd,,,J] JI. , , /111 hipere .. pacio de X. 

En [2G. T(lorl'ma tU'': s(' prllCbl¡ qllC' 2x (',", \"UIIIP,1I t,II, J ('11 26. Teorema 
l.'t!. CIIlf':¿X ( . ..., nJ!lI'{(J por trayectoria.., (sill 11Ilpoltar si X '·s COll<'XO por 

tr.I~-E'dOrÜ1S o no). ElltntU'C'!; 2x es Il1l (·ont.inw I .\' pod{'!ll( 18 ImhI.tr dp! hi¡H'rN­
P¡' -io dp 2'< 

21
' - {A e 2x : .. A. es cerrad n y !lO yacía} , 

d (llal res1llta sn llll continuo ba}lla métrit il dt' lIa\lsdortf, qilC dC'hprí,unos 
d, !\nti::1r por 1111 1'\1('" ~(' tldine en ti 'rminos de lf. EII n'alidad. In denotaremos 
P I Il:!. Y SI' (kfmr lit' forma análo~a a H, e" d(-,("i!. ~i AlE E 2,tx C'ntoIH'('s 

lI.,(A 8) • in! {·c > O: A e N2 (E.I', y r, "~ N,(E . .4)}. 

{'n imporfallte [(·..,nItado. con.-;ecllencia di' la 1 kfiIliei6n H y dp la conl­
p;! id¿td dC' In., (,j¡'nl('litos di! 2:< dIce que, p<tra dt'IlHlst¡af qw' H(A. U) < f, 

(' ll('{'f'..5alio y f-illfit-il'llh' con verifIcar que A, .V(, B) Y qul' B e J\'(!. A). 
l ~,n'rn()~ (mI frf'(,lH'Jwia est.e hedlO en el pr¡· ..... '·utt' trahajo, por ejl'nlpln, ('11 

I ... i~lli(,lltC' t{'orema. 

T •. orema11 S.alXunrontim.o.<>O.II ••• .YFntono.AE.fJ ({I'}) 
1 sólo" A ( [J, jJ 1. 

Demostración. Sl1pol1gamo, primero '1"(' A ( Ji, I {p}). [le aC1l('rdo ('Oll 
J'efJf<1ilH ri ,1 e .\' «, {P}) = B,(p), SllJl('II~¡\lIl(lS ahora 'lile A ( [J (p). 

IltOJl<:('S, itplwaml11 1I11f·Vilment.e el Teorema G . ..\ e lY (f, {¡.I}). COIllO cada 
, "m lito di' ,\ ,bt;¡ ,j('P ('11 menos q1le E, {J' f ( \1· .. \), Así A E [J, ((1'})' • 

1.2.2 El Hiperespacio C(X). 

1:1 hipHPspado elf' X q1l(, más tl1ilizaremo~ I'l! ('stl' trabajo ('S el dp los suh­
I oI,tillllOS dt--- Xl (kfiniclo a continuación. 

Definición 12 C(X\" (A E 2': A es e'''''./OI 

Es ('laro qll€' (,1 t':-ipa.ejo C(Xl es no d('gt'llprado } qlle la rcstrkdún de 
;;l m{~trit'a (h~ HalL ... dorff II a e,x), hace di' I·'~II' lUl e-pmio métri,'o cuya 
t()polo~LL illdlU:i{};¡ d{'pl~nde solamente de la t.()pologÍa dp X. Tiene ('lltOIlCCS 

'I'lüido la ~i.'c!,lli(,lltt' d{'fmidón. 
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Definición 13 El C.'I)(JelO r(x) COI' la topología ,da/lila de 2x "" un hiperes­
pacio de X. 

Eu [26, Trorcma 0.8J. se !,meba 'lile C(X) e., mmpact.o, yen [26, Teorema 
1.12], '1"" C(X) CH con('xo por t.rayect.orias (t.ambién independient.ement.e de 
si X 'cs ('Onexo por tray'dorias). Por t.ant.o, C(X) re.",It.a ser IIn eout.inuo, y 
C'lltOllCCH podemos hablar dp sus hipC'respar.ios 

2r.(X) = {A e C(X) : A es cerrado y no "ado} , 

y 
C2(X) e, C(C(X)) = {A E 2C(X) : A es conexo}, 

ambos con la mét rica d" Hallsdorff JI,. 

1.2.3 El Hiperespacio F¡ (X). 

Ot.ro de los hipcrespados de X que ut.ilizaremos en est.e t.rabajo, es el que 
est.á formado por t.odos los subconjllnt.os de un sólo punt.o de X. 

Definición 14 r¡(X) o, {{x}: x E X}. 

Es daro que F, (X) es un subconjunt.o no degenerado de 2x Además, la 
rest.rieción de la mét.rica de Hausforff H a F, (X). hace ele ést.e un espacio 
métrico. I\Iás alÍn. como el siguiente teorema lo menciona, F¡(X), el espacIO 
de los singulares de X. es isomét.rico a X. 

Teorema 15 Sea F,(X) el c.'pacio de los smgulares de X. Entonces F,(X) E 
C 2(X) yF,(X) c., ,sométrieo aX. 

Demostración. Consideremos la función i : X ..... F, (X) dada por 
i(x) = {x}. Es daro '1u" i e.' suprayed.iva. Por el Teorema 6. N(t:. {a}) = 
B,(o.) y N(t:,{b}) = B,(I,), 'l.,íque 

H(i(a),i(b)) = H({a},{b}) 

- ínj{c > O: {a} e N(c,{b}) y {b} e N(t:,A)} 

íllj{c > O: a E B,(b) Y b ( B,(a)} 

= íllf{c > O: d(a, b) < c} 

= ínj(d(a,b),oo) = d(a,b). 
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. ;'() 1': l! ]),:. '1ltl' I 1" lllJ,\ isoll1·!tría. Po L,¡¡'i F¡ .Xl n-HIta SI r 1111 

l .. }' ,jo i ... o¡:u";ril'f) ¡t S. 1.11<';';0, FdY) es 1m 

\., I.('xn d,']x Es ¡J,.( 11. F¡(X) E ]2¡X). I 
l' 1:1 \m1 ) 10\ 'i'Ío. 1(': lil'¡C! 

Convergencia de Suce:'iÍones. 

ElI I} lliJH n .... pal'io 2.\': dc HB cont1l1110 Xl ll.'-\í ('(llllO en {'llalqllit'f (~pa{'io 
mi ' , li O. }l L '( knlC., 1 ti.\ 1 JI: ~ 1 de la conv· 'rgpnria J, -.; III '( '-'10Jl('~'. En ( ¡ !'>('nt id!) llat-

1I1 ~. si : .. \")" (>s 1111 :;111·(,~jtSn ('11 2x , deeimos qlll' (A r, 1" l'O/lvcrge \ Ull t'1f'JlIE'ltto 

1'\. \' 1 'JTihimr'-, ..1'1 --Jo Al si para cnal(jllic'I > 11) ('xis1'p 1111 llI'tmero 

1\;' :aaJ .\" t.¡} t¡1U' p¡lra cada nat.ur;\.11J 2:: N. ~\ll·('d¡· epll' H(An . A) < [. 

.\hOl.\ h:I'11. ('om\) los ell'nlento" de 2x 8<lI\ !:.iIll)('()l1julltns G¡ X, tnmhit"n 
pi l,'mll .... h,dl:nr d" ((1llH'rgpucia ('11 término:-i dE' E"11njullt.oS. A cont.innadón 

1)] .. ¡ uta:!:I'" ;,1 )!Qtil l, ¡("JI dri.. .... ¡ca de este t.ipo dE' 1 (1Il\Trgl·nC"ia. 

Dd"inicit'Jll IG 8/ ;.1..)" e.'i una sucesión en:¿\"' I flft!TueslíminfA¡; {.L" E 
... \ llum frJ¡/u ;> 0, lJ (x) nAn 1= :o para tOllu,.., lo'" n .c,ulvo un núme ni jimto 

,/ ,/(.,) :/;"'''¡p.l '{J' E X: l/ara toril!,' 1). J:,(.c) r An t f..J JlOro 

i.J " ,1 ji' ,/tu! d, nl:r,- 110:; n} son, rc"'pectwol1ltufl el límite inferior y el 
ll't"itc .'iuperiur dI '11 sur' sión ( ln)n' 

Por LllltO. s: .T (. ,: rtI inf An ent· mees para 1 ada ;. (1, es posIble enl'ontrar 

II : lÍtIl: 'ld lW ~ 11 ral .\ t:d qllf' Be (:" ) r An 1= ¡.~ pal;\ t'ad, ~ 11:2 Y. A 5U VC'Z, si 

J fílTl..,l1P A, ¡ lltot:¡ lO<' pala cada E> 0, ("':S p('l~ihll' (\1l(~,.ntrar 1\0 sub('onjunto 
J' ~ nito / dI' ~~ Ll1 qll{, Be-(x) r A., f 0 par,\ (';H\;¡ 11 E J. Es daro CUt.OllCC ... 

( :,' lílll Ill! ,1 

·\lgl1: .. \ ... prtlpi('d,!lks hi..~icas ,-le los límit,·~ Ltll'lfll,'S se ]lrf>Sent.:lu 1'11 el 
~ ",\Jil'IlI(' ti'-Of{~11la. 

'(','orelna 17 l6, 'Jiurema O.618uJ1ongamfl.~ 1/'11 (.1 ,.ln es IIna sUCf'úrín en 

1. 1://, lllf.1 e tí:!! sup An , 

2. lí/lllllfA. yl:iil .. llpA n SOl, subconj1LII,I" .... IIIPui"s de .. \, 



1.3 CONVERGENCIA DE SUCESIONES. 

3. Jíl1lsupAII i= 0. 

(11) lím inf An e lím inf An, y 

(1,) límslIpAn , e límSllpA n . 

7 

La nodón d{' ('ol1\'crgenda ('1) términos de c.onjunt.os se present.a en la 
Sigl1iC'utc definición. 

Definición 18 De.cirnos ql1f'. una ~uces1ón (An)n en 2x converge a un ele­
In, 7110 A E 2x , y eSCTlblmo.s UrnA. = A. si líminf A" = límsnpA" = A. 

En :2G. Teorema 0.7]1 se prueba que la convergencia de una sucesión con 
rC!:ipp('j o a la m{'t.rica de Hallsdorff, es equivalente a la convergencia de la 
slH'l'sión Pl) ténninos de conjuntos. En otras palabras, An -+ A si y sólo si 
lirn.A II ::-= A. En CRtc t.rabajo haremos con frecuencia 1180 de este resultado . 

. \ cont.inuación, enllnciaremos sin prueba, 1111 result.ado que relaciona los 
límites Iah'rales ('on las sucesiones. 

Teorema 19 (l. Teorema 1.5} Svpongamos que (A")" es "na sucesión en 
2,Y. Enlonces: 

l .. 1" E ¡im. ¡nf An .... z y sólo sí, existe una sucesión (xn)n en X tal que 
J'" E An para cada 11 E N Y xr¡ ~ x, 

2 .. 1' E 1 im SU{) An SI Y sólo .'11" ensten una sucesión de números naturales 
nI < nI < ... y puntos x n ¡., E An¡" para cada k E N J tales que Xn,. ~ X. 

1\ contiT111ación emuH'üuemos una. serie de result.ados básicos con respecto 
a la cOI)\'prgenda de sucesiones, 

Teorema 20 Supongamos que A,I3 E 2x y sean (A,,)" y (B")" dos s"ce­
S101/1''<; en 2x fa/f.s que An ----t A y En -¡. B. Entonces: 

l. 8' A" e Bn para cada n EN, entonces A e B, 

2. '" A" n E" i 0 lmm md" TI ( N, entonces A n B f 0. 
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Demostración. Par, ~ proh LT 1'1 tOIl)! i :1\" --1 Y S( il E :> (l. ('mllO 

¡rllinf A'l A. (';..j . ..,t(~ JY E N 'al que B.I./)' l., j O p"la cada n ~ lV. 
1·:J('f~o. B (:r) --: JI, I f?J ¡Jara c.da n -::> [1 \" ,'li'JlJ(" s, a E lím.inf B" ~ B. 
1':.<10 l'mdm '111(' 11 e n. 

Para probar~. torn,'mos, p,\ra cada lllllllt-I' J Ilatural 7, 1 un punto I" f~ 

A,. n Bu- Por la compa.1 ¡uad d·· X, f'Xistl' l111il "llh~ll('('Sióll (XnJk de (xn )!! 
¡lIIt· ('ünVl'rge a 1lll puuto x E .\. Entont'p:-,. <:l¡dll'aJldo el Teorema U), 1" E 
límsnpA n .AYIf·lilf!HllpB'I=-- B. DI'('stH Illaw'raAr'Bf0. 

Fínalnll'utc. para probar 3, tomemos > ti CU1I10 An -+ A Y Bn --> I3 
!'JUste un número n;.tnral N tal qnl! H(A" . . li y' !f(Bn , 11) < e para !'adn 
11 ~ j\.r. Por tanto, si TI. '> IV ('n' OI1f~es tcnl'm{)~ por d TeoH'ma 7, qnp 

A" LJ Hn c: N (E A) U N (, 11) \(,AUli) 

y que 
AlJH e N(é,A,)L N(é,/I,,) - \'1[, A,. U Rn ). 

Por tanto. 11 (A n ~J !J", A U ) 1) < é. Ell lon"'lIPlicj¡t A, J Bn > A U 13 .• 

En el signiel1t.p r(':-ml1.uJo, VI'relnos tIlla Illall('j a dI! conslllür ~llh('onjllJlt.os 
abkrtos (n'S(1('divmmmte. ccrr,tdos) en 2\ él p;lItir de 'mb¡'onjuutos ahicrtoH 
(respec::tivumelltl', ('crrados) de X. Dicho ft'Ort'lilil {~, ('on frecuencia., de ¡:;ran 

utilidad en la t"orÍa <le 1, '8 hipel espadas, \ "11 ,."" tI ,¡bajo 110 es la excepción. 

Teorema 21 {l, Tf'Or('fna 1.8 SlLponga1ll",' <j'" I! : X y definamo$: 
, 

.\ e I f 

'1 
J(= {.lE 2x :A,l' i él}. 

Ento71('.(~'; 7t y /C !Jon abierf"s f?n 2x .~I ti I'~ ,¡I)Jf rto en X, y son cerrados 

En 2X si U es CI'ímdo ( n X. 

Como UIla aplinu:ü'lfl del 'eorcma ullt.C'riul !)(Il!clnos probar que si un 

,'lhif'ltn (!P )\. ('olltit'ne (l 1111 el,'mpnto dí' 2\. l'llt!)IlI'("~ entre ellos exist.e una 
rmh{'. I\Icí.s prC'cis<LI1lf'nt(!, t.enPlnos el SiguII'IItí' jelln'ma_ 



1.4 FUNCIONES ESPECIALES. U 

Teorema 22 SU1UJT/!Jfl,1fWS que U ('C; 1m. fllJlr.rto rn .X tal que A e U ]}(J:r(J. 

algún elemento A E 2'. Entono,", c.nste [ > O tallJue N(E. A) e U. 

Demostración. Ddiualllos Ji ~ {ti ,C 2"' : A e U}. Por ~l teorema 

ant.erior, Ji es ahiNto ('n 2"'- Por tanto, existe E > O t,al q1\e B, (A) e Ji. 
Tomemos 1\n p1\nto {/ ( N (E, A) Y ('on,idcl ~mOs PI conj1\nto B = A U {a}. 
& claro qne B E B, (A), así qne B e U L1\!"!;o a E U y. d~ esta manera. 
res1\lt.a qlle N(E. A) e (r I 

1.4 Funciones Especiales. 

1.4.1 Introducción. 

En la t.eorÍa de los continuos, existen eiC'rt.;\s funciones importantps que in­
vohl(~ran a los hil}(~r('spC\{'ios de un cont.inuo X. :"ios referimos a las flIndones 
de Whit.ney, la función unión, las funciones inducidas entre hipcrespaeios 
y los arcos ordenados. En las sigllientc.'-i ~lIbsN~ciones) definirenlos dichas 
flmdones sin llegar a C>itndiarlas eon det.alk. 

1.4.2 Las Funciones de Whitney. 

En 1933, Hassler Whitney const.rnyó !"ll nn artÍ!"IIlo ajeno a la tmrÍa de 
los hiperespacios ([30!). IIna fllnción continna w : 2x ---> [O, (0) COI! ciertas 
propiedades que emmciaremos más adelant,!'. En 1942, John L. KclIey intro­
dujo a la t.eorÍa de los hiperespados, fundones mnt.inuas 1-': 2x ---> [0,(0) con 
las propiedades que la función w de Whitllcy tiene. Dichas funciones han 
resultado ser una herramient.a muy lHil en d estadio de los hipC'fespacios. 

Definición 23 Sea Ji nn subconjunto ,le 2'. Una función de Whitney 
en Ji es una ¡uncIón continua 1-' : Ji ---> [O. oc) que sat'-S¡ace: 

(a) I-'(A) = O S7 y sólo si A E JinF1(X), 

(b) I-'(A) < I-'(B) sIempre que A, B E Ji y A <;: B. 

En [26, Teoremas 0.50.1, 0.50.2 Y 0.50.3: se muestran las constrneciones 
de tres funciones de Whitney, las cuales ('Xlsten en t.odos los hipcwspaeios. 
Cabe señalar que, en la prá('tic..a1 uno lIO HllPlc utiliza.r \lna función d(' Vvhit.ncy 
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('11 p,lItwlIla¡ :-;1110 ¡.,illlpkmpllte la (X.btcllcia d(' 111!.\ fl¡w iÓll/L : 1t . ~ ~(). x..) 
!u lils ploplt'dades 1,.1) }' ~h) d01a lefinidón ;ulh'r!I'r. sin import.ar L\ fmllla. 

('11 (JI:t' dwh,¡ fll11cir'l:¡ :-1' ('OYlstrlly( Esendahll(,llk:o que iI Jporta de !w; 

fl1 1 I '()n('~ dí' \Ybitw \. (".; ql1C Ron ma manerd d(> ¡I¡(,di] a los dellH'Iltos de 

H 

D, ·finición 24 S"I '1' 2"' o e X). Una función de "¡hitney nor­
mil/izada í"IJlI 1jI. " 'III/! jllnnón dr Whltn' 1/1' '" ljI tal qu. I1(X) I (y 
, 1,' m'u'", ti ::; j1 (A)· I I'ora cada A E 1jI). 

Tt 'Off'ma 25 S, f1 \}:) 

Ij' " ¡I,'ed,' íIOrTIIO!I":, 

2X 
rI C(X . Entone!.'i forlll función dI Whltnr.y en 

Demostración. SI 11 e~ llua fUllcic'm de V\-!l!tJlt'~· ('n W entow:es la faudón 
,/ ,1,~-, I'!,- lUía fm!! jr'n; df' ~itney nornuul/,uL-l I 

EII ('~t{' trabajo, la ktra 1 denotará al int('rv¡¡}() ('prrado [0 1 1]. 

T,'orema 26 /':6, 1,1 Trlll 1.28} Seo J1 una f/lUI'II;/! di IVhitntj) en 2x , En­
f¡J Ir, ... P(1I0 UlI!u "(1. lX¡.,-te 1]::: 1](E) > O fui r¡1/1 .";J, .4, BE 2x , A e n y 
1111\ - p(A'·~ 'l' ( t'Ji'ce." H(A,n) < r. 

l· '1 19SL L E, \\·,'I,I..Ir. prolJÓ que si It 1" 1111 'llbconjunto (nrado y 
fll '.',!t'Ío d(' 2x . (,I1tllll('I'S toda función de \\,'Ilitllt,y ('11 1t se pllede ext,cllder 
il '111,1 fllnt"i('Jll ut' \\"hit1!cy ('n 2x . A continnad¡·)n. ('st'ribilnos t~t.c remltn.do 
('¡ '1I!() un tt'on'ma. 

Tt'orema 27 /JU, F¡ ,¡¡,.mu 16.10 S(~n X illt I'ill!fmu/J y 1í In subconjunto 
, ,'111]0 J TlI) , rvíIJ ,l. 2. '{. F;ntonc, s cada fUTI( It,,! d, rl'hitney (n 'H 8f' pilPdf'. 

f t, .,dn- (J ,'(1(' fl.'f1l (;,"1 de H-'hitnf 1j (n 2x . 

1.4.3 La Función Unión. 

l' Illr los elemellt.os dt, 11n plenlento de 22X 
1 ddilH' lIna fllnC'it'm continna de 

2 ' ('JI 2x , ('omo ~(' 1I111,'~t.ra en el siguiente 1'·!)1I'111;¡. 

Tt'on'nla 28 :1. ']'1/11' 1'"/.11 1.18] SUllOngaT71{J~ '¡iJI Al: 22
>; _I} qUf' fT(A) = 

l I ·l : A (. Al ¡.;"I""", 



1.4 FUNCIONES ESPECIALES, 11 

1. ,,(A) E 2-'. 

2. s' A f' cnfl('.W 11 A n C(X) " 0. enfonus ,,(A) E C(X), 

3. rr 21 \ __ o, 2.\' f~.<.¡ llna función. conhnva . 

.-\ la fl1lwióll ('Olltiuua rr definida ('11 el teorema ant.erior. se le llmna la 
función unión en 2x . OC' (\.('llf'nlo COII la afirnladóll 2. del t.eorema anterior. 
si l('stlill!',iIllOS " a C2 (X), obt.pnemo, nlla fllnción continna de C"(X) a 
('1.\'). ILun,I(["1" función unión en C(X). Es pr!'Cisamentc a esta fllndón 
r1 la qll(~ llO~ rt.f('rirelllo~ en este' trabajo. 

1.4.4 La Función Inducida. 

Toda fllJll'lóll ("{mt ¡Jl11a t'nt.rc dos ('ontiulIos X y Y, induee de manera nat.ural 
1lIla fmH ióu continua l'ntre lm~ re."'pectiyos hipPfcspacios de X y Y, seglÍn se 
mllt'~tnt Pll d ~iv.l1iplltc teorema. 

Teorema 29 SUP01l!}",1I05 qur f : X ~ Y es una función contmua. Si para 
({)fIn A fe C(X) drfi·nl.TTlos C(f)(A) = Uta) : a E A}, entonces C(f)(A) E 
C(l') yia ¡urmón C(J) : C(X) --> C(Y) (L,í dffinida, es contmua. 

Demostración, Probaremos primcro <¡ne C(f)(A) E C(Y). Para est.o, 
llot,'mo, qllt' Cif)(A) = IIA) e Y, así qlle CIf)(A) es IIn sHbconjnnto no 
yal"Ío d(' Y. Como f(A) (!"''1 la inlag(~n continua de tUl subconjunto compacto 
y, out'X<l dt' X. ('(J)(A) = ¡(A) rcslllta ser compac-t.o y conexo. Por tanto, 
(,(Il(A) é C(l'). 

Para prohar quP C(f) es contiuua.) sea P. la m(~t.rica d(' Y. Como X es ('om­
}>f-If"tO. f f'S <'11 u'alidad lmiforrncIlU'nte (OnntinnCl, así que dada é > O, exist,e 

i' > O tal qnc para toda L,y E X, si d(J,y) < b enl.ouces e(J(x),f(y)) < E. 
SUPOU!!;"'""S qu(' H<f(A. B) < 8 Y t.ol1wmos (1JI pnnt.o e E C(f)(A). Eu­
IOllt·c,; existt, n E A tal que e = f(a). Como n E N(ó, B), exist.e t.ambién 
tlJl punto b E Ji tal qu(' d(a, b) < Ó. Por t.anto, e (f(a), f(b)) < E. Est,o 
Sil',llifica qu(' z f(b) es HU elemento de C(f)(B) t.al qHe etc, z) < E, de 
doude e E }V (F. C(f)(R)). Esto prueha qne C(f)(A) e N (E, C(f)(B)). 
De mi""''''' similm- '" pl1leba qne C(fi(B) e N (E, C(f)(A)), y ent.onces 
l/, (C(f)(A). C(f)(B)) < E •• 
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¡\ :,l f\\1I\ iÓH ('(1) cid teore na ant.eri{,' .\ 
inducida por f, E1I vi,,!a de 1111' C(1)(, l' 

1 '( 10,·C (( lmo la función 
fl A , ,t CI f) R(' 1" {'OHO{'{' 

;illlhj('llcnIlIO la función imag(n. Sinem " .IT.r 1\( t-f't.ra",'Ljolltilizan'IlIO:-; 

''''l'l\ C(f) el nOllllm, de fllnción inducida 1"'" 1 

1.4.5 Arcos Ordenados. 

l;na (!P l;.-L'i razOIH'S por la. que LL teoría dI' los II1!wf('sp;¡,cio-, es tan bella, Sr' 

,1(~h(' <¡uiztÍ ala C'xist('ll('ia de 10-'; arcos OTI!t'llat!!);-,. ('OH ellr).'l se pnleba. por 
Ijemplol qnt' los hiprrrspados 2:( Y C(X) dI 1111 ('olltm\lo A Ron COllC'XO::l por 
j'rayl'ctorin.s. ~ill illlportar si X lo es. Tarnhj("ll Ll T10CIÓII de arco ordC'nado C'S 

TTllcinl para carad('rizm' d hiperespacio d" 1(J:-' t \l[ltinllO:-' que son hf'redit.aria-
11~pnt(' ind~('omp{)llihlrn (ver 10:-' Tf~rema~ ;-,9 y hO). !~n realidad, t?nla t.eorÍa 
de continnos P. hipcH'1parios, {,TIsten dos tH'ITill!llpnt.a. ... ffil!y podf'rosa."i. La 
primera es la f'XiHfcnda de aICOt; ordenados ('n II le-, J¡ipI'respac'ios, y la RC'g-l1nrla, 

la existC'nda de las fllIlCioues di' Vv'hitney 

Definición 30 Sra >Ji ~ 2x "C(X). 8n]J011<¡n.@,s que A, B e >Ji y que 
,1 C:!J. en arco ordenado de A a U t-'n 41 (S' -¡!na funCIón conflrzvfl 

A: 1 -, >Ji tal qw' A(O) A, A(I) ~ By '\(") ' _ _ lit) s",mpJe que" < t, 

Para HH'I.f mú.o.¡ librClllcntc la noción d(' ;m'o (jldpllado, a1h'11nas veces ideu­
tificar('mo~ a 1m ar('o ordenado con S11 1!lla~('IJ Como l.l funr'i{m .A de la 
Definición 30 es illycdiva, S11 iInagen e. .... I!J] ¡u. 11. Dt, m.lnera qne a VI'('l!S 

dpnot aremos por ..\ a la función, y ot.ra.<i a Sll IlllagPll. E:-.peramos que ('st.o 
.lytld(· a. qW! la l('('fura de est.e trahajo Sf'<I [1J;l, .. " Lidl 

En el siguiente' t,con 'mal se ffiUe3t.ran l·olldlJ 'j( 1I1f'S ncce:-ou'ias y slttir-ientes 
para qnC' 1111 snbcontinllo de 2'\ spa 1111 an·o ordl'llado, 

Teorema 31 {26, T(,oll~ma 1 .. :] Sea A UlI ,'wbnmti1iUo no degenerado de 2x . 

Enfone,." A e" 1/1/ arco ordenudo St y s,;/" " 1, n E A unplican A e B o 
Be A, 

Eu l2G, Lema l.[)], ~w prllebr~ que si A ('!'-< un ,trI'!) ordenado en 2x , ent.onces 
nA ( A Y UA C' A, En [26, Teorema U,I, so' 11I1lI'st,ra glle si A es un arco 
nrdplIitdo ('11 2);. ('ntOIJl~es 10:-- dos plln1(),-., !'Xllt'TI1()S df' ,\ son nA y UA. 
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Combinando estos H'.:mlt.a.dm:i con el Teorema 31. t.euenlOS que un snbcont.iullo 

no (h'g"llcrado 1\ de 2"'. ('S nn arco ordellndo cI,· A (o 1\ a B E 1\ si y sólo si 
A = n 1\, B = U 1\ Y rara cnalesquiera C. D E 1\. C ~ D o bien De C. 

En [1. Teorpma 1.23J. se pnwba q1ie exislen arcos ordenados cn C(X) 
para "ualesqniera A. I3 ('on A <;; 13. Para qlle exist.a nll arco ordenado de un 
el<'llunt.o A E 2x a llU ,kmmto IJ ( 2x , no basla COll que A est.é cont.enido 
propia,rncnt.l' en B. Sp requiere que, a.d('rnlÚi de ('sto, cada componente de B 
inler,,,c!.e a A (ver [26, Teorema LB} 

Así como con las fllllCiones de Whit.ney, ('ll la t.eorÍa dc los hiperespacios, 
lo Q1W eIl l"(·alidad import.a de un meo onlt'ni-tdu de A a B, es qllf' es una 
manera COllt.iIlUtL dE' inflar A hast.a lh.'gar il n. No inlporta t.ant.o el cómo A 
se infla a B. sino el hecho de 'lile t.al inflada se pnede realizar. 

En el ¡.;ig;llienf,("! teorema, se rnlH'Stra qU(' fii J1 : 2x - --t [0,00) es una. función 
de Whi!.hey y 1\ es UI1 arco ordenado m 2x, mlonces la rest.ricción J.lIA es un 
hornromorfismo. 

Teorema 32 (26, L"no lo.l} Supor,gamos qu<' f1 : 2x --+ [0,00) es una 
función de Whlthey, y que 1\ es un IIrco urdenado en 2x . Entonces la res­
tricc2ón J1.:/I. e.'i u.n homeomorfi'iT1w. 

En el siguiente t.eorema, utilizamos arcos ordenados para det.ect.ar t.rayec­
t.orias especiales que f'vaden a un Huhcontill110 dado de un cont.inuo descom­
ponible. Re('ordemos que un c.onlill1lO X es descomponible, si se puede 
escribir como la nnión dt' dos snbcont.innos propios. 

Teorema 33 Sea Y un continuo drSCOm¡lOniblco Supongamos que eXISten 
dos s."bcontmuos propIO.' A y B d, Y /o./es qne Y = A U B Y A n BE C(Y). 
Entonces para cada s1lbcontmuo R de Y, p.TIsteT! a E A, b E B - A Y una 
/rayee/ono en C(Y) d" {a} a {b} qw no pa.'a por R. 

Demostración. Supongamos qm' exisle UD subcont.inuo R de Y que no 
tiene las propiedades indicadas. AfirmuulOs que: 

1) Re A. 
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FII dI'! 11' ... ; }Hl1 t': ¡'olltrario j( l' A, ('Il'¡J!1 [ I'"\i~!e 'lB P'llltO,. I rr r: 
(J .. 1). 1 I ':I,t'lIllJ:-i :;11 ,1l('O ordcll,ldcl o : 1 - . ( \) 111 A rl13 a [J. :'\tltt'lIlOS 

'1 l' .,1 .nlll::llto U (K E e(}) J( e) (1 !) es ah "rto 1'11 ('(Y) 
Y ,\ "11 e U, Eut"Ij{'(,g I'xi,te, > O tal '1Ue' Ir\ n B) ::: U. 1' .. 1' la 
C'1·tltlllllidiltl dI' ('\ ('11 t :::: ()I existe t~ > O tal qlH' ~1 1) < t < lJ eutoll('cs 

f¡ (,.[1),11(11:: lI:,,(t),fl'lB) < E, DdlllalllllS (' = o I,j), ElItoll('('» 
( ('!-. llll ~l\"ITJlltjll~ll) di' B que ('ontlPIH! pro[l¡¡Ullt'lltl' ,L .A r1 11 .Y es tal q11<' 

( ( H. (,l' ll) e U. Lllego r rt c. 

Como (' ¡"olltil'T\(' propiament,t· a A n B, ¡'xis1.l' 111l punt.o (' E e - A n B. 
'1 1 qlll~ e: 111 ICIH'~lIPS que e En - A. Fijl'lll(l:-' 111l pli!lto a ( A': n. y sean 

,",',> : 1 ,C(}') ,,"'0' onlenadm, ,l<- {a} a (' y d,' {e), e, n·,pectivamentc, 
I ¡;tOJ:("l'!-i l.' f':l:d('lII ~ .1 -t C(Y d¡.finida. (llJIU) 

{ 

11 (et), 
- (t) . 

''(2(2 - 2t), 

:-i 1) < 
(Ll) 

t ' 

1, 1\n,\ tt.\~(·~ t,llria el! CP') de {t} a {e}. ('()I!IO l(n e e ~),\fa cada tE 1 
\ Il C';' t('w mus qne 1 e.." liIla t.raYI'('!.(Jria Ptl ('(Y) (:d punt.o a E A 
1 panto t [t . . 1, qlle liD pa.:.;? pelr R. E"t() ('(I!lt,radlce mIl "itra hnposidón 
ohn' el coujlluto U. y prueba qlle H cA . .. \fllT!lilIllo> ahonl. que: 

") 1/1 11 ' 11, 

Para \ll 1). Hl1pI'llgantOs qlH' R e A n !( l'!JPlIlfl',; un punt.o a e 11- B 
. un pllnte)" B .1. Fs claro qllP a,b f/ N S"all ~'1,"".'2· l- C(Y) arcos 

,ndplladn:-. dI' {a} a )' y di! {b} a Y, Tctipectl\";Ull\·!ltl'. Entonl'es, si d"finimos 
!Jlil fmwi('I)¡ -, : J ) ('(Yi como en (1.1), 1(,~1l1Ll ql1P Y es mla trayet'toria ('11 

(,'(Y) dI'! plllll" (l ~ \ al punto b" B - ,\ !Jada t " ~O'~J' a. ~ ¡(t) - R, 

.. ,iqlle -,:1/ t R)' ,Lula t E [~, 1], t,c 1(t, 1/.1" lI·odo '11\1' ')(t) '1 JI. Por 
tltntn, ", 110 p¿tsa ]l01 n. Esto cont.radice Il1lf':--:tl1\ '-,Ilp(hidón ¡...;obre el conjunto 
H y t{'rmill,\ j,t pr:wil,\, de 2). 

Por 2). 1,';Km,l:-, que existe llO }Junt.o r· 11' A r B. Entonc('!i, dado que 
JI e ,1, r (..l lJ. ¡'Ijemos lUl 1 I1mlo (l E .1 - Ji \' 1111 pllnlo {, E B - A. Smll 
11. ""2 : 1 + e' (Y) ,neos ordenados d(' {a} 1 [J Y dt' {t, t a B 1 respectivamente. 
E:ltontT ......... : ,lrfiI:I!Ju,<; lIlla flml lón"', : 1 . ('() '('0)110 el1 :1.1). rcs1l1t.a que 
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" ps una t.ravI, .. t.oria en C(Y) de {n} a {h} P1I('"to '1"" a. E A. (, En - Ay. 
para t.oda t E l. r E R-¡,(t). tPI1CIllOS 'lile"', no pa.'m por R. Esto Il11Cyament.c 

cout.radiec IlIwstra :-;:llposidón ~ohn) R y t,prmina la prlleba del t.eorema .• 

Terminamos esl,a SllhSP(T~ióll mostrando quc 1m conjunt.o de HU sólo punto 

llO separa por trayectoria." ,I} hipcrespado d(~ 105 sl1bcontinllOS de un cont.inuo. 

Teorema 34 Si Y "S un contmuo yo E Y, entrmees C(Y)·- { {a}} es cone:w 
por fraye ctorw.<.,. 

Demostración. Para ,'er qnc C{Y:, - {{a}} es conexo por t.rayectorias) 
t.omemos do, PlemPlltos 11, B ( C(Y) - {{ Q}}. Sean a" "" : J -> C(Y) arcos 
ordenados eu C'(Y) de A ,( }' y de B a Y, n'.'p~'('tivament.e. Ent.onces, la 
función", : 1 -, C(Y) dada por 

{ 

o,(2t), 
,,(t) = 

0,(2 - 2t). 

siO·~t~~ 

si~<:t<1 

lOS una tray,,·t.oria ('n C(Y) dI' A a B. Cumo A t {a}, A % {a} así que 
",(t) % {a} para nill¡;una t E J. Similarment.e, IX,(t) t {a} para t.oda t E J. 
Por tanto, {(/} rt. a (I). B.,í que ('( Y) - { { a}} "" conexo por t.rayect.orias. I 

1.5 Conexidad Local y en Pequeño. 

Rt'I"OrdenlOS (111P. UD e."ipado t.opológi(~o .i'Y es localmente conexo en un 
punto Ji E X, si pan< pada suhconjllnto ahierto U de X t.al que p E U, exist.e 
un subconjunt.o abicrt.o y conexo C u(' X tal que pE C e U. Decimos que X 
es Iocalnlente conexo 1 si t-',s localmente conexo en cada HilO de sus plUlt.OS. 

Reconlefllo:-, t.anllJién que' 1111l'spacin topológko X ('s conexo en pequeño 
en un punto p E X, ,i p¡¡ra cada sublolljunto abierto U de X t.al que p E U, 
la ('omponente e de U que tient' a p sat.isfa('" qm, p E 1 nt x (e). Es claro que 
si X es localment.e conexo en 11n punto p entonces X ce;; conexo en pequeño 
en p. 

En [13!, Jack T. Goodykoontz, Jr. I";(,,dió la conexiuad lo('al y en pequeño 
en los hiperespacios 2x y C(X) de un continuo X, oht.miendo los reslllt.ados 
que a cont.inuación Illf'ncionamos: 
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Ceurema 35 (I."/. (',¡roltww 4J )(~n1t X u! 

• II,TI"yn (fl /",U/,'; "'1 (n ¡J .'>1 Y . ólo SI C(~\ 

('1" 'I.I¡LO y /) EX. },:Tlfm,f'{'.'5 X 
¡{le o f!n 1 (quef'o ('O {p}. 

feorema 36 fl,( (',lrfJ[uf/o5} ."ean X Uf) f o; 11 l/O I P E J\.'. SI X P .... lo("al­
,'f ¡¡Ir: cO/If'JO ({I ¡', I ¡ tfJ7/I'U. C(.<) es loca I'JI! I ".J, l()n'~L(J en {p}. 

En [11 ~, G()od}okf\nnt.z r('t.Offiil el estndio dI' :d 1', 1IIe)..icLl.d }. 11',al y ['11 pt't!lH'rlO 

. 'JI los hipereSp¡LC'in~, y pIncba e, siguiente l'I'~·,jllt allo. 

r("orema 37 /1.;. T, ""lna 2} .'ean X U1i ,,1'/1'/11/0 ,,~f E C(X). El'lnnCl.' 
:"'~(X) es ('o17t1:.O f T! pC(jut'Tio en !!vI si y sólu I.,¡ jlU..,...,1 ("Itda svlJcon)'unto anuria 
r' (ir" X tnl qut JI e U. toda sltcesión en ('(S', f'UydS elcl'}Cnt.o'i I. ... t/" ("f)n­

ti I1ulos en U !f qU( t IInuclge a l'v! 7 tIene la ¡rnJll'/l'dad de que, 11 partzr dt nn10 
ITtlJrTlf..nt.o, lo~ tle //1( ¡dos dE la sI/cesión estú'l! r (¡rl/f'mtlo.~ en la componrntt dt 
r' que contzent' o JI. 

EII otras palabras, C( ... Y) es conexo el] P('qll~'!-JO ('n M , ~i pan\. cada ~llh­
,olljnllta abi{'rta [' ,1" X tal qw' Al e U y ,-",t, ""'('sión (.\fn)n <'11 CrX) tal 
qw' 1.'1" L U .\' .\J" • Al. exist.l' ]\' E N t.al qlu :-.Í e c:-; la (·ompOllcntC" (l~ r' 
qllE"' contiene a JH. ('TltOW'ffi A1. e e para I'ada !I :::: N. 

1.6 Conjuntos Mutuamente Separados. 

H('{"'ordcllIOS 'pIe do~ snhconjlllit.o~ A y B de l\Jj ('Spildo t.opológico }.;, (>;:-.tc-ín 

mutuamente .eparados si r71x (A) n fI = ,j y A n ('lx(lJ) = 0. Si 
1111 ('onjlluto e 1' .... 1.\ llnil)ll de ,los conj1U:l()~ Illlltllampnte ~cparados 11 y n, 
("{('rilJirpnlos e -. A ' B. Los si~lljentes ft'Slllt,ados pertenecen a la Topología. 
Gpneral, y UIla pnU'ha ¡}l' ello> apaf(~('e, PI)! ¡'j('mplo (~n [¿5], ('orllO I.'n ('ada 
l'aso la [pfereTIcia lo indica. 

Teorema 38 {.25, I.eme 1.4} ,'l'upongamu,~ fJIU \" c-> 'Un e.,par.io tnpoltig:co y 

1i1/ Z n un .I/tbmnj/ml" de X ta.! que X X Al B. Entonce" 

1. ."l Z e ... uTnll)o, Xl.! A '!J Z U B son rnindos en X, 

2 .... ¡ Z e ... rOn! m. Z..J A Y Z U B S071 I (ir/! Id.'''. 

Por tanto, . .,¡ X I Z .,an. co'dinuos, ellfilllf! ~ ZLJA y ZuB son COn.t11'UOS. 

Teorema 39 {;:5. Le7lla 1.6} Sr'a Z 1111 (~P(1f /O fopoló[j1cO y Sf:a n ( N. 
i ... 'I,ft¡r.rr.o, Z tl/Il( ¡}J {!!(nos ", (:omporn1Iff~ '1 y sólo 81 poset: n .... uhcon­
)/mtn ... uTrntlo ... 711l ¡)(JI íos y ajf'nos da ... lJ '/us Z:, Z2, ... , ZIl tale:; que 

7. ,7., U Z, " .. " Z". 
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1.7 Continuos Especiales. 

1.7.1 Introducción. 

El propósito de' e~ta sección, es el de introducir algunos cont.inuos e..,pedales 
41H' SP lltilizarún 011 este trabajo, así como ciertos result.ados hásicos sobre 
('llos. Una partt' de f'stc t.rabajo e ... t.á dedIcada a los cont.inuos que S~ llanlan 
1.ndf:scompo171blt,s. Ot.ra huena parte, C'.stá doo.irada a la detc<'C'ión de ciert.os 
(,Ollt.illllO~ llamados rr-odos¡ así como üe los llamados n-celdas. 

1.7.2 Continuos Indescomponibles y Composantes. 

Definición 40 Un mntmun X es indescomponible S1 no es descompomble. 

El s{·ut.ido común nos ha.ce pensar q1le todos los cont.in110S son dcscom­
ponibles. Siu t'lnbargo, exist.en constrl1rC'iones de cont.iunos que son indes­
wmponihles (\"('r por ejemplo [27, 1.10]1. ~Iús alÍn, existen continllos tales 
que' t.odcl:-' su::; :mbcontinllos son indes( omponibles. 

Definición 41 Un rontmuo X es here.ditariamente indescomponible 
Sl todos sus subcontw_uos son 'lndescomponibles. 

En [27, l.231 He eshoza la const.rucción de un cont.inuo heredit.ariament.e 
indesmlllDoni blt-. 

Si x y y son dos pnntos distintos de 11n continuo X, entonces no siempre 
(~-; posible en('ontrar Hn sllbcont.inllo propio de X que cont.iene a. x y y. Para 
lnlIPstra, ('omüdrremos la cerradura en el plano del conjunto 

Sea X = el,,,(W). A X se le llama continuo seno de ~. Si t.omamos 
a = (0,1) Y b = (l,;en1), mtonces a y b son dos punt.os dist.int.os de X y 
110 exist.e ninglÍn suhront.inllo propio de X qm' los tenga. Así pues, dado IlIl 

punto p en HU continuo X, tiene sentido considerar la siguient.e definición. 

Definición 42 Sean. X un conitnuo !I p E X. Entonces el conjunto: 

x(p) = {x E X: existe un subcontinuo propio A de X tal que p, x E A} 

es la composante de p en X. 
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.\ ¡'CJlltillllill j,'nl. 1l:(lH iOIlHmlJH lIlla :-;('111 1:1 "."¡¡] a<ios }¡.Í,.<.;i¡'os :->ohre };L" 

(I!JI) lC-.¡.l1ltl'i cI{' 1111 {'C I IIt.iTl110 in(1 ,'~<'i<"ompon 1,](' 

Teorema 43 k!.,'Uj/(lT!fjamos que \" es Ul1 ['!l,t r¡ (l. EdtonCe'i: 

1. rorlo ("mnJm~aTltf~ dr.)( es un subron}/wt(J IOllrl"O lJ denso en X. 

2. ,'ti A' t'S 11I1/¡s('o,npnm,b[c, l'ntonCe,'i tlf'flf ¡¡/lO c(lntldad no TI/lTllnablr dr 
("fJmpO-"Onff ,", 

3 ..... 1 X l .... (flrhbrmnpnnzblc) entonen.' .1,11 .. tdlf/.JJO-urdc8 .'ion ajf{/(}''' do . ., a 

do." 

enlllO n{prenda, 1. aparer.e probado ('11 [Ir) TI'memas :~-44 y 3--!5]. 2. en 
¡lG, T""n'n¡;, 3~41;! y 3, <'D [16, fcorema 3~·¡71, ('l1illldo X e,,; descomponihl", 
~e PIH\(fp probar C}tU' posee eXilctmncllte lllla 1) tr(':, cOffil'0santes (\'cr :27, 
Tt'OTcma 11.13]) y, m:'is m'm, ql1C X mismo 1':-: ~lPfl!ple una C'omposalltf' de X 
(vpr [27) Lenta 11.10J. Sin cm1mrgo) ('n d prt'~t'llt(' traba~o no lltili:tareIDos 
compn:->ant,l's dp contiuuos des('<)mponibk~, 

1. 7.:J u-odos y n-celdas. 

Dos conceptos ligados en los hiperespal'imi ~Oll lo') de n-odos y n-celdas. 
Cuando llIlO aparen', también aparecp. (1 nf ro V, ('11 el present.e trahajo, el 
Inodo de ir de un ('oncf'pto al (¡tro se utihzar;í ('011 llastantp. frecuencia. 

Definición 44 Sean. X un contznuo y t, lJ'fI lIufTIJ:'IO natvral. Un n-odo tn 

X '.' un ,!un, nto J3 ( C(X) pnm el e UO! e /I"t" m sul'conbnuo A de: B, 
llamado el corazón de B, tul que B ~ .. \ ¡""" (JI menos 11 componentes. 
DEI' ¡no,,, qnc "iJ.TI conf¡nuo X e, atriódit,O ."/ ¡IU ('ontiene .9-odos. 

Cnmo nna ('{lIlS('{',lIC'Iwia in:ncdiat.a dI ,1 TI '( 1¡-('lIlH 11, tfnemos el ~igllif'nte 
resltltada. 

Teorema 45 filon.)( un C01,tmuo, E :-- (1 11 jJ E.. X. Entonces friste. un 

",me'nto T E J! ({P)) tal que T es un "·o,!,, " IJ <ola s, B,(p) con(¡ene un 
n-odo. 

{'u C'jempln mlly 0-pedal (le n-mio (' ... d ¡],llllad!) TI-oda siInpll'. 
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Definición 46 Sean X un continuo y n un nlÍ1ncro Tlatural. Decim.o.s que 
X es un n-odo simple con vértice p E X, si X es un n·odo tal que: 

1. d corazón de X es el conjunto {p} y 

2. X - {p} posee ]1J.Slo n component,·s Cl , ... , Cn y, pam cada i E N, 
e, u {p} es 'Un arco. 

Definición 47 Sro.u n U1l nvmero Tluturol. Una n-celda e,'l un espacio homeo­
Tnorla a F'. 

Uno de los result.ados element.aks que relacionan las nociones ent.re n-odo 
.Y n.-celda) dk(' que si 11n f'ontinno X contient:' un n-odo, ent.onces el hipen~­
pneio C(X) cont.iene Hna n-c(·lda. A cont.illlladón probamos 1Ul fPSultado un 
poco más p,eneral. 

Teorema 48 Sz un contmuo Y contlf ne un n-odo, entonces el hiperespacio 
C(Y) conlzene una n-celda. Más aún, si K ''s un subeontimw de Y y T es 
un n-odo tal que T E B~(K) para alguna r > O, entonce,') es posible construzr 
una n-ce/da T en C(Y) tal que T ( Te B, (K). 

Demostración. Supongamos qlle Y contiene un n-odo T y que exist.en 
[ > O Y J( E C(Y) t.ales que T ( B;(K). Como T es un n-oda, exist.e 
B E C(T) tal que T - B tielle al menos "mmponcntes. Est.o implica 
que exist.en n conjnntos no vacíos y mutuamente separados El, B21 · •. 1 En 
t.ales que T - B = B, U B2 U ... L.; Bn (Teorema 39). Entonces para cada 
i = 1,2, ... , n, BU B, es Iln sllbcontinllo de T (Teorema 38), por lo que 
podemos t.omar Iln arco ordenado .x, : ¡ -, C(T) de B a Bu Bi. Definamos 
ahora una [,mción h : ¡n . -> C(T) como 

Entonces h es cont.inua (Teorema 20), h(O, O, ... ,O) = B Y 

h(l, 1, ... ,1) = B;j (Q R.) = T. (1.2) 

Afirmamos que 

1) h es inyect.iva. 
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P,u:\\'{-¡1' ..,tlP[llI~¡\mosql1('(t;,t! ..... t l) (r !.' .... r,,'sollc!(lS¡nm­
tr dlstilltt)'-. ('JI {"'. I':I:tnlHTS existl.! 1 E {1,2. ./' i '.1 q\l{~ t ¡. f', SlIl 'OIl­

g¡ '.IO"i. ~1I: !H'Ic!t'f :. (IH'mlidad. ql',e t < T,. ¡."ltPll( "., c<,mn .\, (' ..... HIl ;'lro 

Ol,I"IJado. !l's(I[ta <¡II{' A,(t,) S; A;lr,). Tom(I(lI", i ,\,(1,) >',(1.). Como 
H ( ,\,(1 . tl'Il(Ir:OS 'lllt' 'c f/ B. Si x" Al(tl' '\2,,1 _ ··u>. (tn), ,,"to,It'l'S 

",. 1.,1 l' J 1, 1,,1 <¡llt'.r e \(tJ. Luego x E B" 11~' "PIlIO J' r¡ 11, se t.i<'n" 'IUf' 

.1" U,. ,\1:(11',' 1'¡"Il. pOfunapart.e x E A,(r,1 1,(1,) ",íqup" E R.JR .. Por 
o! rit. x ~ /J. Y ('lltOl!l'('l-> J' E B j • E"to implica qllP I ( ni () BJ lo cual f' .. '-, ah­
:-.ndo ya {¡1ll" HI Y Dj ~Dll ajenos. 1- ntoll('es h, t ,1 2 _ . t J .¡. h\r¡, r.,!., .... rn ). 

y d'ií h ('~ ill~·(Tti\'n. 

Toml'·¡:r,...., dltorilllll pllnto (rl.T-.:- ... ,T,,) ( [" tal que. para ('aria i ~ 

:2 ..... IJ.I",<l1' 

El1toIU ('!,> 

ILtgaIllo;-¡ J 
' .. 1 > ('"1 

T· f ('," 1 / 
Lí ... aún 

e C~ h(rl, '2, .. ,1',,) ( li'.ir). 

ffiK,G) <; H(KT¡ + (T,C) < ~ = E. e ( 1.3) 

. J¡ ,,,:lx:',,11x .. '·lr" 11' Por 1). .f·1,1J >: [r"lj x .. · x 
t imc('tiva, y por (1.2), .1 (1. [. 1)~, r. Por Lmt.o, 

~r_" 1· X ... X [rn 1]) es una II-t'dda ['11 C(YJ que tiC'llP a T. 

(C {1.2. l' } ... 
A,(t,) e BuB,':l 

,\ (1,,) ::: T e N(E,1\). 

Por O~,'" p.,rl(. por (1.3) y e [",('ha de <[1/' (' e f:tl,t 2, ... ,t,). t('nemos 

1,' e ,V(E, e e N (E, f", t ..... 'n)) 
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y de e.st.a manera, f(tl, t2, ... ,tn ) E B,(K), cumpliéndose 2) .• 

El problema de si el inv~rso cid rcsult.ado ant.erior ~s ciert.o, est.uvo abiert.o 
durant.e muchos años ha.st.a que, en 1988 A. Illanes lo rpsolvió afirmativamente. 
Así} tenemos el siguiente tt..'Orema. 

Teorema 49 [18, Teorema 1.9/ El hiperespaclO C(X) de un continuo X 
contiene n-celdas s, y s¡;lo H' X contIene n-odos. 

1.7.4 Una Dendrita sin Arcos Libres. 

En el Capít.ulo 8, utilizaremos una dendrita D que conviene mencionar en 
este Dlomento. Pero antes} definammi lo que es un dendrita. 

Definición 50 Un continuo X es unicoherente, Sl pam cualesquiera dos 
subcontinuos A y B de X tales que A U B ,~ X, resulta que la intersección 
A n B e.' conexa. X es hereditariamente unicoherente si todos sus 
subcontinuos son unicoherentes. 

Definición 51 Un dendroide es un continuo hereditanamente unicohe­
rente y conexo por tray,'ctorias, Una dendrita es un dendroide localmente 
conexo. 

Definición 52 Un arco libre en un continuo X es un arco '" e X tal que 
el interior de Q en X es no vacio. 

En vista de que una curva ('errada simple no es unicoherente, tenemos 
que una dendrita no cont.iene curvas cerradas simples. Const.ruir dendritas 
es sencillo, bast.a por ejemplo tomar un arco o un t.riodo simple. Existen 
también dendritas sin arcos libres, A continuación veremos lma manera de 
constnlirlas. 

Consideremos, en el semi plano superior de IR2, el t.riodo simple 

DI = ([-1,1] x {O}) U ({O} x [0,1]) 

Es claro que D¡ est.á constit.uido por tres segment.os de recta, a saber 
[-1,0) x {O}, [0,1) x {O} y {O} x [0,1], como se muestra en la Figura 1.1. 
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• (0,1) 

· . 
(-1,0) (0,0) (1,0. 

Fj~lra 1.1: 

Por f'l plmto medio de cada lm(1 de est.os sj~gn]{'tlt.o~. f racemos un segmento 
p"rp,'ndimlar a ellos, A saber, t.ornemos a]), "'1110 PI continllo: 

:\otcmoti que D2 está constitui(lo por 9 sE'gm{'llt.os dI' n'et.a. como se mues­
tia en la Fip;llra 1.2. 

• (0,1) 

.J -- . - - • 
(-1,0) (0,0) 

Figma 1.2: 

Por el }lllutl) medio de cada lUlO de est.os spgr111 'llt.OS. t.rac{'rnos 1ln scgnlcnto 

,1(''1l1eño, pcrpmdü'lllar a ellos. La Figura 1 :3 !J]lI,~tr;' al continuo DOl: 

Cont.iIl1tando con estE' proce<limiento) (,btt'IH'IIlOS \lna Hlu:esión ('rCl~iente 
,D")<l de' dendrita.";. Para cada TI E N, la dl'ndriLt IJn alín posee arcos lihres) 

pero si d"fillimns: 

(1. 1) 
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• (0,1) 

. . 
• 

Figura 1.3: 

I"lltonecs f) es una dendrita que no contiene arcos libres ( ver [8, p. 490]). 
L,ta dendrita la ut.ilizaremos en la sección 8.3, para probar que la clase de 
ji)"; dendroides UD est.á e-determinada. 

1.8 Propiedad de Kelley. 

Si L'( 8.<> mi continuo entonce:-; el hipen'Spacio C(X) de .X no necesariamente 
'"' cont.rrul,le. Una propiedad topológica sobre X, que implica que C(X) sea 
eontrru"blc. ('s la prop,edad d" Ke/ley. 

Definición 53 Un contmuo X llene la propiedad de Kelley " para cada 
E > O, enste D= Ó(é) > O tal que paro todo a, b E X con d(a, b) < 6 Y para 
todo A E C(X) con a E A, existe un elemento B E C(X) tal que b E B Y 
H(A, B) < é. 

Una manera de ver que si X tiene la propiedad de Kelley, ent.onces C(X) 
es contraíble, es la siguiente: consid"remos una función de Whitney ¡.L : 
C(X) --> ílJ, oc) y, para cada (A, t) E C(X) x [0,00), definamos 

_ { U {K E C(X) : A e K y ¡.L(K) = t}, si ¡.L(A) ::; t, 
L~(A, t) -

A, si JL(A) 2': t. 
(1.5) 

En [1, Teorema 3.10], se pmeba que para cada (A,t) E C(X) X [0,00), 
L,,(A,t) E C(X). Por tant.o, L,,: C(X) X [0,00) --> C(X). Más aún, es fácil 
\'er que L,,(A,O) = A Y L~ (A,¡.L(X)) = X. Así que, para que L~ result.e 
ser UIla (':ontracr:ión, sólo falta verificar que es una fundón cont.inua. En 
[1. Corolario 3.4], se prueba qne cnan,lo X t.iene la propiedad de Kelley, la 
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IJJlelÓn LJ¡ Cf) ('(HItiI\\liL. De est.a manera, (',;,x J l'c-- 1 ol:t.raíbll' cuando X tiene 
"propiedad d .. lúlky. En [1, reorema :UJ . ". PI leha (,\le si A E C(X) 

"\ltonecs Lp(A, t) c: L,,(A,8) siempre que t < ., .1 I .' E l. 

La fllTlrlÓn L¡, S('f,Í, dI' gran llt.ilidad ell d (',tpíllllo R. 

1.9 Golpes en la frontera. 

"lérminamos C'St.e capítu10 men("ionando uno til' lo~ tc'Orema .. o.; importantes de 
la t.eorÍa de los continuos. Éste dice qlH' la." componentes de un conjunto 
U,gan ha.,ta su frontera. 

Teorema 54 (De Los Golpes en la Frontera) :27, Teorema. 5.úl Sean X 
,in continuo y E 'UTI. subronjunto propio y tlO 111lC¡'U de X. Si K es 'Una cnm­
J,anente de E entonces Clx(K) n FTx(E) i '1 

Gracias al trorema de los golpes en la frontera se puede probar, por 
(jemplo, que f:'xisfrn arcos ordl'nados en ¿x l'na (onsecu{'ncia del teorema 
,le los golpes en In frontera, e:i la existt:'nda dp sl1hcontinuos propios y no 
(legenerados en todo cont.inuo X (afirma<lólI liada "videntl) Más aún, si X 
m un continno y A Y B son snl,continuos de X t.ales que JI <; B, entonccs el 
teorema de los golpes en la front.era, gararlt.iza la existencia de un subcont.inllo 
e de X t.al que A S; e <; B (ver por ej"mplc, ,27, Corolario 5.5] y la parte 
:21) de [26, TL'Orcma U;j). 



Capítulo 2 

Continuos con Hiperespacio , 
Unico. 

2.1 Introducción. 

En el capít.ulo ant.erior, present.amos las nociones fundamentales para este 
trabajo. En la subsección 1.2.2, definimos el hiperespacio C(X) de los sub­
continuos de un continuo X. Como probaremos en el siguiente teorema, 
continuos homeomorfos poseen hiperespacios de subcontinuos homeomorfos. 

Teorema 55 Supongamos que X y Y son dos continuos homeomorfos. En­
tonces los hiperespacios C(X) y C(Y) son homeomorfos. 

Demostración. Sea f : X ---> Y un homeomorfismo. Por el Teorema 
29, la Ílmción inducida C(f) : C(X) -+ C(Y) es cont.inua. Si K es un sub­
cont.inuo de Y entonces f-l(K) es un subcont.inuo de X y C(f) (f-l(K)) = 
f (f-l(K)) = K, así que C(f) es suprayect,iva. Para ver que C(f) es inyec­
tiva, t.omemos dos subcont,inuos A y B de X tales que C(f)(A) = C(f)(B). 
Entonces f(A) = f(B), por lo que A = f-l(f(B)) = B y, con esto, C(f) 
es inyectiva. Tenemos entonces que C(f) es una flmción continua y biyec­
t.iva del compacto C(X) al espacio Hausdorff C(Y). Por tanto, C(f) es 1m 
homeomorfismo .• 

El recíproco del teorema anterior no es cierto. Para esto, haremos ver 
que C(I) es homeomorfo a C(SI), mostrando que ambos espacios son una 
2-celda. 

25 
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l'na mmU'fa dt' TIlpstrar que (:(1) es un:\ 2-t'I,lda Pe- la sig tiente: notelnos 

I'U' cada slIhcontinuo de 1 es d, la forma in.,I/]. '011 1) ~ a < b S 1. por lo 
¡I'" POd"IIlOS definir una funció', 1 : C(I; ~ IR' pOI 1([a., i.]) ~ «(l. b). Es 

llaro quP la función 1 así definida es inyeeliva. No '''' difícil probar que 1 I'S 

'mOl. funde'm cont.inua. Puesto qlle C(1) e; ('mopact.o y IR? (~ ... un espado de 
Hauoforff. 1 es un homeomorfislllO en su ima¡;!"1l, que denotaremos por F. 
'\atumlmcu'c, F {(a, b) E Iil!2 : ° :<; a :<; 1/ Se l} es 1m triángulo en :;:;2 1'011 

':('rtiecs mIos plmtos (O, O), (O, 1) Y (1,1). Por tanto, C(I) '" homeomorfo a 
Echo tf1,'mgu]o F, que por supuesto es una 2-cdda. 

Para \w ahora que C(S') es una 2-celda, notl'mos que cada sub continuo 
propio dl' Si PS un urco de cirf'trnferencia A. que pst.á cOJnplctamente de­
t""miu3llo por su longitud L(A' Y su punt.o m"dio meA). Sea D el disco 
.Icotadu pnr Si d['sc"rito t~n coordenadas polarp~. Si para rada subcontinllO 
propio A de SI, definimos Om(A I como el ,urglllo formado por el eje polar y 
l': s('~rrH'!lto dt~ recta que une al polo con d pUlIto m(A), entonces podemos 

uefinir una fundón g: C(Sl) _. D como q(A) (O,,,(A) , 1 .- ~1) si A'¡ S' 
y !lIS:) ,0.0)."'0 es difícil probar ql!<' la fuución g, ru-í definida, es U11 
!romeomnrfisTllo. Por tanto, C(.')1) es hOIlleOl11nrfo al disco D, que claro está 
1'5 una 2Tcld,t. Como consecuencia de est.o , lo~ pspados no homeomorfos 1 
~. SI th'Ilf'n hipcr~parios de subcontinuoH horrH~omorfos. 

Ex.i"tl'n, :-in emhargo, familias de continuos ('llyO:-- elem('utos satisfacen el 
n"ípro, il del teorrma anterior. Este tipo de f"mili,es son de inter"s en este 
trabaju. A~irui8nlo. ('stamos interesados ('I! la !lef.erJTllnación de continuos X 
con hJ1f ii ,"'POCIO úr,lco, t'sto es, con la propiedad de que si Y ('S un continuo 
t,,) quP C'(X) l'S homeornorfo a C(Y), entom'''' X es homwmorfo a Y. 

2.1.1 Continuos e-determinados. 

Como II1cnrionamo!-> en la se( ción anterinr. PXiSt,(,Il familias de continuos 
cuyos chmentos ('umpll'!l el recíproco dd T'mema 55. Dichos continuos 
"C' dicl'n qUE' est.án C'-dderminrzdos. 11ás pn-'l'i:-ií1I11cute, tenemos la siguient.e 
dcfinkit"lTl. 

Definición J6 LtJ.~ miembros de una da,", ¡Ú: ('ontú¡uos A (stán C-deteT111i­
nados," enria VI' que demo, das elen/('n!lh X, Y E A (ales que C(X) es 
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homeomorfo a C(Y), sucede que X es homeomorfo aY. 

La noción <le cont.inuos C-det.erminados, fue int.roducida en 1978 por Sam 
13. :.Iadler, JI'. luego de que en [26, Teorema 0.60J, hizo ver que los cont.i­
nuos heredit.ariament.e indescomponibles est.án C-det.erminados. En [9, Teo­
rema 9.1], R. Duda probó que las gráficas finit.as que son diferent.es del arco 
y la C\lfva ccrrada simple, est.án C-det.erminadas. Est.e result.ado se men­
ciona t.ambién en [26, Teorema 0.59J. Post.eriorment.e, en [26, Pregunt.a 0.62J, 
N adler realiza la siguient.es pregunt.as: 

Preguntas: ¿Qué ot.ras clases de cont.inuos, aparte de las mencionados 
en (0.59) y (0.60), est.án e-det.erminadas?, ¿es cierto que la clase de los 
cont.inuos encadenables est.á C-det.erminada?, ¿es ciert.o que la clase de los 
continuos circularmente encadenables est.á e-determinada?, ¿y la clase de los 
abanicos? 

Al respecto, en 1979, Carl Eberhart, Jr. y Sam B. Nadler, Jr. probaron 
que los abanicos suaves están C-determinados (ver [12, Corolario 3.3]). En 
1997, Sergio !llacÍas probó que los continuos indescomponibles t.ales que t.odos 
sus subcont.inuos propios y no degenerados son arcos, est.án C-determinados 
(ver [24, TeOlema 3]). En ese mismo año, Alejandro Illanes probó que los 
continuos encadenables no están C-determinados (ver [21, Teorema 2]), res­
pondiendo así en negativo a la se",mda pre",mta de Nadler. En [22J, Alejan­
dro lIIanes probó que los abanicos no están C-determinados, respondiendo 
así en negativo a la cuart.a pre",mta de NacIler. El problema de si los con­
tinuos cirmlarmente encadenables est.án C-determinados, permanece aún sin 
respuesta. 

En restlmen, las clases de cont.imlos q\le se conocen est.án e-determinadas, 
son las sig,uieutes: 

1. Gráficas finitias diferentes del arco y la curva cerrada simple. 

2. Cont.inuos hereditariamente indescomponibles. 

3. Abani,'os suaves. 

4. Cont.inuos indescomponibles tal"" que todos sus subcontinuos propios 
y no degenerados son arcos. 
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Cno de los prop{)sitos de est¡~ trabajo ¡'C-¡ .d'li ~~tlr ia. Esta ant.erior. Al res­
¡ledo, veH'TUOS ql1P las sigllient( s clases dp t'ont Ilill()f- están C-determinadél.": 

5. Compad.acioTlp., m{,tricas ,lel espacio 'O. '" ) "OIl n",id'lO no degenerado 
(Teorema liS). 

6. Aquellos que se pueden e.-.;cribir comn dos ('ompadaciones métricas de 
semirayos ajenos, ambas ,'On el mismo r('siduo (Teon,ma 126). 

7. Compact.aciones métrica;; de la recta rPal mn r{'sidllo no degenerado 
(Tmremas 134 y 154). 

2.1.2 Continuos con Hiperespacio Único. 

Una esppde de gPTleralización a la noción d" (.);."", C-detl'rminadas de con­
tinuos se da ('n la t-;igtticnte definición. 

Definición 57 Decimos que 1m continuo X tUTtI: hiperespacio único, si 
r;ada vez que Y s,a un contmur, tal que C(Xl " ho",eom01fo a C(Y), rebUlta 
que X es homeomorfo a Y. 

Como ya mencionarnos anteriormente', el ohjltivo principal del present.e 
t.rabajo, es el de In dctt'rmina( ión de cont.IOUO:-' ('1m hipen'!ipacio único. Na­
t.llralment.c los primero:-. rontiIlllos por aJlalizar. SOIl los hE'reditariamentc in­
descomponibles y las gráficas finitas dif"renlc's dp Ull arco y de ul1a curva 
ccrrrada simple (pues como vimos en la S" :ción 2.1, el arco y la curva cerrada 
simplí' no tiC'nen lúpen'Spacio único). En la .. ..; ~igllientes secciones, veremos 
que dichos cont.inuos timen hiperespacio ÚniCII. 

2.2 Hereditariamente Indescomponibles. 

2.2.1 La Estructura de C(X) cuando X es Indescom-
ponible. 

La sección (I.C) del lihro de ',Jadler ([2fij), lkm por tít.ulo el mismo que le 
hemos dado a (',Sta sl1h:{ecdón Por consigllif'Ilt.e, ntencionaremos sin prueba 
los rcsalt.ados a utilizar en la siguiente subspccióll, remitiendo al lector al 
libro d(' Nadler para las demost.raciones de los mismos. 
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Teorema 58 [26, Teorema l.Sl} Un continuo X es indescomponible Sl y 
sólo 81 e(X) - {X} no es conexo por trayectorias. 

Rer.ordemos que para cualquier r.ontinuo X, el hiperespacio e(X) es 
conexo por t.raycr.t.orias. Por tant.o, si A, B E e(X) ent.onces exist.e una 
t.rayect.oria a : 1 ---> C(X) de A a B en C(X). Bien podrían existir ot.ras 
t.rayer.t.orias de A a B en C(X), o bien, a podría ser la única t.rayect.oria 
de A a B en C(X). Cuando est.o último sucede, X resulta ser hereditaria­
ment.e indescomponible. Más aún, esta propiedad de hiperespacio caract.eriza 
a los cont.inuos hereditariamente indescomponibles, como se menciona en el 
siguient.e t.eorema. 

Teorema 59 [26, Teorema l.6l} Un continuo X es hereditariamente indes­
componible si y sólo si C(X) es únicamente conexo por arcos, es decir, si 
dados A, BE C(X) con A f B existe sólamente un arco a uniendo a A y B 
en C(X). 

Podemos decir aún más. A saber, si X es heredit.ariament.e indescom­
ponible, A, B E C(X) con A f B y a es un arco que une a A y a B en C(X) 
ent.onces a es 1m arco ordenado en el caso en que A e B o B e A, o bien a 
es la lmión de dos arcos ordenados al Y 0'2, en donde al va de A a U al Y 
a2 va de B a U 0'2, cuando A C1 B Y B C1 A. Lo anterior lo emmciamos en el 
siguient.e t.eorema. 

Teorema 60 [26, Corolario l.62} Sea X un continuo hereditariamente in­
descomponible. Si a es un arco en e(X), entonces 

1. a es un arco ordenado en C (X), o bien 

2. '" = al U "'2, en donde "'1 y "'2 son arcos ordenados en e(X) tales que 
"'1 n 0'2 = U"'· 

El result.ado que a cont.inuación presentamos, es la clave para la prueba de 
que los cont.inuos hercditariamente indescomponibles están e-determinados. 
Dir.ho t.eorema dice que para est.os continuos X, los plmtos de corte de un 
arco en C(X), son just.o los subcont.inuos no degenerados de X. 

Teorema 61 Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. En­
tonces un subcontinuo A de X es un punto de corte de un arco en e(X) St 

y sólo st A <le Fl(X). 
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Demostración. \ ;..) Snpollt=' ,'1.11108 que .\ Il!l 'ontim :1 hereditl:ria-
n llte indc:'-,lompOllil)l!' y que A es Hn s1I1H'lflt IJI!!' ,le X. Supongamos 
,,',('más, <¡II<' ,xist" IIll:trm A m ("(X) tal q111'.1 ,., 1111 punto lle t'Orll' d(' A. 
P '1' r1 Tl'OlI'lllil GO. A ¡'-) 1111 ruTO lnlenado 1'11 (', \ I () A = ( . u 02. donde 

(l y e, '01' arcos ordmados en l?(X) eon "1 '1 "l UA. Si A c: F¡(X) 
(" tnn(T'!'> A (:..UTl extrnno de cnalC¡llil'[ arco {1,d,'llado qne lo h'nga. Sen. ('nal 

Sr ,t la fonlla (le A (U11 a[('o ordCllado O la lI11i¡\11 d(' dos arras ordenados), 
o It€'nt'nlOS que /1 C''i lln extremo de A. De ('sta (,(lIltmdiedón se deriva que 

I ,! F¡(X). 

I.~) \"",, prnhm 1;1 sl'¡;unda part.e del kC>!TllIa. "¡pong.unos <¡ue A rt 
X). \Io,tr,trI'lrulS 'I're ,'xiste UIl arco A en (':.\') tal que A es un punID de 

( 11 te d(' A. Si Ji IX. ('uf,(Jilc('s fi lemos 1m 111111t n I1 E ¡\ Y t.OITlPmos dos arcos 

( \L\'oado"i f1~.(l2 : 1 ~ ('IX)) O; de {a} H .1 y ilo! (\'1 A a .Y. Definnrnos 
. \ ",(I);~ o.,(J~. Entonces A es un an" ('H ('(X' y, co'no A 110 es un 
1 ,lllto C"xtf(>tl10 de A, fC"'..<';1l1ta que A (~s un plll!h) 1 !!' ('O[ te d(" A. 

Sl1pnn~HlllOS ahora que' A = ). . 'T'omem{)~ (J y 11 en diferentes romposuntes 
, X Y an·o.' ord"lladi's 0;,0<2: j -, C(X). "1 (It- (u) a X y 02 de lb} a X. 
"'O;"", !a fllllCi'<n n : l -; C(A) clefinida por" ¡ t) - Ol(~t) si 0:,,= t ::: ~ y 
(1) 0,(2 21) ,i ! :"= t:o; 1, e, una tray,·¡t"nd d" la} a ji,} ¡on C:(X) t.al 
'.t' X ( (1 (n. IkllidrJ a qlle a y l se enc:uent ral! ! '11 difl rentes \ oIllposantcs de 

\ ""Td,', por l'l Tmr('llIa 13, qw' o<¡(I)no l ( {I (XI. Por tanto, A = n(l) 
, un nn 0\ '1 CeX J y, ("01110 A nI) es un Plllll'(1 .,,,tren o de A, resulta <}ue A 
. "" J"lT'!" ¡ji' I'ort(' de A. Esto conduye \;¡ l'rll, ,ha elel teOIl'ma .• 

Teorema 62 .' H¡, ']'( :¡ren'a 0.6(:,1 La clase di 'o' i f}nf,nvo~ ¡lerEddonamente 
, dr. ... C'lUlfl(Ji11h!t,~ f· lit,; e -determmada. 

D('mo:;tración. SeaIl X y )' dos contiU\IOS ltl'redit.arimnentc inues('om­

í'onihk, lah:s 'lU" (,'lX) y C()) son hOJ(w"m"[ foso Supr,ngamos que h : 
('(Y) ~ C(X) ('1-\ nI! hOJlleomorfisrno. Afillllaru'ls que 

1) h (F,(}')) ,F (X). 

P"ra \'('!' 1). lon"rnos un pl1flto y E Y \ ,c;,¡ = h({y}). Si A rt F,(X) 
, "Ionn", por d 'n'nI"ma 61, ,,,ist.e un ar'(, .el "11 C(X) tal que A es un 
J>1mt.o de "ortl' dl' A. Ll1ego, l' = h-¡(A; ['S "" ;lf'" ('n C(Y) tal <¡ue {y} 
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es un punt.o oc cort.e de 8. Por t.ant.o, {y} rt F,(Y), según el Teorema 6l. 
Puest.o qne c.sto es un absnrdo, A E F,(X). De est.a manera, h(F,(Y)) e 
F, (X). Análogament.e se prueba que F,(X) e h (F, (Y)). Est.o muest.ra 1) y, 
como consemcllcia de est.o, F,(Y) es homeomorfo a F,(X). Por t.ant.o, Y es 
homeomorfo a X .• 

Teorema 63 Los continuos hereditariamente indescomponibles tienen hiperes­
pacía úm.co. 

Demostración. Supongamos que X es un cont.inuo heredit.ariament.e 
indescomponiblc y que Y es un continuo t.al que C(X) y C(Y) son horneo­
morfos. Por el Teorema 59, C(X) es únicamente conexo por arcos. Así que 
C(Y) es t.runbié'n ,ínicamente conexo por arcos. Entonces, aplicando nueva­
ment.e el Teorema 59, resulta que Y es hereditariamente indescomponible. 
Luego, por el Teorema 62, sucede que Y es homeomorfo a X .• 

2.3 Gráficas Finitas. 

Definición 64 Una gráfica finita es UTl continuo que se puede escribir 
como la amón de una cantzdad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de 
rllos, SOTl dz..sjuntos o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos extremos. 

En el ru'lÍculo [91, R. Duda probó el siguiente teorema. 

Teorema 65 (9, Teorema 9.1 J La clase de las gráficas finitas diferentes del 
arco y la CUT'ua cerro da SImple está e -determinada. 

En est.a sección probaremos que las gráficas finitas tienen hiperespacio 
lÍnico. Para. ('sto, ut.ilizaremos los resultados que se enuncian, sin prueba, en 
el siguiente lema. 

Lema 66 Supongamos que X es un continno. Entonces 

1. C(X) es localmentc conexo si y sólo si X es localmente conexo, 

2. la dimensIón de un continuo localmente conexo C(X) es finita si y sólo 
si X es una gT'áfica finita. 

3. C(X) es un continuo localmente conexo y de dimens,ón finita si y sólo 
si X es u n a gráfica finita. 
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A modo de n.fl'[('ncliL, la a "irrnaclUIl 1 ti,,' lc'] la ant(·rior, sp debe a 
\; 1t't.or~s y \Vnz{'\Yski y ~t! en('l1 mtra en [~1 i, '[ 1', ·rt'l a l.D:!:, 2. ~p d('h(' él. 

!\C'llf'y Y aparece ('TI [26, Tcorem.\ 1.109]. f.1Jlalll!\'lltt' 3. es IlOa consecuencia. 
lIIn~diata de l. y 2. 

Teorema 67 La.'i grrificus finit,LS que no .-,U1l '.Ir (!'t Iti cun"(LS ct:mldos slm­

_Off s, tienen h¡P(TC.,,-pucio único. 

Demostración. SUJlongamos que X (>~ lI11,l grHl ica finita que' no es un 
.lrro ni una curva ccrrada simple. Sea Y 111' nlltl illlI" tal qIle C(X) y C(Y) 
...,on homcornorfos. Como X e- localment!' 1'()IWXO. re."llIlt,j por la parte 1. 
del Lpma 66, que C(X) ('S loca!m<'llte conno. ¡lItOl,ces C(Y) es loralmputr 
(anexo. Ahora bien, mIllo X c., nna gráfica fÚIII a. l,or la parte 2. del Lema 
¡¡5, C(X) tiene dimpnsión finita. Entone", ('1}' I tielle dimensión finita. Por 
tanto, aplicando la partr 3. del Lema 66, [('sIIlta 'ItU Y es \lna gráfica finita, 

Si Y <,s 1m arco o una curva cerrada :-;ill1pl~' CJltonces, COTIla ya hemos 
visto, C(Y) es una ~-celda. LlIego, C(XJ '''' "",1 2·_,elda. Esto implica quc 
X es una ¡;ráfica finita que no contienel·,,,I,,>_ pilI'S de lo contrario. C(X) 
contendría 3-cf'lda •. '-i lo cllal es imposible (VC] TI'oreJlla 49). Lllq!;O, )( e~ un 
intenllIo o una curva c('rrada simple, y e~"tl\ f'f, ,li)'-,llJdo. Pnr consigl1icnt.t', Y 
tiPllC que S('f lma gráfica finita diferente dI' llTl ,lreo y oc llna curva cerrada 
t--imple. Ent.oncCí, por el Teorema 65, Y 1';': hOllll'nm')rfo a .1'( .• 

Como ya vimoH, el arra y l., cnrva cer",da Simple comparten su hiperes­
pacio de subcontinuos. Como consecuellVla dI'! :-.igltil'nte teorema, si X es 
un ¡::tITO y Y lillr\ ('tlTVa cerrada simple, t'Ilt.()W·\':-; Y e.. el ¡'truco continuo no 
homeomorfo a X tal qllc los h'perespaci",; ('(,\) Y t7(Y) mn homeomorfos. 

Teorema 68 Sea X UlI arco. Si Y es U1I mnt/l'uo fal que C(X) y C(Y) son 
homcDmorfos, t..ntonce ... Y es 1.n arco o llrw ruf'l'(] (~rrada. simple. 

Demostración. S""n X ltll arco y )' 'lI' l" ,,,tiIIUO ta! que los hip('f~spa­
cios C(X) y C(Y) Hon homeomorfos. C011l<l ,\, t" 'IIl;' ¡;ráfica finit.a, por el 
Teorema G6, C(X) es localmente conexo \' tj,- d,m"n,ión finita. Por t,nnto, 
C(Y) es localmente conexO y de dimen","" fll <11 a Entonces, aplicando de 
lllleyO el Teorema 66, Y es mta g;ráfica fUIlt.a. Si Y es diferente del arm y 
lü run:a ('PITada sinlplc entonf es, por el T(1)r\'lllil 67, .X" e'¡ homeomorfo a Y. 
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Ent.onecs, ('11 particular, .X" no es un arco, lo cual es absurdo. Por t.ant.o, Y 
ffi uu areo o una curva rrrrada simple .• 

De manera similar se prueba el signient.e teorema. 

Teorema 69 Sea X una curoa cenudo sImple. Si Y es un continuo tal que 
C(X) y C(Y) son homeomorfos, elltoll('es Y /'s un aTeO o una curva cerrada 
simple. 

Así pues, si X es una n¡rva cerrada simple y Y 1m arco, ent.onces Y es el 
único continuo no homeomorfo a X, t.al que los b.iperespacios C(X) y C(Y) 
son homeomorfos. 



Capítulo 3 

2-celdas y Triodos. 

3.1 La Orilla de una 2-celda. 

Definición 70 Una 2-celda en un espacio topol6gico X, es un subconjunto 
de X homeomorfo al cuadmdo 1 x l. Si D es una 2-celda en X y si h : 
1 x 1 -> D es un homeomoTfismo entonces el conjunto 

o(D) = {y E D : y = h(x) pam alguna x E FTfil.2(I X In 
= h (FTR,(I x 1)) 

se define como la orilla de D. 

Not.emos que o(D) es 1m subconjunto cerrado de X. En est.a sección, 
probaremos que si D es una 2-celda en X y T un arco en X tal que T n 
o(D) = 0, entonces T n D no separa a D. Ant.es mencionaremos una serie 
de result.ados, la mayoría de ellos probados en [17J, como en cada caso la 
referencia lo indica. 

Definición 71 Una función continua f : X -> Y es inesencial si es ho­
motópica a una constante. Si f no es mesencial entonces se dice que f es 
esencial. 

Lema 72 [17, Teorema Vl.I3, p.IOO} Un subconjunto compacto e de IRn 

desconecta a IRn si y sólo si existe una función esencial de e a sn-l. 

35 
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Lt'IUa 73 ¡17. TU)!l TrIO Vl.4, p.S,:} Un e,r;po.( tri X fu /1, dime. 'I'lón .. .:, 11 0,' Y 
. .,( '" ,O,/ pai/J ("(.'I[r.' ,.,j:lrr:n¡'r,mfo CETTrrdo e de ~\ ,1. (I¡¡/V J nczón I'Ont"J¡/() J d" 
e /1' h'n. (J i,,,ff! un/! crfl'l1Slón de faX . 

L.'ma 74 ,",11. T, 011 mn 6.1, p.22.íJ Toda furu ,'IiTl f'ont¡'lUa di un orco !\- en 
S e.<; 1ne.·,f'Jlr:ol. 

1t~orema 75 .. <"u/)()ilgO/nos que D es una 2-cddlJ 1'11 un espaci'J topOJO!]lCIJ X. 
S T ''s un (Jno n' X lal que T r o( D) = 0, ,nlo"('f:,, T n D no s<'pura pOT 

t"J,/IrloT,o, a !J, 

Demostración. Supongamo' que T n lJ "'para por trayect,orins a D, 
( IJmO J) (.., una 2-('dlla ('11 X, exist.e un hmrwOIllOrfl:imO h : 1 x 1 _o. D. 
J ,,1(1]""''> ,,1 '''''junto J,' = h-1 (7 n D) sepma por trayedorias a I X 1, Ya 
( lit"' 1 x J es locaIIllt'nt¡· conexo por t.rayect.nria.'i. psto :-,ignifica que l°,,: separa 

[ )( le) G. TI 'OH fila J-1G]), Má, alÍn, afirmilIll'" '1u, 

En ('[¡-do, ("onl() E Repara a 1 x 1 y es llJl s111wonjllnt,Q rl~rrado de J x J, 
, xistl 'n dI h sl¡hcOllJlmtos ubierto~, ajenos y Jln \,1' "íos l y V {:(' 1 x J t alcs que 
1 x f) - le' - r"~ F, Como Tn,,(D) = 0, "lml"'1111 Eno1lxI) " 0, Por 

',mIo, <JI! x f) es '111 ollbcontinuo de IR' mlltmulo PI< (I X 1) - E" U U \" 
\.,í q\l{~. ,~:Il JH rdcl" gl'nl!ralidad, podemos l-ollP{)W'¡ qw 0(1 x 1) e U, Luego, 

,< 1 " I)' 1', 2i Afirmnmos allOra que 

1.1) \' 1', abierlo en IR.>, 

I'ar'" \t r htO, tnml'ffiOS 1m "bierto V, <'11 IF" la) 'lUO V ""1 (I X I) -c l/, 
:Xotl mo, t¡11d' o V '1 (I X I) = (V, n 1 nt~, (I > f)) 1 (Vi n o{I X I)), Como 
0(1 x J)r'l' , 0, t.cnl'rnmqllclo(I x1)nl', oc.' Lu,rgo, V = VI 'l(Ix J) ~ 
1 í ¡ 1 nI:, (1" I) E,to prneba 1.1), Afirmimu" '1"1 

1.2) (:0:' - (I X 1)) I J V es abil'rt" "11 IR" 

Conw E (';-5 CI rrado l'n 1 X r y, adpmús" U " I) - E = U U V, trnerrlOS 

por el TI ilH'lI:a :~s, qlle E U V es ('crradc) I'll 1 >( J ",' por {';uÜ.o tambi{'n en 
:~ l. 1\ oh 'TIlOS q 1H' 

Euv o (1 X 1) r- (m:' Ir) 



3.1 LA ORILLA DE UNA 2-CELDA. 37 

En efect.o, si :¡; E E U V entonces "" daro que x E J x J, Y romo (E U 
V) n U = 0, .[ rt u. Luego, x E (1 x I) n (]R2 - U) y, de esta manera, 
EUVc (1 x I) n(iR2 - U). Tomemos ahora un punt,o x E (1 x 1) n(iR2 - U) Y 

supongamos, para efectos d,' la prueba, que x rt E. Entonces x E (Jxl)-E = 
U U V y, como x rt U, tenemos que x E V. Por tanto, x E E U V, Y así 
(1 x 1) n (iR2 - U) e E U V. Luego, E U V = (1 X 1) n (iR2 - U). Ahora bien 

iR2 - [(]R2 - (1 X I)) U U] = (iR2 n (I x 1)) n (iR2 - U) 

(1 x 1) n (iR2 
- U) 

= EUV 

y como E U V es cerrado en iR2, concluimos que (iR2 - (1 X 1)) U U es abierto 
en 111.2. 

Es claro que (]R2 - (1 X I)) U U y V son dos subconjunt.os ajenos y no 
vacíos de R'. ~lás alm, como E e J x J, resulta que 

]R2 - E = (]R2 - (1 X I}) U ((1 x I) - E) 

= (]R2 - (1 X I}) U (U U V) 

= [(]R2 - (I X 1)) U U] U V 

así que E desconecta a iR2 . Esto prueba 1). 

Puesto que E es compacto existe, por el Lema 72, una función esencial 
f : E -> SI. Definamos lma funciÓn 9 : T n D -> SI como g(x) = f(h- l (x)) 
para x E T n D. Es claro que 9 es una función continua, Como f es esencial 
y h¡inv : T n D -> E es un homeomorfismo, 9 = f o h¡inv es una función 
esencial. 

Ahora bien, T tiene dimensión 1, T n D es un subconjunto cerrado de 
T y 9 : T n D -> SI es una función continua. Entonces, por el Lema 73, 
existe una extensión G de 9 a T. De acuerdo con el Lema 74, la función 
G : T -> SI es inesencial. Por tanto, la rest.ricción de G a T n D (es decir g) 
es una función inesencial. Esto es lilla contradicción, así que T n D no separa 
por trayectorias a D .• 
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SllpOJlgalllos qm; J) e..., Hna 2- celda en 1lI1 (>:-'1 ),j( io 1 'lpológ:f'o X. Si l' c.'l nn 
: JlInto en X loll <J\1(' /' i o(D), ('nttlllCeti {fJf ( ..') JlO iepara por tnty<,doriR"'i 

,l D. pllPsto que' 1IU snbespad(, de ditnellsu:'ll 11 de UIla 2-celda, 110 IH1pd<"\ 
..;t-pararla ([17. Tt'ort'rna IVA}). Por tanto, 1'1 t¡'on~llia ant,cTior ~i11.11e sieudo 
:"irrto si pl'dünos que T sr.a un ~ingular (o HI'a 1111 ('onjunt.o de un sólo punto) 
() 1\n areo en X tlll <¡"e T n o(D) 0- 0. 

3.2 La Semifrontera de un Continuo. 

En psta sccci6n, c'stamos interesados en IO{'I\UzH¡ Hua 2-celda V en el hipere:-l­
[lado C(X) de 1\11 ront.inllo X, tal que V ti"IIt, nI! sillglllar de X q1\e no está 
('n l~~ orilla ue V. Para tal efecto, la noci611 el(' ;;emifrontera de uu cont.inuo 
,erá de gran "tilidad. 

Definición 76 Sea1l X un c"n/muo y A " (.'(X) -- {X}. Entonces la 
semifronte1YL de A be define, 'omo 

813(A) {Ji E C(A): e,iste unaJll1!n¡ju conl.inua n: 1 --> C(X) 

f,ú que ,,(0) = By a(t) A'1 ej pura toda t > O}. 

La nuei<lll de ,cmifrontera, fue introd1!cida "11 1D'n por A. IlIaues m !1!J], 
y utilizada para obt.ener caraC'l,erizacioll<'S dp} Intervalo, l.iS curvas ('('rradas 
:-.imples, la cone..'\idad lo('al y la a.triodicidad de JI 1:-; CflOt.innos. A ('oI1tiJlua( ión, 
rnendomunos 1111a ~crie de re-nlt.ados b(í...,i("()~ "nbr'.3 la spmifro!lter.t de un 
(~ontimlO. 

Lema 77 {19, l'OTP.mas 1.2 y l.:!} Sean X U/I ;lInfmuo y A E C(X),- {X}. 
Entona'" 

(a) 813(A) = {B E C(A): ,xiste un OTro onltnado,,: 1 -+ C(X) tal que 
,,(0) = B iI o(t) - A", l' para todo t > Ilf. 

(b) si 13 ( 8B(A) IJ JI e D :: A, enton,." 1) f- SB(A), 

(e) A E 88(J1), 

(d) 8B(A) e" I1n sub,onjunlo conexo Jill/' ftu'/'r't"rias de C(A), 
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(e) -". (B .. )" es una sucesión en e(A) tal que B .. ..... B Y para cada n E N, 
B .. E SB(A) y Bn n B i 0, entDnces B E SB(A). 

En las siguientes dos teoremas, mencianamas farmas de detect.ar ele­
ment.os en la sClllifront.era de un snbront.inuo propio de 1m cont.inuo dado. 
En el primero de ellas, dada un sub continua propia K de un cantinua X, 
mastrarnos que si A es .m subcant.inua de X que toca a K y al complementa 
de K, ent.onces las companentes de A n K est.án en la semifrontera de K. En 
el seguudo, most.ramas que para que un subcantinua E de K pertenezca a la 
semifrontera de K, es suficiente can q"e E se pueda aproximar par subcan­
tinuas de X, que cantengan a E e intersect.en al camplemento de K. Est.e 
result.ado es en realidad una ligera variante del Lema 77(e). 

Teorema 78 Sean X un continuo y K E e(X) - {X}. Supongamos que 
A es un subcontinuo de X tal que A n K i 0 y A - K i 0. Si B es una 
componente de A n K entonces BE SB(K). 

Demostración. Sea o : 1 ..... e(X) 'ID arco ordenada de B a A en e(X). 
Entonces 0(0) = B y, como B es una componente de A n K y B <;; <>(t) e A 
para cada t E (0,1], resulta que o(t) - K i 0 para cada t > O. Esto pmeba 
que B E SB(K). I 

Teorema 79 Sean X un continuo y K E e(X) - {X}. Supongamos que 
E E e( K) y que para cada E > O, existe un subcontinuo L de X tal que 
E eL, L - K i 0 y H(L, E) < E. Entonces E E SB(K). 

Demostración. Par hipótesis, para cada 11. E N, existe un subcontinua 
Ln de X t.al que E e Ln, Ln - K i 0 y H(Ln,E) < ~. Not.emos que 
E e L" n K para cada natural n. Sea en la componente de Ln n K que 
cant.iene a E. Por el teorema anteriar, cada en E SB(K). Además, en ..... E 
y ennE i 0 para cada n E N. Por tant.o, par el Lema 77(e) , E E SB(K). I 

En el siguiente result.ado, vemas que cada elemento en la semifront.era de 
U11 eonjnnto, contíene un elemento mínimal, con respecto a la inclusión, que 
t.ambién está en la semifrantera del canjunt.o. 

Lema 80 /19, Teorema 1.4J Sean X un cnntinuo y A E e(X) - {X}. Si 
BE SB(A) entonces existe un elemento. minimal (con respecto a la inclusión) 
e E SB(A) tal 'lILe e e B. 
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RI'cordt'1ll0s qlW lU1 n-l/do en 1m contimlll S', !':'lllll elenH'llto IJ (- C(X) 
1"'a 1'1 ('11,11 (X; . .,tC' llTi "llbcont.im:l) .ti de B t ;11 qlll' IJ - .1 tj.·nc all1lPllOS n 

( IIllpOI1('nt('~, Re( flnlt'mo~ t.arnblén que UIl {'ont lIlllO X es atnó(hcn. si no 
( IIltiPIlC a-odo;.; (t.;llnbién llamadlls triodos) , 

Si A l'S 1lll snhl'ontinllo propi,> de X ent{lnt'('s de.'nqtaremos por m(A) al 
,¡mjunto ,ll' los el('ll1('ntos minirnales en S/i(A). EII [19, Teorema 4.21 se 
, IlH'ha (pI". (liando Illl cont.inuo X contieIH' 1ln /! -od( 1, ('8 posible eucont.rar 
1 l. sl1b('()fltill1l0 propio de X COII al menos 1! l'lt'lIlC'ntos minimales distintos 
, JI su f,l'IlIifrolltcra, .\. cont.inuaclón most.ran'rnos I1n I esllltado un poco nlús 

I llC'ral. 

feorema 81 Supnngl1mn<; que){ fS un confiTIllO y q'lie U e,'l un subrol1junto 
"IluTtn ,I! X. SI II contiene n-odos entona, ... f'Iude 'Ufl, subcontinuo propw E 
!r X) tl'! rjW' E ( L' !J m(E) tú ne al menos n f [,;mf ntos. 

Demostración. Supongamels qlle existe 1111 n-oun B en X t.al que B e U. 
j.·:IJom O

(,!-\ C'xif.tp /\ E C(B) tal que B - Ji hP1H' al menOf: n componentes 
[)" !J.!, . . , D.,. Aplicando los T,wemas 5,1 v :\8, tenernos ctHe Clx(D.)nA i 
:. y D" A C(X) para cada i = 1,2,. . n Fijando un punt.o el1 ca<la 
I \mjlillt( I nI y ¡Iplú'amio la. regularidad de}(. (,~ }H )~ihl(~ encontrar UD conjunto 
,Ihie·rt.o \. ,le X tal que A e V e Clx(\i) e l· y }Ji -- Clx(V) I ~; para 
I .,ela , 1. 2 ..... 1/. Sea E la ,·omponent" de ('Ix ( V) t.al que A e E. Es 
daro '1'1(' E ( U y mmo D, - (:lx(V) i 0, E I'S 1111 subl'"nt.inuo propio de 
X, Afinll¿lIllOs que: 

1) pHI a (·"da i = 1,2, .. ,11, En D, 1 ,1 

Para \'Pf t st.o. ~('a l. t- {1, 2, .. , n} y tOllli'IIiI)S UJ', arco ordenado n : 1 -l> 

C'i.\') d, A ,1 11 .~ D,. Como el c:onjunto 11 {L E C(X) : L e V} es 
,,'·,i,'rto '11 C:X) y /1 E U, exiite 6 > O tal '1'W 8,(A) e U. Apli,,:mdo 1" 
continuid:,,] de (l, Lxist.e t: > O I al 'lile si IJ < 1, é, elitonce, H (a (t), (l (O)) = 

}{ (",(1).,1) -: Í'. Pm tanto, j) ~ ,,(f, 1>- 1111 sul'continuo d" X tnl qlle 
.4 s: D ( H,(A\. de' donde De V. Debiel" a '111(' E es la componf'l1t.e de 
CI.y(V) 'lIle contien" a A y [) e Clx (\·), 1"'WIIlOc que D e E. Por ot.ra 
parh', !; c- l"t (~) e AL Dt. D, o e;ta manna_ ti flllando un punto d E [) - A, 
""mita 1[11(' " :: J) ~ Di. Luego. d E En n, \ ¡.,¡. E.. n D, ,1 0. 
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2) para C'.ada i = 1,2, ... In, existe un element.o F'¡ E SB(E) t.al que 
F; e Clx{D,). 

En efect.o, sean i E {1, 2, ... , n.} y Fi una component.e de el x (D;) () E. 
Clarament .• F; e Clx{D;). Ahora bien, mmo E e Clx(V) y D; -Clx(V) i 
0, t.enemos que Clx{D.) es 1m subcont.inuo de X t.al que Clx{D;) - E i 
0. Además, debido 1\ <[ue Clx{D;) n A i 0 y a que A e E, sl\(:edc que 
Clx{D;) n E i 0. Ent.onces. por el Teorema 78, F; E SB{E). Esto prueba 
2). 

Tomemos ahora, para cada i = 1,2, ... 1 n, lUl element.o mínimal E¡ E 
SB{E) t.al que E; e F; (ver Lema 80). Afirmamos que: 

3) para "ada i = [,2, ... , n, E. n D; i 0. 

Para "er est.o, sea i E {I, 2, ... , n}. Aplicando 2) result.a que E¡ e Fi. e 
Clx{D.) e B. Supongamos que E; e A. Como E; E SB{E), existe un arco 
ordenado A : 1 ~ C{X) tal que A{O) = E; Y A{t) - E i 0 para eada l. > O. 
Ahora bien, como el r:OlljUIlt.O U = {L E C(X) : L e V} es abiert.o en C(X) 
y E; E U (pucs E; e A e V), existe 8 > O t.al que B,{E;) e U. Aplicando la 
cont.inuidad de A, exist.e € > O t.al que si O < t < € ent.onces H (A{t), E,) < 8. 
De est.a numera, A (Ü E B,{E;) e U, por lo <¡ue A (Ü e Ve Clx(V). 

Ahora bien, <:OIllO E, e A e >. U), rcsnlt.a qne ,\ (ü es uu SllheOll­

juut.o ('onexo de Clx(V) qne illt.erscda a A. Ellt.ollns, debido a que E ~ la 
('omponcnt.c de Clx(V) qnc illtersect.a a A, ..\. (ü e E. Est.o cOllt.radkc el 
hecho de '1UC A{I) - E i 0 para cada t > O, Y por t.ant.o, E, i A. Luego. 
E, n (B - A) i 0. 

Dchirloa qllc E, e Clx{D,) = AuD, y E.n(B-A) i 0, slIcedeqllc E,n 
D, i 0. probando así 3). Utilizando O8t.o y el hcdlo de qlle DI. D, .. ... D" 
hon (·ompollcnt,cs distint.as (Ir- B - A, rcsllIt,a qllC El, El, ... , E" son TI. c~l('­

lHentos distint.os en m(E) .• 

COlHO (·OIlS(,(·lIf'IWia illlnediat.a cid t.oorcmí\ ant.erior, t,PllClllOS el sig:1Ii('Ilt.c 

H'Slllt.aclo. 
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Corolario 82 [19, Teorema 4-2J Si un contmuo X conheno un n·odo cn­
tonce.'i e:nste un subcontinuo proplO E de X, tal que m{E) ttene nJ. menos n. 
elementos. 

En {l9, Teorema 4.2]1 se ml1~tra t.ambién que (,1 redpro<:o del colorario 
ant.erior es ciert.o. A continuación, probaremo~ una serie de result.ados que 
serán útiles para la pnlcba de ot.ra. versión del r('(:Íproeo del TeorC'ma 81, en 
el ('tL')O n = 3, que ('5 el que nt.ilizaremos en los capítulos post.eriores. 

Teorema 83 Sea X un continuo y sea U un subcnn}unto abierto de X tal 
que U no canhene tnados. Entonces paro cunlesf¡tuera A, B E C(X) tales 
que A. B e U, tenemos que A n B tiene a lo mru dos componentes. 

Demostración. Sl1pollgamo., que existen .4, B E C(X) tales que A. B e 
U y A n B tione al mellos tres component.es C" C2 y CJ . Sea (1, : 1 ~ C(X) 
un arco ordenado de el a B. Como el r.onj\lnt.o 

u, = (L E C(X) : L e X - (l, u e,) } 

"" abiorto en C(X) y tiene a C" existe" > IJ tal 'lile li,,(C¡) e u,. Apli­
('mulo In (,olltiullida.d de al, existe tI > O t.al flUí' e; == (t I (tI) E B, I (C¡). Por 
t.rultO. C~ es 1111 snheont.inllo de B t.al qne el So e; y e; n (C2 U C:i ) = 0. 

TOIU('lllOS ahora 1111 arco ordenado 0"2 : I - C(Xl dc C2 a IJ. Como C'l 
COUj1tllto 

U,= (LE C(Y): Le X- (e; uC,)} 

(~,lhif'l"tO ('11 ('(Xl r t.iene a Gj , exist.e =2 '> !I tal qll\' l?é2(C2) e u}.. Apli­
("audo ahora la ("(1lltillltidad de n2, rxist.c f J • (1 tal '{11(, Cí = 0'1(t1) E 
II ":t (C:2)' Por t.ant.o, eí C'S 1m sllllcont.iu110 dp n tal q 11(' ('2 S;; L2 Y Cí n (e; u 
C:d = 121. TOll1!'mo~ por últ.imo UI1 an'o Ollkll,u!(, '1 \ : 1 - C(X) (h ... el .\ 
[J. ('OUlO pI conjuuto 

u, = {LEC('.'}: Le X - W;;c;)} 

~ al)Je'rlll ('n ('(X).y tit'l1C' a el, exi:.t.c'::1 . n tal que D~:t(C;¡) e U,. Aph­
t'HIlIlo la t Olüllluiditd dl' (t;¡, cxi:-,t.e t.1 > O tal '1l1l' ("1:"::' (ll(t:¡) E JJ~:I(C.I). Por 
tanto. e', (':-; 1111 sulwolltiullO de B tal que ('1: (" \' C', n (C~ U C2):-: 0. 

D(ofl!l,\lllO:'¡ r . AUC~t;C~ ,C'I" Dada! t: {1.2.;q,(;:(~111l"'lIh{,olljnllfn 

COlll'X!l dI' n qll(' (fllltipllC propi.lllll·II!(' a la nllllJll '11('Ilt.(' C. de .\n [J. LIII'g!). 
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e; - A # 0. Más aún, r.omo los conjunt.os e;, e~ y e3 son ajenos dos a dos, 
los conjunt.os e; - A, e~ - A Y e3 - A est.án mut.uament.e separados. Puest.o 
que 

T- A= (e; - A) u(e~ - A)U(e3 -A), 

T es un t.riodo en X. Notemos ahora que T e A u B e U, así que U cont.iene 
un t.riodo. Est.o es absnrdo y, por consiglúente, A n B tiene a lo más dos 
component.es .• 

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, t.enemos el siguiente 
resultado. 

Corolario 84 Si X es un continuo atriódico entonces paro cuales quiero 
A, BE e(X), A n B tiene a lo más dos componentes. 

Recordemos ahora que si X es 1m continuo entonces un triodo débil en 
X es un subcontinuo T de X para el cual existen A, B, e E e(T) tales que 
T = A U B U e, A n B n e # 0, A % B U e, B % A U e y e % A U B. El 
sigltiente teorema se utilizará con bastante frecuencia en est.a sección. 

Teorema 85 f2B, Teorema l.B} Si un continuo X contiene un triodo débil 
T, entonces existe RE e(T) tal que R es un triodo. 

En el sigltiente t.eorema, bajo las mismas suposiciones sobre X y U que 
en el Teorema 83, mostramos que si 1m subcontinuo propio K de X está 
contenido en U y posee al menos dos elementos minimales E y F en su 
semifront.era, ent.onces E y F se pueden "inflar" de manera que obt.enemos 
dos subcont.inuos E' y F' t.ales que, E' y F' se salen de K, est.án conterúdos en 
U y se int.ersect.an en K. Más precisamente, tenemos el sigltiente result.ado. 

Teorema 86 Sean X un continuo y U un subconjunto abierto de X tales 
que U no contiene triodos. Supongamos que K es un subcontinuo propio de 
X tal que K e U. Si m(K) posee al menos dos elementos E y F entonces: 

1. E n F es conexo, 

2. si <>1, <>2 : 1 -> e(X) son arcos ordenados tales que <>1 (O) = E, <>2(0) = 
F Y <>l(t) - K # 0 # <>2(t) - K paro toda t > O, entonces existen 
números S¡, S2 > O tales que E' = ""l(S¡) y F' = ""2(S2) satisfacen las 
siguientes propiedades: 
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'1 F (. f.". F ~ F'. E' - r( F 0 y j."' 1,! ¡, 

111 F ' . r e ¡l. 

'tu) El ~ F' e /\" . 

. \flis I/lÍn . . ,¡ H,.H .. E 2x son in/es que Ero/Ji,- 1/1 '1 FnJi, = 0 entonces 

1.-'!I F' ,.,t pur.den con . .,trulr de manera que F' i~ 111 .=- 0 y F'nIJ2 :- 0. 

Demostración. Como E, FE SB(K). "Xlstm ;u"os ordenados ",. "2 : 

1 -. C(X) (lIb <jl\P n, (O) = E, 0'2(0) = F v fI III) - K i .0 i <>2(1) - K 
] \,Ifa toda t > (J. Paw prohar 1.1 ~l1pongam()~ '111(' En F no e{ conexo. Como 
!:. F e I{ e r.:. tenemos por el Teorema K:l. q\l(' J: n F tiene jnsto dos 
I \ IDlpmu llt~ (ll Y Q J.. 

Sean 1: .. 1, : 1 .~ C(X) arcos ordenados el., (21 a F y de Q2 a F, respec­
¡ivilmente. ('otno Q¡ r Ql. = 0 y las flll1ciorws ,): y ,'J..2 son contimulS1 exist('ll 
'1Ii!Il<'ros t:.I .. > O tal,,, qlle Q; 0_ t11(t¡) e X (J .. \' Q~ = /'At2) e X - Q;. 
FijPrIloS uu punto ql ( Q~ -Qh 1m punt.o q! (. Q~ - (J:! y t.Olnemos un nlÍmero 
':1 > O t,t! <¡He Q 0¡(l3) e X - {ql,q,} y 1.2 c: r·. 

AfinnillllOS 4110 (·1 cont.inuo 

( . ...; \lB tri"tlo déhil. En ef\'cto, not.emos pritIH!rO qlH' 

01 EC(ElQ;)n(EICJ~lrl(¡..uQ), 

lflmhién llotrmo~ qw' 

'1 E (Q'lUJ:)-[(Eur¿~i (f.l Q)] 

,¡E :Q~uF) .. [(EU(J;)l (El Q)]. 

TOlllll1Hl0 un Inmto tll E Q - lO; resnlt a Cjllt' 

q E (QUE) - [(EUr!,,). ,ELQ~)]. 

Esto pnlC'ha 11m' T (':-) un tllodo débil. .\()1 t 'I!lOS "llora que 

T E ~ Q'J Q; J (2 e E l_ F (2 e T( J Q e U. 
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dado que I\. Q e U. Por t.ant.o, T es un t.riodo débil cont.enido en U. Debido 
a que T cont.iene un t.riodo, U cont.iene un t.riodo y est.o es absnrdo. Por 
t.ant.o, E n F C'S conexo, y así 1. es cierto. 

Para probar 2., t.omemos dos element.os H" H2 E 2x t.aJes que EnH, = 0 
y F n H 2 = 0. Supongamos primero que En F = 0. Como la función a, es 
cont.inua y el conjunt.o 

u, = {A E C(X): A e IX - (H, UF)] n U} 

es abiert.o en C(X) y tiene a E = altO), exist.e 1m nÍlmero s, > O t.al que 
E' = a,(s¡) E U,. Ahora bien, como la función a2 es continua y el conjunt.o 

U2 = {A E C(X) : A e IX - (H2 U E')] n U} 

P-S abiert.o en C(X) y tjene a F = a2(0), existe un nÍlmero S2 > O tal que 
F' = a2(52) E U2· Es claro que E' y F' satisfacen las condiciones i), ii) Y iii) 
del t.eorema y que E' n H, = 0 = F' n H2 . 

Supongamos ahora que En F f 0. Fijemos 1m plmto e E E - F Y 
un plmt.o f E F - E. Por la continuidad de a, y a2 Y el hecho de que los 
conjuntos 

U, = {A E C(X): A e IX - (H, u {f})] n U} 

y 
U2 = {A E C(X): A e IX - (H2 U{e})]nU} 

son abiertos en C(X) que t.ienen a E y F, respectivamente, existen nÍlmeros 
1."t2> O tales que E, = a,(t,) E U, Y F, = a2(t2) E u2. Notemos que El y 
F, sat.isfacen las siguientes propiedades: 

a) E r; E, e X - (H, U {f}), 

b) Fr;F, CX-(H2U{e}), 

e) E, - K f 0 y F, - K f 0, 

d) E"F, e U. 

Afirmamos que: 

1) existe O < 8, :S t, tal que a,(5,) n F, e K. 
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Para rIlostrar 1) ¡.;npongamo:" por el cOlltr;ltlO, qlle para cada.5 E (O.fd. 
'1,(8) n F, rt I<. Entonces, dado k 21 t,1I '11:1' ; '. tI, 01 (t) n FI rt f{, 

Como E, F, e [; y (f no cont,i'!1}{, triado" """Ita por el Teon'ma t'3, <¡111' 

l:' n FI ticm' a lo mií.' dos componentes el l' (', Af, rmamos qu,,: 

1.1) la. unión e, de las cOmpOI1C'T1t,pS dr' n¡ L-) r, Fl que 110 inter­
s('ctnn a R, es Ull conjunto ('prrado tal que en r.: == 0'. 

Para probar 1.1), supongamos primero '1""'" (i) r, F, es conexo, Como 

EnF i 0 y está contenido en o, (t)nF" kllt'lI'ilS <¡lle "" U) nF, intersecta 

aE, LIlf'go, e .. 0 ,,; cerrado y claramentt' (" 'E e 0, Si "" O) nr¡ nu es 

conexo entonc.es, d,,]'ido a que "" (t) e F,: r' y FI e 11, tenemos por PI 

Teorema 83, quC' nI (i) nF1 posee just.o do~ ullllponentes DI y D1.. En vist,a, 

<le que En F es un subconjunto conexo de (11 (i) n F" podemos Hupon!'r 
sin perder g<,neralidad que E rl F e D,. Si D, r 1 E i 0 entonces, de nue\'a 
cuenta, e . : el N cE'rrado y e fl E = 0. FillalrIH'ntf' si D2 rl E :-: .0 entonces 

e ,= D2 es ('crrallo yen E = 3, Esto prll"ha 1.1), 

Afinnamos ahora que: 

1.2) !'Xisl<' Zk E (O, n tal que '" ro, 1 'l (' = 0, 

En deel,n, di' aCl1crdo con 1.1), X - e,,, 1111 ,"1 .eonjlmto ahicrto de X y 
E e X - e, Entonces, existe z. > ° t.al '1"1' "1 (z, ) c: X - e, Como", <,s 
tm ar('o ordenado, POdPIDOS suponer, sin IwrdtT gelleralidad, que Zk < ~. De 
esta manera 1.2) se cumple, 

Por hipót.esis, para cada s E (O,t¡J, <>1(")" Fi 'h K, Entonces, "n parti­
cular 

(""Iz.) nF,) - J, I 0, 

por lo que podemos t.omar un P'IDto x e ('" (o.) n F,) .- K. Puesto 'lue 
Zk < ~ y 01 e; 1m arco ordenado, sncedu ql\t' .r: \: ni (i) n FI' Entonces1 

existe una componl'nte D. d, "'1 O) n F, tal qm' x E Lh, Si Dk n E = 0 
ent.onces, de aCllPrrlo con la ddinicion d,' C', J le e e, de dond" x E e, Est.o 
si!\nifica que x e o ¡(Zk) n e, lo Cllal eontradi< " 1.2:, Por t.lmt.o, Dk n E i' 0. 
Como En F, e nI (i) n F" existe IIDa "lIlllpOm'nte e, de En FI tal ql1e 
ek e D •. 
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Así pncs, para cada n1Ímero natural k t.al que ~ ::; tI. es posible eneontrar 

Hna componente Dk de o, (O n PI! t.al que D,.. 1= [(, Dk n E :F 0 y Dk 
r-ollti<>l1c a una ('omp01lPutc de E n FI' Como E n PI posee a lo más dos 
component.es, exist.e IIlla C'ompOllcllt.C Co de E n FI t.al que Co e Dk para 
ulla infinidad de números nat.urales k t.ales que t :'5 tI' Por t.anto, exist.en 
U1ímcros nat.urales k¡ < k7 < ... t.ales que, para cada m E N, Co e Dk ... y 

k~ ~ ti_ 

Tomemos ahora m ~ 2. Not.emos qne 

Co e D ••. e", (k
1 

) nF, e ", (~) n F, 
rn ... _1 

D,._ ~ D = n D._. 
rnEI'i 

COlllOCtl(¿) -+0,(0) = Eyparacadam E N, Dkrn en! (k~) t.enemos 
que', en ('1 límit.e, D e E e K. Tomemos ahora é > O. Como Dkm -+ D, 
existe N E N t.al qnp H(DA• ... , D) < ~ siempre que m ;::: N. Definamos 
L = DkN • Ent.onccs L t.."l nn sllbcollt.inno de X, t.al que DeL, L - K =f. 0 
y H(L. D) < ,. por lo 'lile, aplicalldo el Teorema 79, D E SB([(). 

D('hido a qlle E es ltu C'1('Il1C'!üO mini mal f'1l SB(l\") que' cont.iene al cle­
mento D E SD(K). lll'(·(~ariameut.c D ;; E. Pero ent.ollc~, si ni. E N 

E = D e D .... e "" (L) n F, e F, 

y (In particlllar, (' E F¡. Est.o cont.radice b) y pnteba así, qne 1) se cumple. 
De manera silllilm, s(' prueba qll(': 

Ddiuamos E' = (l¡(s¡) Y F' =-= (\"2(.<i:d. EntoIlcü.":i, de a('11erdo con 1) y 2). 
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Notemos ahora que, por dL 1;' e El e u y F' e PI e r. Además, por 
las propiedad", de '" y a" E <;; E', F <;; P, E' - K " 0 y F' - [( " 0. 
~[á..., al'm, por a) y h), EnH1 = '" y F'nH2 = 0. Est.o t.cnllilla la prueba .• 

Estamos ahora <'Il eondiciones de probar el recíproco dl~l Teon'llla 81. para 
('1 ea,c;o n = 3. 

Teorema 87 Sean X un continuo y U un subconjunto abierto de X tales 
que U no contiene triodo.". Supongamos que K es un subcontinuo propio de 
X tal que [( e U. Entonces Im(K)1 ::; 2. 

Demostración. Supongamos que exist.e un sllheont.iullo propio !{ de X. 
tal que K e U y Im(K)1 ~ 3. Sean E" E, Y E, tres clemcnt<JS minimalcs 
distintos en SB(K). Para cada i E {l,2,3}, sea n, : [ - C(X) un areo 
ordenarlo tal que 0,(0) = E, Y o,(t) - K " 0 para t.oda t > O. Dados i.j E 
{1. 2. 3} ("on i ::f j, aplicamos el Teorema 86 a los element.os minimalt's E. r 
EJ. y oht.{'IlC'IllOS mímeros 5'j, 5J , > O tales que E'J = o:,(s,)) y E,; = (lJ(s),) 
satisfacen que El S;; E.j , EJ <;: EJi , Eij - K 1: 0, EJ! - I< f:. e, E,j. El' e U 

rE" n E" e [(. 

Dacio, E {l. 2, 3}, definimos Si = mín{ s" : J 11} y 11""mno, E i = n,(s,). 
EutOlH'CS, si i :f j 

E'nF' e Eijnlo~, e [( 

y talllhi{'ll. prua {'lula. 1 E {1,2,3L El ~ E', F' -- I< #- :2 ~'E' e l', 
Dt·finmnos ahOl'a T = K U El L, E 2 U E J , 1-:: ... daw qllC' r c: (' \' quC' 

T - [( = (El - K) U (E' - 1\) u (E'· K). 

G/x (E' - [() n (E' - K) e E' n (1-:' j{) = 2J 

.\'a ¡¡lit' E' n El e /<. Por t.anto, los ('onjuut.o:i f;l - /\', p;2 - K Y E-'I - K 
I~t ,in ItmbmIDt'lltp l-.f'{nuados, y como son no ,",u'j, )"', T t',"; \111 t I'i'lflo {'ont('nido 
('11 r E. ... t.o ('!'i ah!"mdo, y por c.m!"ignicllt.e, \m(l()1 ~ 2 • 

A."j !)lJVS. para el ,,<\ ... 0 11 = 3 el siguicut,(· 1 {!Of('llla cal ad,(,l'iz,lla exist('l!I ¡a 

dt· triofln:-. ('11 ttnnillos (h~ la sC'tIlifront.cra. 
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Teorema 88 S,nn X un continuo y (J un subconjunto abierto de X. En­
tonces U contlrnr. tnodos Sl IJ srilo tfl l xvde un s-ubcontmuo propw E de XJ 
f(J1 que E r: U y m(E) llene al meno, tre, elementos. 

Demostración. La part e (,~) es el Teorema 81 con n ~ 3, Y la parte 
(<o,). es el Teorema 87 .• 

De aellerdo ('on el t-t'orenm anterior 1 f;i U es un subconjunt.o abierto de 
1111 cOllt.inuo X y U no contiene triados, entonces un subcont.inuo propio K 
Ol' X contl'llido en U, tiene a lo más dos element.os minimales E y F en su 
scmifrontaa. Supongamos que S B (K) time just.o dos dementas rninimales 
F y F. Ent.oll< es, el Teorema 86 p;arant.iza que E y F se pueden "inflar" de 
lllUllcra qlH~ olJ~_cncmos subcontiull0S E' y P' ron las propiedades emmciadas 
en ese t.eorc'mH. A cont.innaci6n, veremos que E' y F' se pueden recortar, de 
manera qlW 01 ¡t,{'nPffiOS nuevos sllbcontinuos E" y F" con propiedades más 
finas a las quc enunciamos en el Teorerna R6. 

Teorema 89 810n X un continuo y U "n subconjunto abierto de X tales que 
U no conf¡ene t¡7odos. Supongamos que K es un subcontinuo propio de X 
lal que K c. U. S¡ m(K) tIene exactamente dos elementas E y P, entonces: 

1. En F es conexo, 

2. e:ost, n dos subcontinuo", E' y F' de X tales que 

¡) F) <;: E'. F s: p. E' - K i "" y P - K '" 0, 

"j F;' n K y P n K son canexos y están en SB(K), 

iii) E' (' F' es un subconjunto conexo de K, 

iv)E',F'cU. 

Más aún, s¡ J/" J/2 E 2x san toles que EnH¡ = 0 y FnH2 = 0 entonces 
E' y F' se pueden construir de manera que E' n H¡ = 0 y F' n J/2 = 0. 

Demostración. Por el Teorema 86, EnF es conexo, así que 1. se cmnple. 
Para probm 2 .. tomemos dos elementos H" H2 E 2x tales que En H¡ = 0 
y FnH2'~ 0. Como E,F E SB(K), existen arcos ordenados al,a2: 1--> 
C(X) t.alesq1lef1,(O) = E, a2(0) ce Fyn¡(t)-K '" 0 '" a2(t)-Kparat.oda 
t > O. Debido a q1le E y F son elementos minimales dist.intos de SB(K), 
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¡l)llemas ('lt')!;ir 1111 punt.o fE} - F Y 1111 ()I]llt1' r .: F - E. Eu vist,a, (h· 

[IIC·J/,:.J{J}./f, .. {,·}e ZX,J'n(HIU{'}J .:'Fn(H,L;{,}) 2). 

l]l:üalldo el '1t.~n·TI1il 86. existeJI mÍmeros '<;1' "_ 1) tal!s qlle El:: (l¡(,<jd Y 

I ¡ ~ 0,(.,,) satisfacen las Siglli'·1It.0S propipdallt-c 

a) E s.: f.', (X .. (flll {J}), 

h) P s.: P, c: X . (H,l {e}), 

(') El - 1\ I 0 y F; - !( 10, 

d) EI,FICU, 

e) El nP, C K 

:\lá..o.; alÍn, podC'n1os :--npOllt:'r" que El -1 A" (-~ '"Olle..XO. En ('fert,o. eODlO 

}'I, f( e U, si El r1 ¡,: no es conexo ent.on'·"s, pUl '" Teorema 83, posee jllsto 
1:05 {,(llllpOllf'ntcs C\ y D:- Conto EnF e.<.; COII{'XI I .\" ('Stá contenido en El r~l\. 
pod"JlloS SlIponer, .in p0rder gf'l1eralidad, fjllf' !-.' IF e el' Sea (3: 1 -, e(x) 
lIn arco ordmado u,' el a El' romemos t > O tal que E2 ,~(3(t) e X - D, . 
. \firnIHIltos 'lile E.' satisface las propiedad,'" al. l'), el) Y e) antpriormentc 
t'nnndadas y qut" adf'm;i.-"', E2 1 K es COl\l:'XO. 

Para. prohaI' qm' E2 satisfa/:e a), not./'mr)s Qlll' }; es un conjunt.o ('onexo 
1'Ontl'm,lo en El r, J( ,el l DI Y ql\l' el l', la componente de E, n J( 

qlH~ f'ont.ienp a R r; F. Lueg'), E e ('1 y, ('('IilO e, ~ E2 , tenemos ql1e 

E c;.; E,. nulo qm' E, e El e X - (H, ' ) {I}l, E, satisface a), es de('ir 
E s;: E:. e X . (Il, LJ {f}). Como el lO" ,",a ('omponente de El n f( y 
(\ S. El c: Eh t.('rj(·mo~ qne El ~ K. Lllego, 1:"'.'. - K f= 0 y así ¡.~ ~at.i!--fat·e 

(). Dchido" qlJ(' !-;, e El U, E, ,ati,fa<"l' d). Oc la misma maner<>, 
E 2 n Fl e f.'¡ n F, C f( así qllC E 2 satisfac(' "). 

Prollaremos a!tora que E, 1 K = el E, (laro que C l e E 2 n K. SlIpon­
gaIllos nhora que" f.; n K % (JI Y tOffit'mOS Ull pHnto z E E2 n !( tal que 
, ~ e" Como ¡.;, e E" rcsuha que z ( f;, r I 1\ = e, u DI, así que z E DI 
.va qllC:; C/. G l . Llll'g"O Z E E2 r D¡. Esto {'!-i ahs\lrdo ya qun, por constnlcción, 
E2 rl D,·, 0. Por tant.o, E2 1 K C el y mil l',lo E 2 n K = C" probanuo 
,-1S1 <{HE' EJ n K ('..'-i r'ont 'XQ. 
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Como E2 sat.isfaee las mismas propiedadps que El, a saber a)' e), d) y 
e), y ademél.') E2 n!( es conexo, porlemos renombrar a E2 COlno El y de est.a 
Inanera suponer que El r. !( es COllPXO. SimilarmC'nte, podemos suponer que 
FI n K es conexo. Por el Teorema 78, El n K, FI n K E SB(K). 

Most.raremos abara que El n Pi es conexo. Para est.o, supongamos por 
el cont.rario que El n FI no es com'xo. Entonces, debido a que El, FI e U 
result.a, por el Teorema 83, que El n FI t.iene justo dos component.es G y D. 
Sin perder generalidad, podemos suponer que EnF e G. Ahora bien, como 
El n FI e K, las component.es G y D est.án cont.enidas en K. Tomemos un 
arc.o ordenado /31 : 1 ..... G(X) de G a [.1 y 1m arco ordenado /32 : 1 ..... G(X) 
de D a FI' Por la continuidad de ,31 y /32, exist.en n1Ímeros tI, t2 > O t.ales 
que G' = /31(t¡) y D' = {32(12) son ajenos. Fijemos un punt.o CI E G' - G, un 
punt.o dI E D' - D Y consideremos el conjunt.o 

T = [(El n K) U G'] U [(El n K) U D'] U [(El n K) U E¡}. 

Notemos que 

o f. E e [(El n K) U G'] n [(El n K) U D'] n [(El n K) U E¡} 

y que 

dI E [(El n K) U D'] - {[(El r K) U G'] U [(El n K) U El]} 

ya que, si di E El, entonces dI E El r. FI = e U D, de donde dI E G pues 
dI rt D. Luego, dI E D' n G e D' n G', lo mal cont.radice al hecho de que G' 
y D' son ajenos. Dc manera similar se prneba que 

CI E [(El n K) U G'] - {[(El n K) U D'] U [(El n K) U El]}' 

Tomemos abara un punt.o el E El .. K. Como El n FI e K y el rt K, 
resul t.a que 

el E [(El n K) U E¡} - {[(El n K) U G'] U [(El n K) U D']} . 

Est.o prncba que T es un t.riodo débil en X. Notemos abara que 
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Elltow'¡ s [' t'('Ii:ti,'!!(' 1m t.rio( o débil y, 10: ' ~;lfo_ t.mnh ~ n (:n~lti('1H' Ull 

"1du 'n'!" 1'C'orf'l11it ~.)). Como est'o es al",I}I':' J':: n F¡ ; ('Oill'XO. Por 
• l'ltO. E' /;;1 y F' p. son dlls ~;llbConti!l\l()'" dI' .A 1 eDil ],\S propi<'dad('s 

;v) eI"l t'Olema y, ;td"lllás, E' 1 lfl = 0 , J' If, = 0. Esto ("rmilla la 
J llleha. I 

Tt~orema 90 Sean X UT/ contiTlILO y U 'Ufl 'i1l'J¡ unfU'l,to ai}¡1 rto rlf' X tah'.'; 
,f l: ¡ifl ("n;'fltrll fl7l1do.~. Supollgumos q/.!' /,' ,~ /if! subcm,llnuo ¡imillO (!e 

l' tal '1"" ],' ~ G', S, E (' m(K) entonces' /1.'1, 117/ -",bcont7nuo E' rIf' X tal 

) E So 1:' '1 }o.' - K f 0, 

)h~'tl', 

IJi) ;-.,;' '1/\' u. rfJn(~fO y está el/. SB(K). 

:JI:'" 11';' . ... i}f E :2.\" (,.¡ tal Q'lie FnH == ~x 1'I)f¡)flCI <; R' 8,' pued(' C011struIT 

,Ir mant'/'O /jUI' ¡.;' 0 J¡ :::;:. 0. 

D,-mos1 racic'm. T'Olnemos H E 2X t,tI ,¡t." f: '1 H ~ 0. Como E E 

.' H(l\). "xi,tp Ull ar('o ordenado" : 1 -> el;{) I al '1Ilt' atO) E y 0(1) . K 01 
J p."" t"tI, , > 11. Debido a q"e el eonjuItI t) 

Uo={AEC(X):ACIY j{)rU} 

1'" ah:!Ttll ( 1 C(S) ~: tiene a E existe fJ - O Ld ql\(' B,.(E' e U. Aplic.ando 
" contilttIi,'p¡j d,- n, existe t ~ O tal qllt' ¡;', (\(1) E B,(E). Por tanto, 
,.', '11{ (y E; c. U, Ademá.', el daro <jIt[' J ,E Y El . K 1- <'l, 

Si El "/\- ( s ('(',nD.o, ('lltonre- es daro ql\l F' J-.'¡ sat isf3ce las propIedades 
: >iii) el"l tCI l' ¡~ma. S1lpollgamof- por tanto (jIU' J- -1!( no es conexo. Entollc"es, 
)01 e\ T('Ol('lIla t-;;J, 1~1 r', K t.ieI¡e justo d(l:' (~()IIlil()II('Ilt.f'S e y D. ('omo E es 
. JIlf'XO y C:, t, í. cOlltn¡jdo ~n El r 1 K, pod€J []I 1;-- ~ 1 i JlPIU 'f ~in 1 (Tdel" :;! 'ncl"nlidad 
: 110 ¡.; e C. Sea ,1 : 1 -, C(X) un arco OI,J, '11"<1,, d" C a E-, T'onl<'mos t > O 

>,11 qm, g, (3(t) ( X-D. Afirmamos <¡'I<' h," ,atisfa< " las propiedades 
! ¡-iii) (!fo! tt·(ln~nH\.. 

P~l~.t nI i), 110'i'mo~ que 1 e e y qll! (", 1-:'. a-·í ql.P E s:; E'. AlIora 
Ilien. como e s.. ¡;' e El y (' e.o..; nna (,()!1l!1!'llt'1lt.(' dI! E n K. :-onc('de que' 
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E' % K, por lo que E' - K f 0. Para v~r ii), notemos qne E' e E, e U. De 
In mislna mallf'Hl., E' n H e El n H = 0, así que E' n H = 0. Finalment.e, 
para probar qne E' n ]( (':5 (~OlWXO, haremos ver que E' n K = c. Es claro 
que C e E' n K. Snpongamos ahora qne E' n K % C y tomemos un plUlt.O 
z E E' n K t.al qne z ~ C. Como E' e E" resnlta que z E E, n K = C U D, 
""í qne z lO D ya qne z ~ C. Lnego z E E' n D. Esto es absurdo ya qne, por 
const.rucción, E' n D = 0. Por tant.o, E' n J( e C y con est.o E' n K = C, 
probando así '1ue E' n K es conexo. Por el Teorema 78, E' n K E SB(K) .• 

Bajo las mismas hipótesi", sobre X y U, del teorema anterior, most.ramos 
a cont.inuación qne el conjunt.o de los elementos en la semifrontera de un 
snbeontinno propio A de X contenido <"l1 U, que cont.iene a nn element.o 
minimal ¡.; e11 SE(A), constit.nye nn an o ordenado de E a A, en SE(A). 
J\Iás precü;am(~nte, tenemos PI siguiente result.ado. 

Teorema 91 Sean X un continuo y U un subconjunto abierto de X tales 
que U no contiene tr1.Odos. Supongamos que A es un sub continuo propio de 
X, tal que A c: U. S, E E m(A) es tal que E f A, entonces el conjunto 

AE = {K E SE(A) : E e K} 

es un arco ordenado de E a A en SE(A). 

Demostración. Snpongamos qne existen El, E2 E SB(A) tales qne 
E e El n E 2 , El % E 2 Y E2 rt El. Fij~mos un punto el E El - E, y un 
pnnto e2 E E2 - El' Por d Teorema 90, existe un subcontinno E' de X tal 
qne E <; E', E' - A f 0, E' e U, E' n A es conexo y En {el,e2} = 0. Sea 
T = El U E2 U E'. Ent.onces 

1) T es nn t.riodo débil contenido en U. 

En efect.o, como E e U y El, El e A e U, resulta que T e U. Además, 
el E El - (E2 uE') y e2 E E2 - (El UE'). Como E' -A f 0 y E l ,E2 e A, 
resnlta qne E' rt El U E2 · Por último, 0 f E e E, n E, n E', así que T es 
nn t.riodo débil. Esto prueba 1). 

Por 1) y t'l Teorema 85, result,a qne U contiene nn t.riodo, lo cual es 
absurdo. De esta rnanE'ra, tenemos que: 
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2) si E,. F;, E SB(A) y E e E, I~ F ('lIlonces E, ( E2 o hiE'll 
r;, e r;,. 

¡';n otras palalmc" Al' es nn arco ordenado ti" r; ,,11 en SE(A) (1L'On'ma 
:11) .• 

Corno eonsCf'llC'nda inmedi:tta del teon'rna antenor, tenemOH d Si~lli('llt(' 

l('SlUt udo. 

Corolario 92 Smn X un continuo atriúrl,eo :" A un submntinuo propw de 
X. Supongamos qUL rn(A) tie,'e 1(n elemento Jo. tal que E F A. Entona's el 
cO'njvnto AE " {K E SB(A) E e K} ,'8 mI ami orde'nado de E a ,1 en 
SB(A). 

Por tanto, si X ('S 1111 ront.iIlllo atriódko, pOI el Teorema 87, cada sllb"on­
tinno propio A de X P(Ne€ a le, m;ís dos dl'lllelltm minimales en SJI scmifron­
tera. Si SE(A) time jnsto nn e¡"mento llIinillJal (,,,tonce,. por el Corolario 
92, SB(A) es nJl singluar o un an:o, Si en HU ln¡;ar SB(A t.iene dos eleIllE'll­
tos minimales ent.onces, como ven~mos a cont.illllflcil"lll, t.ambién SB(A) ('s 1m 
arco. 

Teorema 93 SI an X an continuo y U un suhrnn;unto abierto en X fn!f's 
/fUf' [J 710 cvntú:nf' triados. Entonces SJ/(A) f'S Ul/ singu,l(/r o tI'[1 arco, pera 
cada A ( C(X) .- {X} tal qu< A e U. 

Demostración. Sm A un subcontinllo propio ,le X tn¡ quc A ( U. Por 
,,] Tmrema 87, '/11.(11) time al" miÍS dos "I<'Olelltos. Si m(A) = {E}, ent.one·,,,, 
o5B(A) es un sill);nlar t'n el c¡c,o en que F= A. o bien 1m arco en el "a,o en 
que E ¡ A (Teormm 91). 

Supongamos ahora que Tn' A) = {E, Fl Y definamos 

AJ., = {K E SB(A) : El: K} y AJ., = {K" SB(A) : F e K}. 

Entonces, por el Teorema '11, AE es 11n ano ord"nado de E 11 A en SB(A) 
y Ap l'S lID arco ordenado d., F a A ('ll SD( A). Ahora bien, es daro qn" 
SB(A) = Ar: U Al'. Probar,mos ahora qll" '\/0' '1 AF = {A}. Para esto, 
Sup'Jll~;unos quc ""ist .. G E Al' n AF t.al q1l<' G ~ A. Ent.onces G S;; A, 
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por lo q11€ podemoH t.omar 11n punto a E A -- G. También podemos t.omar 
11n p11nt.o e E E - F Y un punto f E F - E. AdeIll1ís. por el Teorema 89, 
existen E'.F' E C(X) tales que E r.;; E', F <;: r, E' ~ A i- 0, F' - A i- 0, 
E', F' e U y E' n F' es un subconjunt.o conexo de A. Más alÍn, E' y F' se 
pueden const.ruir de modo que a, e i r y a, f i E'. 

Definamos 
T" (G U A) U (Gu E') L.; (G LJ F'). 

Not.emos que 0 i- G e (G U A) n (e LJ E') n (G LJ F') Y que 

aE (GuA) - [(GUE')U (GuF')]. 

Tomemos ahora un p11nto e' E E' ~ A Y un p11nt.o f' E F' - A. P11est.O 
que E' n F' e A, t.enemos que 

e' E (G U E') - [( G U A) LJ (G LJ F')] 

y 
f' E (G LJ F') - [( G U A) U (G U E')] . 

Por tant.o, T es un t.riodo débil. Como T = A U E' U F' Y A, E', F' e U, 
result.a que T e U. Como {'onsecuenda de esto y del Teorema 85, U cont.iene 
1m t,riodo, lo cual es absurdo. Por t.ant.o, 1\s n 1\F = {A} Y de est.a manera, 
SB(A) es 1m arco .• 

A cont.inuación, mostrarnos que el redpro('Q del trorema anterior es cierto. 

Teorema 94 Sean X un contmuo y U un subconjunto abierto en X. En­
tonces U no contien" triados si y sólosi SB(A) es un smgular o un arco, para 
cada A E C(X) - {X} tal que A e U. 

Demostración. La parte (=?) se menciona en el t.eorema anterior. Para 
ver la parte (~), supongamos que U cont.iene un t.riodo. Entonces, por el 
Teorema 81, exist.e un subcont.inllo propio A de X t.al que A e U y SB(A) 
tiene al menos tres elementos mínimales El, E, Y E3' Ent.onces, SB(A) es 
1m arco. Para cada i = 1,2,3, sea 0, : 1 -> G(A) un arco ordenado de E, 
a A en SB(A) y sea 1\, 'o ",,(l). Ent.onC'es, cada 1\, es un subarco del arco 
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,<. /1' \ A), <j1lC' llIH' a l':, ("()TI .!l. Llle~)1 '\11 A2 Y /\3 ~()ll ~l1harco& lid an o ."ilJ (A) 
( :1' t.iPI!Cl1 IlII pllIJtO I'n cum(m. Est.o impli( a qlH ill~,ín Al (st¡í Cfm!('llido 

( I la mü¡')]J cl.{~ los ntrns dos. Supongamos p!)r ('j!'OIpl,), que '\1 e A2 u A3 -

l IItonces F, r: 1\2 ~ .\,. Sllpong¡'mos, por "j"lilpl\), qlle El ( 1\2' Entonces 
J .' e E,. Esto 1'8 irnposiblt-, plles El y E2 son !IIbllllJal,'s distintos en SB(A). 
] .tn prm'ha quc U TW c:ontiene tl iodos .• 

Como ('011'1('CIH'U(,ia inrncdiat.a dd t.eorelllíL ant!'rior 1 tenemos el sigllient,e 
'ultado. 

rl'orema 95 (19, Ji orema 4.3 Un cont1TlI'" X I'S atriód¡co S1 '!1 sólo si 
"r¡(.l) " ltn ,,,nglllnr o un arco, para cado A E ('(X) - {X}. 

E.,t atLl1S a hora nl condiciones de prohar (,1 h'Of(~ma principal (h- esta 
I n"ión, a sah"I ~i d hip('respaClo C(X) dI' tm nmtínllo X contiene una 2-

"dda V ('1lt.ODI"f':S pxhit,en triodo~ arbitrarialllcntl' {'('n".}, de cualquier singular 
tll} ( D qlll' no ""t.e, ('n la orilla de D. 

Teorema 96 Seo XU7l contir.UD tal qur e(X) c:ont7ene una 2-celda D. 
Supongo,,,,,., que ji'" un elemento de X t,,1 qu, {p} E D - o(D). Entom'es 
v're todl' [" > O, f J, .. le un eleml nto TE B" I {p} : fui qtu T es un tnodo. 

Demostración. Sllpongam,)s que, por (,1 ("()Iltrario, exist.e é > O tal que 
,.in¡;lÍll·1 c:: Jq{{J}, I'S Hn triodo. Fijemo", IlIl dl'lllcnto B (, o(D), Hn pHnto 
,. E 11 {ji} Y ,,'a 1, : [ xl ... D Hn h(.nu' 'Illorfismo. Consideremos el 
I l>n!lIn t O H {,1 ( G(X) : A e X - lb} j. N"t"mos qll(' H es abierto en 
('(X) Y 'lile {p} e H. Más alÍn. como {pi '1 0(11), ,,1 conjunto 

lJ,({p}) nHn [G(.\) - ,,(D) 

'" abierto en G(X) y' t.ime a {¡I}. Por t,anl" I'xist" ,i:> O tal qm' 

B,({p}) e B. ({1'}) nHr [('¡X) - o(D)J. 

SI'a l' ( 1 x J t,,: qm' h(c) '. {pi. AfintlilIll'" que 

1) exisll' un stlhmnt.intlo G de 1 x r t.d qm' c e Ir t/x/(C) Y h(C) e 
B1({¡,}) 'lD. 
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En efect.o, por la eont.inuidad de lo en e y el hecho de que B,( {p} )nV es IUl 

conjunto abiert.o en 'D que contiene a (p} = h(cL exist.e uu conjunt.o abiert.o 
el de [x [tal quec E el y h(e,) e B,({p})nv. Aplicando la regularidad 
y la ('oucxidad local de f x 1, es posible enoont.rar nn sl1bcont.inno e de 1 x 1 
t.alqtU'cE [nt/x/(e) e ee el. Entonce;h(e) e h(el ) e B,({p})nvy 
1) se ('limpie. 

DcfinwDos C = h(e). Not.emos que C es nn subc.ont.inuo de e(X) con­
t.enido "" B,( (V}) por lo que 

2) exist.e,/ > O t.al que N(2,/,C) e B,({p}). 

Sea K. la eomponcnt.c de N(rl,C) que contiene a C. Entonces 

3) elC(x¡(Ie) e B,( (p}). 

En cfedo, como le e N('1,C) t.enemos que 

elC(x¡(1C) e elC(x¡ (N('1,C» e N(2'1,C) e B,({p}). 

Así pucs, elqx¡(1C) es IUl subcont.inuo de e(X) cont.enido en B,( (¡J}). 
Luego. [( = U elcex¡(1C) es un subcont,inuo de X c.ont.enido en B,(p). Ve­
remos qlle: 

4) [( i- X Y B '" [(, 

Para "ce 4), bast.a most.rar qllC' b rt. K. Supongamos, por el cont.rario. que 
(, E 1":. Tomemos 1111 eh-mento le E Clc(.1q(K) t.al que b E [('. ElltOIl<'('S, 

según 3), lC E 8,,( (p}). Ahora bien, dí' ac.nerdo (~Oll la elección de {J, sucede 
'1ue B,({p}) e 1i, A,í que [C E 1i, por lo que [(' e X - {b}. Est.eabsnrdo 
termina la prueba de 4). 

Tenemos de lo ant.erior que J( es 1111 snbcont.inuo propio de X. Luego, 
podcmos considcrar la s('mifront.cra SD(I<) de [(. Afirmamos que 

ó) SB([() e B,( (p}). 

En ('f('('t.o, si t.omamos un element.o A E SB(I<), cnt.OIH'C'S A E ('(1\"), 
por lo '1U(' A e [.; e B,(p). LII"~o. por ,,1 Teorema 11, A E B,( (p}), Esto 
pnl('ha !j), Afirmamos ahora <111(' 
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6) (pi i SB([(). 

Para mostrar 6), sea Q : I - C(X) una función ('ontinna t.al que 0(0) = 
(pi. De !\Cuerdo eoula definición de SB([(), necesitamos probar que exist.e 
t > O t.al que a(t) e I<. Rccord~mos que TJ ffi un número positivo t.al que 
N (2~, e) e B.({p}). Por la cout.inuidad de o en O, exist.e { > O t.al que 
H (o(t),o(O» < ~ siempre que 0< t < {. Mostraremos que t = ~ sat.isfaee 
lo requerido. 

Por la elección de { y el hecho de que atO) = {p}, sucede que a ([O, tll e 
B.({p)) y e.omo (pi E e, t.enemos que B.({p}) e N(".e). De elt.a manera, 
o ([O, tll es lID subcoujunt.o e.onexo de N(~, e) que cont.iene a (pi. Como K­
es la componeute de N('1,e) y mmple que {pi E K- (pues (pi E e e K-) , 
t.enemos que o ([O, tn e K-. En part.iC\~ar, a(t) E K. e Clc(x)(K.). Por t.auto, 
o(t) e UClc(x)(K-) = [(o Est.o prueba 6). Afirmamos ahora que: 

7) SB(I<) es uu singular o un arco. 

Eu efecto, como uingún element.o de B,({p}) ('S un triodo result.a, por el 
Teorema 45, que B,,(p) no cont.iene t.riodos. Ahora hien, por 4), [( es 1111 sllb­

continuo propio uC' X y además f( est.á contenido en pi subconjunt.o abiert.o 
B6(p) de X. Ent.ollces, aplicando el Teorema 93, S B(I() es I1n singular o HU 

fUCO. Afirmamos ahora que: 

8) SB([() n o(V) = 0. 

Eu "f"do, Cl\ 5) "imos que S /3(f() e B,( {p} ). De aellcr< lo cou la eleccióu 
de b, sUlede que B,( (p}) e C(X) - o(V). Lu('~o, SB([() n o(V) = 0. 
Afirmamos tambil'u que: 

a) SB([() r. V separa I'"r trayectona., a V. 

Para \"cr D), !-inpollgamos qw' SB(K) nv no l'it'para por tra)(\ctorias a V. 
De amerdo ('ou 4) y G), {¡>}. II " V - (SB(l\) n 11). Pllest.O que Sll(I<) n V 
no sC'parn por trayC'dorias a V, ['xist.c cnt.OIWPS lllla. tra)'ectoria >. : 1 --+ V de 
{l'} a B ('1.1 V tal qne ning:nna I E 1 satisfac(' qlll' >.(f) ~ SB(K) n v. 

Tk[lIIamos tu ~ máx{t E 1 '\(1) el,}. Dd,i,lo" que {JI} ~ SB(I,) 
I'xbt{· I > O fal q\1(' >.(t) e [(o Entoll('es ro ('SIiÍ. 1111'11 cl('finido y C'S mayor qllC' 
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('cro. Como B 't K, succde que to < L Hagamos o = )..11'0.11 : [to, 11 -> D. 
FJ>. ... da.ro que O' ('!-i una función continua que empie7.él. en A(to) Y sat.isface 
qne o(t) - K f el para toda t > too Por t.anto. '\(to) E SB(K). Adem{¡s, 
)..(to) E. D, así qnc to es nn número en J para el cnal '\(to) E SB(K) n D. 
Est.o es nna eont.radicción, y de est" manera 9) se cnmple. 

Tenemos con todo est.o, qne SB(K) es nn singular ° un arco en C(X) t.al 
que SB(K) no(D) = 0. Ent.onces, por el Teorema 75, SB(K) nD no separa 
por t.rayect.orias a D. Dehido a que est.o cont.radi('e 9), concluimos que para 
rada E> 0, existe nn elemento T E B. ({p}) tal que T es un t.riodo en X .• 

3.3 Localizando 2-celdas en Hiperespacios. 

En la presente sección, veremos condiciones bajo las cnales es posible en­
contrar una 2-celda D en el hipercspacio e( X) de un continuo, de mane­
ra que D - 0(1)) tiene a un snbcontinuo dado de X. Dichos resnltados 
serán importantes para probar) por ejemplo, que tant.o las compactaciones 
métricas del espacio [0,(0) con residuo no degelu'rado, como los continuos 
indescomponibles cuyos subcontinuos propios y no degenerados son arcos, 
tienen hiperespacio único. 

En esta dirección, el result.ado mi., natural es el qne se presenta en el 
siguiente teorema. 

Teorema 97 Sean X un continuo y A, BE C(X) tales que A <;; B. Supon· 
gamos que 

i) A = Al U A2 en donde Al,A" E C(A) - {A}, 

ii) B = Bl U B 2 en donde B l , B2 E e(B) - {B}, 

iii) Al <;; B l , A2 <;; B 2 Y Ao = Al n A2 = BI n B 2 E C(X). 

Entonces existe una 2-celda Den e(X) tal que A E. D - o(D). 

Demostración. Debido a que Ao Se A I Y Ao <;; A" exist.en arcos orde­
nados 01, (JI : 1 -> e(X) de Ao a Al y de Ao a A2 , respect.ivamente. Más 
aún, corno Al <;; BI Y A2 <;; B 2 , exist.en arcos ordenados 02, (3, : I -> C(X) 
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.1; ,l /JI Y dc ,1.-' .L Hz, rcspec ivamente. 1)1,1 II,lllll·., :l-h01 . dos flllll'IClIH2:i 

.1.1 + (':.X; ('Iml(! ~iglle: 

,{01'2t), -;\ O' t • ~ 
fl (t) 

o,2t-l), ~i " 
1< L 

{ (JI 2t), o, O ' t .~ 2 
,1(1) 

= /3,,2t -1), ¡-i¡ ,J, t 'S 1 

ElJtOll((", ,', (O) = ",¡(O) = Ao = ,BI(O) ,¡(O), n(l) = 0,(1) = BI 

\ ,Jll i ,"1.:(1, Bl. ~lás m'lil, QI[o,~l y 0[1,,1] Hon flln\'ioIleH continuas 

\' ti () ":(1) Al = o,(d), Por talitll, " ''8 \lna fmción C'Ontinua, 
Sill]']: 1:1:l'I1:-: SI' pTlIC'ha que {3 ('-..; continua \rn:--.tnlfelfios al ora qu(': 

P"f,l. ('Sto. ,'illpOlH!.,amoti prilllero que () ~; ,o.; <: f ~ ~. Entoncei 0(8) = 
,,,(2,) c: (l,(21) n(I), Ahon, sllpongruu", '1'''' \ ,S < < 1:::: 1. Entonces 
11; .... ' (A~ . ., 1) ... tl:;!:2t -1! = Q(t). Fll1alrlll·t;t'{'l si O : .5 ~ ,~, < t::; 1 

":11"1" .1· : (¡ :,,) c: o (D = h <;; 02(21 l ' ,,(l.), Esto prneha 1), 

!)"m,uli",,,imjlar,slIccdeq'le¡J(S) <;; .JII),," < < < t~: 1. Estosip,l1ifica 
'-.1j[' 1, Y j ~0r: un·(I;' orclenado:- de Ao a H: Y dt' Al' a B2, respt'cti\"amente. 
[l< .¡l:, ~,r, ,,1111n, 1111" [lindón 11: 1 x 1 -, ('¡ \ 1 ('OlIlO h(b, t) '~n(,,) U /3(t), 
ll"bid'l" '[11" ,1, '''", por hipót,,'is, un Huh,,,"IIl:llD d" X Y ,\ que 11., e "(5) u 
rJ~'¡) P,l:,t (wL \'t,t) é j X 1, ~es1l1ta qw' It l' . ...,l,i. bit!11 definida. Afirmamos 
c¡ 11' ': 

El! efedo, ~('a (s, t) E 1 x 1 y SllpOlI¡1,aml,:-' 'JIU' (.'t n1 t,) es una sucesión 
I'n l;-~ 1 la: qm' \'''n1f,,) ~ (-;,/). Ent()J\('{'~ ~" -~ s y 1,) --Jo t, por lo que 

r.e,,) '", ,,( .. : y.1(1,,) _"o 6(t), Luego, pN la 1 ,¡¡ rt l' :\. <lel Teorpma 20 

F ,ta prndM q1le h 1'$ ront.mua. Afirmal!ll ,..., ah(lra que: 
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3) h (~S iny('(·.t.iva. 

Para \"Pr ;¡). tomcmos dos pllnt.os di,tint.os (SI, td, (82,12) E J x J. Sin 
perrler gelH'rilJi<lad, podemos suponer que s, < "2. Ent.onces n(sr) <; n(s2), 
por lo 'lile existe Iln punt.o x E n(82) t.al qlle x ~ n("l). Not.emos qne 
.T € h(s2.12) y qne S2 > O. Por t.ant.o, x ~ Aa. Ahora bien, si x E h(Sl,t l ) 
cntonces debido a qne x ~ <>(51), reslllta que x E ,8(t l ). Como ,8(t l ) e B2 , 

sllccele 'lile x (' B,. Más alÍn, pllestO que n(s2) e B l , x E Bl. Luego, 
x ( Bl r: B, ~ Aa. Est.o es nna cont.radicción, así que x ~ h(Sl, tI). Por 
tanto. "("1.1,) lo h(52,f2) Y así h es inyect.iva. 

Definamos V = h(I x 1). Por 2) y 3), V es Ilna 2-celda en C(X). Dado 
ql1e 

hG,D '=nG)u,8(D =Al UA2 =A, 

telwlUOS qne A E V - o(V) .• 

A continuación, presentamos una versión más general del teorema ante­
rior. 

Teorema 98 Sean X un continuo y A, B E C(X) tales que A <; B. Supon­
gamos 'jUf.: 

,) A = Al uA2 en donde Al,A2 E C(A) - {A}, 

ri) B = 131 ~J B2 en donde B l ,B2 E C(B) - {B}, 

w) A, <; El. A2 <; E, Y Bo = Bl n B 2 E C(A), 

'v} Al-E" 10, A2-Bo '¡' 0, B , -(Al UB2 ) lo 0 yB2-(A2UBl )'¡' 0. 

Entono's ensle una 2-celda V en C(X) tal que A E V - o(V). 

Demostración. Definamos A'l = Al U Bo, A~ = A2 U Bo Y A' = A~ UA~. 
Afirmamos qll(': 

l)A'SB. 

En efecto, A' = (Al U Bo) U (A 2 U Bo) = Al U A2 U Bo = A U Bo = A, ya 
qn(' 130 e A. Como A c;: B, reslllt.a qne A' <; B. 
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Veamos, lomo j)' - (Al U !32 1 ¡ 0. "\1:-- 1, 1!n plmto x E /JI tal que' 

T f/c AJ LJ B,. Ellt'>I'I'" X f/ct J J Bo o l' I··:,t, pme!", Gil" A'J <;: B,. 
An~ilogaJnellt(' St' pIl1cbol que A_~ ~ B2-

3) A', n ,1~ E, 'i B2 ¡ C(X). 

En ef,'{'to, A~ n ,1~ 
fl, n B 2 e C(X). 

(A1 l Bo,) n (A, J [i,,· Bo 

En efecto, como A2 . Ea" 0, exist.'·.1 .\, lal qile :1; f/c E,. Entonc8J;, 
.1: E A' ,,-, A. Sl1p(Jn~l.'l.m('s que o"~ E A~ =...-\ . J: (:(lffiO x (1. Bo, h'nemos que 
.1; E Al- Ll1C'r~o, .r ( Al r : A 2 e Bl n B 2 :::: 11". F:-ito ¡~c; 1lna contradicción, así 

qne x tt. A;. Por t.1Ulto, A~ ~ ,1', Demallera¡.;lltlilars(.pr1teba qUl' A~ ~ A'. 

Así pues, A' -." .1 Y B sat.i:,facen las lU]lr'lt I ':-'¡:-' dd Leorrma ant,erior. Por 
tanto, exis!c un,l 2·( du,( V en e( X) t.al '1(" . \ ~ D - o(Tl) .• 

El t.roIcma prifH ipal de est, L st>edón, ('::-.f ,lbll" 't' q1le si A es un ~TÜ}t 'ont inno 
propio y de.q:omprn,ibl,' de un cont.inuo al ,i("I" u X, t.al que SE(A) posee"... 
xuct.¡unl'fit.c ,los d","cnI08 miDlmalcs, entUIJ('" "xlste lma 2-celda V ,'n ('(Xl 
tnJ. que A E V n(D). A continuación pll'S!'IILllJl(JS una ~erie de re~illltados 
que !lOS llcvitnín a 1.1. prueba de dicho tCOWllld 

Teorema 99 ~,,'CQ1, X un contwuo y e ILI! ,du 07liUrtto ubleno de ¿y tales 
(lue U no C/¡ntll nI' tr;fotos. S,'Lpongamo . .., 1/1U' \ /'," un subr-Dlltmuo proPiO df 
X tal que ,1 e C. S, ,'Xisten exacta71J('/lf" dus elementos e, D E m(A) y 
A = eu D, f:1Ifm¡¡e, , xlste !Ina 2·celdu TJ (/1 ('(X) tal/fue A E V - o(V). 

Demostración. Como ,j y D son lk¡'p'llh,s minimalcs rHstintos en 
SB(A), pOUl'lllO' "'<:ocer 1m ¡mut.o e E (' 1) Y 1In p11n t o y E J) - C. l\láB 
aún, por el Tt~()r(,IlIa 8!), eniJ es eoncxo . .\tll'III;i. ..... existl'n dos sllb{'ontinnos 
e' y D' de X !;¡J,o, '1'" 
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(a) G <;: G' , D <;: D', e' - A ,¡, 0 y D' - A'¡' 0, 

(b) G' n D' es un subconj1lnto conexo de A, 

(e) y f/: C' y e f/: D'. 

Definamos B = G' U D'. Nokmos que 

1) G' y D' son subcont.inuos propios de E. 

Para ver 1), t.omemos 1m punto x E G' - A. Como G' n D' e A, sucede 
que x f/: D'. Por t.ant.o, D' <;: E. De manera similar se prueba que G' <;: E. 

2) G <;: G' , D <;: D' y C' n D' E e(A). 

Veamos, por las afirmaciones (a) y (b) para probar 2), bast.a con verificar 
que e' n D' ,¡, 0. Est.o es ciert.o ya que, por la conexidad de A, sucede que 
en D ,¡, 0. Luego, 0 ,¡, G n De G' n D', de donde G' n D' ,¡, 0. 

3) G- (e'nD')'¡' 0 y D - (e' n D') ,¡, 0. 

En efecto, por const.ruccion c E G y c rt D', así que c rt G' n D'. Esto 
prueba la primera part.e de 3). Para la segunda, bast.a observar que y E 
D-(e'nD'). 

4) G' - (GUD')'¡' 0 y D'- (DUe'),¡, 0. 

En efecto, t.omemos un punt.o x E e' .- A. Como e' n D' e A, result.a 
que x rt D' Y debido a que G e A, x f/: e. Por t.anto, x E e' - (e U D'). De 
manera similar se prueba que D' - (D U G' ) ,¡, 0. 

Hemos probado que A = G U D y B = G' U D' sat.isfacen las hipótesis del 
Teorema 98 (con A, 0' G, A2 = D, E, = G' Y E2 = D'). Por t.ant.o, exist.e 
una 2-celda Ven e(X) tal que A E V - o(V) .• 

Teorema 100 Sean X un continuo y U un subconjunto abierto de X tales 
que U no contiene triodos. Supongamos que A es un subcontinuo propw de 
X tal que A e U. S, m(A) tiene exactamente dos elementos E y F tales que 
En F ,¡, 0 entonces A e8 descomponible y, además, enste una 2-celda V en 
G(X) tal que A E V - o(V). 



I ; CAPíTULO ;¡ e-(ELDAS y TRIODOS. 

Demostración. ¡\finllruIlos 111(' EUF \ 1);1[(-1 ver ('S'ollil1}long,llnos 

I :1I<' r; uF I .'1. Fntnnce:-. f'xiste U11 punt.o ti ( \ 1.t1 (lilE' a. f E u F. Por d 
I'l'nruna ~~). L" r~ F 1'.""> COJiexo Yl además) ('.'{L"/{'!: d!l~ SUbCo'1timlOH E' y F' 

,11' X tilk:-- q1lt' 

(a) F s.: r;'. F;:: r, E' - A f 0 y l' .\,1 

~b) r.·...-' F' (' ..... nl1 ~l1b('onjllntoc.onex(l dI' .-lo 

(el r.F', ['. 
(d) " r¡ E' "' r. 

s"" r _ . ...\ '" F' .J P. :'>Ioternos que 

\' <]IH' 0(' .4 - IE'¡;}"'). Tomemos un punto I I j-"' A Y un punt.o f E po -A. 
("otllaE". 'r c: Ay,.f 'Í A, t.encmos<]ue, e F (.·1cJF')y J" E p. ·(AL.,E'). 
Por t,pnt(l. TI'') 1111 triodll débil. Ahora bien. ('Oll:11 A, E', F' e U, n'.-mlta. quc 
Te U. Fntr)1lCP:-' U contIene un t.riado dél)i! y, por C(lllSlguienf,(\ tambi{~n nn 

t riodo l Tl OlC'lr.a H5). Como est.l) es 11Ila cOIltl'ildH -dÓll1 E U F = A y de est.a 
1 IlnllPrn .. 1 (':-. {if·~(TJ!llpoJlible. Í\[á." a(m, I'or I,J t~'{)r€':na an;prior, existe una 
:,-.. clda V ('11 C(X) (a] qlle A E V - o(V) .• 

TeorClna 101 , ... :, (j[' )( rm c011'ir1l1o y U Uft <'¡''/J!'un.j'LTlto a~iertn dI ).; tale.'i 
fide e {In ('¡¡-I( f'{t~ fnouos. SU1,ollgamos (/m .\ ('S I,n subl'ontmuo propio y 
dlsmn,p ... 1 ',',,t, X lolq"eA e U. Sim(.·l) III!" ,.:ructnmer,te do.' demc71tos 
F .... ~ )} F " "1-' 1,; r- r· 2) fn'onces ('xi.~t/ Il/if.' .:-Cr ido, Ven C(XL fal que 
A( V- ,"m 

Demost.ración. COl~O A,,,; dcsmmpl"lilll, (·,iet.en C. D E C(A) _. {A} 
I"J,-s q11l . \ ~ (' l, 1). Supongan lOS prillll'fII '1'11' U; LJ F: ,,(e r1 D) '" 0. 
[;nton",. 'il! pi Idl'l generalidad, podem,¡s "IJ" '11"r que 1 n (C í. D) f 0. 
Afjrrn¡tllln~ ([llf': 

1) C - J} ~ E /l bien ,) - e e 1. 

Para Yt r 1) :-'\lp(¡llgamos, pi Ir d contritrlO. (1 1 \(' e - j) cf:. E Y qw' D - e ct. 
r;. Entl'Ill·"". (""tI'll pllllt.OS e ,(' - D Y '1 " ji (:, al,,g q'lc e,!I r; E. Por el 
Teorema ~!l. ('xi .+(' 1ln ¡';llbcontmu() E' dE' X tai \llll> 8 I~ E' e U. 1:' - A 10 
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y C,1I 1 E'. D"finamos T = E' LJ e u D. Como E n (e n D) i' 0 y E e E', 
resulta qnp E' n e n D i 0. Adem¡ís, e E e - (E' u D) y Y E D - (E' u e). 
Por último. mIllO 0 i E' -- A ~ E' .. (e u D), el eonjunt.o T es un triado 
débil en X. N at.emos ahora qne T = E' U A e U, así qne U contiene nn 
triodo ,lédiL Entonces, por el T,'Orcma 85, U contiene un triado. Como est.o 
es absurdo, 1) es cierto. 

En vista dI' 1) podemos snponer, sin perder generalidad, qne e - D e E. 
Ent.one"s A = \ e - D) U D = Eu D, Como consecnencia de esto y del hecho 
ele que E y F son ajenos, se tiene <¡ne F e D. Por el Teorema 89, existen 
E',F' E C(X) talesqne Ee; E' e U, Fe; F' e U, E'-A i' 0, F'-A i' 0 
y E' n F' ~ 0. Afirmamos qne: 

2) };' n D es nn snbcont.inno de A. 

Para ve, 2), notemos primero que, como A = E U D Y A es conexo, 
En D I 0. Entonces E' n D i 0. Además, E' n D e D e A, así qne 
resta probar que E' n D es conexo. Si esto no es asi ent.onces, debido a que 
E' e U y ]) e A c: U, resulta por el Teorema 83, <¡ne E' n D posee justo 
dos componentes K, y K 2 . Sean a" 1>2 : 1 ..... e(X) arcos ordenados de KI a 
E' y de K2 a ¡';', reo.pectivamente. Tomemos tI, t2 > O tales que K; = al (tI) 
y K~ = a2(t,) ,on ajenos. Como K;, K~ e E' y E' n F' = 0, tenemos qne 
K; n F' = 0 )' K; n F' = 0. Dado que K¡ e; K; e E', K 2 e; K 2 e E' y 
tanto K i como K 2 son componentes de El n D 1 se signe que K~ 1 K~ iD. 
Podemos elltonces tomar nn punto ", E K; - D y un punto k, E K~ - D. 
Es claro qnp '"" k2 E E'. Corno E' n F' "" 0, se sigue que k l , k2 <t F ' . 

Definamos T = (D U F') U (D U K;) U (D U K;) Y tomemos un plmto 
f E F' - A. Eutonl'l"; 

o I De (D U F' ) r: (D U K;) n (D U K;), 

f E (D,j F') .. (D U K; U K;), k, E (D U K;) - (D U F' U K;) y k2 E 
(D U K~) .. (D U F' U K;). Por tanto, T es un triado débil en X. Ahora bien 

T ce DUF'UK; UK; e AuF'UE' e U, 

así que U con! iene un t.riodo débil y por tanto, también un triado (Teorema 
85). Como esto es ahsurdo, E' n D es conexo, y con esto probamos 2). 
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Sea H fó' l; [lJ u F'). Es 'laro qlle "S 1, ¡.; ; E' y 0<;; D U P. Por 
2), 

F'r(j) ,F') = (E' lD)U(E 1, l.'rD,C(A). 

3) E };' r1 D 1 0 y Ji - E' n lJ I '0; 

En C'feet.o. (kbido a que e - D es uo \-W'ÍP y {'~t.á contenido en E - D, 
podemos tmuar un plinto e E r; - D y ('!ltc¡J1('!'S f~ t: E - E' n D. Tornundo 
lIn plinto f E F, rp,"lta qlle) E D - F ~ n. Esto prncba 3). Afirmemos 
ahora que: 

4) E'·- (El. DUF') = E' - (AL r; / .~ Y (DUF') - (DU R') 1 0. 

Para ver la primera parte, bast.a t.OnJar 1111 pllnto e E E' - A, y para 1a 
segunda, un punto f E F' - A. 

En virtud de lo anterior, t"nemos qlle ,1 Jo; \1 D Y [3 = E' U (D LJ F') 
satisf,u-en LlS hipt'o(¡",is del T,mcma 98 ¡'C'!l . \, ~ E, A, = D, B, = E' Y 
B2 = DUF').l'orLmto,exist.'una2-celda n"1I CiX) tal qucA e Tl-o(V). 

SlIpon)';mnu., ahora qlle (1, L F) n ; e 1 I J) = 0. Entonecs, podl'mos 
slIponer, sin l"rder g"!leralid • .d que E (' !J. Sean E', F' E C(X) t,,],,,, 
qne E <;; E' e U, F S. F' e U, E' n F' fe' - A t 0 y F' - A -F 0. 
Afirmamos q\l{': 

5) Fe D . C. 

Para \"(T 5), ~\lponhamos (lHU F ~ ..' J - ( EIltonCf'!-, debido a que F n 
(CnD) = 25, ,"e['(leq1ie F e C -D. Fijen""!ln [mnto y E D-C. Podemos 
construir a E' .Y F' dl' fiade qne, adeJlliÍ,.<., di' sa.tlsfacer las propiedades ya 
cnl1ndu.das, c1lmplan (on que y ~ E/UF'. Ik l·~ta ma.neru) es fácil \'er qUE' el 
ronjllnto T O' (C U E') CJ (C l F') U (C l f)),,, 1111 triodo débil en X qlle rst.á 
{'ont.C'nido en L·. EntojH~es, por d Teorc'lflíl ~.-J l· {antiellE.~ un t.riado. Puest.o 
<jllC ('sto ('H 1111,' co¡¡lradicl'Íór, Fe D r: 



3.3 LOCALIZANDO 2-CELDAS EN HIPERESPACIOS. 67 

Ahora bien, puest.o que En D = 0 y F n e = 0, podemos const.mir a 
E' y F' de modo que. adem,ís de satisfacer las propiedades ya enunciadas, 
('umplan eDn que E' n D = 0 y F' n e ~ 0. Veremos que: 

6) e n D es conexo. 

Para ver est.o, supongamos que en D posee dos componentes e, y e2 • 

Entonces exist.en dos subc.ont.inuos ajenos e; y e~ de D tales que e, <;; e; y 
e2 <;; e~. Puesto que e, y e2 son componentes de enD, resulta que e;, e~ ~ 
e. Por t.anto, es fácil ver que el conjunto T = (eUE') U (eu e;) U (eu e~) 
es un t.riodo débil contenido en U. Luego, por el Teorema 85, U cont.iene un 
t.riodo. De est.a cont.radicción result a que e n D es conexo. 

Definamos ahora B = (eUE')U(DUF'). Es daro que A <;; B, e <;; eUE', 
D <;; D U F', e U E' y D U F' <;; B. Además, por 6) y la forma en que fueron 
construidos E' y F'J sucede que 

(eUE')n(DUF') = (enD)U(enF')U(E'nD)U(E'nF') 

= CnD 

es 1Ul subcontinuo de.tl. Entonces, A y B satisfacen las hipótesis del Teorema 
97 (con A, = C, A2 ~~ D, B, = e U E' Y B2 = D U F') y por tanto, existe 
una 2-celda V en C(X) tal que A E V - o(V) .• 

De los t.eoremas anteriores tenemos el siguient.e resultado. 

Teorema 102 Sean X un continuo y U un subconjunto abierto de X tales 
que U ,tu contiene tnodob. Supongamos que A es un subcontinuo propio 
y descomponible de X tal que A e U. Si m(A) tiene exactamente dos 
elementos entonces enste una 2-celda V en C(X) tal que A E V - o(V). 



Capítulo 4 

Compactaciones de [0,(0). 

4.1 Introducción. 

En este capít.ulo, probaremos que las compact.aciones métricas del espacio 
S = [0,(0) con rpsiduo no degenerado, t.ienen hiperespacio único. 

Definición 103 Un espacio compacto y de Hausdorff X se llama una com­
pactación de X, si X es un subconjunto denso en X. En tal caso el conjunto 
R = X - X se llama el residuo de X. 

Formalment.e hablando, deberíamos decir que hay un encaje h: X .... X, 
de modo que h(X) es denso en X. Para hacer menos engorrosa la not.ación, 
identificaremos a X con h(X) y ent.onces pensaremos que X e X. 

A menos que se diga lo contrario, en est.e capítulo la let.ra S represent.ará 
al semirayo [O, (0) y la let.ra X a tma compactación métrica de S con residuo 
no degenerado R. Si a E S entonces, r.omo veremos en el siguient.e t.eorema, 
el subconjunt.o [a, (0) de S, es denso en [a, (0) U R. 

Teorema 104 Para cada punto a E S, Re elx ([a, (0)). Más aún 

elx ([a,oo)) = [a, DO) uRo 

Demostración. Para efectos de la demostración, supongamos que a # O 
y t.omemos Ull pUllto x E R. Para ver que x E elx ([a,DO)) sea E > O. 
Como X - [O, aJ es un subconjtmt.o abiert.o en X que t.iene a x, exist.e ti > O 

69 
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1;,1 '1ne lJ,(.r) ( X . :0. al. Sin :>erder genl'lalitj,,,l. I,odem,'s suponer qne 
{¡ ... , ::. COl1l0 S (~'l dC'!lsO en Xl miste 1ln p1ll1tu .IJ' B,.(x) n 8. D(' arw'rdo 
(" '11 la e}{'('('ü'm de (l. fI <1- [01 aL así que y ( ~t/ "-: Est r ¡ sip;lIifka que 
¡:, (.r) r ((/.'X) f '" ~. por ('onsir \Iient.e B, (.r) n lu. x) ¡i. 0. probando así 
qllt' x E e/y ([a. x)). L\le~o Re Glx ([a, (Xc)). 

O" lo 'Ulterior, resnlt.a q\le RL [a, (0) e C'/x Cu. :xl)). Supongamos ahora 
"'le x E ('/.\ Ca, oc)) y que, para ('fect.os ,j¡, la demostraciún, x f/c [a. :xl). 
1 ni Once:; .r '" [O,a) uRo Si x E [O. a) entonm,. d"hido Il que x E Glx ([a. (0)) 
y ,r qu(' :Il. u) es abicrt.o en X v tiene a f. resulta que [O. a) n [a,oo) # 
. l. Como ('sto '" absurdo, x f/c O, a). Por t.anto. x ( R Y de esta manera 
( 'Ix ([a. -x.)) e [a. x) U R. Así elx ([a, (0)) = la, x)! R. I 

A l'Outilllladón VI 'remos que I'} residuo Ji 01' X, es un suhcontinuo de X. 

Teorema 105 El ,,-,,duo R de X es un SilnCJITltmllo de X. 

Denlostración. )Jotemos pIimero que, dI' (l.('llpnlo con el trorema ante­
"Dr, si tI./' ( S ya. < n ent.onces elx ([b, x)) e ,/¡. ::x,) U R e [a, oc) U R = 
('lxC17,-.....)). Por tanto, {Clxl[n1oo)): 71 E :>J} PS lma farnilia anidada. de 
..,lIh('OlltillllO:-' (le- ~Y. Afinuamos qU(' 

R= n Glx([I/.:X)'· 
'lEN 

Elt ef,do. ]lor d tmrema allterior, R, ('/\ ([n. :xl)) para cada 11 E 1\1. 
r ue);". Ir' e (\,. " el, 1[".(0)). Supongamos ahora qlle nn", elx ([n, (0)) rt 
1l. Ellton('(", ,'xistc un punt.o.c E nnENC/X (1/. oc,) t.al que x r¡ R. Por 
tftnto, I L, ,f.,'. Tornando 1m IllÍn:ero natural TI tal q\l(' X < n, resulta qll(, x E 
elx (in, 'e)) = ¡n,x) U R. COItlO X f/c R, In lln(,'rior Implica que x (é :n,oo). 
Lnegn n -:; I Est.o ('5 absurdo y, por cOIlsiglliPIÜP, 'lOEN Clx ([n, 00)) e R. 
F_Gto prnpbaq1l<' R = n.ENGlx ([11.,00)). 

De lo anterior, rt'snlta que R (>.8 la intt~rfit't \ \(lIl de una Hllc~ión anidada 
tIe HubcolltillllOS de' X. EntonC("s, por [27, Te\IIt'llla 18), R {'s \m snbcontinllO 

de X. I 
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Dado un C"Onjunto Z contenido en un continuo Y, denot.aremos por C(Z) 
al conjunt.o d~ los element.os de C(Y) eoatenidos PO Z. A est.os element.os los 
llamaremos 8ubconitnuos de Z. En el si~lli('nt.e t.eorenla, det.erminaremos los 
t.ipos de subcont.inuos que posee X. 

Teorema 106 Cada subeontinua A de la compactacIón X satisface una y 
sólo una de I{JS sigU1,entes cond'lcwnes: 

(a) A es un Bubeontmua de R. 

(b) A ,= R U [a, (0) para algún punto o E S. 

(e) A es un subeontmua de S y por tanto un subintervala cerrado y acotado 
de S. 

Demostración. Sea A E C(X). Supongamos que A no es un subc.ontinuo 
de R y que A no es un subc.ontinuo de S. Ent.onces, AnR'¡' 0, AnS'¡' 0 y 
A rt F, (X). Como AnS es un subconjunto cerrado y no vacío de S, podemos 
definir a =mín(AnS). Ent.onces, aE AnS y [O,aJnA = {a}. Afirmamos 
que A = R U [a, (0). En efect.o, como A = (A n R) U (A n S), A n R e R y 
AnSc :a,oo), t.enemos que A e RU[a,oo). 

Tomemos ahora un punto X E [a, (0). Si x rt A entonces existe E> O tal 
qu(' (x - ", x t E) e .9 y (x - E, x + E) nA n R == 0. Por t.anto 

A = (An [a,x - cJ) U (A '1 ([X+E,CC) UR)). 

Not.emos que An [a, x - El es cerrado y no vacío en A. Por el Teorema 104, 
[X+E, oo)UR = Clx (¡x + E, (0)) es cerrado en X, así que An([x + E, (0) U R) 
es cerrado y no vacío en A. Notemos ahora que 

(An [a,x - EJ) n (An([X+E,oo) UR)) = An [a,x - El nR= 0. 

Por t.ant.o, A no es conexo. Como est.o es una contradicción, x E A. 
Luego, [a, (0) e A. Aplicando de nuevo el Teorema 104, resulta que 

R U [a, (0) = Clx([a, (0)) e Clx(A) = A. 

Est.o pmeba que A = R U [a, 00) .• 
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4.2 Localizando 2-celdas en C(X). 

La t{'cnit-a ,l :-'Pgllir para dcmos'rar que.X ti(·tH hip('respal io {mico consiste, 
('utre otrllS ("osas. (,Illocalizar sllbront.imlOs A d,· X l,ar" los cuales es posible 
mrontrar IIna 2-("<'Id" V en C(X) t.al que A e 11 . (J(V) (vpr Definición 70). 
El siguiente t.eorema det.ennina dert.os SUhCOllt.iIl1l0S de X con esta propiedad. 

Teorema 107 Pam rada subcontmuo n(J d"'¡Cl/f'mdo 11 dI' X tal que A e S 
!J O rf: A, e:nste una ¿·celda V In C(X) tal qUt A E V - o(V). 

Demostración. Sea A Ill! sllbcont.inuo Iltl d, 'generado de X t.al que 
A e S y o rf: A. Por el Teorema 106, cXlsh'n a, ,02 E S t.a1es qlle O < 
(J.¡ < 02 < ex: y A = (011 a2]. Tomemos pllnt.lls a, ¡'I: ~ f S t.alC'S que O :s; 
/'1 < al < (/. < 1/2 < b, < Xl Y elefinaJlI'" Al = [al. a], A2 = [a. a2J, 
8 1 = [b"a), H2 ~ [a,b,J y 8 = 8, U 112, Elltonces es claro que Al y A2 
son snbcont.inuos propios ele A t.ales que Al U ..12 ~ A. A,í mismo, B, y B2 
wn snbl'Ont.iIllIos propios de ]i t.ales qul' B, ' H2 = B. Aelemás Al <;; B" 
A2 c;: B 2 Y A, n A 2 = {a} = DI n 8 2 E ('(A), Por t.ant.o, ele acuerdo con el 
Teorema 97, existe una 2-celda V en C(X) t.al 'lile A E V - o(V). I 

4.3 Continuos Terminales. 

El siguiC'nte paso ('onsi:jtc en determinar qllé ~llhc/ ,otiUllOH de X son termi­
nales en X. 

Definición 108 Un !>ubcontinuo propio !I no ,ft:gtnerado A de un contmuo 
X e., terminal en X, si para cada submntm 11" B de X lal que B n A ,¡ 0, 
"e 8Ig"" qw: A e B (/ bien B = A. 

En cstal-iecdón 1 probaremcls que el residllo H de _X" es nn continuo t.erminal 
<]ue elesronN:t.a por t.rayect.orias a C(X). 

Teorema 109 El resIduo R ,fe la comp'lrtrulá1l X es terminal en X. 

Demostración. Sea A 1In ,ubcontilJ\Jo d,' X t.al que A n R ,¡ 0. De 
ac.llprdo ('on el tporerna. anterior! A e".; un 1"1llwOlltiollO de R o bien A = 
R U [a, oc) paJa all';ún punto a E A. Ent.om'", A e R o bien R e A. Con 
esto vemos q1le' R ('8 t,pnninal en X .• 

Ahora "cremas que' X no l~ Iocalm('llf.(' ('O¡J('xo en lo~ puntos del residuo 
R. 
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Teorema 110 X no es localmente conexo en ningún punto de R. 

Demostración. Supongamos que X es localment.e conexo en un punt.o 
x E R. Como R es no degenerado, existe un p1mto y E R tal que y ¡ x. 
Sea U un subconjunt.o abiert.o de X t.al que x E U Y Y rf; U. Aplicando la 
regularidad de X y la conexidad local de X en x, es posible encont.rar un 
conjunto abiert.o y conexo C de X, t.al que x E C e Clx(C) e U. Por 
la densidad de S en X y el hecho de que C es abiert.o en X, t.enemos que 
C n S ¡ 0. Por t.ant.o Clx(C) n S ¡ 0. 

Tonemos de lo anterior, que Clx(C) es 1m subcont.inuo de X que int.ersect.a 
a R, no est.á contenido en R (pues t.iene 1m punt.o de S) y no contiene a R 
(pues y rf; U Y Clx(C) e U). Ent.onces R no es tenninal en X. Como est.o 
contradice el Teorema 109, X no es 10c.aImente conexo en x .• 

Corolario 111 X no es localmente conexo. 

A continuación, probaremos que los subcontinuos t.erminales de un con­
t.inuo Y, desconectan por t.rayectorias a C(Y). 

Teorema 112 !26, Teorema 1l.5} Sea E un subcontinuo propio y no dege­
nerado de un continuo Y. Consideremos las siguientes afirmaciones: 

(a) E es terminal en Y. 

(b) C(Y) - {E} no es conexo por trayectorias. 

Entonces (a) =? (b) y si E es descomponible, entonces (a) {o} (b). 

Demostración. Supongamos que E es terminal en Y. Elegimos puntos 
p E E Y q E Y-E. Sean Ea = {p} E C(E) - {E} Y El = {q} E C(Y), 
cntonces El - E ¡ 0. Mostraremos que C(Y) - {E} no es conexo por 
t.rayect.orias, haciendo ver que toda trayectoria en C(Y) de Ea a El tiene a 
E. Tomemos ent.onces Ima trayectoria>. : 1 -+ C(Y) t.al que >'(0) = Ea y 
>'(1) = El' Dcfinamos to = máx{tEI: >.(t) e E}. Entonces >.(to) e E y, 
como El - E ¡ 0, sucede que to < 1. Afirmarnos que 

1) E est.á contenido en >.(to). 
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l'i1l''' n'l 1), "1 [¡lI:tmo., lIna j'Ul .. ión o '1 i' I • C(Y) mUlO ,,(1) ~ 

L ,\ ~)I).() P,lrél t E :f, .l~. Entonc''S, aplicando la I IIllti11l1itlad dc..\, a.<.¡Íc-mno 

)i ,ti' la. f:1W"j¡'m 1lnir'm (Teorema 2~)7 t.enemos q\l(, t\ ('S ¡lIla fUIldón continua. 

1\, ,tl'nlOS '1111' ni 1)' U -' ([1", 1)) . llada t E (1", 1 i' p"" la perte 2. del TL'Ort'ma 
2>, ti (t) I , 1I11 SIlh<-tlllt limo de Y y, además, -' i t", - "',1i') c: o (t). Como" (to) 
( I ,¡ t'Or.til1ido t'n E. tI 'liemos qlle ,,(t)nE i' " ]lala .. a"., tE (t,,, 1]. Entont'es 
( '+~ e F" hil'JI E ~ nft), lIado qile E es terlllillal 1'11 Y. Como G(t) - E '10 
1 i'" .. ad,l t ( ('1,,1', 'lIceele qlle ¡,; e o(t). 

Así l"H". para .. lUla I E (to 1], resulta 'lIU' ;,; e o(t). Por tanto, si 
t IllUiIDO:-' Hila l-o\lfT:·;iún (tTJ)n en (to,l] t.al (P1!' tn -t ti') rntonces E e n(tn ) 

,'la I'HI1., 11 E r; y, (']1 el límite, E e o(to) ce -'(fi¡)' Est.o prneba 1) y. por 
,",i;';llIII:1". -':+0) ~ ¡':. Luego, (;(Y) - {Ff I1U'" C'OlIexo por trayectorias. 

Ant( .. di' prob¡¡r la segnnda liarte del t('OlTIWl. JlOl CIIIOS qlle 

2) CIY) , e(E) I'S conem por traywIOrIil.S, 

En I fpdo. Scall !l, K E C(} ) -, C(E) y Imllt'UlI,s dos afCOS ordenados 
"~o . r:'2 : ¡ .¡. ('{Y) d(' JI it Y Y de K a Y, rt'sppdi\-amente. DefinamC'llllla 
.'l'W':Ó!l (1 : / ) C(Y) como 

{

O, (21), 
,,(t) = 

0, (2 ,2t), 

,,¡ 11 <:: t < 1 , - 2 

,i : .: I :S 1 

Elltm:c'(', n '" UD:> t.rayect.oria en C(Y) de' 11 a le Como H -, E # 121, 
f{ , E t '" y todo "I,'mento de 1> mntien(' a JI i' a 1" sucede que E rf a(I}. 
E<tD prtll'],,' 2). 

SllpOll).!"l11lOS ahOlH q1le E 's descompOIllblt· y que GIY) - {E} no es 

,on,'xo por tr"}',, toria<. Como (;(Y) - C( El ('(Y; - {E} )', por 2), C(Y)­
C'( E) ('S t'OtlE'XO Jlor t fd,y('ctoria", existe UIla ('olllpon('nte por t.rayectorias, 1t, 
de C(Y) - {n tal t¡ue C( Y) - C(E) e 7t. SI ¡,' liD es t.erminal en Y, entonces 
existe IIll ,uhluntilluo B de Y tal que B :', J-. ¡ ¡; y B % 1:.' % B. Entonces 
D e C(l') - C(F-:). Tomemos Ilna compo!lmll (' tle B n E y IUl el''ffiCnto 
D c, cn') - {Ef tnl que D rf 7t. Entor\t'l's ji ,1 C:Y) - C(E), por lo que 
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DE C(E). l\Iá., alÍn, D E C(E) - {E}. También C E C(E) - {E} dado que 
ErtB 

Como E es descomponible, C(E) - {E} es conexo por t.rayect.orias, seglÍn 
el Teorema 58. Por tanto, exist.e una trayect.oria.\1 : I --> C(E) de D a C 
en C(E) - {E}. Sea.\2 : 1 --> C(B) un arco ordenado de C a B en C(B). 
Es claro que .\2 es una trayect.oria de C a B en C(B) - {E}. Por t.anto, la 
función .\ : I --> C(Y) definida como 

siO:5t:5~ 

sq:5t:5 1 

es una t.rayectoria de D a B en C(Y)-{E}. Est.o es una cont.radicción ya que, 
al est.ar D y B en componentes por trayectorias diferent.es de C(Y) - {E}, 
toda t.rayect.oria en C(Y) que une a D con B pasa por E. Por consiguient.e, 
E es t.erminal en Y .• 

La prueba del teorema anterior contiene el siguiente simple pero impor­
t.ante result.ado. 

Corolario 113 Sea E un subcontinuo terminal de un continuo Y. Si B E 
C(E) - {E} Y C E C(Y) es tal que C - E f 0 entonces toda trayectoria en 
C(Y) de B a C pasa por E. 

4.4 Componentes por Trayectorias. 

De acuerdo mn los Teoremas 109 y 112, C(X) - {R} no es conexo por 
t.rayect.orias. Veamos ent.onces algunas propiedades de sus eomponentes por 
t.rayect.orias. Para empezar, cada una de ellas posee un singular, CQIllO se 
muest.ra en el siguiente teorema. 

Teorema 114 Supongamos que E es vn subcontmuo de un continuo Y. En­
tonces cada componente por trayeetoria~ de C(Y) - {E} posee un singular. 

Demostración. Sean e una componente por trayect.orias de C(Y) - {E} 
y C mI element.o de C. Si C e E entonces tomemos un punto e E C y 1m 
arco ordenado a : 1 --> C(Y) de {e} a C. Es claro que a(J) es un conjunt.o 
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( ()llt __ ~O por tr;ty('cotc jrlas ("ontenit lo c'n C(Y; 
e t..."'l una (>oIllpOlH'ntc' pO! traye torias de ( 
[,1l<'go {e} e en FI(Y). 

[Jo .\" <¡Ile int( 1 sed a. it C. Como 
:1'; (F}, rcs\:lta<]ue,,(I)e e, 

Supongamos ahora qne C ~.~ E. EntcliH't'S t'.\lst.t~n uu punto e E c~" E 
Y un arco ordenado 13: 1 -> C,Y) de {d ,,(' t'll C(Y). :\nevnmeute, para 
tal elección dp (', :-'llce(h~ que J(1) es 111] (O(¡njllllto conexo por tray('ct.orias 

!'Ontenido en C(Y) - {In y q'le int.ersed" a e, Ent.once' {3(I) e e y, por 
tanto, {e} E en F¡(Y). I 

A continuación des('ribimo'i una part.e' Important.e dp la estructura de 
C(X). En partklllf\f) descril,iremos UIIa ('(J1l1ptlllt~nte por t.ray(·('t.orias de 
C(X) - {R} qm' será de gran lltilidad en 1" jllllt'ha de qu(' dichos ('ompat'la­
dones tienen hipcrf'Spado úni( Q. 

Si P es 1m sl1bcontinuo dp un cont,irulO }". c'ntonees C(P, Y) denot.ará 
al conjunt.o de los subront.inlJos de Y 'lile t'tllltlt'ncn a 1'. Si P E FI (Y), 
entonccs P = {p} para algún punto pE)' Y <,s' rii>iremos C(p, Y) en lugar 
de C( {pi, Y). L'tilizando el Teorema :!II. " fiÍr:i1 ver que C(I', Y) es un 
subconjunto cerrad" de C(Y). Más alín, ",ando arcos ordenados, St' prIlreha 
que C(P, Y) cs conexo por t.rayectorias. 1'"r tanto, C(P, Y 1 es un sub continuo 
de C(Y) para cada l' r C(Y) 

Teorema 115 8, ,;'( e,1¡ una e'1mpactacilJn IiI/fn¡"Q del espacio S con re.·nduo 

no degenerado R entonces 

1. C(O,X) L' un arco ord".ado de {U} ti \' (n C(X). 

2. C(R,X) es un arco ord"nado de 11 aX ('11 C(X). 

3. C(S) ES r:DT/r.J;O por traflec/orias. 

4. C(S)l~[C(R, X)- {R}: es una COflll"JTI' 1If, ¡'or tmilt!ctonQS de C(X)­
{R}, 

Demostración. Para probar 1. not{-'m{)~ ({lH~, por el Teorema 106, rada 
elemento A e CrOo X) es de Le forma [O, ": para alguna a E S, o bien A = X. 
Por tanto, Hi A, 13 E C(O, X) entonces A [ Ji" 13 e A. Más aún, {O}, X E 
C(O, X) y para !'aúa A E CiO,X), {O} -.1::- X. Por t.anto, aplicando el 



4.4 COMPONENTES POR TRAYECTORlAS. 77 

Teorema 31, G(O, X) es un arco ordenado de {O} a X en G(X). Est.o pmeba 
1. 

Para probar 2. not.emos que, por el Teorema 106, cada element.o A E 
G(R, X) sat.isface una y sólo una de las siguient.es condiciones: A = R O bien 
A = R U [a, 00) para alg1ma a E S. Por t.anto, si A, B E G(R, X) ent.onces 
A e B o Be A. Más aún, R,X E C(R,X) y para cada A E G(R,X), 
R e A e X. Por t.anto, de acuerdo con el Teorema 31, G(R,X) es un arco 
ordenado de R a X en G(X). 

Para probar 3., tomemos dos element.os A, B E G(S) y fijemos 1m punt.o 
a E A Y 1m punto b E B. Sean a,{J: I -+ G(S) arc.os ordenados de {a} a A 
y de {b} a B respect.ivamente. Como S es conexo por t.rayect.orias, F¡(S) es 
conexo por t.rayectorias. Entonces exist.e una t.rayectoria '"( : I -+ F¡ (S) de 
{a} a {b} en F¡(S). Definamos 1ma función tp: I -+ G(X) como sigue: 

Entonces 

¡ a(1 - 3t), 

tp(t) = '"((3t - 1), 

{J(3t - 2), 

siO~t~l 

sil<t<~ 
3 - - 3 

sq~t~1 

1) <p est.á bien definida y es continua. 

Para ver que tp está bien definida, notemos que tp(~) = a(O) = {a} = 
'"((O), así que <p está bien definida en t = k. Similarmente se prueba que est.á 
bien definida en t = ~, por lo que <p est.á bien definida. Para ver que <p es 
cont.inua, bast.a notar que 'P es continua en los intervalos cerrados [0,3), [l J ~J 
y [~, lJ que cubren a J. 

De 1) se sigue que <p es 1ma trayectoria de tp(O) = atO) = A a <p(I) = 
{J(I) = B, claramente contenida en G(S). Por lo tanto, G(S) es conexo por 
t.rayectorias. 

Probaremos a cont.inuación que G(S) U [C(R,X) - {R}J es conexo por 
t.rayect.orias. Debido a que, por 1. y 2., G(S) y G(R, X) - {R} son conexos 
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1''' trayectorilL', h,,,!amostrarq\l,'h,elernell0' ¡IJ} " 7(5)) X E C(IlX)­
{.I} St' 1'11(,11'11 ('onl I t.lr por llna t aY"ct.oria 111 (' ,) C:(R. .\:) - {R}'. S"a 
( '111 arm ordellild" d, {O i a X, Doda A E ", [1 ,1. Por el T"orcrna l [lG, 
, 1'.' de la fOrIllan, u' E C(S) " bien A;"",) L R ~ X. Por tant.o, 
( e C(S) u [C(1L\:) - {R}J. LllPI\O, G(S¡ 1 J/(Il. X)- ;R}J I'S conexo 
IOf t.ray"I"IOrIllii. E, <lMo qlle ';(8) U [Ci//..\) {R}I ::: C(X) - {R}, 
1,; qlle PXI'!l' \lua (,llJllpouent.e I,or trayeetodle' C lle G(X) - {R} tal q\le 
(':S)U[C(Il.X) {U)' ( C. 

Afirmamos qJJ(' C( S) L [G(R, X) - {R}: c. l'ilfa ver esto, sllpongamos 
.U' ('xisk e [ C tal '11'" G rt G(S) U [('(JI, X) - (R}J Entonl'cs e E 
, JI). {fl}, Fijlmo, lln pllnto B E G(S) u '('(R.X) - {R}]. Corno e es 

."" compoOl'n!t' 1'01 travedoria., de G(X)- {/I} Y B, G :: C, existe llua 
·r,ly,,·toria (l. l· • (:IX) de C" B t.al qll(, 11 J ,,(1). Sin embarg,o , ('omo R 

, termin"l l n X, e ~. R y B - R 10, t.oda tr,'\'t'I"IHia en G(X) de (' a B 
:'.d3 por H. S('fl,t'll el Corl,lario 113. Entonc('s )¡' t- (}:( T) y, ('omo esto (':S una 
"IIntradkdón, C(;,') .J [C( R, X) - {R}I = e I 

En la prucha df' LL pdrte 3. del teoreII\¡¡ ¡ll ¡j t 'rlOl, solarnente utilizamos 
, i he{'ho dl' (1'1(' .r....- p- ¡-ún! XQ pOI t.rayectori a . ...; , A·,í pw 8, tenl~mos el signiente 
,,',nlt ;Ldo. 

Teorpma 116 ~~- rJ l' Uf, ~'I1bcO"lljunto de 1111 t-,l¡,.{¡lIun Y. S, Ves IOnfTO jJOT 

Ir.7Jicctor (.'.~ I nfn:'ci ~ C(t r ) es (rml:xo por tmyfl tori05. 

En d si:;:JicJI'i' tI'Onma, m.straremo, 'I11!' ,'(R.X) U C(O,X) U F¡(X) 
l~ nna c"",¡¡,'cI", "',,, m,",rica dd mnjnnto e(¡.- X)..J C(O X) U [<¡(B), mn 
11':·>idl1o nu d{'~pr:\'rilflo F.(R). 

Teorema117 .• ·:J¡_.flnJfunosqu.!Xesun.JnlTl.:J11I.fo-.:i.ón 11 t.lf"lCJ] del pspaC1.0 

eS' = ¡D,oc), ron iI ",b" 110 de!.'enemdo JI !J, ,'W(I1T10S S¡ ~,C(R,X), S, = 

C(O,X). S, ,Y'S) yS=SI JS2US3. },:"t,,,,r,,,: 

fl) S ('s .11,' ,'Jf :'I-,'IL'o r:on tX'frerno R. J), hfl lln. t c1sf.e 'Un homt.:omnrfi. ... 'mo 

1: [-~,lX)·' S luZ que: 

,) JC- 2. 1) ,SI, J ([._1,0]), S, r ([II,DJ)) "S3, 

n) 1(-'2J R, ((-1) ,X y pa¡., ,-",1, r > O, I(J) = {I}, 
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iii) pam cada x E [-2,00), F,(R) e CIC(x) (f ([x, 00))). Más aún, 

CIC(x) (f ([x, 00))) = f ([x, 00)) U F,(R). 

b) el conjunto X = S U F, (R) es una compactación métrica de S con 
residuo no degenerado F, (R). 

Demostración. Para ver que S es 1m semirayo c,on ext.remo R, not.emos 
primero que: 

1) SI U S2 es un arco en C(X) con ext.remos {O} y R. 

En efecto, por el Teorema 115, S¡ es 1m arco ordenado en C(X) de R 
a X, y S2 es 1m arco ordenado en C(X) de {O} a X. Además S, n S2 = 
C(R, X) n C(O, X) = {X}. Por t.anto, S¡ U S2 = C(R, X) U C(O, X) es un 
arco en C(X) con ext.remos {O} y R. Más aún, es claro que: 

2) [C(R, X) U C(O, X)J n F¡(S) = {O}. 

Como consecnencia de est.o, S es la unión de dos conjuntos, un arco y un 
semirayo, que se int.ersect.an en su extremo {O}. Luego, S es un semirayo con 
ext.remo R. Ahora veremos cómo const.mir 1m homeomorfismo f: [-2,00) -> 

S con las propiedades i)-iii) del teorema. Para esto, tomemos una función de 
Whitney p. : C(X) -> [0,00). Como S, y 52 son arcos ordenados de R y X 
Y de {O} a X, respect.ivament.e, las nmciones p.¡ = P.IS, : SI -> [p.(R), p.(X)] 
y P.2 = P.ls, : 52 -> [O, p.(X)J son homeomorfismos (Teorema 32). 

Reparametrizamos ahora los arcos [p.(R), p.(X)J y [O, p.(X)], considerando 
una función hl : [-2, -lJ -+ [p.(R),p.(X)J definida por 

hl (x) = [p.(X) - p.(R)] (x + 2) + p.(R) 

siempre que x E [-2, -lJ; así como Ima nmdón h2 : [-l,OJ -> [O, p.(X)J dada 
por 

h2(x) = -p.(X)x 

siempre que x E [-1, OJo Es claro que h, y h 2 son homeomorfismos y que 
h,(-2) = p.(R), hl(-l) = p.(X) = h2 (-1) Y h2(0) = O. 

DE IA BIBUOTECA 
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COJll;jd"r('mo~ ahnra JilS fun<iones fl I ' h, Y h 00 /12. 1 
o "J. r:, 

,Jaro c¡ne f, : [ 2. lJ ... SI' h : [- '.1)' ,8, son homeomorfismns. 
:m h : [0,00) _., S, la función definida", 11110 r.r I o {l'} si x e [o. Dú). 
¡':ntonccs 13 es un homeornorfislilo (TeorcILl,t Ir, ¡ 

Definimos la flmeión f: [-2 00) -> S ,'omo "gIl<' 

¡ () '.,') 1] Jl:r! SI.! ,--' 

f(x) ~ h(x), si.r·. 1, IIJ 

h(x), SI.r: ,11 x) 

Notcmosc¡uef(-2)" fl(-2)~. /11 1 (!J , ,:- 2. o. /11 1 (/1(R)) = R, f¡(-I) = 
/1¡I(h l (-I)) "/11 1 (/1(X))=);,f,(-I) /1J'h,( 1))O"I",I(/1(X))=X. 
12(0) .• /1-,1 (h 2 (O)) "11-2 1 (O) = {O} = hUIi p, '1 taJlto. f fstá bien ddinida. 
Ad"m:ls, f¡, 12 y h son home,'morfismos y ]¡" conjunto, [-2, -IJ, [-1,0] 
Y [0,00) son cerrados en [-2, Xl) que c1Ibrm ,l i . 2,00). Luego, f ('s 1In 
homeomorfismo. 

Notemos ahora que f ([-2. -1]) = J, (i· e ID = SI, f C- 1.0:) e 

12([-1,0]) = S2 y f([O,oo)) , ¡¡([O, oc)) e S, I'or tallto, f satisface i). 
Como ya hicimos ver f(-2) = R, f(-I) • X \ por definición, f(x) = {l'} 
para cada x :::: O. Entonces f satisface ii). 

Para ver que f satisface ¡ji). sm x E ¡ ·2,:X l. V,amos primero el caso <'n 
que O ~ x. EntoncC!i 

f([x,oo))Ul'¡(R) , {{p} E 1',(X) pf: [x.ooIUR} 

{{p} E JI (X; P ( G/x ex, oc))} 

de &1lerdo con el Teon'ma 10·1. Como la fl1nt]l,n h q1le a p le asigna {p} en 
FI (X) es Ilna isomctría, obtenemos que 

h (G/x ([J,oo))) = G/F, p.. (1, ([) Xl))) 

= GIC(x Ii! C·l x}!} 

= G/C(xll{{pl : JI 1, [.c,oo)}). 
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De nlanera qHe 

f ([x, 00)) U F,(R) = ClC(x) ({ {p} : p E [x,oo)}) = ClC(x) (f ([x, 00))). 

Ahora, si x E [-2, O] 

f([x,oo))UF,(R) = f([x,O] U [0,00)) U F,(R) 

Por t.anto, 

= f([x,O])Uf([O,oo))UF,(R) 

= f([x,O]) UClC(x) (f([0,00))) 

= ClC(x) (f ([x, O])) U ClC(x) (f ([0,00))) 

= ClC(x) (f ([x, 00))). 

f ([x, 00)) U F, (R) = ClC{x) (f ([x, 00))) . 

y así, f satisface iii). 

De iii) resnlta qne 

81 

ClC{x)(S) 00 CIC{x) (f ([-2, 00))) = f ([-2, 00)) U F, (R) = S U F, (R) = X, 

y. como X es c.ompacto y mét.rico, X el lilla compactación métrica de S con 
resirlno El (R) qlle es no degenerado, ya qne R es no degenerado. Est.o prueba 
b) .• 

4.5 El Teorema. 

Estamos por fin en condiciones de probar que X tiene hiperespacio único. 

Teorema 118 ¡,as compactacIOnes métricas del (spacío S = [0,00), con 
residuo no dr.generodo R, tu'nen hiperespac10 único. 

Demostración. Sea X = R U S nna compactación métrica de S con 
residno no d!!generado R. Snpongamos qlle Y es nn cont.inuo t.al qne C(Y) 
es homeomorfo H C(X) y qne h : C(Y) ~ C(X) es nn homeomorfismo. 
Ent.onces 
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1) Y IlO {S l¡wc:,JIlIente (' )fit'XQ. 

En ('[('di 11 si}" ("; 'oC'illnlf'nt,( coaexoeIdl,t" - ('() ) Y, por t.rultO. tembipll 

(,'{X), (~ locitllTlt'Tlk conexo) st-glÍn el T(,{\l(']il,l (JI). Por e. mislllo trof('Ina 
f!'nemos qUl' X ('S ]o('alruente C"ll('XQ. PW·~t¡, 'j'll' e:-,',Q es lllla contrutlit-dón 
\i Corolario 111, Y no (''l localrn{'nte ("01](,};:(, ¡".slo prneb t 1). Afirrn,1.mo~ 

"hora que: 

2) l!~/¡(F,(}')). 

En efecto. si por d contrari,, R E h (F, IY 1) "lIlm,ces existe 'm plinto y e 
V tal que R·~ h ({y}). Puesto 'lll!' C(Y) {(yli PS conex,' por tra)','C'tnrü¡s 
(Teorema 31), n'sulta <¡lIe C(A) . {h({Yiil ('(X) - {H} es conpxo por 
trayed,oria..-';. EntoTIc!'S R no es tiTnünal (11'Ofl'Tllrl 11:!). Como esto contra(lin~ 

al TeorC'ma 109, R f/ h(F,(Y)) 

Hagamos ahora SI ,C(R.X), S2 = ('111 .. \), S3 = F,(S) y S = SI'; 
S2 U S3. Por el T('(ln'ma 117, S I~ un f;1'lllir;\\-'1 (~()n extE'mo R y adcnlás, 
I>xist.c 1In homcom"rfisllIo 1: [ .2,(0) -t S tallil'l': 

a) 1([-2,.1])=81,/([-1,111) "2'1 f([O,cx)))~'S(, 

h) 1(-2) = R, 1(· 1) = X Y para ,,,da x::: O, I(x) .C {x}, 
e) para carla x E [-2,00), ('1, (\.(f(;x,oo))) = I([x,oo)) U 

¡'¡(U). 

Afirmamos ahora que: 

3) h (FI (Y)) :: C(R) L S. 

En efecto, fii 3) no se cunlplt! entonc4'S {'\I .. ·,tP 1m pIUitO y E Y tal qllC 

¡'({y}) ~ C(R) 0 S. L;¡ego h({y}) rf ('(Rl' S" por lo que h({I/}) es II1l 

,nbcontinuo de S. Como h({,,}) ~ S2, I!'SlIlta 'In!' O ~ h({y}). Por tnnto, 
h( {y}) es 1m s1IbcIlntinllo no deg'",erado de ,l, 1,,1 qlle O ~ h( {y}). Ent.onces, 
por el TL'Orerna 107, exi,te una 2-celda V "11 (' .\) tal qne h( {y}) E V -o(V). 
Lnol',o, V'; /¡-I(V) el una 2-,'el,la en ('101'1 1.,1 'In"~ {y} E V' -- ,,(V'). 

CODlO S es UI! slllH:onjllli1o abiert.o dE' .\ 1[11(' c;ontipnc al ~nb('ontinllo 
h({y}) de X, existe é > O t.al <[ue N( .h(j",,!! :: 8. Por la continuidad 
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de 11., existe ~ > 11 tal '1l1t' si H(E. {1/)) < ~ entonceR H (h(E),h( {y})) < ". 
Además, por PI TCOH'IllH 90, existe uu triado T E Ed{y}). Aplicando d , 
Teorema 48, t{')J,'mos '111<' exist" una 3-cclda 7 en C(Y) t.al quc T E 7 e 
B,({y)). Entoll<'''; 7" = 11(7) ,>; una :!-l'elda en C(X) t.al que 

70 '~ h(7) e h (B,({y})) e B, ("({y})) e C(S). 

Por cOIlsigllif'ut.C', si To ::::- UTa ent.onres resulta que To es un sllbeont.inllo 
de S t.al que 7(, L C(To). Est.o significa que el hiperespacio C(To) contiene 
HIla 3-('clda. Ent.onces, por el Teorema 49, el continuo To contiene tUl triado. 
Como To e S re" ,1 t.a 'Iue el semirayo S cont.iene un t.riodo, lo cual es absurdo 
y a.sí 3) queda probarlo. Afirmamos ahora que: 

Para ver!) IIOt.(,1II08 que, romo R es t.ermina! en X, C(X) - {R} no 
es conexo por trnyel'torias. :\Iás aún, por el Teorema 115, el conjunto A = 
C(S) U (S, - {l!)) ('S uua componente por trayec.t.orias de C(X) - {R}. 
Luego, 11.' (A) '" una componente por trayect.orias de C(X) - {h-'(R)}. 
Entollc(,s, por el Teon'ma 11·1, 

h '(A) n F,(Y) i- 0. 

Por t.ant.o, 
h (F,(Y)) r A i- 0. 

Como 
¡\ n (e(!?) U S) .~ [C(S) U (S, -- {R})I n S, 

se deduce el" 3) <¡ne h (F, (Y)) '1S i- 0, prohando así 4). Not.emos ahora que: 

5) h (F, (Y)) n C(R) t 0. 

En efecto, snpongmnos que, por el contrario, h (F,(Y)) n C(R) = 0. De 
acuerdo COIl 3). h (F, (Y)) e.s IIn subconjunto de S. Ahora bien, como S es 
homeomorfo a! semirayo [-2,00) Y h (F,(Y)) es un subcont,inuo de C(X), 
t encmos '111<, h. ( F, (Y)) tiene qlle ser un arco y. por consiguiente, un cont.inuo 
lo('almente t'QI1l-XO. Enton{'(~s FdY) y, por ende tarnhién Y, es localment.e 
('onexo. Esto ('ontradin' 1), a.'·,í qnc 5) e.'i cierto. 
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IkfllJ:llllosR ,It(F<Y))rC(R)yV, '/ / (\'))ns Por4)yG)V, 
\' R SOIl lIO y,leÍ():,. l.~ (laro fP'(~ n es ('('11 ,Id, I 'JI ( XL ql1e C/f'(xll Vy ) ( 

/¡ (F,P')))' ,¡"" 

AfirmanlOS qllC"' 

G) ('xist" /'0 ( (- 2, =) , al que V, f' "" ",)). 

ParawrG), IlotclllosprimelOqnesi -.!,' I (V,) cnt.oncesR 'c j(-2) E 

V,· eh (f1(Y)), .-ontradlciend,· 2). Not.clI,' 's ,dI' ,r;, <,ne Vy ('s, por d"finición, 
,,'rrado en S, Por tant.o. j-I (l-'y) es un slllaOlI ¡llllt< c{'rrado de ! - 2. Xl) que 
no tiene n. -2. Sl'a 1'(1' minj-I(Vy ), enllllu'" 1'1 = (-2 Xl) Y j-I(Vy ) C. 

¡r(j, x), Lue¡;o, Vy ' j(rl(V,,)) e j([ll""'-I 1'", t.ant.o, 

Luego, si" ( (¡'o, 'Xl), 

h {fl (Y)) JI (1'1 (Y)) n j ([1'''' oo))]1t (/ (}'\) r R] 

,/¡ (1'10')) r: (j ([ "o, vD l J (> "< '),j L Ih FI (} ')) (1 C( R)] 

- ¡h(FI(Y))nj([vo,v])]L Il(l·}'))n(f(I',oo))UC(R))] 

D,' acuerdo nm b) del T<-'Olema 117, 

j ([1', Xl)) U C(1I) = j ([1. ,,)) Fli R) U C(R) 

= Cle :x I{ (", ex ))1 U C(R) 

(""5 un conjnnt.o ('ompad.o. F ntonccs, hl'm\):-o t'snit.o al continuo h (F1 (Y)) 
<"omo la,uuión dI' (108 ('ompacfos no vadu~. Lllq!,(), ¡~tos deben int.C'rsf'ctarse. 
Como 

;h (FI (Y)) n f ([1'11, /I])]"lh (FI (Y)) n (j(;' ,::x 11 1 J( :(Ji))] e h (FI (Y))n{J(lI)} , 

ohh'!lf'ffiOS qm' j~l') E h(F¡(Y)). Est.o IlIlIl'slra '1',e f([ro, oc)) e Vv. Por 

tanto, Vy ,c f (~rl" Xl)) y 6) >e clImple. 
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COIllO mnsec1\(,llcia d" G). Vy es conexo. Por t.ant.o, Clqx¡(Vy ) c.' conexo 
y. d(' I1c'll('rdo ('OH e) 

Clqx¡(Vy) = CIC(x¡(f([I'o,oo))) ~ 1([1'0,=)) U FdR) = Vy UFI(R). 

Est.o es: 

7) Clqx¡(Vy ) = Vy U F¡(R). 

Esto implic'a que 

FI(H) e CIC(x)(Vy ) e h(FI(Y)). 

Como t.mllhién FI(R) ::: C(R), res1\lt.a q1\e FI(R) e R. Afirmamos ahora 
que: 

8) RnClqx)(Vy ) = FI(R). 

En efecto, ('amo Vy n R e 0 y FI (R) e R, aplicando 7) t.enemos q1\e: 

R n CI('(x¡(Vy ) .. R n [Vy U FI (R)] 

(RnVy)u[RnFI(R)] = FI(R), 

con lo que se prueba 8). 

Not.emos ahora q1\e si Re FI(R), ent.onces R = FI(R). L1\ego, 

h(FI(Y)) = RUC'lqx¡(Vy) 

= Fl(R) uCIC(x)(Vy) 

= FI(R) U(Vy UFI(R)) 

= Vy U FI(R). 

Es daro q1\(, Vy U FI(R) es hom!'Omorfo a X y q1\e h (FI(Y)) es homeo­
morfo a Y. Por t.ant.o Y es hom!'Omorfo a X. Est.o culminaría la demost.ración 
del t.eorema. S1\pongamos ent.onces. para efed.os de la prueba, q1\C R -
FdR) i 0. AfIrmamos que: 

!J) 'R es COI1('XO. 
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J:!l ,.f(', lo F,IJI) '" 1111 sllheollju,t.o mllPx, , <1,1, ""1,,,,1.0 ,'011 "o It (F¡()')) 
\' ~ . tal ql11' 

1, FY))-F:(R) ,[R.-F¡(R)]U ('/[\ (Vy '- F, R)~, 

,\hora ¡''''", 10H mUj1mt.m R. - ·,',(R) Y G/'i). )(V, F,(Jl, ~ V" ")]]110 

\'¡ :i)~ y. pll!" Sj. ('!-.tÜlllIlIltl1ament,( separado:-.. f\1! talltll, por ,¡ Teorema :38 

(,:- I 'JW-Xll. r:~t() pnll'ha 9). 

l"1'llf?l1:P .... ('OIl todn lo ant.erior, q1H~ R Y CI! '( \,:: V\ ) "->011 do.., sllbcontiullos 

d ! :f,~)T lel,s 'lile h (F,(Y)) = R. U CI",,,IV,) l' R. (l Glqxl(Vy ) = 
¡. ,El) '"' ,'nlH'XO, ('omo R. - F,(R) f 0, "",'d,' 'lile R. y CIC(x)(Vy ) son 
~,ll)(Olltl11\Ul~ propic¡:, dI' h(F¡(Y):. Definamo:-.lo .... nlllJl1ntos 

lJo {yEY:/,({y})EF,III)f, 

,y, {yE Y: 't({y})ER¡ ) 

F" '{" E Y: h({y}) E C'{,,(\) (V, I} 

1fI' JI,.\' y 1'" son sllbc:ont.inllos Prol"oS <1(' Y 'ales qlle Y ., N U Vy 

\' .\' "1 \}' o B ('S conexo, 

Por t,il.tll (:1' [l( ta~rdo ('on esto y el Teorema :H. tt'nernm· que: 

11) Si R' {"S un :·m!lcontinno de y, l'lltOJ1{"PS (' ..... posiUe en('ont.r;u 11n 
P¡lIl.to o ( ~Y, 1In punt.o b E V)- - .\ y 1lJIR t.rayt'ctoria. ). : 1 --+ 

C':)') ti" jo} a lb} en GiY) tal '1<1" JI' rt >-)), 

l)pfill.lllll\S N' - h l(H). Es claro que ni ('S \11\ slll'contillllo de Y a.<.;Í que) 

por 11). t ..... Jln-.;iblt- ('llcont.rar mi p11nt.o Yl t S. IlB punt.o lJ2 <: VF - IV, Y 

"na tIa)" t'"I,' >- , 1 ·4 G(Y) _le {y,} a {II,} "11 e, y; t.a: qlle R' f/c >-(1), 
\otm:o, '1'11' ¡-' {!/; }) E R Y h( {'/2}) E GIC', \: V, ). R. ~ V" Esto ,il\nifi('a 
<¡'1<' 1,' {'/: ¡) " 1111 'lIbcontinllo de R y q1l<' id {I/: ¡) ,', IIIl slI\wontinno de X 
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q11C int.erscda a X-R. M,ís aJÍn, debido a q11e R!/: h (F'¡(Y)), tenemos qne 
h( {y¡}) ("s 111t s11bcont.inno propio de R. 

Sea,: ¡ .... C(X) la fnnción "¡ "O h o >.. Ent.onces, es 11na t.rayedoria cn 
C(X) de h( {!i¡}) a h( {y,}) y, de acnenlo con el Corolario 113, exist.e t E ¡ t.al 
q11e ,(t) .~ R. Lncgo >.(t) = h..- l (,(1)) = h-l(R) = R', por lo q11e R' E >'(1). 
Est.o CS 1111 ahsmdo. Por t.ant.o, nccesariament.e n - Fl (R) = 0 y, como ya 
hir.imos ver, de aq11Í se dcd11ce qne Y es homeomorfo a X .• 



Capítulo 5 

Dobles Compactaciones. 

5.1 Introducción. 

En el capít,lIlo anterior, probamos qlle las compactaciones métricas del espacio 
[0,00), con residllo no degenerado, tienen hiperespacio único. Ahora veremos 
el easa de dos compactaciones métricas de un semirayo, con residuo comí m 
qlle sea IIn continllo no degenerado. Más precisamente, consideremos dos 
mÍmeros reales a > O Y b < O, Y sllpongamos qlle [a, 00) U R Y (-00, bJ U R 
represent.an dos compactaciones métricas de los semirayos ajenos [a, 00) y 
(-00, b], respectivamente, ambas con residllo no degenerado R. Sea 

x = [a, 00) U R U (-oo,bJ. 

¿Tendrá X hipercspacio único? En este capít.lIlo responderemos en ne­
gativo est.a pregunta y, veremos que, aunque X no posee hiperespacio línico, 
esencialmente sólo existe IIn cont.inuo Y no homeomorfo a X, tal qlle los 
hiperespacios C(X) y C(Y) son homeomorfos. Por consiguiente, podemos 
decir que X casi t.iene hiperespacio único. 

Las ideas para la pmeba del resultado principal de est.e capítulo, son 
similares a las que se dieron en el capítulo anterior. Mientras no se diga otra 
cosa, X denot,ará IIn continllo tal que X = SI U R U S2, en donde SI U R Y 
S2 U R son compactaciones métricas de los senlirayos ajE'TIOS SI = [a, 00) y 
S2 = (-"", bJ, respect.ivamente, ambas con residuo no degenerado R. Es fácil 
verificar qUE" si A es un sl1bcont.inuo de X, entonces A satisface lma y sólo 
UIla de las siguient.es condiciones: 

89 
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(a) :1 (~nn ~,1l1)('on!inllo d·· In C0ll1P;ll'~¡11 I,nl "'1 .J R, 

(b) .1 {}o 1111 "'IlJ1I'On t lllllO el . 1<: comp,lI t ,1' "Ir -11 ,.,' . .J R, 

:\I;Í.~ aÜll, en vic,ta de qllC S'¡ l J R Y S2l Il --.1111 l'()l'lpacta !OIle~'-i mi,trica.., 
( l' ~('nunl}lls. aplit .mllo el Tf'Orellla 104, t.elJ(·llj()~ !jll1' 

el, ti.r, 0<..)) = [J. (0) u R pHr" ""la.! E SI 

elx (( ''Xl,yD = C 0<., y] U H PHI" ,atl" y E 5J . 

Aplitótl:ll.¡ d TI'¡)l('ma 105 a l.l rnmpart.u Hin "";1 '-J' j~, re..<:n ha que R es nn 
:tbnllltinl\() (!l. 81 LJ H Y, por trult.O, 1m Sl1hCClTlt,IIlIIO d\~ X. 

5.2 Localizando 2-celdas en C(X) . 

. \sí (mno ('J[ d (',tt .. ":(1 d(~ 1lna compad.arión ffil't.ril ¡¡ dd s('miray{) :0, oc), pElra los 
, olltinuos d( estC' capitulo, t.amblén es impDl t alli t' (f¡.I,ermin:lI sllbcontinuos 

\ el,· X. 1""" 10, Cllales es poólbl .. encontral '111H 2 celda D en ('(X) tal 
I JlI<' .{ ( D ~ 0(1'). Es daro fJlle. si A (,~ 1111 ~lIb(', ,ntinuCl no degenerado 
1(~ 5·;· = .t'. -x.) Ll¡ IJl1E' (1 f/: A, (mtonces POd('Ill(lS Cl'contn,r dicha 2-celda. 

i ¡e:.~,lr_JQ .... 1 ln rni"'lll:l rOIlrlllsiór. si A es un ~I\l)('ont:nllo no) degenerado de 
S'l (-::x, /,' t.al qw' /¡ ~ B. En ,·l1:iiguient.l' I'('or l '!wt 'emos qlle exist.en ot.ros 
,;¡]-)( IJJ,tir:l1L'" de X para.lo~ enaltS dkha 2 !'dd;¡ ."l' p,:ede obt.ener. 

Teorema 119 S"1,,e(R.Xj-{R} e.' '01'11'" a.') rt A entonces existe 
",e ;].('I,¡" D 'n (' Y) tal que 4. f, IV - "([', ln·~(:q(1J). 

Jkmostraci,ín. Sea A nn S" bCtlnt.inno ,¡" ( " /1. X ,- {RJ tal qlle n, 1, rt A. 
Sin perdcr g"l:eralicL\cl, pudernm· Sl1ponerqlll' ''-..'110. SEaI = 11IfnAnSI • 

Entonces . .T E 8 1 {n}. Es fácil convenceréi(' <[11E'.A r 8 1 = ./:,00). Luego, A 
('i 1m I-inlw[1!ltil1u{l dI' la. ('ompaC"'uc]ón SI l H. \ ,'[1 t,ll ('.-lSO. A = ;x, oc) U R, 
o hi('n (xÚ,tt· 1m Il\Illto y (: S1. t.al que A = ,,1, " I j R J ( -oc I y]. Definimos a 
i"ontirlllaci{'lI1 l1n l"-Ilh( ()ntil1llo B de X. Hacl'lIl( ,:-¡ 1\ j,' si A (';-' un t-iuhf'ontinno 

'¡"J.t"omJ1'l'"'~cil·'ll.c·: JJI. y B ~ RU(-,,!, ('/'.x ((- 'Xl,y:J "n 1·1 otro 
("aso. En C\l,1l411it'r situación, ¡estllt.a qu, /\ [Xl <» U ¡jo Notemos que 

'1 < b. 
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Fij('lllos Iln pllnto z E (x, 00). EH daro 'lile z E A Y 'lile 

A = [x,oo)UB = [x,zJU([z,oo)UB). 

AfinnaUIOS que: 

1) e(z,[a,z]) es Iln areo ordenado", de {z} a [a,z] en e(X), 'lile 
t.iene a [x, zJ. 

La afirmaeión 1) se signe del heeho de 'lile 

e (z. [a, z]) = He. z] : e E [a. z]} . 

Sea Xo = [z, 00) U R U S2' Afirmamos 'lile: 

2) e (z, Xo) es 1m arco ordenado {3 de {z} a Xo en e(x), qne t.iene 
a [z,oo)UB. 

Para probar 2), t..omemos Iln elemento e E e(z,Xo). Entonces e es nn 
sllhcontinllo de la compactación SI U R, o bien t.iene la forma e = [z, 00) U 

R U (-00, "J para alguna 11 E S2. Si e es un snbcont.inuo de la compact.aeión 
SI U R ent.onces, eomo z E e, e es de la forma [z, wJ para algún punt.o 
lO E [z, 00), o bien e = [z, 00) U R. Por t.anto, todo elemento e E e (z, Xo) 
satisface una y sólo una de las siguient.es condiciones: e = [z, w] para alguna 
1U E [z, Xl), e = [z, 00) U R, o bien e = [z, 00) u R U (-00, v] para alguna 
l' E S2' Ut.ilizando esto, es fácil ver 'lile, si e, D E e (z, X o) entonces e e D 
o bien D e e. Ahora bi"n, como {z},Xo E e(z,Xo) y para cada e E 
e (z, Xo), {z} e e e Xo tenemos, por el Teorema 31, que e (z, Xo) es Iln 
arco ordenado de {z} a Xo en e(X). Si B = R entonces [z,oo) U B = 
[z,oo)UR,ysi B = RU(-Xl,yJ entonces [z,oo)UB = [z,oo)URU(-oo,yJ. 
En cllalqllier caso, r"sult.a <¡ue [z, 00) U B E e (z. Xo). Esto pmeba 2). 

Afirmamos ahora que: 

3) si e E e(z. X) ent.onces e se puede escribir como e = e¡ U e 2 , 

en donde el E e (z, [a, z]) y e2 E e (z, Xo). 
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EH ('[('1'111, t.mnCIIU':-' lIn dC'Incn O e E C( .\) (~(In,o,=" E ,')'lrC, (.' c-, lll1 

s:!)(,r1TlflI:w 1 dp!at n¡:,;'í1r·t;',riónS UR,ohil"( >.-J),jR~'( x./·j:);!ra 

n;,,~/lJl (' C: :11 . J y 1111 P:'lIt.O l' E S. En el S("~11I" l., 1,1-,(1 h,U'lfml{J ('1 - '. Z; 

y e,·.::.", )~;lIlJ( ">8.,'] t.enelllOó qllPe, ,', r' '" zj), e2 E (,'(2, X,,) y 
( '1 " e, .. ( , 

SlIpong.tlllo:-, allllT,l quC' e es 1 n ~llbCOIltlll'1l' 111' la I ompa 'ta(i<'m S· . R. 
l:utoru'p's. t 01110 Z C: (', C = [e,I¡] en dondl '. /, ( .... 1 Y (l ~ 1 S Z <: h: 
(1 h!l'n e :". x) u n para alg1.11 " E [a, ~:. 1-:11 ('1 primer ('fL'lO, hal'iI'lIdo 

(' :,.: \" e" ' .. "]. t,'neml's 'lile C1 ' " '". ,J), C; E e (z. XII) y 
(\ .; el (', En d ~1'gl1Ildo cas,), haciendo (', le',3"] Y el. = [.2, oc) LJ R 
r'~lllt"qll1' (', E ('('" a,:'), e2 , C(z.Xo' \' (', e2 = C, Esto l'f11pba 3), 

[},ofirl1l11l1" ahora lIaa f'lllción f : I xI· ( " \ ) ('( 'mo 

f (s, t) ~ a( s), 1 (r J 

'lt'lnJlT<' q1!1' ; ..... f) e ¡ :< l_ Como ya hemo~ ,- l]'ljH'lllil";O varL~s v('{-es ('TI pste 
(ra¡lajo. 1);'I,l fllTIciOIH'-., s{'rnejant.~'s a 1, con( IllllIlllc-, qtlf' f tic'le las Riguit'lltCS 

lTOJllPd3dl .... 

4) J es iny('d.¡w\ y ("ontiIl11a 

1)(0 a"", 1,10 ,'on ,1) y I,l compacidad de ¡ > j 'i T ~ f( r x 1), mtonccs 
f : I xI, 'D P." un hOlilcomOJ fismo. Lll1'~'" f1 's lll1a 2-celúa en C(X), 
~ '01.10 

A = [xz] u ([z,,,- ,: ji! 

',' por lb 'J' ,:r. < ( e ('. [a, z]' = ,,(I) y 

:z,)()) U 11 E e (z, X,,) 111) 

!',,,na"lj1\(' A E f(Ix 1) • 'D, IIlás"ún, d"I"']",, '1'1" ,,¡,~ 4, A ¡c 'D-,o('D) 
Afirrn;unl \s qlle: 

5)]l Cí: .. '), 

Parn YI': t'~to nu1E'OlrlS que. por un lltlr 
Por otro. dI' .tClUHio <on :3), cada f'lemell!(1 (' 

,I"ro qnl' 'D e e(o,X), 
('( :, X) I,!' Pll1'd" cólTihir 
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"omo la unión de un elemento el E e (z, [a, z]) = 0(1) y un element.o e 2 E 
e (z. X o) = (1(l). Ent.onces e E f(I x 1) = v y de est.a manera, C(z, X) e 
V. Est.o prtJ('ba 5). Afirmamos ahora que: 

6) A E I ntr.(X) (V). 

En efedo, sean U = [a.z) y V= X ~ [a,z] = (z,oo)uRU(~oo,b]. Sea 

u = {e E e(x) : e n U i 0 i e n V} . 

Ya que U y V son abiert.os en X, U es abiert.o en e(X). Clarament.e 
A E U. Dada e E U, debido u que e es conexo, se sigue que z E e. Luego, 
e E e(z, X) = V, seglÍn 5). Por t.ant.o, U e V. Est.o prneba 6) y t.ermina la 
dcnl0stracióll .• 

5.3 Continuos Terminales. 

Ahora probaremos que el residuo comlÍn a las compact.aciones SI uR y S2UR, 
C'S terminal en .)(. 

Teorema 120 El restduo común R de las compactactones SI U R Y S2 U R 
es terrntnal en X. 

Demostración. Sea A un subcont.inuo de X tal que A n R i 0. Si 
A es un su b("ontinuo de SI L.: R, o bien de S2 U R ent.onces, por la t.ernli­
nulidad de R ("on resp<'<'t.o a dichas compact.ru:iones, A e R o bien R e A. 
Supongamos ent.onces que A no es un subcont.inuo de SI U R Y que t.ampoco 
es un subn'¡lt.inuo de S2 U R. Entonces exist.en x E SI Y Y E S2 t.ales que 
A = [7:,00) U R U (~oo, y]. Luego R e A y, por consiguiente, Res t.erminal 
en X .• 

Ahora V"rcmos que X no es localment.e conexo en los plmtos de R. 

Teorema 121 S, R es no degenerado, enfonces X no es localmente cone>:o 
en ningún punto de R. 

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo en un plrnt.o 
:e E R. Fije1110s un punto y E R t.al quc y lo x. Sea U un subconjunt.o abiert.o 
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(11 S t.,¡ qlW.I: _ {' y '1' ~ U. Aplicandll 1;; 1 \¡'illicl.\d (:t! ... \. a.,í (01110 la 
(oTlt'xl(la.d local de'."( ('TI x, es posible ellt-clIit:.lr 111. sllbr',)njullt.o nhi('rto \' 
C{IIWXO e de X, tal que' x E e e Clx(C;· ('c·mo SI U S"] e.."i (1"1180 (11 

X. l'l (S, u S,) I 0. Supong Lmos sin l't"' ti, '1 C',C'CJ(': alidaü que C n 8, i v;. 
ElJtOJ:Cps CI,,(C) r' S, I 0. 

TI llCmO!i ue lo anterior, que ';lx(C) es ¡tu 'i11\wll!l1 ¡nno de X que intC'fsl'cLt 

it R, 110 est.:\ contenido ('11 R (¡Jlles t.iene I\I! plllltll de S¡) y no cOllt.h'ne I-\. R 
(¡me.,,!/ rt. U Y Clx(C) c: U). I,ntonees H "" C" t<"minal m X. Como ('Stn 
(ontr,ulif'c (·1 teorc1Ila ant.erior, X no es ln¡-a!uwlltt' I:onexo en x .• 

Corolario 122 Sr l? e.r.; no degf!nf:rado, f ll!OI/¡ ( ~ X no e~ inealmente. C()n(~In. 

5.4 Componentes por Trayectorias. 

Clla. haena partl' de la est.ru,·t.llra de ("X: (':,"> Jllost.rada en el signit'lltt> 

teorema. En el mismo, descIibimos Ulla (()Jllp()Ill~nte por trayectoria"l de 
C(X; - {R} qlle st'rá de gran import.alU'l;t j';llil probar que X ('n si tiene 
hipcH'spaeio ,·mi('o. 

Teorema 123 Paro. el conttn/lO X son ("f1'1,1u ~ ,{J.~ ,ig-uú:lltes ofirmaCiOTlp.y 

1. C(R, X) " Ul1a ;!-celda . n C(X), 

2. G(a, X) (, un an'o ordeHado de {o} (L .\ c'c r7(X), 

3. C(b,X) e., un ano orde"ado de lb} (J X ,/1 ('(X), 

4. CIC(x) (C(5"¡)) e C(S,l R), 

5. CIC(x¡(C(S,)l e C(S2l R), 

6. ,\ = C(S¡) U [C(JI.,X) - {R}] U C(SI) " /111'( componente por tm!!,.,.­
torias de C(X) - {R}. 

I)cmostración. Para. prol)ar 1. noh'fI1()~ [PW, aplicando la parte 2. del 
Teorc'ma 115 a las mmpaetaci',nes S, un.' s, n, lenemos que C(R, S, UR) 
'" \lll arco onknado Q de R" S, U R en ('(\ I Y C(R, 'h u R) es un Mm 

ordc!udo í3 de 11 a 8 2 u R en C(X). Defill(IJI<'., II\I<L ¡imción 1 : 1 x 1 --< C(X) 
como I(s, t) ,~ <>(s) U /I(t) siempre que (, t) i r x l. Afirmamos qllC: 
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1) I(s,t) E e(R,X) parac.ada (S,t) E 1 X l. 

En efect.o, si (s,t) E 1 X 1, ent.onces R e ,,(s) n,8(t). Por t.ant<>, Re 
,,(s) U ,8(t) = I(s, t), y así 1) es cierro. Es fácil ver que: 

2) f es illyect.iva y continua. 

Afirmamos ahora qllC: 

3) 1 es suprayect.iva. 

Para ver est.o, t"memos un elemento e E e(R, X). Ent.onces hay t.res 
opdones para C: e es un sllbcont.inuo de la compactación SI U R, uu sub­
cont.inuo de la compact.ación 82 U R, o bien e = [x, 00) U R U (-oc. y] en 
donde x E 8, y Y E 82• En est., últ.imo caso, haciendo e, = [x, oc) U R 
Y e 2 = R U (-00, y], tenemos que e, E e(R,8, U R) = ,,(I), e 2 E 
C(R, 8 2 U R) = ,8(1) ye = e, ue2 . Por t.anto, existe 1m punto (s, t) E 1 X 1 
t.al que ,,(s) = e, y ,8(t) = e •. Luego, e = ,,(s) U,8(t) = I(s,t). 

Supongamos ahora que e es un subcontinllo de la compactación SI U R. 
Ent.onces e E C(R, 8, U R) = ,,(1), por lo que exist.e s E 1 t.al que e = ,,(s). 
Luego, e = ,,(s) = ,,(s) U ,8(0) = I(s, O). De manera similar se resuelve 
el caso en que e es un sllbcontiollo de la compact.ación 52 U R. Por t.anto, 
siempre es posible encont.rar un punt.o (s, t) E 1 X 1 t.al que I(s, t) = e. 
Luego, f es sllprayect.iva. 

Como consectlcncia de lo anterior, f : 1 x 1 - C(R, X) es 1m horneo­
morfismo. Ent.onces e(R, X) es una 2-celda en e(X). Est<> prueba 1. 

Para probar 2., t.omemos un elemento e E e(a, X). Como a E 8, n e, 
t.enemos que e es 11n snbc.ontinuo de la compactación SI U R, o bien e = 
SI U R U (-00, y) para alglÍn puot.o y E 8 2. Si e es un subcont.inllo de la 
eompact.ación S, U R entonces, debido a que a E e, e = [a, e1 para alg;'-m 
plutt,Q e E SI. o bien C = SIUR. De csta manera, cada elemento C E C(a, X) 
:->at.isface una y sólo una de las siguientes condiciones: e = [a, e) para algún 
punto e E S}. e = SI U R o bien e = s} U R U (-00, y1 para alglÍll puut.o 
y E 8.- Aplicando est.o, es fácil ver que si e, D E e(a, X) ent.ouces e e D 
o D e e. Ahora bien, como {a},X E C(a,X) y para cada e E C(a,X), 
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{a} e C e X tenemos, por el Teorema 31, que C(a,X) es ,m arco ordenado 
de {a} a X en C(X). Est.o prueba 2. La prueba de 3. es similar. 

Para ver 4., notemos que SI ..) R es lID oontimlo, así ql1e C(SI U R) es 1m 
compacto que contiene a C(S,). De aquí que C1C(x) (C(S,)) e C(S, u R). 
Esto prueba 4. Análogament.e se prueba 5. 

Para ver 6., notemos que, aplicando la part.e 4. del Teorema 115 a las com­
pact.aciones S, uR y S,UR, result.aque 11, = C(S,JU [C(R,RU S,) - {R}] 
Y /l., = C(S,) U [C(R, R U S,) - {R}] son conexos por t.rayectorias. Por l., 
C(R,X) es ,ma kelda, así que C(R,X) - {R} es oonexo por trayectorias. 
Además, para i = 1, 2 

RUS; E [C(R,X) - (R}J n 11,. 

Esto muest.ra que 11 es conexo por trayect.orias. Claramente 11 e C(X) -
{R}, así que exist.e una component.e por t.rayect.orias e de e(X) - {R} t.al 
que 11 e C. Si 11 ~ e entonc.es existe A E e -11 e C(X) - A. Luego, A es un 
subcont.inuo propio de R. Fijemos B E e(S,). Ent.onces B E 11, por lo que 
BE C. Como e es una component.e por t.rayectorias dI' C(X) - {R}, exist.e 
una t.rayect.oria o : 1 ~ e(X) de A a B t.al qlle R r; 0(1}. Sin embargo, 
como Res t.erminal en X, A ~ R y B - R '" 0, por el Corolano 113 se sig1le 
que R E 0(1). De est.a contradicción se tiene qllf' A = e Y, por tanto, A es 
una component.e por t.rayect.onas de e(X) - {R} .• 

En el siguient.e t.eorema, most.raremos 'lile C(o. X) U C(b, X) U F,(X) es 
una compact.ación métrica del conjunto C(o, X) LJ C(b. X) U f,(S,) U F,(S,) 
"01' residuo F, (R). 

Teorema 124 Sean a y b números rea1c.~ tak~ que (/ > O Y b < O. Sean 
SI U R Y 82 U R las respectivas compactaCZOnl'.<i métricas de los semlmyos 
ajenos [a,oo) y (-00, bJ, ambas con residuo R. ¡le! mumos X = S, U R U S, 
y ._00 5= C(n, X) U C(b, X) l' F,(S¡j U F,(S,). EntM,ees, 

a) S e'i homcomorfo a R. De hecho, enste un hom!'OmorjimlO f : IR ---+ S 
tal que: 

,) f«-oc.b]) = F,(S,), f([b,O]) = ell,.X). f([O,all = C(a,X) y 
f([a,oc» = F,(S,) , 
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,,) I(II).~ X y, para CiLda x (' (-oo,b] U [a, (0), I(x) = {x}, 

111) po", rada.T E lFI., F,(R) e Clc¡x) (f ([x, x))). Más aún 

Clqx ) (f ([x, 00))) = 1 ([x, 00)) U F, (R), 

w) po", mdo .T E lFI., F, (R) e Clc¡x) (f (( -00, x]))). Más aún 

Clqx) (f (( -00, x])) = 1 (( -00, x]) U F,(R), 
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b) el mnJunto X 0= S U F, (R) es una compactación métrica de S con 
res,dILo F, (R). 

Demostración. Para wr q1le S "" homeomorfo a lFI., not.emos primero 
tIlle: 

1) Cia. X) U C(b, X) es 1In arco en C(X) con extremos {a} y lb}. 

En cfedo, por las part.es 2. y 3. del Teorema 123, C(a,X) y C(b,X) son 
ar .. os ordenad!'s de {o} a X en C(X) y de {b} a X en C(X), respectivament.e. 
Además C(a, X) n C(IJ, X) = {X} por lo que, C(a, X) U C(b, X) es la unión 
dp daR arcos <]11(" se intersect.an en 811 ext.remo X. L1Iego, C(a,X) U C(b,X) 
e; 1IU arco en C(X) ('on extrpmos {a} y lb). Más aún, es claro q1le: 

2) [C(I/.X) U C(b,X)] n Fr(S,) = {a}. 

Por t.anto, e( 11, X) -JC(b, X)UF, (S'r) es la unión de dos conjunt.os, un arco 
y un sC'mnayo. que se interst'ctan en 811 extr(,ffiO {a}. Por tanto, C(a1X) U 
e(b. X) L F,(",,) es 1IU semimyo en C(X) ('on extremo lb}. Es claro que: 

Luego. S ('s la llni{m de dos semi rayos que se int.erscctan en 811 extremo. 
Por t,anto. S (~ lIU conjunto homeomorfn a 1ft Clarament.e es posible const.ruir 
1In honreomo,f,srno 1 : lFI. -~ S q1le satisface las propiedades i) y ii). 

Para ver qllC f satisface iii}, tomentOS un punto x E !R. Primero supon­
gamos <¡1Ie o < T. Por el Teorema 104, 

f(ix,oo))UF,(R) = {{p} :pE [x,oo)UR} 

= {{p} : p E Glx ([x,oo))}. 
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COlllO la fll1wit'IJl h : X . + F1(X) ddlll' [,1 I')r h(J) ::: {f} ('s HIlil 

: ; ITIlf'trí¡~: 

h(('I,([x.(XJ))) ' Clp,(x)'/.(,r 'C))~ 

E~t.o implica que: 

ClC(x) (1, ¡ir ,) l) 

ClC(x¡({{,'} j' E [x.oo')}). 

f(ix,OO))~JF¡(R) =, Clep:({L i :pE :x,oo)}) 

" ClC(x,(f(,.:xl)). 

Ahora supongamos qnc x < a. EntOI¡('t'S, dd1iu(, a qlH' f ([x,a]) ili COBl­

p.lcto 

Clqx) (f ([x, 00))) = (:l('(x) U ([J:. /! 1) ',1 C lelX) U ([a, 00))) 

= -'([x,a]) U 1(11, >.:)) HI(P) 

= r([x,oo)) ' i F,(Ui 

Por t,¡mto, 

f ([x, CXl)) U ¡'¡(Ji) = G/,!S) : ' ([:r. (0))). 

Esto prueba iii). La prneb" de que f oatisl.u:e iv) es sImilar. 

Para prohar h), tomemos 1m punto 3 ( iR. ]'Of Jii) Y iv) 

CIC(x)(S) = CIC(x U ((-oo .. ';) • ' I(L. ex))) 

= Cle(x (J ((-oo,.r])) l' ('Ie!x) (J (ix,oo))) 

f((-c<),xj)UF,IRII i([J,oo))uF¡(R) 

f((-c""xjU[x,,,,")). ¡",(11) 

= f(lR) 1 1 F, (R) 

= SUF(H). 

Esto muestra que X es compacto y flH~1'ri( 11. Por t.ant.o} X es ulla cOIn­

P;l.d,,¡td(Jn mét.rica de S con f(",,¡dno F](J(,. E~ll) prlleba h). I 
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5.5 El Teorema. 

E:-it.mnos eH nmdi('iollCS de prohar ql1(' si Y es llB continuo tal que C(Y) 
y C(X) SOIl homcomorfos, ent.Oll<es Y y X son homeomorfos, o bien Y es 
honlpomorfn a la varsmnrzaón rI{· X, ('~to e.'i, al cont.inuo que se obt.iene 
agragúllclol(' a X 1111 arco que lo int-f'rsed,a solamente en el conjunto {a, b}. 

Teorema 125 Sean a y /) números reo les toles que" > O Y b < O. Suponga· 
mos que X = SI U R U S2 es un contmuo tal que SI U R Y S2 U R son las 
resprct11las compactacwne, métrzca" df' los semrrayos ajenos SI = [a,oo) y 
S2 = (--00, b], ambas con resIduo R_ Supongamos que Y es un continuo tal 
que C(X) rs homeomorfo a C(Y). Entonres Y es homromorfo a X, o bren 
y es homeomorfo (1, X U S, en donde S es un arra con extremos a y b que 
satisface q"'! S n X = {a, /¡} , 

Demostración. TOIn''ffioS un continuo Y t.al que C(X) es homeomorfo 
a C(Y) y un homeomorfismo h : C(Y) -, C(X). Supongamos primero 
que R es de!\enerado, Ent.onces X es el arco [b.oJ y. por el Teorema 68, Y €., 

homeomorfo a X, o bien a la enrva cerrada simple (es decir, al cont.inno XuS 
en donde S es un arco con extremos a y b que satisface que S n X = {a, b}), 

Supongamos ahora que R es no degf'nerado, Afirmamos que: 

1) y !la es localmcnt.e conexo. 

En efecto, si Yes loealment.e conexo, ent.onecs C(Y) y por ende t.ambién 
C(X) son localment.e conexOS. Luc!(o, X es localment.e conexo, lo cual es 
absurdo. Esto prueha 1) .. \firmamos allora que: 

Veamos, si R E h(Fi(Y)) entonc('_~ JI ,= h({y}) para alguna y E y, 
Debido a que C(Y) - {{¡¡}} es ronexlI por trayedoria.<, C(X) - {R} es 
('onexo por trayectorias. Luego R no (' .... t.ermina] C'n X. Esto contradice al 
Teorema 120, de manera que 2) se cumple, 

Hagmnos ahora S = FdS¡) uF, (S2) UC(a, X) uC(b, X). Por el Teorema 
124, C'xist,e un hOffieomorfi:-mo f : IR --t S tal que: 
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a) f(( -')G.b]) = F¡{S2),f([b,lJi) ((1,. (),f( I,.a) ',' ("(o X) 
y f e,,· oc)) = F¡ S¡), 

11) f(ll) X y, para cada x E :' :,-, ", LJ, " (0), [(x) {L}, 

1') para ('¡ula x E lR Clc(xl (j ('J ,))) • f e" ce)) G F¡(R) Y 
Clqx ; (f ((-oc,,,])) = f ((x, : i l, I¡(R). 

AfinnólmOH ahnra que: 

3) "(F, (Y)) e C(R) u S. 

Para \'('r 3) supongamos que, por el contrarl(), f'X]-if,(' un punt.o y E Y tal 
,::I,h({iI}) 1 c(Jn~)s, EntonC1'Sh({y}) E CrS' luC S2)U[('(R,X) - {R}J. 

Sllpongan¡'bprinlflroqllf'h({y}r E C(S¡), COUI<' h({,}) rt F,(S,)L.C(a,X), 
tenernos qm' h({y}) ('.s un snbcoutinuo no (kgc'llf'radl) de SI que no tiene al 
punto Q, ¡':ntonC'l", por d Teorema 107, "x"t, 111'" 2-(elda 'D en C(X) tal 
'1U" h({y}) c: 'D. o('D). 

¡),ofinamos 'D" • "-'('D). Es daxo q/H' 11, ,'" ulla 2-cl'lda en C(Y) tal 
<[ue {y} ( 'Do - ,,('Do). Tomernos é > O tal '1<11' 1\' (é,h((IJ))) e S,. Por 
J., f'Illltir:l1l,la,1 di' 1,. Existe Ó ~ O tal qm' h :}1, ({y 1)) e H, (h ({ '/} )). Por 
d TmrcuJa 96, ('xiste un triad" T E Bd (y}), En LOIlCes, por el Tmrema , 
1M, (·xist,· 111m 3·, ('Ida Ten CIY) tal qlll' T, T = B,((y}). Por tanto, 
7ó ¡,;7) 'b un.l a-celda en C, X) tal q1H' 

Defil,i"',do 1; • UTc" resulta que To es 1111 ,,¡JH'OJ!tilluo ,le SI tal qnc la 3-
""l,la 7ó "ti, C'OI.1,nida "n C(1 ,). Por tallto, 1" mrl'.iene I.n trindo. Debido 
a 4lU' Tu ( SIl f(' .. ~1l1ta ent.on('\~ que el sl'mir;\vo S cont.iene un triodo. lo 
,'11;0[ C'!i "h,nrdo. Por cnnsigni"ntc h({y}) f ('SIl De manera similar ". 
prncha<¡:u' h({y}) if C(S2)' P',r tanto h({y}) C(R,X) {R}. Dado <¡ne 

a,brf h({lJ}), por ,,1 Teorema 119. existe Ilna e ,'eld" Ven C(X) tal <¡ne 

"({'J}) E [D- 0('D); " Ir;! ¡xl(D). 

Pnffitl) q'l<l "({!J}) ( Intc«)('D), exi,f[' . 
I'or la ('l)lltinnida.d de h, existe ~ > O Ld q(J' 

l\otfmo, '1"(, V" h'¡ (D) es lIna 2-cddll "11 ( 

n t,u 'lile B,(h({y})) e 'D, 
h (b,({y}¡) e B,(h({y})). 
Y) tal qne {y} E, 'Do . o('Do) 
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, ... ,í '1U~. pOI el Teor~ma 96, exist.e un t.riodo TE B. ({y}). Aplicando de , 
111l~\"a ("U('llt." d Teol"l'llla18. podemos const.ruir una 3-("clda 7 en C(Y) t.al 
que T E 7 e /3, ({y}). Lue¡;o, 7ó = 11(7) ","ulta ser una 3-celda en C(X) 
tal '1ue 

7ó e h(B,({y})) e /3,(h({y})) e D, 

~ d(~·ir. T¡¡ e::; una 3-('clda rontC'nida en una 2-('elda V. Est.o es absurdo, así 
que h ({ y}) E C(R) U S y así 3) se cumple. Afirmamos ahora que: 

4) h(fj(Y)) nS'¡' 0. 

En efect.o, de acuerdo con el Teorema 123 

1\ ~. C(S¡) U [C(R, X) - {R}] U C(S2) 

P' una componente por trayed,arias de C(X)·· {R}. Por tanto h'¡ (A) es una 
componente por trayed.orias de C(Y) - {h·I(R)}. Entonces, por el Teorema 
114, h'¡ (A) n F¡ (Y) l 0. Luego, h (F¡ (Y)) n 1\ .¡. 0 y, de acuerdo con 3), 
esto implica que h (F¡(Y)) ns.¡. 0. AfirmanlOs ahora que: 

5) h (F¡(Y)) n C(R) i 0. 

En cfccto, si por el contrario h (FI (Y)) n C(R) = 0 ent.onces, de acuerdo 
"on 3), h (F¡(Y)) e S Debido aqueS ''8 homeomorfo a IR y a que h (FI(Y)) 
P.' un continuo contenido en S, h (FI(Y)) t.iene que ser un arco en S y, por 
t'onsi~nientel nn conjunto localmente conexo. Ent.onces F¡(Y) y por tant.o 
tarnhipn Y, son IrI<'alm<'llte conexos. Esto contradice 1), así que 5) se cumple. 

D~final1los ahora R = h (FI (Y)) n C(R) y Vy = h (FI (Y)) n S. Es claro 
'1u,' R es un "ulwonjunto cerrado de C(X), y que Vy es un subconjunt.o 
"crrado de S. A,kmás, por 4) y 5), Vy I 0 y R i- 0. Más aún, h (FI (Y)) = 
R U Vy y R. n V,. = e. esto último por 2). 

AfirmaIllos ahora q\le: 

G) Vy ('."; t le algnna de la.c;; siguient.ffi cuatro formas: 

i) V,, = 1('1'.), 

ii) V,· = 1([1'0, ::JO)) para al¡;{m 110 E IR, 
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f (( -00,1 t1]) para alj2JUI II,! ::~.) o bit'll 

f(-oo, ·,¡Jl U f([, 2 ,"\.. pilla ,IlgÚTI par dp núrnprDS 

Para ('Inp('zar, Botemos qU( r 1 (Vy ) 1'.:-; 1111 .... 1 dH~()l1jllnt.o cerrado y 110 vado 
df' :~_. Para probar Ci), PS suficiente eon 411(' IIl(J~'rC'mus qne si I e ¡-l(VFJ, 
ClItOlIt'C>; ( ~oo, ;r] e f~ I (Vy) l' [x, 00) e I - I (V,,), Supongamos qtw esto 110 
PS d¡ rto, f'nton('(~ I'xisten x ( ¡-l(Vy ) y 1/ ,. /', (on u < x < 11 tales que 
u, '1' 'i f-I(Vy ), Ent.onces, 

h (F, (Y)) . n U Vy = n U [h (FI (Y)) í 11 (IR)) = 
.. ;n U [h (1'1 (Y)) n (f «-00, nD uf ([1, 'oC ,)ljju [h (F(Y)) n f ([u, tD: 

Estos dos tlrüendos son cerrados. El l"if'gl1I1do Jlor que es la intf'fse('ción 
de dlls compactos, y el primer,) por que I'S i~ll<d iI 

n U [[F, (R) n h (F, (Y)) ¡U [h (F, (Y)) ~ iJ « -00, u:) U f ([Il, 00)))]] 

~ nU[h(F,(Y))niF,(R)Uf«-oc,lI])l {([t,oo)))1 

el ('l¡al "" cerrado por la parte IV) del TeoH'Tlla 124. Además, ambos lmiendos 
son no "ados, plles el segundo t.iene a f(J). La inkrsección de ellos es igual 
a 

h(F(Y))n{J(u),f(')}· 

I'or la mn(!.xidad dc h (F,(Y»), est.a inrprSt""'ión es no vacía. Así quc, por 
cjl'lllplo f(u) ( h (F,(y». De aquÍ que u ( f":Vy ), lo cual '''' absnrdo. 
Est,(I termina In pnreba de la .t.firmaciólI ~v, pPJ cf)nseeuenda, 6) (~ cierto. 

Cllulqlliera que sea la fomla de Vy , afirmarnos que: 

7) CIC(x)(Vy ) = Vy L F,(R). 

En ('[Pd.o, ,,¡ V), = f(lR) = S entOlj{',,,. d, aCllerdo con la part.e b) del 
T('(\Icma 124 



5.5 EL TEOREMA. 103 

Si V y = 1 ([110, (0)), por e) 

CIC(x)(Vy ) ~ 1([1'0,00)) Ur¡(R) " Vy l., F¡(R). 

Si Vy = 1 (( -00,110]), por e) 

C1C(x)(Vy ) :. 1 (( -Xl, /10:) U F¡ (R) .~ Vy U F¡ (R). 

Finalment.e, si Vy = 1 (( -00.1I¡]) U 1 ([112, (0)), por e) 

C1C(x)(Vy ) = CIC(x) (f((--00,1I¡])) UClqx) (f(h,oo))) 

= 1 (( -oc, 1I¡]) U F¡(R) U 1 (["2, (0)) U F¡(R) (5.1) 

= Vy U F¡(R). 

Est.o pmeba 7). Afirmamos ahora que: 

8) C1C(x) (Vy ) es conexo. 

En efect.o, si Vy = IC~) o Vy = 1 (h, (0)) o Vy .~ 1 (( -00,110]), en­
t.onces Vy es conexo y, por consiguiente, C1C(x) (Vy) "" conexo. Si Vy = 
1 ((-00, 1I¡]) U 1 ([1/2, (0)) entonces, de acuerdo con (5.1) 

C1C(x)(Vy ) = [t (( -oc, 1I¡]) U ro (R)] U [t ([112, (0)) U F¡ (R)] . 

Not.emos que los conjuntos 1 (( - Xl, lid) U r¡ (R) = C lC(x) (f (( -00, 1/¡])) 
Y 1([112,00)) Ur¡(R) = Clc¡x) (f ([,·'2, 00))) son conexoH con int.ersección no 
vacía, así que la unión d" dichos conjuntos, o sea Clqx) (Vy ), es conexa. Esto 
pmeba H). Afirmamos qu,.: 

9) RnC1C(x)(Vy ) = F¡(R). 

En efect.o, como F¡(R) e CIC(x)(Vy ) e h(r¡(Y)), tenemos que F¡(R) e 
n. De manera que 

nnC1C(x)(Vy ) ~ nn[VyUF¡(H)] 

= IRnVy]U[RnF¡(R)] = F¡(R) 

('OH lo que 9) se cumple. Ahora mostraremos que: 
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1(1) R ('" Cont'\o. 

P,Il.l nT ('.~.~(), llotemos primeo que si R J' U). ent,QW ('S R ('s cOlH'XO. 

\<lt"lI1'" "hU',l '1l1,',i R l F¡(R entollces.,[' ", ',,'rd,) COIl!' , R - F¡(In 1 
; Ah ... a hi< n, FI (H) es un slIbe, ,njnnt,o ('om'xo d, '1 COl junt.o "<l11exo h (I-'¡ (Y)). 

','¡ '1:1(' 

"IF,IY)) - F¡(R) = IR - F¡(R)] J l(,'I,rxJ(Vy) - F¡(H)]. 

Ad"I",is, R - FI(JI) Y elC(x (Vy ) - FIIH' V,· ,on no mcÍos y, por 9), 
.... táIl JIl11tllanwnte ~t'parados. P.)f tant.o, por el Teon'ma 38, [7<. -- F1(R)] U 

:11) -R 1', "OI1<'xo. Esto pnl(ba 10). 

T"IHIIIO'. de t(!(!" lo anterior, que R y ell:'J (Vy ) son dos subcontinuos ele 
, (F ()' '1. I "y" uni(J11 es ¡, (FI (Y)), Y cuya il,tl'",,' 'ción es F¡[ R). Afirmamos 
111l': 

11; R 1-';111). 

Para probar 11) ",'pongamo, que R # F; (H). Debido a que FIIR) e R, 
-r~lIlt" 'l"C R . Fj(R) 1 0. Esto implicil qUI' R y elcIYJ(Vy) son dos 
.U')(OlltlllllP, propir" de h (FI(Y)), cuya mll,)1I '" h (F¡(Y)) (' int.ersección es 
F¡(JI) S!'¡!;lÍII 'Jj. Dcfinamos ahr,ra 

By = {y E} : h({y}) e F¡(ll)}, 

.\' ,= {y E Y: h({y}) E Rl' 

l/y = {y E Y : h({y}) (CI" 'J(V,,)}, 

E" (lmo ql;('.\' y V" :-;on dos sl1bcontjn\lr)~ pr()pio~ d(~ Y, cuya unión es Y 
y nly.L n:tcrs('ción ('.; el conjunto conexo n) . EI¡fon('t~Sl por el Tt'orema. 3:J, 

11.1) pnrH cada snbcOJ¡tinllo H' d(~ Y. f '" pO~lblf! enrontnu 1m pllllt.o 
11 E.\', I1Il pl1nto v E Vy -.\' y""" tr"y,'etoria, : 1 --> e(Y) 
de {11} a {v} en e(Y) t.al '111011' '/C ,(l). 

T(JnH'm03 [(' e:: h l(H). Es e laro que NI (':" 1111 },ul>contiIlllo de }'. así que 
por 11.1), ('X¡"itcn nn punto u E N, un pllnt.f1 l· l Vy - N Y una trayectoria 
• : 1 -. CIl') d" {u} a {1J} en e(Y) tal,'< '1'1(' il' rj -(J). O"fin;unos 
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/; = /¡ O',. Ent.mwe$. (1: 1 ..... C(X) es una t.rayectoria de h({u}) a h({1I}) 
en c:(X). Como 11 E N r<,suIt.a '1m' h({u}) E R = h(FI(Y))nC(R), por lo 
quP /¡ ( { 11 } ) '''' uu subc-ont.inllo tic R. En vista de 2), tenemos que h( {u}) es 
uu sllh(~ontil1l1o propio de R. 

Ahora hipll." E Vy - N por lo que h( {11}) E ClC(x)(Vy ) - FI (R) 
Vy = h (PI (Y)) r1 S, así que h( { lI}) es IIn sllbcont.inuo de X que intersecta 
al ('ompklJlento ,1" R. Entonces, por el Corolario 113, existe t E 1 tal que 
(1(1) =c R. LII"go ,(tI = h-I(8(t)) = hl(R) = R' contradiciendo el hecbo de 
'lile R' rf. -, (1). Eu consccllencia, R = Fi (R) Y 11) qlleda probado. 

A ]Jlieando 7) y 11) tenemos que 

h(FI(Y)) = RuClqx)(Vy).c FI(R) u [Vy UFI(R)] 

= Vy LJ FI (R). 

Afirmarnos qllf': 

12) Vy no es de la forma Vy = f ([1>0, 00)) para ninglÍn "o E IR. 

Eu dedo si ,'xist.c un pllnt.o "o E. IR tal que Vy = f ([liD, 00)), ent.onces 
h (F, ()')) ~ Vy I! FI (R) ('8 IIna mmpact.ación métrica de 11Jl semi rayo con 
rpsiullo no df'gellt'rado. Entonces 1'1 (Y) )', por ende también Y 1 son COffi­

pa("t,tdone-... llH"t.rkas de un semirayo con residuo no degenerado. Debido a 
q11e dicha." COIllpa(·tacioIl(,:s tit'nen hipcrcspa.cio {mico (Teorema 118), se tiene 
que X ('S Ulla "ompac:ta('ión métrica de UIl semirayo con residuo no degene­
rado. Esto '" "INlrdo, por lo que 12) queda probado. 

SimIlarnH'IIt.e, tiC mllf'!it.ra que: 

13) VI' no ''s de la forma Vy ~ J (( oc,"o]) para ningún Vo E IR. 

DI' am,nlo ('On 12), 1:1) y i)-iv) d" li), resulta que 

V\, -, f ((-ex, "1) II f ([1'2, Xl)) 

para alf!.lín par de números rt'aleti VI, 11'1 con V1 < V21 o bien V y = ¡(IR). En 
el primer (',1..·.;0. e.., daro rplf' Y f'S hOme(lmorfo a X y, en el segundo caso que 



1!JG CAPíTl LO 5 DOIILFS C()MPACTACIONES. 

y ('llJnm(,'llJlorf() a Xl 5, en donde S C':-' ¡In ::c ,1 01: eX"TenIOS (/ y h. q1\t' 

s,lti,fa("cqltcSf1X ,{u,b} .• 

El teorema anterior IIOS da I lila nueva iamilid ele i'olltin'IOS cuyos f'lenU'Il­

to~ cshín C-dc.tC'rrnmado'i. Sllp,mgamos (Plt .F t'~ la tanlilia oe todos ¡lqlldlos 

contiuuos qllC' SP pl1Pdell c"icribir como dos nmIJldd;¡doIlC'S rnétrieas de s{'mi­
rayos aj(lllos. anlba ..... C0l1 el nli:-,mo residufl TOllh'lJ1I ,8 dos dCffientos X y Y 
("n F tales '1ne (,(X) es homee,morfo a C(Y). Ent.alle(·s, por el teorema an­
terior, Y ('s hOI1lt'Olllorfo a X o hien a X _ ..... ('l! Ilaude .') es un arco qllf' 
intersecta solrunt'nt(' a los ext.n'ffiOS de los ~('milayo~ ajenc1,s de X. Debido a 
qne nn contirmo d(' la fOrIna A. U S no ec.;t.;i !'JI la feunilia F, necesariam('ntc 
y es horncamorfo " X y, así I>ls elementos dI' F e.,t.án e ·determinados. A 
('ontinlladim escribiremos el resultado obt.t'nidl> ("()mO 1m tr'orClna. 

Teorema 126 Lo,o; micm,bros de la familia :.F di lo,., conbr. /lOS qUl s(' put'dp.n 

L'icn.bir como do., rIJmp(Jctacione~ ... métriuJ,.., rf¡ "'1'1I11ralI0~'" ']jenos, amba.s con 
d mlsmo rf'siduu, f".'dán C-detl'rminados 

Debido a qw' un ar('{) pertenece a la falllJlia .F. t·~nt'mos que un arro l'Stá 

e-det.erminado mn rpspec.t.o a la familia F. 

Tomemos allOra un elemeIlto X E Y. EIII <lIlCCS X " SI U R U S" <'n 
,lande SI U R Y .ti;,! L. R ~on cOlnpartaciOIlPS IrIi',! rj(·a...., d(~ lo ... semirayos ajpnns 
SI '---:: [a,cx:J) y S2 [--oo,bJ, ambas con pI IIlÜ,1I10 nsiduo no deg{'IlE'rado R. 
Hcmoo visto qn{' si Y (., nn c(,nltnno tal '1"(, ( '( X, "" horneomorfo a C(Y) 
y y UD es hOffipomorfo a. X, entonces Y E'S !1o!l!t'OJllOlfo éL X U 5' en donde 
S es lID ruTO C01I extremos a y b que sat.isface I pI!' ...... r X {a, b}. Notemos 
que X U S <'S Ulla rompaetacil')fi de la. reda feal IR con residuo el ('ontinuo 
R" Por t.ant,o, e-¡'Ilt'ialnllmt.e el único contilluo ql\(' ll~ e;t.orha a X para tpner 
hipercspacio {lnlt'O, ('S In compact.¿..l.('ión d('la red a f('"l <¡He tiene ('omo resiuno 
,,1 mismo <¡He el {le X. 

Similannentt" ¡.;i inidamos eOIl una ('"ornpaí'l adf',n métrica X de la fe{"ta 
real V = ( 'JC, x), t.al q11e ,,1 resid110 ,j" X", (,)nexo y no degmerado, 
y fijamos dos plintos a" b E V tales qw' (}. < 11, PlItOOCe:-¡ el cont.inuo Y = 

X - (u,b) He cn("!}('ntra en la familia F) U(j ('~ J¡oHl¡"Oll10rfO a X y es t.al que 
los hiperesparios C(X) y e(Y I son hom{~)fIl(}dos (Teorema 182). Por t.ant.o, 
t.enernos el sigll.kntl' re<";llltado 
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Teorema 127 La., compuctacwn,"s mOrieas de la recta real no tienen hipcrcs­
pacio único. 

En el siguient.e capítulo estudiaremos con detalle las compact.aciones de 
la reda real IR. 

5.6 Dobles Compactaciones Generalizadas. 

En la sección 5.2, det.ect.amos 2-c("ldas ("speciales mando un cont.inuo X se 
puede escribir como el result.ado de dos compact.aciones mét.ricas de semirayos 
ajenos, ambas con el mismo residuo (ver TeoremaI19).Silascompact.aciones 
no compart.en el residuo, ent.onces t.ambien podemos localizar dichas 2-celdas, 
y los result.ados de est.a sección tratan est.e caso. 

Consideremos que la let.ra X represmt,a un continuo que se puede escribir 
como X = V, U R U S U V2, en donde V¡ U R Y V2 U S son dos compactaciones 
mét.ricas de los semirayos ajenos V, = [a, 00) y V, = ('-00, b], t.ales que R es 
e! residuo d" V, uR y S el de V2uS. Entonces V, UR y V2 uS son subcont.iuos 
de X. Por hurt.o, aplicando el Teorema 104, sucede que: 

elx ([x, oc)) = [x, oc) U R para cada x E V, 

y 
elx (( -oc, y!) = (--oc, YI U S para cada y E V2. 

Además, por el Teorema 105, R Y S son subcont,inuos de V, U R Y de 
V2 U S, respectivamente. Por tanto, R y S son subcontinuos de X. En el 
siguiente t.eorema vemos la forma que timen los subcont.inuos de X. 

Teorema 128 Supongamos que VI :.J R Y V2 U S son dos compactac.ones 
métricas de los semlmyos ajenos V¡ = [a" 00) y V2 = (-oo,b] con residuos R 
y S, respeetwamente. Definamos X = V¡ URUSUV2 y sea A un subeontinuo 
de X. Entonces A satisIao' una de las .\1guientes cond.ciones: 

(n) A es un subcontinuo de R U S, 

(b) A es un subeontinuo de V" 

(e) A es un subcontinuo de V2 , 
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(1) Ac ('(S.X) !lArV,f~. 

Demostración. Sea A E '7(X). Si. I ~ \ '. ~ V,) o 0, ('!Itone"s A 
" nn snl ... ontinno dI' RuS. ¡"npongam'h ,d,,,, i\ qlle A r (V, CJ V") f 0. 
('{JJl ... idl'n'!1I()~ prim!TO el ('aso en que A r \; I ~,. ~i A ~ un sllheontmllo 
r;(·la ('OrIlp.ll·tm°ü'JlI \'i \...J' R, ent(\nccs A es 1111 ,1!f)('()IlliuIlO dt,_ VIO bien A = 
." 'Xl) G 11 p~ri\ algn!la J' E V,. L1Jego, A ,atlS!:"" (1)) o (d). Si A no €'S 1Jn 
,',!tJ('ontill~lO dc lo! (('ll1pad,ación \Ij U Rl elltollt'!'", Ji r ,(V2 ..... 8) 1- e. Debido 
. 'Ine A "s nn snb ont.illlJO de '( y a qm' (.'/, ¡ \',) ,V, L R, tm('n10S qne 
1.' e A. E"to!J(,('s A satisface (d). Por tanto. si A n V, f 0 entonces A 
~ ltü..;fRfe ~h) n ;d). J)t~ ITIanera:-'lmilarscpna'ha que, si AnV2 =F 0 pntoll('cs 
. \ satisfa((' (e) o (e). I 

Con f(\S]lf'cto a la localizaci<'m de sllb('ont.ill1\OS A de X I para Jos cuales 
, , posihk ,!!ront,,!' !lna 2-celd" Den G(_'· 1 al 'Ine ,1 E D - o(D), tmemos 
lo.; xigni< nks rcslllt.Hlos. 

Teorema 129 .'·/t () n \'1 J R Y V2 U S do,", nlln portu.cione.'i métricos de lo.r; 
.... tm 1Tny/l.'" I/jfro .... V! = [n,oo) L' V2 = (-ex.; 11; (Un nsiduo5 R y S. rr:spert'l-

1'" ('·'ff. S '.:J~)TI!Jun'r¡s ql,e Rn g #- 0 y d(:.fi1lou¡I) .... 

Sz A l .... un HulU"fllltiTl/w no degenerado dI' X foIl/Uf a,lIt/:- A y An(V¡ U 
Ir,') le 1 ¡loan, 1 ¡,te una 2- -e/da D e1l (' ,\ ' tol 'lur: A ( D -- o(D). 

Demostracicjn. SI·a A lIlI SllbContirllHI 111' df'~enerado de X tal qnc 
,l~(\'Í~V,; t V Y u,b ,¡ A. O,, a('uerdo,'"u ,,1 ','on'maan1'crior, A sat.isface 
lLna de las higuientc.s ('ondicionl's: 

(a) A "" Iln hu!Jmnt.inuc, no degcn"f<ul" dI' VI tal qll" a rf- A. 

lb) .1 C, IIlJ S',bcontinnc no degenl'[;ul" ,1,' V, t.al qll!' b rf- A. 

(e) JI E CIlI.X), Anv f 0 y a.l, r¡.1 

(d) A E' C(S.X). Anv f 0 y bitA. 
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Si A ~s 1111 sl1lwont.inuo no degenerado de V, t.al que a rt A ent.onces, 
aplicando pI T"orenlfl 107 a la compad,arión VI U R, resulta que exist.e tilla 
2-celda 'O en C(V, U R) t.al que A E 'O - 0('0). Puesto que V, U R es 
un suhcont.inllo de X, 'O es una 2-~elda en C(X). Si A es un subcont.inuo 
no degem'rado de V2 enton"es, procediendo de manera similar es posible 
C'llcont.rar diclm 2-e:f'lda 1). 

Supongamos ahom que A es de la forma (e). Como cada punt.o x de (a, 00) 
separa en los conjuntos Ax: [a,x) y Bx ~ (x,oo)URUSuV" t.enemos que 
si p E A n (a. (0), mtonces [P,oo) e A. Esto implica que A n [a, 00) es de 
la forma A n ~ a., (0) " [11, (0) para alguna" > a. Sea x = " + 1. Como x 
separa a X en los cOllj,mtos Ax Y Bx. por el Teorema 38, B, = Ax U {x} y 
131 = Bx U {T} son continuos cuya unión es X. Además, x t.ambién separa 
a A en los conjuntos Ax n A y Bx n A. Nuevament.e, por el Teorema 38, 
A, = (A, n Al U {x} y A2 = (Bx nA) l,., {x} son subcontinuos (propios) de A. 
Observemos que A = A, uA2 , A, # A, A, # A, A, <;;: B, (pues a E B, - A,), 
Al <;;: B2 (pm's b E 8, - A,), B, # X I B2 Y A, nA, = {x} = B, n B,. 
De acuerdo con el Tmrema 97, existe una 2-celda 'O en C(X) t.al que A E 
'O - 0('0) 

Si A es de la forma descrita en (d), con lma argumento similar es posible 
mcontrar una 2-celda 'O en C(X) t.al qm' A E 'O - 0('0) .• 



Capítulo 6 

Compactaciones de la recta 
real. 

6.1 Introducción. 

COllsideremos la dMe e de las compact.aciones métricas de la rect.a real 
( - -x:. 00). Es daro q1le e se pume escribir como la unión de las clases 
el y e2 • dependiendo de si ,,1 residuo d,' di"has compactaciones es conexo o 
110. ff'spf'('th'umf2ute. 

Teorema 130 Supongamos que X = VJR es una compactación métrica de 
la Treta Tea.! V = (-oo.oc). can "'stduo R. Entonces R tiene a lo más dos 
rnmpnnentt 'l. 

Demostración. Df'finamos 

Al = n G/x ((I!, 00)) 
tl"-:"i 

y 

A2 = n G/x (( -00, -71)). 
nEn 

Afirmamos Cll1(': 

1) 11= 4 1 ,JA,. 

111 
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p¡1f¡:\ prohar 1]\1" R e Al u 42 , tomem'¡.'. I11I j)111J'O 1: E R. COIIIO H ('-; pI 
r('~i(l¡¡o <ir' la COIllp,lda('ión, ex stc una SlIll~i(-ll: (.tfJ "n. en l' t.al qlll' :r" --+.r. 

CflllW el conjllnto .Y .- : ~l, 1) !S abierto 1 [1.\ . til 11e a J. exist.e b > (} tal 
<,ne JI,(x) e X ¡ 1,11. Tomemos N, '; 1,,[ '1"·,:rn E B,(3') para cada 
{! ::::- JV. Ellt,oIlCf'S :rr, E (-00, " -1) U (l , ex I ¡lHra 1 <'lda n. E N. Por tnnt.o. t>S 

po'i¡blp encolltrar llJJa sllbsll('e."ión (xn"h di ,,', l." v tal qlle, xn: E (1. x) 
para t"nda k c: 1\1, o hien xnk E (-cx>,-l) para t a.da k E N 

Sl1pongamos'lnc.r.., E (1,OJ) para cada k ( :';, r ntonr, os x"' E e/x ((1. x)) 
para cada k ( N, por lo 'll1e x E Gl,y( ( l." 1). \1ostraremos ahora qn" 
J e Glx ((1, Xl)) para cada i ( N - {l}.¡«nl<'nlo, i E IJ - {1}, Como PI 
mnjunto X·- :0. ,] es abierto ell X y tien.' a./', ,'xislc' 6, > IJ tal 'lue Bdx) e 
X - [O, 'l. Dehido a qne Xn, -> , , existe N,' Pi lal ']118 :ru , ( B,. (x) para cada 
¡,. ::o: N,. Ent,onces :1'", E (i,oo) para cada k :-.\ Lllego, x", E Glx ((1, oc)). 
De donde, xC Glx ((1, Xl)). Est.o muest.ra ~Il<' .r e 11n ,,, elx ((n, 00)) = A" 

Si Ink E (-x. ~l) para (ooa k E N l'111()W'~1 <le nlanera sinülar, :-.c 
prncba que x E A2, LllPgo X E Al U A2. n,· ¡UIIlÍ 'lile R e A, U A 2. 

Para prohar qul' A, U A2 e R, t.on1<'m," lU1 punt.o I E Al U A 2 . Si 
.r rf: R, ent.onces x (- V = (-oc, -1) U [- 1. 1 l ' 11, ",). Supongamos primero 
<¡n€' :r E [--1.1]. Corno x E ,h U A2 , r"slllt" 'lile x E A, O bipn :r E A,. 
En el primer "aso, I E' Glx ((2,00)) e I~" ,J /l. Así que x C [2, x), 
ya q1le x 1 R. LIlI'¡(o X 2: L. Esto e.' 1111 "¡,,ardo. En el segundo caso, 
" C Glx (( - :xl, -2)) e (-002J U R y. di' IlI"tIt'r" Similar, ObtPIlt'IllO' IIn 
,clJsnrdo. 

Sl1pongarIlos allnra. que x .:: (1,00). Si.J A entonces, tOlIwndo un 
mIcro posit,ivo n > x, result.a que x E e/x (II/,x 1) e [n,oo) U R. Llle~o 
.1; (: {n,oo), de donde T' :5 x Esto es \lU al''-'llrd(). Si:r E A 2 , f'ntoncCH 

'E Clx ((-00.-1)) e (-oc,-1JUR. I.ll"~"L E (-:>0,-1], d"donde 
oC :0:. 1. Esto es nn absurdo. Sllpongamo, p<lf l'dtiDlO 'lile :r E (-00, -1). De 
lnanera. similar, se llega a una (~ontradird(ln. }'O[ tanto, x E R. Esto prueba 
cpu' Al U A2 e R. 

Tl'ncmos de lo ant.erior 'lile R = Al 1 .1. Esl,o prueba 1). Not.emos, 
'J n, m E N Y n > TrI. ,,,,l.onc''8 (m,oo) ( 1,1'. x.). Lnego Glx ((m, 00)) e 
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elx ((71.,00)). Por t.anto, {el x ((n,oo)): n E N} es una familia anidada de 
subcontinuos de X. Ent.onces, por [27, Teorema 1.8], Al = nnEN elx ((n. oc)) 
es un eont.inllo. De manera similar1 A;! es nn continuo. Ent.onces, de acuerdo 
con 1), R <,s la unión de los t'Ontinuos Al y A2. Si Al n A2 ¡ 0, ent.onces R 
es conexo. Si Al n A2 = 0, entonces R posee just.o dos component.es, Al y 
A 2 . Est.o tcnnina la d"most.ración <lel teorema .• 

De acuerdo COIl el teorema antC'rior, ~i X E e ent.onces el residuo de X 
posee a lo más dos component.ps. Por t.anto, si X E el ent.onces el residuo 
de X es conexo, mient.ras que si X f e2 , el residuo de X t.iene just.o dos 
component.es. 

Como coment.amos al final de la sffción 5.5, los elementos de e no t.ienen 
hiperespacio lÍnico. Más precisamente, para cada elemento X E el, exist.e un 
c.ont.inuo Yx no homeomorfo a X t.al que los hiperespacios e(X) y e(yx ) son 
homeomorfos. Por tant.o, los element,," de el no tienen hiperespacio lÍnico. 
Sin embargo, veremos qm' dichos continuos están e-determinados. 

6.2 El Caso Disconexo. 

Denot.emos por g la dase de las compactar'ion!'s métricas del semirayo [O, DO) 
que poseen residuo no degenerado. Es claro que g e e2 y, como ya probamos 
en el Teorema 118, los elementos de g tien"n hiperespacio {mico. Not.e­
mos ahora que I E e2 y que I no tiene hiperespacio lÍnico. Sea e' = e2 -

(g u {I}). Entonces C' es la clase de la., compactacioncs métricas de la recta 
real (-00,=), cuyu residuo es no es conexo y posee just.o dos component.es 
no degeneradas. 

En est.a sección, la ldra X represent ará 1m continuo t.al que X = V U R, 
en donde V U R es una compact.ación mét.rica del espacio V = (-00, =) con 
residuo no conexo R, t.al que las dos componentes Rl y R2 de R, son no de­
generadas. Consideraremos que elx ([O, DO)) = [O, = )UR¡ y elx (( -00, O]) = 
(-oo,OJ U R2 • En el sigui,mte t.,'orema, mostramos que si x E V, entonces 
[x, =) es denso en [x, (0) lJ Rl Y (-00, xJ {'S d"nso en (-00, xJ U R2· 

Teorema 131 Pamcada.r.E V,elxCL,oo)) = [x,oo)UR¡ yelx((-=,x]) = 
(-00, xJ U R2· 
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Demo!-ltl'ución. S(,;t:1" E V. ~i:J' ~ O f'Il!IIIII'i '-, d{'! ido a C]llC [O, rx') U R) 
:;Il ~llh((llltirl1lo dI' X, por el "'eorema J':,!. (i \ ;:.,..CXJ)) [.r. x)~, nI 

~ lpOllg.IJIlP.'" ,uJOra C(IH'.t;·~ O. EI.t.OIll~(,B 

(;/.\ (>, .... )) C~ e/x (.I,O:U[O.'Ü)) = [x,11 

D(, m;UIt'I,1 "imiLu >P ¡Jr1lcha <¡ue G/x (( ..... ,.) 

Ahora him. no ('; difícil probHf que si A E ('( X) <'lit.onec', A cnmple nna 
(, lH~ siglli!'l:ff_':-; t'lllldil iOIlE's: 

(a) ,-1 t~ un ~lIIWoIlf'inllo d,~ In compw tw'j¡"\fl [no oc) U Il¡, 

(b) :1 (';S un hll[WontinllO d,~ la compad,al·je'!B ( 00,01 L ... R21 

!e) .\'('(IIX ,A:'(0,o»)#0y.¡c-¡ x,ll)i0. 

EH bas.j· a (':Sto. rt~lIlt..;L que }I'S !'uheonf,lnlln:-, Irl y R:.! son terminales en 
S. ("(lmo:-.l' pnu:b,¡ t'll cl .'-ignient", ft"'Sultadll, 

Tt.'orema 132 R¡ 11 R2 ,..,rm ternlinales en .Y. 

Demost.ración. Sea A un Sllbl'ontimll) Ik Y tal que J1. n RJ l- 0. Si 
't (":., ,m :-'\I I)(Ontiwlc¡ ele lit eomp,lctacióll [(l ...... ) H t l~nton«('s, aplicando el 
I',on'rlla IIn r",nlta 'Ine ,1 e R" bren R ( .\ ('OltllO:( --oo. OJ U Rz)nR, .~ 
',A no P¡:I':!Cst'r III1 ~\lb(()ntinw,dl' (-oc,!! '_ N_, Sllpongawos, por líltimo, 

,p' ,1 E C(II.X), j\ (O. Xl) i ,l Y An( X.'" i ¡ . Como AnRr i 0, 
tIlo C:'iÍií. t'(n1tcnido {'ll V. Ento!1c('S, A =.Y (J hien 4 -= [~'.cx:;) U RI para 

I/m plll:!O L L ( ",-,O) En cl1alquier ("':',0 n ~ ,,\ Esto prneba que RI 
... tf'rInillill (,Jl X. La pnH'ba de 'l11(' R2 es tl'flll\\lal el X, e; similar .• 

Con f('hIH'('fO a la l'st.f\lctura ,le C(X), tpJ1t'I\l()~ el sir-.uiellte rcsultado. 

Teorema 133 Pum !a pjmpactll.c'lón X, . .,un ( l'f1/v, las St:lutentC.'i ajirma­

"IOnes' 

1. G(R"X) e.; ul! arm ordcTl'ldo de Rr (J X, (J C,X), 

2. C(R,!. X) f. ... '11 ' are!! orner/lJ.d/l de R 2 (j'y r 1/ e X), 
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3. A¡ = C(V)UC(R2)u[C(R¡.X)· {R¡}IUC(R2,X) es una componente 
por traY"ctonas de C(X) - {R¡}. 

4. A,·~ C(V)UC(R¡)uC(R¡,X)UP(R2,X) - {Rd] es una componente 
por tmyrctonos de C(X) - {R,}. 

Demostración. Para probar 1. tomemos un element.o A E C(R¡, X). 
Entonces. t.omando en cuent.a la forma que tiene un subcontinuo de X y que 
R¡ e A, resulta que A ~ R I , A = X o hien A = [x, 00) U RI para alguna 
l' E V. Aplimndo esto, resu\t.a que para cada e, DE C(RI,X), C e Do 
bien n e C. ~l¿í.s a¡in, como R¡,X ~ C(R¡,X) y para cada C E C(RI,X), 
RI e C e X tenE'mos, por el Teorema :n, q¡'" C(RI , X) es ¡m arco ordenado 
de R¡ a X en C(X). Esto prueha 1. La prueba de 2. es similar. 

Para probar 3. notemos primero '1ue, por definición, Al e C(X) - {R¡}. 
Ahora hien, en "ista de que 

:C(R2) U C( R2, X)] n [C(V) U [C(RI, X) - {R¡}JJ 

= C(R2,X) n [C(V) U [C(R"X) - {R,}JJ 

C(Jh X) n [C(R¡, X) - {R¡}] 

= {X}, 

para ver qlle Al c.s conexo por t.rayectorias, hast.a probar que C(R2)UC(R2, X) 
y C(V) U : C{I/I' X) - {R¡}] son conexos por trayectorias. Como R2 es un 
continuo, C'(R, ) ('S conexo por t.rayect.oria.,. De acuerdo con 2., C(R2 , X) es 
conexo por t.rayectorias. Además, 

Por t.ant.o, C(R,) l.J C(R2, X) es r.onexo por t.rayect.orias. Not.emos ahora 
que, como V es conexo por trayect.oria') y está contenido en el cont.inuo X, 
C(V) es conexo por t.rayectorias (Teorema 116). Notemos ahora que, por 
1., C(R" X) - {R¡} es conexo por trayectorias. Entonces, para probar que 
C(V) U [C( R¡, X) - {R¡} j es conexo por trayect.orias, basta most.rar que los 
element.os {a} E C(V) y [O, (0) U R¡ ~ C(R¡, X) - {R¡} se pueden conectar 
por una t.rayectoria en C(V) U [C(R¡. X)· {R¡} l· 
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J)P 'WlI<'I¡[O' "" d l,'orem: 115, C(II. 1], . '1¡) es ,lll arco onlelJa¡[" 
dI' {II} a iO, oc) ,j Il , ,n C ( 0, (0) U R,I ,\.1"'11,"', cada pjpnll'nto e , 
(' (1), :11, :xl) (J R:) ,., d,' la forliJa [O, xl ( (': \ 1''' "a al¡';llna T E 'o, x). !) 

111(~1 (: ce [U, "") ,J JI, E C(R¡, l() - {R¡). 1.,11 e' ,. 

C (O, [11,0<..) U R¡, e C(V), (( il . .\ I - {Ji,}], 

E,to prtlcba <¡11" C(V) u [( :(R¡, X) - {1I,}' I'S "onexo por tray",toli,,~. 
Entollces Al CH ('()J\{'xo por trayectorias. ~ot{,IIl0S ahora que el cOIuplempnto 
IIp A, I'On r~_,pe<·to a C( X) - {R¡}, es C:/I,1 {11,}. Notpmos t.amhién <¡nI> 

la única forma d" I'Onedar nn elemento dI' C,JI,) - {Rd con un elemento 
de A, es pasando por 11, (debido a que N, ('S (¡'rTllinal "n X), Utilizando 
,sto, resulta 'IU" A, es ,ma ('(,mponente pn, tl<,\(',torias de C(X) - {R,}. 
De manera ~imiJar He prupba que A2 es tilia ('(llllpollcnte por t.rayedorias ciD 

C(X) - {Ro} • 

E-.tamos en t owlid(lues de probar el tl'OH'llla 1>J me-ipa! de (~t.a. s('("(:ión. 

Teorema 134 líOS elementos de e tien! 11 1/lIJ' n','ip'lC'1O único. 

Demostración. St·(\. X = V U Runa (·flI!!Jl<ld.;lcil'm métrica del espacio 
V = (-oc,--x:::) ('00 r(,~Jdllo Il() degenerii.dcJ ji Sl1pong::ullOs qnc R no ('S 

conexo, y que SWi dOH C'ompOllrmtes R¡ y Ji.: "r JII Tlf I degelleradas. TOlnrmos 
nn c011tinuo Y tal 'In" ('(Y) "" homeomú'¡" a ( 'íX: y sea h: C(Y) ~ C(X) 
nn homcoumrfh,rno. Afirmamos qne: 

1) y no '''' 10r.3 1 mente conexo, 

En efecto, si Y "S lt",almer,te conexo .• nt""",s por el Teorf'ma 66, C(Y) 
es 10l'lllmente C01\1'XO. Luego C(X) y, ]lor ,,"d,' ¡"mbién X, es localmente 
I'onexo. E.··¡tn PS ilhsllrdll. Por I anto 1) SI' r'lllllplf' Afirmamos ahora que: 

2) n" R, rI hUi (Y)). 

Para v<'r 2) Ilot,('mos que, ('amo R} Ji fI~, ~IJ!I tprminales en X (Tcorclna 
132), C(X) {JI: } \' e: X) - {R2 } no SOIl '011' 'XII" ]lor trayect.orias (Teorema 
112). Utiliz,mdo ('"te lll'('ho y el Teorema :ll, ¡(,slllla "nt.onces que R¡,R2 f/: 
h(F,(Y)) 
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Dcnnmnos ahora 

SI" ¡C(R"X)-{R,}]LJ¡C(R"X)-{R,}], 

S" FI(Vi LJ ¡C(R¡) - {R,}! U ¡C(R2 )- {R2 }] 

y S = SI LJ S,. Es claro que SI n S2 = 0. Afirmamos que: 

3) h (FI(Y)) cS. 
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En cfedo. sea !I E Y v definamos J{ = h( {y}). Si K rt S ent.onces, por 
2), J{ es UII ,ubcout.inuo no degenerado de V. Luego, exist.eu a,b E V t.ales 
que a < by J{ = [no b]. Tomemos tre; punt.os x. y, z E V tales que x < a < 
y < b < z. O"finamos Al = ¡'" y:. A, o, [y. b], BI = ¡x, y], B2 = ¡y, z] y 
B = B, U B,. Es claro qu" A 1 Y A, son dos subcont.inuos propios de [( t.al"s 
que K = A, lJ A,. Ademá<, BI y B2 son dos subcontinuos propios de B t.ales 
que B = BI LJ B2 , Al t; El, A, So; E, Y Al nA, = {y} = BI n B,. Eut.onces, 
por el Teorema 97, exist.e uua 2-celda 'O eu C(X) t.al que K E 'O - 0('0). 
Luego, 'O' o' h-I(D) es uIla 2-celda en C{Y) tal que {y} E 'O' - 0('0'). 

Como V es un subcouJunto abiert.o de X que cont.iene al subeontilluo K 
d" X, exist.e f > O t.al que N(f,K) e V. Por la cont.inuidad de h, exist.e 
b > O tal que h(B, ({.II})) e B,(/(), Aplicando el Teorema 96, exist.e un 
t.riodo T E Bd{y}), Ent.onces, por el Teorema 48, existe una 3-celda T en , 
C(Y) tal que T E Te BI ({y}), Luego. Yo = h(T) es Ima 3-celda en C(X) 
t.al que 

7i,,~ h(T) e h(B,({y})) e B. (K) e C(V), 

Por C'on~igllient,(!, si To = U Tu l'ntonces result.a. qlle To es un sllbcontinuo 
d" V t.al que Yo e C(To), Est.o ,ignifka que el hiperespacio C(To) cont.iene 
una 3-celda. Entonces. por el Teorenla .19, el continuo To contiene nn triado. 
Como To e V, la rec-t.a V cont.iene UIl t.riodo, lo cual es absurdo. Esto prueba 
3), Afirmrunos ahora que: 

4) SI U {R
" 

R,} e, un arco m C(X) con ext.remos RI y R2 • 

En efecto, de acuerdo con el Teorema 133, e(RI , X) es un arco ordenado 
de RI a X Pn C(X), y C(R" X) es un arco ordenado de R, a X en C(X), 
Como C(R I • X) n C(R"X) = {X}, C(RI,X) U C(R2 , X) = SI U {RI , R,} 
es nn arco ('fl C(X) con extremos RI y JI,. Esto prueba 4), Afirmamos qne: 
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I'.na \T' "sto, '''pongamos '1"(, h (F1 (}':) r S, , 0, "ODIO 11" R, rt 
(Flor)) y la l'¡lIl1 a rn.:tlwra de c:onect.ar II!] ]lllllto (:.. S} e III 1m }lllnt0 de 

3" dl'Iltro .1" S, "I'''''\I:rlo pOl R¡ O por j,'" ",nlt . gil,. . (F¡{}')) e S,. 
¡:lltOll("(':I->. dc (-lc\1('ldonm .1), h(J·;(Y)) t.iCll{'(jlll' SPI llU arco,,! por tantO.Hn 

1l¡¡tillllO ltlt".llmC'llt:· C-Oll('XO. De aquÍ que ¡: ,n v P'l[ end., tarnhit"ll Y. ('S 

lI'.tlml'llt¡' t'OllC'Xfl E .... t,Q ('ont.radl('f' 1) y pIlH·ll;t .-,). 

li) /, IF,I}')' e S,. 

AfinUH IJ lf}'" ahllr a (11 }('" 

Parn jlI'clb;u 7,:. '-ca 

,\ o ('(V)UC(R2 )lJ[C(R¡,X; , {II,}!'C(R:,X) 

Por ('1 Tt'Of('IlliL 133
1 

,\ es una compoIlt 'nl (' por ti ayeC'torias d(' C(X) -
¡U,}. Ent"IlI''''' h '(.\) es un, compon"lIt" !,"r t,ayeetctias de C(Y) -
¡h 'IR)) "sí '1111', de ","('rdo con el Te.lll'll1-' 114, /¡ ¡(A) n F¡(Y) # 0. 
l'omeInIl' 1111 ['llllto y E' Y tal glle h({y}; , ,\. l'e aC1l!'rdo COIl 6) y la 
'¡,-fiTll,j,',:: .1" .\, t,·,,,lta 'I"e h({ /}) E F¡(l'J. :1 ",11,: - {R2 }]. E,to muestra 
c¡ \l{' 

h (F,(Y)), i[Fj(V) Le '( /1, 0/-', (G.l ) 

Si defiTlimos ,1J¡llra 

,\' ,('(F) U C(R¡) U C(R¡, X, L [( 'IR" X) - {R2 }] 

(UtOI1t"l'S :-.t' t.iPlll', pnr d Tcoren,a 133, qw- .\' {'.'--- \lIla 'omponente por trayec­

torias (h· (~'(X) - ill2}' Por t,flnt.o, prosiglli('rul!1 ('01110 en la part.l' ant.erior, 
J omIta q1!(' 

h (rj(Y)) 1 [F¡(V) l (', f,' li i ?J. (G,2) 

Ahora him." ¡, if¡!Y)) n F¡(V) = e, "lit, '''''l'S de aCIIITdo con G). (G,l) 
Y (6,2) h(F,lnJ" (,(U,) '" 0, h(F¡('r)) ' ('(R) i ¡~ y h(rj(Y)) e 
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C(RI)UG(R,l. Como C(RI)nC(R,) = 0, tenemos por t.anto '111e h (FI(Y)) 
no eS '·OlH'XO. lo '111(' ," '111 absmdo. L1Ie~o, h(F,(Y)) nFI(V) oJ 0 y 7) 5P 

cllmplp. Afinll<lmOS ahora que: 

8) h(F,(Y))n[C(R)UC(R,);oJ 0. 

En ef,,·t.o. si h (FI(Y)) r [C(R¡) U C(R,)! -~ 0 entonces dp aC1lerdo con 
6) .. J¡ (F¡(l')) :: F, (1/). Ahora bien, FI(\') es hom00morfo a la recta real y 
h (FI(Y)) es 1In snbmntinno de F¡(I/), de manera qne h (FI(Y)) es 1In arco. 
L1Ie;¡;o, h (FI () ')) es localmente conexo. De aqní q1le Y es localment.e conexo, 
lo ~llal c.ontra(¡¡I'(, 1), así que' 8) se cumple, 

Tenemos entonces qne h (FI (Y)) es nn snbcont.inno de S2 qne inters~'('t.a 
tanto a FI(V) como a íG(R¡) - {R¡}[ U !G(R,) - {R,}[. Afirmamos qne: 

9) FIfl') e h i F¡(Y)). 

Para wr {'sto, snpon¡!,amos qne FI (V) no está cont.eniclo en h (FI (Y)). 
Recordem()s q1le G/x ([O, (0)) = [O, oo)UR, y que Clx ({ -00, Di) = (-oo, O]U 
Hz. Not.emos ahora que cada pnnt.o de FI (V) ,epara al conjnnto S" qne 
h (FI(Y)) 'os 1In '1Ibcontinno de S, qne intPrSL'Ct.a a 

íC{R¡) - {R¡)] i..- [C(R2 ) - {R,}] 

y qne FI (V) Z h (F, (Y)). Por tanto, sin perder gPl1eralidad, podemos 
suponer que €'xist.e 11n punto a E V tal qllf' 

h (FI{l')) e FI ([a, 00)) U C(RI ) 

y h (FI (Y)) n FI(V) = FI Ca. (0)). 

En vist.a dl' '1ne FI ([II, 00)) e h (FI ,y)), tormmdo c{'rradllfas dedncimos 
que: 

9.1) FI(R¡)Ch(F,{Y)). 

Afirmamos qlle: 

9.2) h (F,(Y)) ~ C(R¡) = FI(R¡). 
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J'rl.l Illohar !J.2). Rnpongam% '1ne h (/' (1' . ( :R,)"1 F¡(R¡). l'sando 
!I.\). J(,,"\ta '1"(, ¡"JI 11) ( h (F¡I Y)) n C( H: ',. 1', ,1 1 ;wt.o. h (r¡(Y)) n C(R ,) 
1',(11,) I ¡;o •. :11,;, a,'m. lOmo 

tf'lH'IllOS qlW C(H¡) y FI ([a, oc)) U Fl(R ¡ SOI1 dos ~l1hCOIltinllos propios de 
r, r: (). "X.)) U(' I H:l. ('I¡ya intersI '"ción es el , "nil ,"1" I'}nexo F'¡ (R). 1'01 I,mto. 
~l dpfiuimoH: 

YJ (y E Y : h( {y}) E C( /¡', )} • 

Y, '{y (' Y: h([y}) E FJ : 1/. x') ,) F¡(R¡)} y 

Yí, {yEY:h({y})EF¡(l,'tl}. 

I esnlt a qUf' Y¡ y y:! son dos subl'ont.iullos proJlj():--; dp Y t mes que Yl U Y2 = Y Y 
Y¡ r Y, .~ };, es ""¡lI'XO. S ... " R; = h-¡(RJ! Enlll'wc' R; E C(Y) H,í 'Ine, por 
('1 Teoff'1l1a 33, (':-. p()sjbll~ enont ral' un pllfllo y,_! Yl1 un pnnt.o Y2 E Y2 - Yl, 
,'una tray"·tori",, : l·. C(YI de {1f¡}" L'/,) ,'JI ('p') t"l que R; r/: OlI)o 

S"" {3 : 1 -~ (:(X) la funció'l {J = h o 11. Es .-Jaro que (J es una tray""t.oria 
de hl ('J¡}) " h( (i¡,}) en C(X t.al qne j( .J 1(1). Sin u abar!,;" , debido a 
'1u" 1I¡ ('S t<,rminal en X y a 'iue, por ddinil '"'1. h({yd) E C(H,) - (Rd 
v h({y,}) ( F¡ C"."",), resul!., qne toda lray, , Imia I'n ('(X) ¡f,. h({yd) a 
h({y,}) 1'''-''' por HJ • Ent.once- R¡ E (J(JI, lo, ',al es nn ahsnrdo. Por tanto, 
h (F¡(Y») n C(H¡) .• F¡(R¡). Est.o pmel", 921 

Df' t.odo c,sto n'Sltlt.a qlle 

y enton('es. r](Y) ('.'" ulla compart.adón lJilo{ri, ,t de un selnirayo ron residuo 
no degenerado. Esto implica '1m' Y tand)\(;n 1', tUla compact.aci6n métrica 
de UIl remira.yo nm residuo no degeneradt, y f'llt I JII(,('Sl según el Teorema 118, 
X e'; hOffit"'Omorfo a Y. Por tanto, X (':-- ¡lila {'om padadón m~t rka de un 
semirayo COIl r~idllo no degenerado. CO[]IO e. .... lq P.S absurdo, D) es cierto. 

Tmnando ('('rradllra.., en 9) remita qll!' 

lO) F¡(R, I L FJ (R2 ) e h (F¡(Y)). 



6.2 EL CASO DISCONEXO. 121 

AfinnamOli ahora que: 

Para probar 11). ,upongamos que h(F:(Y)) nC(R¡) # F,(R¡). Usando 
lO), rcslllt.a <¡\l!' F¡( R¡) e h (1-j (Y)) nC(R,). Por t.ant.o, h (F, (Y)) n C(R,)­
F¡(R¡) lO. III,ís a"'n, como F,(X)UC(R2 ) es un continuo en C(X), result.a 
que C(R,) y C(R2 )Ur'¡ (X) son dos subcont.inuos propios de C(R¡)uC(R2 )u 
F¡{X), cuya int.ersección ('s el conjunt.o con('xo F,(R¡). De est.a manera, si 
definirnos 

Y, ~ {y E Y: h({y}) (C(R,)}, 

Y2 : {y E Y: h({y}) E F,(X) UC(R2 )} Y 

Yo = {y E Y: h({!I}) E F,(R¡}} , 

result.a que Y, y Y2 son dos subcont,inuos propios de Y, tales que Y, U Y2 = 

Y Y Y, n Y, c' Yo ('.s conl'xo. Procediendo como en 9.2) obt.enemos una 
cont.radicción, así quc h (F,(Y)) n C(R,) = rj(R¡). F.st.o prueba 11). 

De manera Himilar s(' prueba que: 

12) h (F,(Y)) n C(H2 ) = rj(R2 ). 

Por consiguiente 

y enf.onc{!S Y es horncomorfo a X .• 

Así pues, t.odas las compact.aciones métricns de la recta real (-00, (0), 
diferent.es del arco y con [(,"iduo disconexo, poseen hiperespacio único. En 
realidad, el estudio de las compact.aciones métricas de la reda real se reduce 
al est.udio de' cinco t.ipos e.<.;pecífieos de compa('t.aciones. Más precisamente1 

supongamos quc X "' V l., R es lma compact.ación métrica de la recta real 
V = (-00, Oü) con residuo R. Ent.onces: 

1. si II es degenerado entonces X es HIla curva cerrada simple y, por t.anto, 
no tiene hiperespado línico, pefo sólo puede compartir hiperespacio con 
el arco (Tmrema 69). 



¡:~:2 CAPITl'LO Ü COMPACTACIO:-\ES DE LA RECTA BEAL. 

6.3 

,l "'1 Illll) 1':-- COllf'XO y sus dos (,"111~HII¡l'1i1( Pos(','n :-.n!.lllU'llt1' 1111 

plllltO ('!ltlme!':"> X es 1m arco y. 1)411 t,UIÍlI, !lO ti. 11(' hi}Jt·lt~..,pal iD 

I';:li[·o. pn() ~ól() plledl' compartir Ili\H'II':-'jlil,:io ('(JI la ('llIY,ll'! nada 
'Illlpl!' (Tt'OreJlla 68). 

11; :-.: n lJ[1 ('" 1'¡)JIt'XO y lma de sus dl\:- 11'1l1pllnentes pO~('{' ~OlH!I;[,IJtf' 

II1l pUllt.n (,llt.Oll(,8S .x es una ('( 1[ 11 pcU't al'iI'ln mét lira Jf' 11n scmi­
J, '.yo <jll<' t 1E'il(' residu) no degelH'1 adl \ (la f ,t.ra (OmpOIlent" (I,· R), 
POI tanto. ,;"( ticup hlpercspacio ¡ÚllI 1\ tT(',)rcma 118) 

.., 1 Ji 1 JI) (.:-; CII[lrxo : sus elos I 'nI I ~ pUIH'l1f es son no dC';.!,('llprada.'i 

('ntnllC I'~ X t.iOIC hipPH'spacio 1'lIlil'(J (Tt,otenm lJ-!) 

d· ..,; R t" ('onexo entonc('s X IJ' I t 11'1!f' hiperesp¿il'io ÜIlH'O, Pl'ro 

;1)'-, cOlltiTlllOS que e. ... t.áll en est,-· (·,t. ... (I. \'onstitUY('Il una (b,<.;c C­
Cl{ tl'rIllillacla (Teorema 154), 

Triodos y 2-celdas. 

j{~'('nJ(h'lI\(.'" <jlll' el ('S la clase dn las compj\('Lu IOJ\(':S m{·'tri(;J.s de la fPda If'tl.l 
!lIH' tu :,' 11 n ..;id\IO 'OIH':\:O. Si denot.am(,:-, p1n :-,' a la clIr:a ('ermda simple 
l';lfOIWlOS (':-. ( laro qm' S t.:: el' Sea e" = e { ....: (. l'lltoncc.', C" ('S la t la.·'3(' de 
1,,-; «(JlJ1j',\( t,H'ion'S rnétn('a..~ dí' la rpeta rl'ilj ([I!I' lü'nen reüdllo conexo y no 

d,,!'.pn, l .. i" El t""rcma principal del resfl, d"I, .lpitlllo di,.,. '1lldos d,'ment.os 
di' e" ( .., 1,'1 I! (,~d( t<'Hllillil.clOH. L:\. prll('ba di' I .. ·,t ¡ 1 I'Slllt.al lo (S bast allt p larga y 
p01 tlllltlj, :l:(''iC'llt.tf('InOS en la', sccciones lil1i' It'staIl, Hna :-I'rh- de! ll'~l1lt,arlos 
qll1' ~('r,~1I \·¡filc'.s ('11 la prueba ele e:-;tc: hec!Ju 

SllprIIJi-:.,11110S q1H~ 1\" es 1111 snb('ontiIll\O pl,\pio y no degenerado de nn 

\ olltiIlWJ n. En ('sta ~C'('ción VI 'remos ('Olltli(,lnlll's, htjo l~ cl1all's. ('s pOSIble 
l'lH'OIltr,1[ \'í; sen Il1ta. 2-( dda Ven C(R) tal q111 ti E' V-DI V), O bi('ll triodos 

fubitrm'Í;\lIlI'llte ('('ITanO:-j a !( (eoIl rc,";p<Tln a la ml't,rica de Ham~forff). Los 
H~1l1ta(!ns df' esta ~l'«('ü'ln son ~eJ\eraliza,'iqll(':-' 01(, !()s que pre;('ut.unos en el 
CRpítlll11 :1. 

H{'j'~ll'd("w)s 1111(' si /( es 1m ~llb('on111l1lf) ",rtlpio de lal cOIlt.inuo R en­

TOIU'{'h m(A') l'('pn':scnta el COIljl1llto de lo~ (·lt']!l('Tltos minimalcs en SB(l<" 
]a s{'TIIifrollÍt'nl. ,il' H. En el Sif.'lli(>Jlf{· teor¡·111il. prob,lmos qnc si K {'S un sub-
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cont.inuo propio y 110 degelwrado de n., y m(J{) ticlle t.res e}pmcllt.os ajenos 
dos a dos, t'lltn¡I('('s existC'J1 triodm~ arhitrariamcntl' cercanos él K. 

Teorema 135 Sllpongamo,~ que !{ (S un .... ,Ibcontinuo propw y no dpgenerado 
¡JI' un ron/milI> JI 511pnnyarnos lamb,,'n fjw SlJ(K) tU'nr tres elementos 
ay'nos do .... a fin ... 1':1_ El. IJ E3. Entollet .... para cada. E > O, f'xtsten tres 
,c,ubcontznuos ny'TW,'i dos a do~.., E~, E~ Y E~ lale.'; que: 

1. E, C;; R: ,1 E: - J( f lo pam coda; , 1,2,3, 

2. el conjunto T = K U E; U E~ U E; e., un triudo en B,(K). 

J'vlá.s aún, ." para cada,' 1,2,3, H, E 2H es tal que E,nH, = 0, entonces 
¡ .. :: se PUr:df CO/istnLÍr de manera qu.e E~ n Ifl = 0. 

Demostración, Sea f > O y, para caua i = 1,2,3 t.omemos lf, E 2R 

t.al qne E, 'l H. 0. Como caua E, E 5B(1<), exist.e nn arco oruenado 
n, : 1 ~ C(JI) tal qlle ",(O; = E, Y n,(11 - K f e para cada t > O. 

Como 01 COlljunto 

('S abierto <'11 e: R) y El E U1 , exist.e 61 > O tal qne B" (E¡) e Ul . Por la con­
tillnidad d" "1, ('xiste "11 > () t.al que si O < t < "11 ent.onces H (al (t), "1 (O)) < 
t¡ Definamos E; = a¡ (~l). Es claro qlle R; E 8,., (El)' así que E; n (El U 

R" U H¡) , 0 y ¡,;; e N (i,J<). Ent.ollc,,,, H(K, K U R;) < j. Por t.ant.o, 

E; es n11 bllbco11tinllo de X tal qne El <; E;, E; r1 (E2 U E3 U H¡) = 0 y 
E; - I< F 0. 

Ahora bien. el colljnnt o 

U2 0' {A E C(R) : A e R (E; U E3 U H2 )} 

es abierto f'll e, U) Y E 2 E U2 . Por t.anto, ~igHiendo un razonamiento similar 
al de la part" anterior, existe E~ E C(R) tnl que 
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J-,;, ¡',:, 1 (1,: E3 J H2 ) ~ ¡'J y E~ f, :,'. ~;'i]laln,t'llt('. el (OIlJIllltIJ 

u, {A E C(J ) : A e R 

('ti ilhil'rf.o ('11 C(R) y 8 3 E U3 . Por t.anto) 1 Ir<WI 'dll'ilI lo ('oml) antes, ('S po~ibl(> 

('IU"lI:trnr Ull s1l1H'olltinuo E~ dI' R tal qw' J-~'\ F'~. E~ - l\" =f:. 0, f ... -.'. -: (E~.~ 
E~ u fl:,) e '" y 

lf (f(UE; U e"f(UE; J F ; C) < ~ 

ElItonn's T /( U E; U R~ U E~ es ¡lit ! ri()dl) ('n C(R) tal <]llP. por 

,0n,trHef'Í(m, T e Ji ([(), Ad,m;'1S E: n 11, 2l p"ra cad" i = 1,2.3 Y 1", 
(Onjllut,os ].,:;, E~ Y J'I~I :mn ajenos dos a dll:-' .• 

Cnmo ('Oll},(~ llcTlda del t.eorema antC'riOl . ..,1 l1tl -mbcollt.iullo A dC' R ill­

t('r~eda a 1< y ;:\!:in complement.o, de modo 11111' A ) J( ptlsee al Dl('llO!:i trC'H 

conlpOllcntl'.." Plltonn-.s, como probamos ('11 1,1 "¡gl1l1'nte n~llltado. podemos 

('Il('oIltrar triodo'i arhitrariamente cercau():-, ;1 /\'. 

Teorema 136 Supongamos qne K e.'l 'Ufl .~!/I¡( ¡}{ltl'/UO propio lj no rlege'H­
rodo de un umtrnnn R. Supon!lamos lamfll':'1 'lld j.f lsfe U7 1 s1lbcoriflT'110 A df: 

R ta.l Cjue An[{ i Vi Y A-[{ '1 0. Si AnJ\' tlr /JI' (J/ menor;¡ i7'(,6 componenfc.'; 

el. C.:. y C:i f ntonfl'f:. paro cada [ > 0, f' "",If,1: tTf',~ SVbCD.'ltinuos o}f nos dos 
a do.' e;, (:; '1 C~ de A tales Ilue. 

1. e, S; c:: y c:;. K 'f '" para cada; 1, -' 3, 

2, ,1 COlljlLnto T o K U C; J C~ U C3 1" 111, Inollo "n U,(I,), 

.\/Ús a'ún, ,"'ljJO/TI r.adai = l12,3, J/, (: 21, l' tu! 'lUl' C¡'lH, = 0' fntoncLs 

C: s( puede r.on."trlln de! manlra que e; t' 1 1l, 0. 

Demostración. Por el 1eorema 7~, ( ,.1 '¿, e, E SJl(J() y millO son 
ajf'Ilo!-t dos a UDS, d teorenla SI' deduce (\t'! )t~,\¡jtad,) anterior .• 

Teorema 137 Suponga.mos que 1< es UT, .~lll'f ",dmlJo prolllO Y 110 degenerado 
de tUl continuo R. Supongamos tambiéTl I¡rlf '.nstr un subcontinuo A de R 
tal qi11 A n K f. el !I A - K f. ,." S, Ce,' "T"I ",mpun, nie de A -/\ .:nianres 
CIR(C) n f{ I el 11 FrH(C) - C e [{, 
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Demostración. Como A n K t 0. A - K i 0 es un subconjunt.o 
propio y no vado de A. Entonces, por ('1 tcon:ma de los golpes en la frontera 
(Teorema 54) 

[GIA(G)] n GIA (A- (A - K)) t 0. 

Ahora hien, A -- (A - K) = A n K, por lo que 

o I ~CI,,(C)1 n (A ¡¡ K) e [Glu(C)] n J( 

y, de est.a ¡mmera, [G/u(G)] ,'"] K i 0. Est.o prueha la primera part.e del 
teorema. Para ver que FrR(G) - G e ](, t.omemos un punt.o x E FrR(C) t.al 
que x rt c. Supongamos '1ue x rt K. :'>ot.emos que C e C u {x} e C/dC), 
así que e u {x} es uu Rllheonjunto conexo que cont.iene propiament.e a C. 
Not.emos ahora que FrR(G) e G/R(el e A, ""í que G U {x} e A - ](. 
Ent.onces GU{ x} es un subconjunt.o de fl- K que mnt.iene propiamente alma 
mmponente de A-K. Est.o es absurdo, a<í que x E K y FrR(G) - C e K. 
Est.o t.ermina la segunda part.e del t.eorema. I 

El result.ado anterior se ut.ilizará con frecuencia a lo largo de est.a sección, 
El sigui<'llt.e result.ado generaliza el Teorema 90, que present.amos en la Sección 
3,2. 

Teorema 138 Supongamos que K es UTI subr.ontmuo propio y no degenerado 
de un contmuo R. Sea E > O tal que ningún T E B,(K) es un triodo. Si 
m(K) tIene a/ menos un elemento E enfonre.' tI/stc una sucesión decreciente 
(En)n en C(R) fa/ que En -> E Y para rada n E N 

2. En - K es concxo y no vacío, 

3. En n K es con.exo y está en. SB(](), 

4. E e En n K e FrR(En - K), 

5. H(K,KUEn) < E. 

Más aún, SI H E 2R es tal que B n H = "" entonces cada En se puede 
constT7.L'lT de manera qu.e EIl n H = 0. 
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DelllosfracióIl. l(llI;·:mos '{ E 2" (, t ,1 rl\1I' € 111 ('¡"I1'1 

I E-: S/J(I\"). I'XiSl( 1111 alt'o ord 'nado (l :! ('(R t,;LI <l:P 0(11, ¡~' \" 
, 'l' T, 

(J r;(;;, e) G l' JI ~ " , 
b) U,- J, f '" 

Pilla n'l (':-..to Ilotemos que, e-liTIO l'1 COIIJllIltl1 

U {AcC(R):AC(R lf) S(,K)} 

'. ahi, ,'" ,': ('(.') y E E U, ,'xisl<' Ó > ,1 tal '1"" B,,(E c: U )' ~ < c. 

ldllll-JJlI'·"'¡ 1 1 : 1) tid qne (;\ = (¡(td E Bó( f.-) Es claro que G I satisfat'p las 
Il0J-ü{'1liTdl, .... 1/ -d) 01: riba t111md;lda.'i. Por Pi Tt't 1f('lIla 137, h'nPlllos qw': 

~I " (' '" llna I'Omponcllt.e dp Gl h'. ""tOl",e, C/Ii(C) i', J\ I '" y 
fr:rC e ( K. 

l\flTl!!IIl:n ... a1](ll.1 que" 

Par,\ YI'l' .~J, ~l1pnngamos ql¡C G I - Ji." tú'nf- ,ti Dienos tres t'omponent,es 

r '. (', " (',. Pmo' !'Ud,l 1 E {1,2.3} defiIIHlIl'" n, = ChIC,) y''''' T = 

/.; ~ lJ n,.!J, De ¡¡(,\lerd" con 2), ,,,d,, JI, lI1krsect." a K. Por tanto 
J' ('<'¡ :11: :--n1 ,{ IIIltilll¡r1 de R. 1\.Ii,s al'm, reslllt;¡ ql](' Te !( l~ G I e ;\1 (e, !() . 
. \d<-IL,i ... ú' re.\' (''=, r). POI t.anto, T' 1(i /\' j. 

;'\;ott'llIr: .... d¡Or,l qne T - K = el u e .. 1': (~ }'ala v('r '-':-ito tOlllt'JUm; un 

~l1mt(l.r (")' 1\-. Elltol1t·esexbt.eJ E {l.:! :-:} tal <jm'x E D,-K. SiJ' ~ e" 
:t!-'nlt,l qw·.' E FrJ{(C,) - e t e 1(, de ,llllcldn e(.n 2). Ll1('go~' ( !f y, 
lomo ('sto ('~ ah ... llrdo. x E el' Est.o pnw!ln (jllP T - K I'!->t.á ('out.cHido en 

('1 .j ('1 ~-' el' L\ otra I'ont.en 'ión es dllra. 1111[ t<mto, T ('s un triodo en 

[J, (K). lo 1)\11' P' 1lll absurdo. Así, 3) ps ( i"l'l 1). 

SlIpongalllos '111(' G I _. J( tieJ le jnsto do" 1'(1111)l~ meJIt.e." Al y El' Afirmamos 
I PI(': 
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4) [Cln(A¡)] n ],' y [Cln(B¡)] n K SOl' conexos y no vados. 

Para probar 4) snponi',amos, por ejemplo, 'lile ]CI I1 (A,)] nK 110 es conexo. 
EntOlH"CS, por el Tcon'ma 136, [Cln(A,)] n K t.iene jnsto dos componentes 
V, y V ... Seall V~ y V; dos snbcontinnos de Cln(A,) tales qne VI <; V;, 
V , <; V; Y V; n V; = 0. Definamos 

Es claro qlW TE B (K) Y qne T- K = (V~ - K)U(V; - K)UBI. Abara 
hicn, como VI y D 2 son component.es de [Cln(Ar)] n K qne est.án cont.enidas 
propiamente ell V; y D;, respect.ivament.e, y V;, V; e CIR(AI ), resnlt.a qne 
l)~ - K Y V; - K son no yarÍos. Claramente BI es no vacío. Afirmamos 
<Jite: 

4.1) los conjnntos V; - K, V; - K Y BI est.án mntnament.e sepa­
rados. 

Para ver esto not.emos primero qne, como V; y V; son dos snbconjnnt.os 
ajenos y r.erradoH de R I resulta que 

Cln(D; - K) n (V; - K) e V; n V; = 0 

y 
(V; - K) n Cln(V; -- K) e V; n V; = 0. 

Por t an1 o, 1m, c.onjllntos D~ - K Y D~ - K e...,t.án mut.uamente separados. 
Ahora mOHtran'IllOS qllC' los conjuntos IY¡ - K Y El est.án mutuamente sepa­
rados. Dehido" qne A l Y BI son componentes de G l - K Y G l - K = Al U BI , 
r<'Snlt.a qne CI,,(A¡) n B, = 0 y Al n Cln(Br) = 0. Lnego 

Por t.ant.o, CI,,(V; - K) n B, = 0. Not.emos ahora qne V; - K e Al' 
Para ver est.o, tomemos nn pnnt.o x E V', - K. Entonces x E CIR(Ar) - K ya 
qne D; e CintAr). Si x ft A" de acnerdo con 2), x E FrR(AI ) - Al e K. 
Lnego x E K y como ",to es absurdo, x E Al' Est.o prneba qne V; - K e Al' 
Luego 
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E~tn JlllH'ha ¡Pll'los e onjllntm:; D'} - 1{ )' ir i ,I;'m Ill1lt,l1111H'ntp s{'}lHlados. 

')('IJ!'::11;\"':'I:il.¡r'-.¡ pn:·haqll'jcrsC'onjllt¡ln ... ji 1\ yIJ· , ... táIlIllllf11aTllt·1l~t· 

'('j1.11,· :11.>. f\"':'; ',lit' 1.i) 'i<' t;lln,plc. 

n,·jlJ 11111 'ric>r t('lH~IJ:OS que T es uu ¡IIIHlo '-li H (1\"). Debido a que' l'Sto 

{~''';. ,,'mIcl. C'l, (:1;): r']( e.'" 'Ollexo. l,d (llI1Illllt" P'i Jl(i vado dí' ,ltlH'rdo 

COIl ¿l. E~to prlldl<1 4). 

'lila 1-- 1l!'C ' .... j¡·Jn I' .... t J id ;lUlC'llf-c decreciente (t" J" ~ ! !, ¡J que, para cada 1/ E !'; -~ { 1 }, 
1)"': ti ._ ,~y., '_ tI. Definamos G n (tl,t. ) :.Jot.emos (IUt', p.lra nlela 
n ( r: {l r. G,. ~ G n_ J Y que G n sat.isfw'{' },L" IJl(IPledade ... a)-d) que ('llmpIe 
G I Por Ll11to, (,'" cumple t.ambién la..:¡ pl'opit,da(i('~ 2) y :~). En partit 111;:11' 
G n ]\' th-IH' a:o más dos cowponentc:-, Adl'IlIi\.--i (ir¡ ---t l:'. 

SllpflIl~~m110S qtll', p;lra cada TI E N - {l} (,'" - 1\ pOjee justo dos I"OTll­

pOIl('ut ('!,> An Y 1J.,. A firmarllos que podf'I1ll ,~, nomhrarlas di' t.al IU8upra 

Ljl\(' A" c,t y Bn e Bn 1, En ef"to, >, para alglma 11 t r: - {Il, 
An • /JI. ./1.. ~1 ('ntoncC''-, definimos 

E, ¡[aro Cjlll' T E /i(K) j q1le T - ¡\'\" LB" LJ 8" .. 1, Adl'lIuí., los 
("(lllj:lJlt{)S A". 11,. y Bt , 1 son no vacíos. :\flrtll;UltO:--i qllE': 

5) los ("onjlmto;-. An, En .Y Br¡-l {'~t.áIl 11 I 1It.l 1 aIllcnt e separauos. 

P.'ril \·(~r ('Sto J10teJ110S primero que, ¡'I)IllI' \" ~ Er¡ son cOlllpollenh's df' 
Gn ],' y Gn K = An U Bn, resulta 'JIW (,'ln(A n) r' Bn e 0 y An n 
CI R ( n . .) ~~_ 1.111~.v..O, An Y B., C'_ ... t.án ffilltllitIll!'lltp sepa.r~dos. Como At -1 Y 
Bn __ ' ~OIl cOBlpOlwnt.es de Gn_ I - K Y e '1 I - /\- = A,,-l 'j B'I 1, resulta que 

CI"(A,, 1) r' B, i o 0 y An _, n CIR(B, 1 ),~, AdemÍls 

C1R(A,,) n B',_I e Clni.l" :! 'li"_i == 0 

y 
A"nCIR(Bn¡)CAn. i ,1('!,,(H"_I) =:0. 

Estn pnlf'ba qttp lo~ ronjnntos Ar¡ y JJ,¡ I l's1 án IllutllamclIte st'parados. 

D(~ JI1;u;('ril. ~imil11r se Plueba <¡ue los cOIJjllnto:-. 1/'1 }' Hn_ 1 están mutuamente 
separados. Así qllf' 5) se f:llmple. 
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De lo aJltl'rior tCIH'rnos Q1H' T es lln trio(lo ell I3 (K), lo Cltal es Illl absurdo. 
Si A".LJ7I e Un .. ¡ ('lltOJl("CH procedlcndo ue lnaw'ra semejant.e, obt.('nemm~ 
l11la (:ont.radü'('ióll. Por consiguiente, }>ocleJnos ~llpOIlCr que An e An - 1 Y 

En e E,,·I· 

Definamos nhor" C" = [CIR(A,,)lnK y D" = :Cln(H,,)]nK. Una pnlt'ha 
análoga a la dnda t'Il 4) hac(' ver que t.anto en como Dn son conexos y no 
vacíos. Más minI ec; claro qut' en e GT¡ _ I Y Dn e Dn-l así que: 

y 

D" ..... 1)·~ n D" 
n( '{ 

Pnest.o que Cln(An) y Cln(E") han sn]¡continuos de R qne int.ersert.an a 
K y a R - K, se si!,ole por el Teorema 78, que C"' D" E SB(I<). Aplicando 
ent.onces el Lema 77(0), C, De SB(K). Entonces exist.en M,. M 2 E m(K) 
tales que MI e C y /"J., e D. Not.cnlos qm', para rada nat.ural n, 

Ce Cn e CIR(A,,) e eH 

y 

D e 1)" e CIR(Bn ) e en' 

!'vJ¡ís aún. G" ..... E. Por tanto. e c F y f) e E. Luego Afl • M 2 e E 
y, (',Olno est.os conjunt.oH son elementos mini males de SB(K), necesariamente 
,'viI = Al:. = E. Por cOJIl>igllienle C" D·= E. Así pucs 

G) si para cada n E rJ, e" - K posee (just.o) dos componentes An 
y B,,, mtonns Cn [CI¡¡(A")].'l K y D" 'o [Cln(Bn )] n J( son 
sllbcontinllü:-i que contienen a E. 

Supongamos ahora 'lIJe exist.e t Ce l\! - {l} t.al que e, - J( es eonexo. 
Seguimos suponiendo <1111' G l - K tj¡'llC dos C'omponentrR. Sea m el primer 
mÍmero nat.lIrtU t.al que Gro - K es conexo. Hagamos Am = Cm - K. Como 
em - I - K posep (just.o) dos componentes Am_1 Y Bm - l , podemos snponer 
:-;in perder genpralidéld CJue Am e Am -l' Sj para alguna TI. > m sl1cede que 
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1\" til'UI' ;Ilo..;tll; ¡!r)"i l"ompOJ cntC'$ AI!~: ¡; '¡Ihl!l 'cs A" B,. ~ /1. PI 11" 

!~ltO. IHIW{'diclldfl ('¡litiO ¡Intes, r 'Imlt.a que' 

T 

I ~ HIl tI iodo ('TI lJ, (h) Esto ('8 al,snrdo, (lsí 1[11' .1, (;r - 1\ es ("()fIl'XO para 
I ,lila r :> 11/. Adt'nI:l .... , por \lila Pll1cba similar ,l 1,1 ({(·c-t.nada en la parte 4), 

<a e_. '(,J,,.( A,.)" K ~ un :--llbcont.iull(J di' n y 'l'ieméis en ( (,'n-;. así 
I :!(' C,r • e ~ n"(,;(',, l\plican, lo de 1111C\'a (1l1'llta('1 Teonrna 7H, t.enc'mos 

.". e,u!., ('" S/I({,·). Por mllsiq;uicntc. d, '1"1\'1"1:0 ron el Lpma 77( .. ) . 
.'>Jil ¡,'). h.toIl' ,'- "xi,t .. Al '" /r¡(K) Ld '1,1< .\1 ( C. 

e e e, e eIR(A ,i ( (:., 

,[ qll(' (' ~: 1-.". ElItrlTlCe.o.., 1\1 e E y, come tarltll .1/1 omo F; son elemputos 
!lllim.ll(·.., ('11 ,c.,'B(l{;. Iv! ,c: E. 1 tlf'¡:?,:O, e = ¡.; ;\., .. ;Í pues: 

7) ,i existe un primer nal mal m tal I["e (;",' K es conexo entoneps 
Pdl',l {'nda !I :::-. m , ;In = G n 1\ 1':-- Coy,exo y. adenu1s, C'n = 

[e/ II (A.r (' K es un ¡'-,llhcont.inl1o fjlU contiene a E. 

\()'( II.OS q1H' t'l1 ¡¡mbo.' caso:" tant.o si cadil (,'" K es dis('oncxo ('omo 
(x' ... ·c J > ~ t;d 1111!"' (,'l - K es COl1('X( ¡'Iltl'!HT", 11el008 conspgnido una 

t1)',1 U t ... 1 :'!l i' . II d,' t {/)n tal qw (J 1n .)1 es 1m;1 ~ 1 w('si, In dccrL"'Ciellte df' com­

,)JJ('nt,·, d .. G K. tal" q1le en, .~ [el R( A" )' '" K , onstitnye 1lna s1lcesión 
j('I"}-{,(:1 ::'" (;1' :-'lIiw(,1¡tIfl1l0S de !< qUE' COllt.iPlll'll a ¡.. Todo esto se fpalizó 
: l1ttt'~ldt del lu'eho dI' qlle G I !\' posee (jll:-;tt¡) dot-i compnnent<,s. 

SllpOIl~amos ;!lHl}-,l que G I - Ji." es rOlH~XO l'mn( mas la sllccsián d(-'('re-
:íllfp (f, '.: dv m;f( ..... ~' dI fmamlls Gn =, o(t.¡ I EJltOJlCf'S G n ---t R. Si para 

,11~~11l1;l" (-:~ {l}. (;r. - f{ no ('s conexo, f'lltl)TII'(~ p(ISee UllSt.O) dos compo­

~:I11t(\ ... A. y Hto • Pur tallto, siglliendo las ¡cki!. ... ql1t' ]108 ll€'v.lfon n. G) y a 7), 
! I htell( 'II1O" lllla Sll b:,l H'ctlitSn (Tl1 i de (n)n ('( 111 L l." 1m lpieda l les mencionadas 
,qltcs. 

Sl1pnll~l!nlO" epI!' p.tra rada n. F N, G, J,!'~ {'( Inexo. 
""Ia JI,lIm,,1 r .. I .. ~ C:" - ¡, yen = ('1 1,1,,)1' [(o 

Definamos para 
Por pI Tí'orc'ma 
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l:~G. el! POS('(' a lo nu\.<:; dos componentes. Si para erula 71 E N, eu t.ipllc 

(jm,to) d(,~ CO!Upol1f'lltes ¡(" y Ln entol1{,ps, pOI el TpOlT'nm 7R, 1\11" L" E 

Sl!(l\). Afirllwmo, (I1'" parlemos nombrar l"s compollent.es Kn Y L" de 
en. de tal Inm.f'ra ql1f Kn~ 1 e J(n y l'n+ 1 e Ln. En efedo, si para. algulla 
TI ( N, I\·"+J. L"+l e KIL ('nt.oncC'.8 Kn+ll L t, + J Y Ln son t.res element.os 
ajPlIos dos a t !O~ y ('TI la senlifrontera de K. Luego, por el T('orcma 135, 
existe lIn Iriodo r E: n,(K). lo enal <,s llI1 absurdo. Si K"+1,L"'1 eL" 
f'lItOllC'PS, pro( ¡·dlPndo de manera sem<'jante, obtC'nemos una ('ontradicción. 
Por com;igllirnte, podf'mos suponer quP Kn+l e 1(11 y Ln+l e Ln- Luego 

I< n - , I< o " n I<" 
nlN 

Ln -> Lo = n Lo· 
nO'1 

Ahora hipll. por PI Lema 77(e), Ko, Lo E SB(I<). Tomemos MI, M 2 E 
m( K) tales '1111 JII e Ko Y Al2 e Lo. Notemos que: 

L" e Ln c: An e en 

por lo que /'0, j,¡, C E. Luq(o MI, M 2 e E y, <,amo son elementos minimales 
en SB(K), I1f C'>ariarnentc AlI -, M, = E. Ent.onc"," Ko = Lo = E y, 
por mnsigulclltl'. Ko r, Lo lo 0, lo quc es nn absurdo. Est.o signifieia qne, 
sin pprd('r ~'(,lU: alidad. pod{'II1oS :.-;upon<'r que carló! Cn C'R conexo y no vacío. 

Lll!'go (Cn 1" (', 11JH1 sucesión decffxoicnt.., de elemellt.os m SB(K) yent.oncc., 
Cn - _., e ~ Il" : Cn . I'ron'flimdo como antes, llegamos a qllC C = E Y así 
ganmt.iz:'LfllO:-; t.\mhién la exist.encia de una :-il1bsllcesión (ni)l de (n)n ron las 
propi('(la(k~ an' ('~ mcndOIwdas. 

HpSllminlto. siempre es posible enl'ontrar una subsnresión (n1 ), de (n)n 
tal <¡uo (A" ), (" una sllcesión decrec.icnte de componentes de en, - K (en 
511 dl'fccto, A., .s en, - K) tales qut', si definimos Co , = [CIR(An.lJ n K 
entonces (C",)1 ('S una ~lH'csión dC'Creci('ntc de subcontinllos dE' K t.ales q1le, 
para cada I E r' 

i) C", ( SB(K), 
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JI J r; e ('n, .1 

JI]) n ' 1' .. 

1[",',"flI<'3 H, ~ ('IRiA r ,) pLra cada I f:" '1"'0 elle ",,,la L, (" 1111 
.... lIlw(lntiTlllo dp n. i\I()~trarcm(·~ ahora qw' F! C,<LllSf,l.<'.(' la..<. propif'da.dps 1.-;). 

(lt·¡ t( me lIl;L y ql!(', fUlenHLs, El l JI = 0. 

Tll1m"mOS l ( ~l. Par.l Illostrar que E, 1\' (".., ('(':1exo y no "ano \'('r('tllO~ 
qut' l:, - l\' -'; A.1 ,. Para ver e. ... t,Q t.OIDernn:-. 1JIl plInt,):r E El - Je Euton{"('s 

: (·e lll (.·\ .. ,)] /, por lo qn,', si x rt ,1".. Jr¡"(A,)J - A". e /, d" 
.t(,IlPIdo (011 2). Lllcgo ,c, E J( lo ClIal e; "J,slIrdo. A"í pnes x e A", .1' ('()1I 

('Sto 1:' /, e ,In,' Es daro qllc An, e r, J\ po< lo qm' E, -, ¡.; .- A", \' 
~. :-.<.' ('Ill11plf'. 

Cnmfl ¡',~ c. G", v. adcmás. Gn , n H P \ 1I(j(, J( l G",) < E. "","lra 
'1"(' H, ,~H 0 Y H(J(. J( u 1.'.) < E. Par" IW "tlar 3, y '1., notPfllo, (Jlll': 

E, (l ¡.: = [( 'IR (A",)J (1 f\ 

[,\", ,'1 KJ U i, f rj, ,1",: Ir K; 
[1 'rR(An,)J (' " 

e ¡. rR(A",) = F"R' 1', _. Kl. 

Así pIWS, B, n ¡.; = en, ( SB(K) y r, "¡'; ': Frr(B, - K). Como 
E c: en. .. resulta q\I(~ E, "'1 K PS conexo y q¡lltH'IH' il. E. E:it.o pnlpba qlH' E: 
satisfo('(' 3. y 4. Ahora bien, E e B., A", 1 K 0. A" e E, y H e K. Por 
>.anto, E c;: B,. Esto pmeba que B. satisfa('(' 1 

1\otf'rnos ahora que para chda i E N, 

Por tant.o, (H.), 1'5 llnasucesión dccre("i('nt('. ·\dt·más, ü)mo E.~ e E, e G n , 

y G n , --+ }.J~, Sll('(-dC (}llP E¡ -jo R. Est.o t.f'nnina la Pl1lcba (lel t.eOfl'ma. I 

('nmo una aplic-.u·ión del tel >rema ant( '( lO!". 1 ('llPfllOS el fi !2;uientC' r(,~ll1t arlo. 
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Teorema 139 Supongrw'os qUt K es un sllbcontmILo prop20 y no degenerado 
de un mntlnuo R. Sm [ > O tal que mnglÍn T E B,(K) es un triado, y 8eaTl 
A. B E e(K) - {K} tllle.< que K o A U B Y H(A, K) < E. S, m(K) tlC1H: 

un demento E tal que E e A - B, entonce8 A n B e8 conexo y no vacío. 

Demostración. SI A n l3 no es c:onexo, entollces t.iene al menos dos 
component,·s e y D. Tomemos e', D' E e(B) tales que e s;: C', D <;: D' Y 
e' n D' = 121. Como E "1 fJ ~. 121, por el T,'Orema 138, existe un subcontinuo 
E' de R tal que E S;; E', E' - K es no vacío, E'nB = 121 Y H(K, KUE') < E. 

Sea T = A U e' U D' L., E'. Notemos que 

T e A U JI U E' .= K U E' e N(é, K) 

y K e N(",A) e 1I'(f,T) ya que 11 e T. Por tanto T E B,(K). Ahora bien, 
como E' n n = 121, resulta que E' n K c: A - B y, como consecuencia de est.o, 

T - A= (e' "- A) U (D' -- A) U (E' - K). 

Como e es una componente de A n B que e.,tá cont.enida propiamente 
en el suhconjunt.o conexo C' de B, resulta que e' rt A. Luego C' - A i- 121. 
De man""a Himilar se prm·ba que D' - A f IZ. Es claro que E' - K f 121. 
Debido a que E' n B = 121 = C' n D' y a que C', D' e B, sucede que, dos a 
dos, los conjunt.os e' - .4, IY - A Y E' - K est.án mut.uamente separados. 
De aquÍ que T CH un (ri"do en B,(K). Debido a que est.o es ahsurdo, A n B 
es conexo. Es claro que A n 13 es no vado .• 

En presencia de dos elementos E y F en m(K), el siguient.e teorema garan­
tiza que E y F se PllCtkn ·'inflar" dn manera que lus respect.ivas "infladas" 
sólo se t.ocan en K. 

Teorema 140 Supongamos qu.e K es un subcontinvo propio y no degenerado 
de un continuo R. Sen ,. > O tal qve llInglÍn T E B,(K) es un triado. S, 
m(K) ti.ene al menos dos dementas E y F entonces ensten dos suceswnes 
decrecientes (En). 11 (F:')n en r.(R) tal,,, qlle En -, E, Fn -> F y, para cada 
TI (. ~, 
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2. E l\'.¡ ¡.~_ - 1\" son conl co.~ y no 1/.1' (, 

3. E" r. K !I f;, "1, son cone m y está" 'T .' I!(I{" 

H. \, T. - K J H. ,j F" entor,ce.' H(T", 1\) . 

:1:ó, (¡¡;,. '1 ll,.JI, (' 2R sun tales q,{f' 1, 'lf, = 0 11 F n H, = 0 
[,'tOT'{I .... f(](f,¡ En y l'l:da Fr. ')c 1,ut>de corulnnr /, rrllmera ljue En n H¡ =.0 

,Fn r,lf,=0. 

Demostración. Tomemos dos elem"lltos 111,111 E 2' tales que En 
11, -. Y F" H, 21. Com" ¡.; y F "'11 "J"mentos mil,imah9 distintos 
;" SlJ(K). podem'h fij«r IIn plinto e E!:.' ,.' Y 'In pUllto f E F - E. 
Lll":;O H '1 (}f, i.) {f}) = 0 y ¡. n (H2 U { l' } ) 21. Por tallto, aplicando el 
1, '" I ¡oI,1 13". exist¡,,, do, S!lcesi, m,'s dene,;pllt,. (E, • Y (F l. en C(R) tajes 

: ¡'W f; . F. F, -, F Y para calla 1 E N 

a) F c..; E, Y F r; ¡.~, 

(.) F, r K y F. (' K son conexos y I'sIáJl en ,"B(K), 

d) E e E. ro. K e Frn(¡;;. _. K), 

<') F e F r- f{ e FrR(J':" K), 

f) E,n(H1u(f})=e yF,n{1I"J{' 1) =0, 

g) H(K,IL. E,) < é Y HIJ(, K l 1-;, . 

DcfinmIlCJS. par.l c,l.da i E P'-, T, = !( ~ E, l ]-~. J\firmamos qllf': 

1) p"m ca,la, E N, HIK, T,) < [. 
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En ekd.o. 'm 1 E N. Por la propiedad g) 

7; = (J\ U E') U (J\ U F') e N (E, K). 

Ad"más, e, claro glle J\ e T, e N (F, T,), así que H (K, T,) < E. Afirmamos 
ahora qnc: 

2) para rada z E N, F, no está cont.enido en E, U K. 

En pfect.o, si por <'1 contrario, F, e E, u K ent.onces F, - K e E,. Luego, 
aplicando e) 

Fe Fr¡¡(F, - K) e e/R(F, - K) e E, 

y. en part.icubr f E R, lo cual contradice f). Est.o prueba 2). De manera 
¡.;irnilar tenern! ,s que: 

3) piUill"ilda; E l'i, R, no está contenido en F, U K. 

Afirmamos ahora (llle: 

4) para cada i E 1\;, exist.e j(i) ~ z t.al que E, n F;(,) e K. 

Paw \'("1" 4., tnmernos i E 1\; Y supong'unos que E, n F, % K para t.oda 
] ~ i. Ahora Ilien, para cada j > i definamos 

H, = {(: ~ }<;. r, r~ : (' ('5 una componpnt" de R, n F, t.al que C n K = 0} . 

Afirmilrno~ qm': 

';.1) para cada J ~ i, Hj t.iene a lo más dos element.os. 

En ,.ferto, ,ea j ?: i Y >upongamos 'lue H) t.iene al menos t.res element.os 
e" C2 y c,. ('orno F; e ¡.; y por 3) E, '/ F, U K, sucede que E, % F; U K. 
Por t.ant.o, E, "S un subcontinuo de R t.al que E, n F, -1 0 y E, - Fj 01 0. 
Lllego, aplicando el Teorema 136, exist<'ll tres subcontinuos ajenos dos a dos 
e;, Cí y C; ,le E, U F; t.al,·, qne, para ca,la i = 1,2,3, C, ~ C;, C; - F; 01 0 
y C; n K o' 0. ~Iás aún, por el mismo Teorema 136, el conjunt.o 

T =f~lJC;JC~UC~ 

es nn t.riodo. Definamos T' = K LJ T. Notemos que 

T' e K U F; U E, = T, e N(", K) 
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1": T' e .\" ':, T'). Enton-es T' E !i : 1, 
I { r!-f'( Ll a 1<. d conjnnto T' ~ 111l triado !'n j.' 

I ,'lIto i.l) se nunpl(', Afirmamos ahora c¡tlt:: 

Pll- sh) qll!~ ninguna e: ¡1I­

U';) E sto ('~ absurdo. y por 

4.2) "xistl' jo ::: i t.al que 1ij = ;: jI.1l a ca, la j ~ jo. 

Para ver ,1.2), supongruna> que para I.¡d" I ~ i exi&te j' ~ J tal que 
Ni' ! 0. Dada J ::: i t.al qlle 1tj =J. '"1, dpll"tan'IDos por Cj y C~ a IOH 

dl'm{ I1to~ dp 1tJ y, t'f)flVendreIllO.s que Ci -1- " (I'n d cas(1 en ql1P 1t) posea 
.',olanu'nt,e 1Ul dement.o, convendn'mos qll1~ ('{ Cj!, 

T"mpmos ahora JI ~ i tal que 7tj , # "'. ('''100 ti conjnnto 

U I ,= {A E C(R) : A e 11 . ,( 'C l q')) 

'" ab:t'rto en C(R) y tiene a F, existe ÓI > () t al 'lile n" (F) e UI . En vista de 
'1ne }~ -> F, existe JI E N tal que JI ~ 1I Y j., ( JI" (F) para cada j ? '/1' 
'[oml'mos ahora j, ::: JI tal q'le 7th # r':. ~"'{'m"s que Fh E B" (F), "-sí 
que }:, n (el' u e~') = 0. Luego j, > ji. !\ot,'mo, altOra que e[ conjunto 

,', abllrto en e(R) y tiene a p, Entonll", I'\lste "2 > O t.al qm' Ó:' < /)1 Y 
Ih,(F) e U2 . Toml'mos J2 E N t.al qlll' ./2 > h r Fj E B,,(F) para cada 
I ~ -' ... Sea h ~ J, t.al que 'hia el 0. !\otPIJI'" que ¡'~3 (' B,,(F) e U2 , así 
que ¡.~, n (ei' U q') = 0. Lnego h > h y, "11 consecuencia, 13 ::: JI' Por 
tauto F¡, E B" (F) y, de aqlÚ qu<" F;, n ((;1' . ('~' I = 0, 

1\ott'ffiOS quP los conjtmtos ei l
, Cr y C-{ i SOlI ajenos dos a. dos y no 

intersn'tan a K. Aclem{lS, pam cada 1 = 1. 2,:l Ci' e Fir' Por t.anto, existen 
tres SlI bcont.inuos ajenos dos a dos GI , G" Y G", tale., que para cada 1 = 1, 2, 3, 
el' s.. G, e F" y G, n K = !l. Dada 1 E {1. 2, 3}, Cf' I'S una componente 
de El n FJll que CBtá propiam('nt(~ contenHla t '11 el Hnbconjtmt.o conexo GI de 
}~" Por t.anto, G, - E, # 0. 

Definamos ahora 

T = ¡.; U E. U G , U C l U G.I . 
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Te J< u E; U F; = T; e N(E, J<). 

Además K e T e N(E. T). Por t.ant.<J, T E B,(K). Más min, romo 
GI n K = 0 para (~ada l = 1,2,3, result.a que 

T - (l( U E¡) = (G, - E;) U (G, - E;) U (G3 - E¡). 

Notelllos que los conjunt.os G I - Ej. G2 - E¡ Y Gl - E¡ son no vacíos. 
Adcmá.'i, debido a que los ront.illuos G I• G2 Y Gl son ajenos dos a dos, sucede 
qnc los conjunt.os G l - Ej. G 2 - E¡ Y G l - Ei est.án, dos a dos, mut.uameut.e 
separados. Por t..ant.o, T es 'm t..riodo en B,(K). Como est.o es absnrdo, 4.2) 
es ciert.o. 

De aellerdo con 4.2), si j ~ jo Y e es lma component.e de E¡nFj , ent.onces 
en I< :f 0. Consideremos ahora el eonjullt.o 

C, = {e e E; n F, : e es una component.e de E; n Fj t.al que e - K # 0}. 

Afirmamos que: 

4.3) para cada j ~ jo, eJ H('nc a lo más dos element.os. 

En ('rect.o, sen. j ~ jo Y supongamos que Cj t.iclle al menos t.res element.os 
e,. e2 )" e3. Para ("lula 1 = 1. 2, 3, result.a que el n [( # 0, ya que j ~ jo. 
ElltOlw('S pOclC'IllOS t 'onsiderar l1na component e DI d" el n [{. Por el Teorema 
78. D, E SB(I""). Est.Q signific,,'\ quc SB(K) t.iene tres elctUenos ajenos dos 
a dos. Luego, por el Trorcllla 135, C'xist.c uu t.riodo en B~{l(). Como est.O e .. <; 

ahsurdo, 4.3) es cierto. Afirmamos ahora qUí': 

4.4) existe Tno ~ jo t.al que eJ = 0 para ("ada j ~ mo. 

Para probar 4.4), supongamos que para cada j ~ jo, exist.e j' :::::: j t.al que 
eJ' =f:. 0. Ent.om'cs podemos encont.rar tina subsuccsión (i¡), de (i)i2:io tal 
qm' ej , f: 0 para ('ada lEN. Not.C'l11oS <¡ne si l < s y e E LJ. ent.onccs 

e e E, n F,. e E, n F". 

Por tanto. ('xist('lIné\ í"OlllpOllt'Utc D <le E. nFJ1 t.al que e e D. Dado que 
e - [\" f 0. D E [,)1' E:-.t.o siJ!,nifil'a qm' nula ekmcnt.o de eJ , \'.St,á conwnido 
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en algt'tn elemento dI:' LJJ' En particulaI\ si 1 > 1 cut.onces rada elemento de 
e JI est.á cont.enido en algtín elemento de Lit. 

Ahora bien, eJ, t.jellc a lo más dos elementos D: y Di. Definamos 

UI = {l > 1 : Lj¡ t.iene un clemcnt.o cont.enido en D!} 

y 
VI = {l > 1 : LJJ t.iene UD element.o cont.enido en Di} . 

Debido a que cada dement.o de Cjl est.á r.ont.enido en D: o en D~, alguno 
ele los conjuntos VI o Vtf'S infinito. Supongamos, sin perder gelwralidad. «11(' 

UI ('S illfinit.o. Sean el = DL rl = 1 Y r2 := mínU¡. ElltOll<~ c'jr<J. tiene 
n lo más dos clPffiC'ut.OS D~ y D':¡ y, sin perder generalidad. Dj'2 e Dr'. Si 
D? e D':/ o hipu D,? = 0 Cllt.Ollees definimos e2 = D? Si 0" "# D;¡ e Dí'. 
definimos 

U2 = {i > r2: e" tieBe nu element.o c-Ont.enido en Díl} 

r 
\'2 = {l > T2 : Cj , t.iene nu element.o cOllh'uido en D:?} . 

Debido a qttC ('ada demento de Lj¡ (l > r2) a>t.cí. cont.enido ('n D? o ('n 
Dr¡. algnno de los ("olljnntos Gol y V2 es infinit.o. Supongamos. sin perder 
gPlwrruidad, «ue U1 es infinito. Sean e2 = D? Y T:¡ = míllC~. Proccdi('udo 
('omo antes. ('$ po~ible ('m·out.rar 11n clement.o D~.1 d(' L¡,-, tal q11(, D~3 e D~l 
y (,1 ("oujll11to 

L':I :., {l > 1"3 : Lj¡ t.iene un clemento ("Ollt,puido e11 D'¡l} 

{'S infinito S('mI el = D~J Y rl! = míllV:¡ Sigllif'lIdo los alp.mnelltos clp 
antes, {'n("outrarnos Hna snhsllc('sión (jr.Jm dI' t/')1 Y 111m Sll('(>SiÓll dCCl"('("i(,lltp 

(Cm) ... tilles qlll~ TI = 1 Y para cada m E N. (-~ ... t el, 'l' El1tOIlC€S, e,,, -
('" = nm{~¡ ('m o 

:\oh'mos qlte para nula m E N, Cm n f{ ¡:. lJ Y Cm - A" =1 0, ).IiL .. 
'¡ún, (,'", e E, n F,.", y Fh ... . ~ F. EntonH':S, ('11 e E. n F, Ahora hi<,tI. 
f.:, ..... F c F = A", por lo <¡¡le Ca e [(o l\1A. .. al'lIt. por pi T('OfPI!l¡1 79. 
C" E ."B(1';). 
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Tenemos .'ntonees qne Co e.' nn d. Illmt." <le SB(I<) qne est.á cont.enido 
en el elemento miuimal F de SB(I<). LlH'go Co = F. Esto implica qne 

F = e" e L, rl F e E, 

y en parti .. nlar f E E,. E,t.o contradin' f) y prueba, "sí, 4.4). 

Para t.erminar la prnl'ba de 4), basta definir j(') = mo. Ahora bien, 
debido a qne h snc('sión (E,), es deem'iente y a que j(i) ::: i 

D"finamo, ahora "1 = ](1) y, para ,'ada 1::: 2, TI, = j(n'_l + 1). En vist,a 
de a) - g) y 1),I"s sucesiones (En,), y (F,,), sat.isfacen las propiedades 1.-8. 
del teorema y. a,lcm,,', En, r, H, = 0 y Fn , r H 2 = 0 para cada 1 E N. Más 
alÍn, resulta qlle En, -4 E Y F71/ - .¡. F .• 

En el ;iglll"nt.e resultado most.ramos que si SB(I<) posee al menos dos 
elementos miJ"mal<'>l E y F tal,,, que ¡, (] F f e y E UF", I< entonces es 
posible cOHRPgllir triodos arbitrariamcIlt.f' ('ercanos a K. 

Teorema 141 S,'ap Il un cont/lluo )1 f( un svbcontinuo propio y no degen­
erado de JI. Supongamos que m(I<) /,e"e al menos dos elementos E y F 
toles que Jo: n F f ¡~ y f; U F I I<. E,'/oTlc, S para cada E > O existe un 
tnodo T E B, ( K). 

Demostración, Sapongamos qm' .xisle E > O t.al que ningún T E BE(I<) 
e,; un triado. Como E U F tI<, exi,t., 11n pllnto k E I< - (E U F). Por el 
Teorema. l-lO, (xi¡..¡tC'fl do:-; }'1lbcontimlOb E' y P' de R, talC'..5 que: 

a) E c.. ¡.;' y F ¡;; F', 

b) E' f{ y F' - K Ron no vacio" 

e) E' r' I< y F' ~ K son conex(';, 

d) E'r F' e K. 

e) krt E'",F', 

f) Ri l' = I< U E' U F' entonces T E BE (I<). 
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,), ,1< llrrd"('OI¡ ';. el.,ont.im 01'= ¡Ú. r; !' ,,,Iá('n [; (K). J)efinaLlos 
JI . (f.'.; F') .~ 1\. Como En F ;i 0, u' ¡[i"tI" 10 a, y e), deducimos qll!' Ji 
(.;, nn .... :¡J)('ontillllo dI T. ~1ás a in, es fácil \('r I¡iW: 

T· 11 = [K - (E' U F')] U [1';' ({] u [F' - K]. 

Al:ora hien, por h), } .. " - K Y F' - !( .... on Illl varios. Aó('más, de aClI('rdo 

<,on (':. f{ - (E' uF') es no vacío. Afirmamos, ¡llOra que: 

1) los conjllnt.os E' - ¡.., F' - K Y K lE' LJ F') (·,t.án mutuam('nte 
separados. 

EH ('f('rta, de a('uerdo con d) 

GI¡¡(};' - K) n (F' - K) ( ¡.;' r' IF' . K) = 0 

(E' .. K) n GIRtF' - K) e (l-.' K) I F' = 0. 

Por tunto, los conjlmtos E' - K Y F' - f{ ('st;m mutuamente separados. 
:\' oternmi ahora. que 

G/R(E' - K) n [K - (E' U F')] e E' r K· (E' L F')]= '" 

(E' - K) ~ G/R ([K· (E' UF')]) :. lE'· K) n K = :;;J. 

Por tanto, los conjuntos F' .- K Y f{ (E' L F') ESt.án mut.uamente 
~pparados. De la misma maneJ a be prueba qw' los t"onj\mtos F' - 1< Y K -
(E' U F') están mutuament.e s(·parados. ~~st() IImes/ra 1). 

TCJ1('InOS de lo anterior que r ('3 un triodo ('11 B,,(K), lo cual es a.bsurdo .• 

Ahora most.ran'mos que si SJi(K) pns€'<, al menos dos elementos mini­
male; E y F tales glle E UF =. K ent.onces (OS posible encontrar una 2-celda 
Den C(R) t.al que K E D - o(D), o bien triodos arbitrariamente cercanos a 
K. 

Teorema 142 Sean R un continuo y K un subcontinuo propio y no de· 
gtnemdo de R. S/1pongamos 'IU( m(K) t!t1l1 al menos tlos elementos E y 
F lalt -' que E U F = K. En/onces ex"lr /11'" 2'lelda V en G(R) tal que 
J( E D . o(D), o bIen para cada E: > O, !TI'!' un triado T E B,(K). 
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Demostración. Supollgamos '1U(' I'xiste E > () tal 'lut' ning'Ín T E B,(K) 
es 1111 triodo, Fijemos un p1111tO F ( 1·.- - F Y un jlunto f E F - E. Por el 
Tporema 140, f'xist('I1 (los .'l1heontimlo", E' y F' de R t~tl!~ ql1P: 

a) E S. E' Y F ;: 1"', 

1» E', K)' F' ,- T< Ron 110 vedos. 

(.) E' ,- K Y F' n J( son com~X{l'í, 

el) e rf- F' y f <t E. 

n) E'nF' c: K. 

f) H(f\, K l., f;') " ,~ y ll(K, r. LJ F') < ,c. 

Defillamo¡., f.o:: ¡.;' n }\" y Fo =: F' 'le ~ot('lJIUS q1le: 

1( = (J.;' n K) -.: (J' n I() = H" IJ F;, (6.3) 

y que 
Ea n Fa =- E' r r ' n K ~ E' (l F' 

ya que FJ' r F' e 1(. En ,'ista de qlle' E Ea - j.;, y f re Fa Eo, Ea y r;1 
Hon sllbcontinllos propios de K. Afirmamos que: 

1) si ('"iste un Rul",ontin11o propio J. de Ho tal q11e Eo n Fo e L 
entonces "xist.e :ma 2-eelda D en C(R) tal q'''' K E D - o(D) 

Para ver 1), supongamos qne L rs nn ~nh('ontiTlllO propio de Eo t.al ql1(' 

E"nFa r: L llefinaIllos A: = E", A, FeLL. A • A l .JA2 • B, = A,UE', 
B 2 = A 2 U F' Y B = Ji, U [12. Es daro 'lIle Al y A, son subcontinllos propios 
de A, qlle B: Y B2 f,on s111wontinllOS PI lpios tI" B, Y qUl' Al S; BI, A2 ~ B"I. 
Y A <; B. Not.emos a,hora que: 

A,nA2 Eor(FoLJL) = (EonF;,)U(EonL)=L, 

y que 

(A .J E') ,"1 (A 2 U F') 

(A, n A2 ) U (A2 n E') ,j (Al r F') U (E' "1 F') 

L U (Fo n E') U (L r1 F') U (Eo n F') U (Eo n ro) L 
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',L q:l( 

f" n E' = F' n J( n E' 1, J.;,. L 

EonF' ~ R'nK 1 F' 1 J.. 

PW'}jto <¡\ll' L e~ un ~llbconl irmo de n, I)ti] 1'1 1 ,~orem.1 97, <·xjHte Hila 

~''-l'!dól V <'n C(H) tal qlle K E V - o(V) /-:'11> pnll 'la 1). 

SllpnngmIlos ¡¡llOra que no e.'Xistc dicho sl\h( IlntinllO L. I:l1t.OD(,f':', El:l Fo 
. ') ('~., ('ont'Xtl. Fij(·TUOS Hila compow'lltc e 1\(' }~.[)" Fa~' s(!a al : 1 ~ C(R) nn 
1"1'0 on1,'";!,:,, d" C ¡¡ EII' Definamos a : J ' , ('¡ H) I)mo o(t) = f;1 U o, (1). 
1:, daro '1"1' tl ('S lUla fllnción cOlltinua lal '11(1' ,,(ti) = f;" 0(1) = K Y 

(,,) e n '1) siempre que., :<::: t, Sm to = IIli" {! ' 1, a(t) " K}. Entonces. 
,,(t). J, ¡",ra lada t ::: too Ahora biell PO] la ""ntinui,lad de o, existe 
11 < I 1 < t,1 t,,1 qlll' Il (11(11), K) < '. Entolll'I", r ~ ",(t,) eoi lIn slIbr-ontinllo 
propio d(' 1\" Y p{ult'uJOs por tallt.o tomar 1111 plint.o :r E K-L. ('].¡ramcnt,e 

I E El - FIl. Afirmamos que: 

2\ (\ 1 (td no intf'fsecta a todas las e 'OJIl]l()nenl es de /';0 n Fa· 

EIl ('ft ·,·to, Hi 01 (t ¡) int.ersectn a t.odas las l TlmpOneJ lt.es de Eon¡.ü, pnt.Oll(,CS 

( dt ; ' ...... (1-.',1 ~ Fa; ('~ UJl ~llbcontinllO propj() dt· J<[¡ tIll!' cont.i('ne a E,] n ro (es 
propio plU~ no til'ne al punt.o xL lo f:ual (.~ ahsllnlo. E~to prueba 2). 

EII \",(;1 11" 1" anterior, eXlst.e una rlllllpOIJI'ntr D de Eo n Fu t.al que 
: (', i:' /l :~. SI'¡m O' E CrEo) y G E ('( E,,) la11's que D :; 0'. (, ,(1) <;: G 

) une; k'. Ilaecmo" L' = I uG. Entllllces J: E C(K) y 

D',-I/ ,(I)'nL)J(D'nG)=(D'nJ")l;(/!'n,,,(t)) D',~¡';'CFo. 

A,í qllc L <;: U, D s: O' y L' n O' e f;,. 1 ),-fin¡,mos T = L' U D' uF', 
Asegurarno.s que: 

T - L= (L' - L) U (D' 1.) I (F' - K). 

En ef",to, Hea 11 E T - L. f ntom:es 

y E (L' - J.) LJ (D' - r¡ J .• /" - L). 
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Snpon"amos. para efe<"tos de la demostración. qne y (ó F' - J,. Como 

F' = F;' L (F' - 1\) e L u (F' - J() 

y y rf L. r"".Ita 'lile 11 E F' - K. Esto pf\\"ba ql\e 

T - J~ e (L' .. L) U (IY· L) u (F' - 1\). 

La otTa, cOlltención f'S dara. Ahora. bil'Jl, los conjuntos 1/ - L y P' - K 
'-(¡n no vados. ("omo D es una C'ompOllentp. de Eo n Fo que estA cont.enida 
propiaIllcnt e ('11 l'l sllbconjuIllo conexo D' de E1h resulta que D' % Fo- En­
lonces existe 111\ :lIInto 1f E D' _. Fo. Da,!o qnr L' rl D' e FlJ, y rf l/. De esta 
I(,.nl< fil. d"oirl" ., ']1](' f~ e l/, resnlta qlle y rf L. Esto prueba qlle D' - L es 
!lO varío. Afirlll1lmos ahora que: 

;1) los n>I<jllnl.'H L' - l., D'·- f~ Y F' J( est.,in mlltllamPlltp separados. 

En ('fE"( ta, ("uIIIO L' c: h" 

f:1¡¡(L'- L) r¡ (F' - J() :::: K n (F' - J()c 0, 

,IP doude CI,,(L' - L) r1 (F' - J()o 12:. Ahora hien, romo F;' e L e l/, 
(L' - 1,) n ¡." v'. o lo 'lile es lo mismo. (1.' - 1,) r 1 F' r¡ J( ~ "" ya que Fo = 

r n K. En vi,t.a de q"e 1,' e J(, resnltn ('[. realidad qn,' (L' - L) n F ' = 0. 

J' - 1, "1 Clh(F' - K) e íL' - L) n F' .0 0. 

Esto pr11eba qlle los conjuntos L' _. L.Y F1 
- ñ" est~ín mllt.nanlente sepa­

Tiulo!'. Con. o 1)' ~ Ea :.... f{, bllCedP qlle 

C:1u(D' - 1,) r¡ (F' - K) e ¡.; n (F' - J(), 0, 

de donde Clfl(D' - L) n (F' - J()o 0. Ahora bien, Fo e 1" así que 
(D' - 1,) rl Fo ' 0. Est.o si:.;nifica <[He (1)' - L) n F' n K = 0 y, como 
D' e J(, lo rultl'rior equivale lt que (D' - L) n F' ,,0. De est.a manera 

Esto prnebél qtIe lo¡.. C'onjllntos D' - L y F' - l\~ esh'm mutuamente sepa­
rados. Por úIt.irno. romo L' n D' e Fo e L 

CIR(L' -L)r(D' - 1,) e L'n(D' - 1,) ~ 0 
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(r: f,)', CI II ( 'J' - L) e : 1, 1, ' D'" 0, 

E...,to IJrll{'h.t qlle lOf¡ (~onjlln' os L' - L ~ f)' J¿ ~trín nmtl1ament(' ¡.wpn­
:n! ' .... UI' cstn Tr:;uu-ra, ;~) SE' c'lmple. 

Di' lo anÍt'rior fC':-lIlta que 1 e. un t.ri(J(j(, t'(: N. VIás mín , como 

T " J! U D' U F' e K l. I" ,\' é, K) 

\' K, N(c,L) ~_ N(¿,T), rcsltlt.a que T", 1111 1ril,do en B,(J(), lo eua! es 
,¡]¡snrdo y l'Cf[Uilla la prueba dpl teorema. 

Cl)mhinando los 'Ieoremas l41 y 142 tl'lI"ttll 's ,,[ siguient.e rcsltltado 

Teorema 143 Sean R un continuo y K l/TI ,u"('ontinuo propio y no de­
"17:e1nr1o de R. Supongamos Ilue m(K) ti' lit uf menos dos eh.mentos E y 

F la'", 'Jue E r' F I 0, Entonces en,t" "'''1 ,!-, "Ida D en C(R) tal que 
K E D - o(D), " bzen, para cada E > 0, ,",/,1, '111 triado T E B (K), 

¿(¡lit' suced" si los dementos minima[,,, dI' SJI(K) no se intersectan? 
Co~o ('oIl!-er'1lf'J1da de] Teorerna 135, si m( h." tit'T~e al nlenos t.res elemen­
tos aj('TIos doti a dos ent.onces es posiblt, ('T](·( liitrar t.riodos arbitrariament,e 
c'prcanos a K, R(~sta ('ntonees (onsiderar d{)~ (,;l,.'-iO:--: c:wmdo m(K) tiene sola­
lIlcntt' un rkrncnto, y cuando rn(K) t.íenf' c'X,L('1 <tIllellte d~ elementos ajenos. 
El Higl¡jmte t~on'ma, presenta condiciolll>S hajll ¡ilS cuaJes, en el caso de dos 
:ninimalts ajc~nos, ('.S posible ent:ontrar triod()s ill'hitlariamC'nte ('('Tcanos a ]{. 

Teorema 144 SEan R un continuo y K un 'iuhl'onfinno propio y no degene­
rado tI" R, lu! que m(K) tiene exactamenl<: ",,, d(nentos E y F. Suponga­
mos q,u' En F ., 0. S'i exist/! un subconfm:/IrJ prooio de K que contiene a 
E UF, ntrJ1W'" para cada E> 0, existe un tn'u!o T E B,(K), 

Demostración. Supongamos que existe < . 11 t,Li que ningún TE B,.(K) 
'o', UIl triodo. Sllpongarnos, además, qUE' {'Xl~tl' 1111 -mhr.oIlt.inuo propio L de 
K, t.al que E U Fe L, Fijemoi k E K-L.!'", d Teorema 140, exist.en dos 
'iuheontinnos E' y p' de R t.alf~ que: 

,) ECE' FCF' ,l +- , +- ' 
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b) E' - K Y F' - K SOIl no vac'íos, 

e) E' n K y F' n K son conexos, 

d) H(K, K U H') < F Y H(K, K UF') < é. 

e) krf. E' U F', 

f) E' nF' = 0. 

145 

Oefmamos e ~ L u (E' r. K) LJ (F' n K). Como Eu F e L, E e E' n K 
y F e F' n K, t.enemos q1le r: es 1I1l s1lhcont.inuo de K. Es claro que k rt e. 
Consideremos abora el eonjllnto T .. K U E' U F'. Es claro q1lc e e T y que: 

T- e = (K -e) J(f.." - K) U(F' - K). 

Más alÍn, los conj1lnt.os 1< -e, E' - 1< Y F' - K son no vacíos. Afirmamos 
que: 

1) los conj1mt.os K -r:, E' - K Y F' - K están mutuamente separados. 

En efecto, como E' n F' = lO, los conjuntos E' - K Y F' - K est.án 
ffilltnarllentc separados. Notemos a.hora que 

eIR(K .. e) r, (E'- K) e K n (E'- K) = 0, 

de donde eIR(K -·e)n(E'-K) = rz. Ahora bien, eomo E'nK e e, resulta 
que (K - e) n E' = 0. Luego 

(K _. el n eln(E' .- K) e (K -- e) n E' = 0. 

Est.o prueba que los conjunt.os K - e y E' - K est.án mut.uament.e sepa­
rados. De manera similar ,e prueba que los conjunt.os K - e y F' - K están 
mutuament.e separados. Así1 1) &e c.umple. 

Tenemos de lo ant.erior q1lc T es 1m triado en R. Notemos ahora que: 

T c. (K U E') U (K U F') e N(E, K) 

Y q1le K e T e N(E, T). Entonces T es 1m triado en B,(K), lo cual es 
absurdo y t.('rmina la pmeba del t.eorema .• 

Ahora mostraremos quc si K <s d,,,eomponiblc y SB(K) t.iene exact.a­
ment.e dos element.os minimalcs y ajenos, entonces es posible ent.ont.rar una 
2-celda V en e(R) tal que K E V- o(V), o bien triados arbitrariamente 
eereanos a K. 
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reorema 145 SI un Ji WI conti7 UD y l( un ,,¡.;}( ¡Infm ,1.0 prnjiiO !I fin d, '1/ TI'­

¡,'('O (J¡- U. '(1' 'JOI 1,1 In tiene xactamell!' "', ¡!, f eTltos ¡-;; ,&,)' ,"i .ilOl'­

'/fmIOS ljW' !\' (') de ... ( IJlnpon1ble y que EnF , /';fltl' l.ces C:'7St(' UTla .l- (T{da 

.') fT' C(U) te l 'l/U 1\' E 'D - 0(1'), o bIen jJr"d (Ii,{'! > 0, (ri.,t, un fl,odo 

rE B, (K). 

Demostración. SlIpongamos qlle exis!!' . > I J tal '¡He nill:.\ún T E ¡¡ (h') 
,',"t IlJl tricnio. Entoll( (i, pnr el T.'Orema 141 

1 ~ no «xi~tp 1l~1 subconti!l1lC1 propi(, t Il J\ qm' cantil'ne a 1~~;.) F. 

Afirr:¡;¡UWi tIlle: 

2 ':, ,¡stCB A,II E c,J() - {J(} tal,·, '111< J( ~ A U JI Y ¡.; e 
(.\ - lJ) LJ (B - A) enioncf'S ex¡,t" IIl1a 2-cdda V ('n C(X) t.tl qHe 
1,' é V ",V). 

El! (lf, '1 to. ~llp01I~~,lmos que "xisten A.1.1 
:11 J H Y f; e (A - /1) U (B - A). Ya qll" 

( '(/( - {J(} t.alt-, lj1lf' J( = 
.\ J3 \ B - A SOIl !'onJHntos 

'(~Il.'mdn. y ¡.; F"i ('1 JllCXO, pod.·mos suporwr IjIU' E e A .~ B. Torlwmos 

l.' C:(/\) tal CjUC A e L <; J( y H(J(, L) < Es claro <¡ue 1\' o L U B, 
dr' .:o:1dl f3 - J~ 1- :~. Consideraremos alHlr.l Ir ," ('at-¡)S en que F r: L I 0 y 
J'r' L· '-J. 

SllP(!,"~"rnQS primero que F n L = 0. f,;lt,,"(,('8. dado 'lue f{ .~ L U B, 
,e:;1l!t" (:l' F ~. J3 L. Sea C la compOlII'lItl' ,¡,. B - L 'lile contiene a F. 
1'01' el T. '[('DUC J:l7, r7IR (C)nL '" 0. Así '1"" l., JC! ,(C)" un 'Hbcontinno 
,,!' j( q"" ('orlllC'llC" E y a F. Luego, por 1), I{ = L J C!R(C). Entom'"" 
f( L L C. por 10 '111", B - L '18 l'Onexo. 

Dr'fiI¡,lnLO!'l .1/ =-:: ("'IR(B-L) Por el párr;tf'¡, ,lllt('rl'lf, M ."'1unsnhcont.inno 
de JI. Ahora bil'll, lomo E e L - B, F ( JI L Y 111 e B, tenemos ljne 
E (L U Y F C .\1 - L. P"r tanto L ,I! '011 ,Hbcon~¡nllos propios de 
J( tales 'IHC L u M ~ K. Ademá., H(J(, 1.) < por lo qw', de acnerdo con 
,,1 TeofeI;w l:{U, L""", JI! ¡~ ('OUt xo. Ahora 1 .jl JI. por d Teo"ema 140, t'xisten 
e10s snbl'llntirl1los Jo;' y F' de R t.ales que: 

a) E S. /.;' Y F s.: F', 
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h) El - !( Y F' - K son no vados1 

e) E' r. F' = 0, 

d) E' n.\I = 0 y F' n L = 0. 

147 

Hagamos A: ~ L, A2 = M, A' = Al U A2 , BI ,~ Al U E', 8 2 ~ A2 U F' Y 
B' = Bl LJ B2 · Es claro que A' = K, Al, A2 i A', Bl , B2 i B', Al ~ Bl Y 
A 2 <;; B2• ~otmlos ahora que: 

(L U E') n (I'v1 UF') 

- (L n M) U (F' n L) U (E' n M) U (E' n F') 

= L:l J\tl. 

Enton«s IJ I " L n M ~, Al n A, E C(A'). Por tanto, aplicando el 
Tf'Orema 97. eXiste una 2-celda V en C(R) tal que K = A' E V··, o(V). Esto 
termina la prneba para el raso en que F n L = 0. 

Suponr,amos ahora que F n L i 0. Entonces, por 1), L U F no es un 
suhc(Hltinuo propio de K. Por tanto K = L U F. Más alÍn, debido a que 
f; e L - F Y ,í que l/(L, K) < é, por PI Teorema 139, L n F es conexo. 
Ahora hiPII. pOI rl Teorema 140, existen dos subcontinuos E' y F' de R tales 
<¡ He: 

a) }': <;: }}, F <;. P, 

h) E' - K Y F' - K son no varíos, 

e) g r K y F' n K son conexos y no vacíos, 

d) ¡.;' r F' = 0. 

Afirmarnos f}1I<': 

2 1) F' n L es conexo y no vaCÍo. 

Para ver 2.1), notcmos primero qlle K = L U (F' n K). Más aím, 
H(L, K) < E Y por a) y d), E e L _. (F' n K). Entonces, de acuerdo con el 
Teorrma 139, L n (F' n K) = F' n L es <'anexo y no vacío. Esto prueba 2.1). 
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fLt;";¡lTllO:-; ¿dlClra .ll : L, A = F, A' .\ J , .. ·l;J. El ~-,:: Al U E', JJ2 : F' 
y 11' e JI, ~J B.I' E",laro 'lue l' ~ K, A. /i, .1 ,1'. B:, B 1=1 B', A¡ r; n¡ \' 
A, ~.: n". :\nt.I'f1](lli 'lue, por 2. ) Y d) 

Ji", II¡; E,~, (L r F') U (E " 1" l. n F' e C(A'). 

C"mo le' e E' r: ¡, e A, y J" r' F' = e, ,,¡, "dI' 'I'¡e A¡ - B D i- 0. Dehido 
a qm' el :'mh{'onjlll1tn F de F' ::;; A2J no l'!-it;l f'ontPlJido en L, A2 Bo f 0. 
Tom;:l1do 111l¡llllltO ('11 E' - K rl'sult.a q1l1' Ir .. (/\1 U B,) =1 0 y, tomando 
un plinto "n F' - K, n'!-iulta qlle B2 - (A,! 1: Ji , ) -1 0. Por t.anto, aplicando 
d T, 1[('lIla 98, I'xisll> una 2-cddn D en ('( /1) tal 'lile K = A' E D - o(D). 
E,to termina la pn\1'ha de 2). 

Dt' numera }ilmilar tpnemof. que: 

3) si (lxisten A,B E r::(K) - {K} lale.s que K = A U B Y F e 
(A·· lJ) l; (B - A), llltonces eXiStl' aua 2 celda D en C(X) tal que 
K E D - o(D). 

Ahora hien, I'omo K eH des,:omponibk, I'xi,tPT\ A, BE C(K) - {K} tales 
qtll' K - A IJ n. Si E n (A (l B) = 0, 1'ot""I"'S E e (A - B) U (B .- A) 
y 2) garaut.iza uoa 2-cdda D eo C(R) tal '1'11' K E D - o(D). Llegamos 
a la ntisma c,ondnsión si F n (A n B) _: ,~. Supongamos, por t,nnto, que 
En (A n B) =110 y Fn (AnB =10. Entolll'''. Al, EUF es un subcontiouo 
de K que no ('8 propio, de acuerdo coo 1). I.tII'KO, l( = A U E U F. 

Si E e A enton"CH K = A IJ F. Ahora biel', debido a que A es 1m 
subcontin1\o propio de K, F - 11 =1 0. Esto signlfiea que A y F son dos 
suhcontinllos propios de K, I,!.le.' 'lile f{ e .1 U F Y E e A-F. Llle~o, 

por 2), existe una 2-('elda D ell G(R) t.al '1'11' l{ E D - o(D). Llegamos a la 
misma ('onrlnsit'm si FeA. Silpongamos. por t ant.o, que E - A Y F - A ~on 
no v,wÍos. 

Tenemos enlonCc,H¡Ue f{ ~, A U E U F, FA! 0 y F - A =1 lO. Ahora 
bien, por el Teorema 140, exi"t.en dos slll)('ont 111110' E' Y F' de R t.ales que: 

a) E S; E' Y F e; P', 

h) E'·- J< y F' - K S·}fl no vacÍn;-;, 
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el E'nF'=0. 

Hagamos A, = A U E, A2 = A U F, 13, = A, U E', E2 = A2 U F' Y 
C = E,UE1 . Esclaroqu("A, JA2 ~ K, A, C;;; K, A2 C; J(, E, C; C, E2 C; C, 
A, C; E, Y A2 C; E 2 · Notemos ahora que 

y que 

A; nA2 = AL(Er.F) = A 

E, n E2 - (A, n A2l U (A, n F') U (A2 n E') U (E' n F') 

= AU(AnF')U(EnF')U(AnE')U(FnE') 

= A 

ya que A n F' e A, A r E' y En F' = '" = F n E'. De esta manera, 
A, n A 2 = E, n 8 2 = A E C(K). Por tanto, (k acucrdo con el Teor€'ma 
97, exist.e lma 2-celda V ('n C(R) t.al que K E V - 0('0). Est.o t.ermina la 
prneba .• 

Combinando los Tcorewas 143 y 145, t.enemos ('1 siguient.e resultado, que 
generaliza al Teorema 102. 

Teorema 146 Supongamos qlle K es un subr.ontmuo propio y descompon/ble 
de un contmuo R. Si m(K) tIene al menos dos elementos entonces existe 
una 2-celda V en C(R) fal quE: K E '0- o(D), o bún para cada E > 0, existe 
un triado T E E,(K). 

Por t ant.o, qlledml a eonsidC'rar los sigttientes casos: 

1. K es indescomponible, m(K) ,c {E, F} Y En F = 0. 

2. m(K) posee solament.e un elemento. 

En el Teorema 148, probaremos que si J( ('S inues("omponible y C(R) -
{K} es conexo por t.rayect arias , entonce.s es posible ent.ont.rar triodos arbi­
t.rariamente cercanos a K. Para esto, lltili7arernos el siguiente resultado. 

Teorema 147 (Krasinkiewicz) (26, Teonma 1.50} Sean X un continuo 
indescomponible y A e 2x un continuo cone:ro por trayectonas. Si U A = X 
Y A n C(X) fe 0 entonces X E A. 
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'I'corelna 148 ,','f-/ti/ J,' ·11/ r:mlt111 LO!J K UTI ·"j"f'l/!fill, o pro] () ,'/ nn tI",tI' r¡(~ 
"/'1 d, N ,'-,' 'jl'u'_'I""1 f)) I¡ur !{ es mdes('f, ¡,[,II, ¡./r q le ( '(In {/\ ¡ 1., 

,'¡nITO JlIII fiU/ldm /'~. Entone 's para corf{/ O, eXLste im tnndo -¡ (-
'(X). 

DeIllostracÍón. Afirmamos 'llH': 

P.lt,l \I-r t,-"to tOI!H'OlOS llU pliOt.11 a E 1\. {'¡'¡IIO ('(R) - {l,'} ('S COllexo 

01 t!TY. i f(l:i"" y {u:" RE C(U) - {¡(l. I'XI'it!· lin,: trayu·t,oria o : 1 --+ 

'J' 1/,\ ,:C {Il} i' R. Consi·)premos L, fILlI'Hill. : I -1 GIR) definida 
','1,: (";!d,! t, / ("(¡mi) 

¡3(t) = Un ([[l. 1: 
l 'tl1i/. ':1:) ~.' (,Ilntillllidau J(, ( y de la fllll('il'I!1 IlOIÓ]1 (Te<)!('m;¡ 2R), [('Bnlta 

,'it' j ,.' ,'1Jt:II'l,' .\,¡"n,á>;, 3(11)0 {a} . . J, J' 11: jJ(,) : 1'/) ,i!'nlpre 
'1'" , " 1 S",llI '" m,i.:r{tEI: (3(t) e l\} , ¡.:" = 3(t,). Es claro que 
. [ .'-.. ' !\ .. \'¡"'"ií,. para cad" t ,e [O,tol 

(:1) e UI>([II,t,J) = (J(f,.) /'" e K. (6.1) 

[),,!iu. 111"'.\ ,,( O,to]). r'e ltcncrdo ,()uld). A e C(K). ~[¡b alÍn, 
(, ("~l;:l ;( Jl ):- l'n.l", I dorias y J~"'a ::: [3(to) 1_1 \ .• '!10ra (,jen. ~i U,\ ,= K 

uto:", i 1(. ,) '11""', ni" 147, J\ ( A. hto ,,::uifi, a qlle K :. ,,(t) para 
I~~~lllé'. I 11. f:]. F .. to ('nntradice 1'1 herhl dI' IpIl'];1 t.rayed,oria () no pa'la 

11} r{. l' ;- ~,,1T.1( '-.J.\ J; }(, Y di' ~t.a mal,l'ra. /', t's no snlwonjllnto propio 
'i' /\. 

:'\Oll'III()S .Ihor'l ql1(', ('omo /3 1) = R 1 f\. 1, < 1. Por r"mt.o, la f'illción 

,J. e, • [ni in",:, )'(10) = Fa y, de a<:l ". el" , la c',ceión de f o, ,( t) - K # 
:: para, aJa t > t". Esto pru"ba qUE' 1" ' ';13(1\') y, "sí 1) S1' cumple. 
:'\otC'nHls '1112 ¡. ... (".,t:l e11 la ('ompo~ante di 1.' I'}, /\- (,,~r Definicióll/12). 

Como f{ t'S iIl(k~(,oll1ponibJe) por el j'1'(m'lllfi 41, podemos tomar t.rC!) 
plInto.., (} 'J Y ( (':1 dl--.tinlas eonlp(¡santes d( h De l('Herdo eOlI 1), C'xistell 

1>" E". f;, ( SB(K) t.ales qlle L ( Ea <;: 1\. i ¡. S K yc E Re s;: K. 
Erltonn~ I),C if l'.',., f',r r¡ Eb Y rz.,lJ rt. Eco !l< 11')1'\";'1 ·w'nhl. por ('1 Tt-orcmn. 

):1, 
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2) los ('olljUl1t.m:i Ea, Eb Y Ec son ajenos dos a dos. 

Tenpmos, <1" lo o.ntl'rior, que SB(K) posee t.res elementos ajenos dos o. dos. 
Ent.mlC"es, por t'l Teorema 135, para cada [ > O pxist.e nn t.riodo T E B. (K) .• 

Qllcdall: por t ant.o. por considerar los SigllÍC'otes casos: 

1. ]{ es indL'Sl"Omponible, m(K) = {E,F}, EnF = 0 y C(R) - {K} no 
es conexo por t.rayectorias. 

2. m(I<) POS('(' solament.e nn elemento. 

En la sigui€'nte sección est.udiaremos el segundo caso, cuando R es el 
residuo dp 1111;, compart.af'ión métrica de la recta real. El primer caso no 
aparCf'crá 1'11 la prueha de que las compactaciones métricas d.e la recta real 
t.ienen hip('respa{'\o lÍnico. 

6.4 El Caso Conexo. 

6.4.1 Introducción. 

En ('sta H{·ccióll. most.raremos que la dase de las compactaciones métricas de 
la n'ct.a rrp,l, C]':t' tien(,li TPSidllO conexo y no degenerado, est.á e-determinada. 
A lo largo de ('st.a s('cdón, la let.ra X represent.ará nn cont.inno t.al qne 
X = V l, R, "11 dond" V LJ R es Hna compactación métrica del espacio 
V = (- x .00). t 'on rC_'ildno ("onexo y no degenera.do R. Convendremos que 
R¡ y R 2 son los respcd.ivos residuos d,' las compactaciones Clx ([0,00)) de 
[O,ex,) e 1/ y('lx ((-00,0]) de (-00,0] e V. Entonces R= R¡UR,y, como 
R es conexo, H¡ n R, ¡f 0. 

6.4.2 Localizando 2-celdas o Triodos. 

Por lo visto ('11 la sección ant(~rior, si K es un snbcontinuo propio y descom­
poniblp de R, y SB(K) t.iene al menos dos elementos minimales, ent.onces es 
posible emont¡ar una 2-celda V en C(X) tal <¡ue K E V - o(V), o bien exis­
t.f'll triados arb:trariamente encanas a K. En esta subsección, veremos que la 
misma condllslón se t.iene cua.ndo SB(K) posee just.o un elemento minimal, 
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,'II].I! r:ido propi.\I1It'n1.e en 1(, f:l1ando R ('S 1< !,',ici 10 COIil'XO y no dq?pnt'l'­
,H,I, ';1' 111m cornp; (ti\c-ión mé rica de la rr. t fi,.1 Par: ('_<-¡to, (,1 :--:~l1i1'lltl' 

- :!',',;n ~·('ni f!": ['\J11Itilida<. 

TI' IrCUla 149 ,r....'l.'.l!ong'lnlos q'LC X = \' _1 U I ~ U U conpo(tof:¡ón m{tr,tll 

e· ilrtanall' (-x,x) conre.sidlllJ,r¡"ld lriod:¡cn(rndnn. Pam 
fll/f(). suhrontznuo Jlropw K de R definaUlf)'i 

Fnll/Tlce., MI< t., U11 wbco1ljunto cenar/() ,1, '(i\) tal '/ue F¡(I<) ( _\.1". 

Dt'mostración. Para ver fllW F} (K i e ~\ f 1\'. h 'mernC.s llIi punto a (: h. 
('C::~~'1 n ('S el l!'Sidno de' la cl)mpact.ar.iúIl, {'\l~t'(' m,L sl:cesión (nrj)n ('11 \" 

te'] rr:{~ nn --+ a. ElltOlltTS ({or¡})n es lUla ~l\( l':-,i,"n el1 C(V) qlle ('OIlyergt' a 

{I'r r(I<). Por f.¡mto {a} E MK. Esto prIl..!'a 'lile F¡(K) e MI<. 

11,lra v('r qlH' )V!K ( . .., eerrado, tomeIllos Illl f'¡PI!lCllt.O LJ E: l'lr(l\) (MK). 
ElltCJIlCCS ('xiste una sllt·e.sión, (Bn)nl en M", lal q 1(' En ---jo B. Corno cada 
11, ( Jvtl(, ('xü,l'c una sucesión, (A~)ll ('H C(\ } la. qne .I1~ -) Bn. Es daTo 

(Jlj)' J3 Ec C(I<). Ahora bien, para cada j E N. tom,'mos 1111 elemento A;, tal 

<J\l<' H(IJ" A; ) <: : . Definamos CJ· = A: . 
; .. ) J 

\'('renlOS a contimweión qlle la suce;j,'m (( '¡J., (onverge a B. Para esto, 
,ca ,. > O. Conlo!Jn - • B, ",iste N E N fal q1ll! H(B", B) < " p:ua ,'ada 
11 ", .Y. Sea J ~ .r\,r tal que .¿ < f?, TOIIH'¡¡¡(IS j ~ J. EJ1t~nc(s. como 
J > S, J/(BJ,lJ) < ~. Además J/(BjJ')) < ;) \hom bien, como j ::c: J, 

-L 'S ~~ < ~. Por t.anto. 

é ,. E 
-, - < .. + - ~ é. 

!j 2 :! 2 

DI' est.a rnallrra, (CJJ es llOa sllcesióu en ('( lo') t.al que en ---+ B. Así que 
Be .\.1J{. Esto prueba qlle AIK es cerr<ulo "/1 ('(1\) .• 

Li'. inclusión define en M{( un ordcll parl'Jal. A continuación, veremos 
<llH' ~'vtJ.; admite drmrntos m.oomales ("()JI f{'~P(·(>t!l a e5tp orden pardal. 

Teorema 150 Carla conjuntu de la fO'rlna ,Av f 1, po ,et elEmentos marimalt8, 
cn;' í' ... pedo a [n. ,fJcl1.L.,ión. AfÚf, aún, SI. u f: J\ UI 'onces exi.'itt~ un elemento 
'n/!Ilmol E en M K, tal que a E E. 
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Demostración. Turnemos un dement.o a E K Y definamos 

I:.. '. {A ( M K : (J. ce A). 

Por el h 'Orcnla ant.erior, {a.} es 11 n elemento 81l M}{, que claramente tiene 
al punto 0,. Entonces [.n ('.8 no vado. Afirmamos que: 

En ~fecto, Rea A E C1MK('ca). Entonces existe una sucesión (An)n en 'ca 
t.al que An --> A. Por tanto, para erula natural n, An E M K Y a E An' Luego 
a E A y, como M K es cerrado, A e M K . Esto prueba que A E 'ca. Como 
consecuencia de esto 1 L:. Q es cerrado en MK. 

Tomemos ahora una flmción de Whitney p. : C(K) --> [O, p.(K)]. Como 
'ca es cerrado ('n M K , y MK es cerrado en C(K), result.a que'ca es cerrado 
en C(K). Luc¡!;o p.('ca) es cerrado en [O, p.(K)]. Adem<Ís, debido a que {a} E 
'ca, ° E ¡.t(,C.). Ent.onces p.('ca) es un subconjunto cerrado y no vacío del 
campado [O, ¡.t(K)], De esta manera, existe to = máx¡.t('ca). 

Sea E E 'ca t.al qlle p.(E) = lo. Ent.onces E e M K y a E E. Si 
existe F E M K tal que E e F t'lltonces to ~. ¡.t(E) :s: ¡.t(F). Además 
a E E e F E ,vtK , por lo que F e 'ca' Luego, ¡.t(F) <: to = p.(E). De aquÍ 
que J1 (E) = ¡.t (F), Por t.anto, E .. F. Esto muestra que E es maximal en 
M K .• 

En el siglüent.e t.eorema, mostramos que los elenlentos maximales de M K , 

est.án en SB(K). 

Teorema 151 Supongamos que X .. VUR es una compactación métrica de 
la recta real V = ("00, (0), con r(,siduo conexo y no degenerado R. Sea K 
un subcontinuo propio y no degenerado de R. Si E es un elemento maximal 
de M K entonces E E SB(K). 

Demostración. Como E E J\!1 K , ('xis!e una sucesión (En)n en C(V) t.al 
que En .~ E. Para efL,,'t.os de la demost.ración, supongamos que E ..¡. K Y 
sea 1" : C(X) - + [O, ¡.t(X)] una función de Whitney. Definamos to = p.(E). 
Es daro que O <: to < p.(K). 
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s"" > 11, po¡ PI TeorPma 2G, existe 11 > II lal 'He SI .. 1,11 ( ('( X), 
.. _ JJ Y ¡1:lJ) -- 1/(/1. < T] cntO,IC'('S' H(A. U: lOInC'o.()S llIl 11 l'u J1(,f o 

: t < p(/{) tnl qne t - to < 1]. Ya Q1H' L1 ""1l('{'~ 'ón de ::il1!leontinnos. 

( 1I"I7'j:"" d(' C(,') ,on\'erge a X y En' C(I'), I"iste rr. , :', tal (!'I<' 

} '- "1 .• 11 1..,,' Y /,C··mrllm'n]) > f. COIDtl ¡/1,l-,,) .. too P01CIl!OS l-illpOIlPf 

<j'H' p(.EIJ ) <. t pmn. loda 11 E 'l Tomando 1111 ,\.1"( o ordenado dc' ¡'~-" a 
"<1 I 'j' ni, '. t· ..... poo.,iLlP \ Henntrar Lrl :-.nh('ontlIlIlr Ir" tk V t.al qUi' En (. L-a Y 

,'L,.):: t. PodpJI1oS suponer, sin perder gC'Jl(,lal\(la,ü, que la ¡;:lHcsióll (L'l)n 
( Illllrg.t' ,t 111: ~llbnmtiIl1In L de X. Luego, t 1,(L r, -i> /1 L). Por tanto, 

I 'r \ = t .\firnWIllOS que: 

l' J:-; L. 

Pa.r.t prllh:lf 1; nott!mos qllf. ('omo cada ¡." 
'omar (,1 lími!.(', Jo,' e L. Si E = L, ent.onc,e> 1" 
, III¡tr,Hltn' (,1 }¡(~C'h() de quP t o < f Luego E:, e 

('~t.' cant('nidD ('11 Ln. al 
/1(1') .~ I':L) = t, lo ('ual 

f('''('lJ]O' <1" lo illlt(Tior, que F <;; L Y 1'(1,) I/(E) ~ t - t" < '1. Por t.anto 
.'f( r:.1.).:: A}¡(}[,t h\eIl , Caffi(' E es un dt'mlllto Illaximél] d(' MI(, L no 

:111"'" ""t.lf ",,¡I<'lli<lo {'Jl K. Enlonces, por d T .. mm,a 79, le E SB(K) .• 

Ln (; ... i¡.:lient(' tcorema, resolvemos el (·i1..<';O liP 1111 minimal propio en la 
...,( lIüfrontl r,L 

Tenrenla 152 SllpoT/gamos lJw X = VU}¡' ( .... Ulla cumpadación marica de 
/,~ flcta ,. 'Ir l' ;- (_·x , x), C01 lls'Iduo (/HU TlI 1/ nfJ dr:gulLíado R. Sea K 
01' .'U'JlU, ¡",JO pmpiO y no de9'Jnlrado d,' R 1,,1 qw K rt M K . S, SB(K) 
Ji(J.~/ ~ .... /íl/Pnlf"i'te un demr.nta m.nima.l pro¡!/lIl1lf IItl. [: ntenll:'(} en K entonces 

iJUf"{!. CfJd,t ~ :> O, f TI.'ift 11n triad) T E B E(!,·). 

Demostrnci(;n, Supongamos que n" hay "in~,'1Jl t.riodo T E B,(K). 
Supongamos t.ambil'Il que E es el único d"TrI""'" mmimal de SB(l{) y que 
E i K. Fii"JlloS IIll elemento, E E Y sea \1 'i]] ,'l('mento maximal C'n M K 

tal qu(' (' E M. Dehido a que ¡,- rt MK, ,\1 ('S "" S1lI)COnjunt.o propio de K. 
~hís aún, por d ']'¡momit 151, \!l E SB(J{! L!",~o, ro e A.'. 
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Tomemos .\J' E C(K) t.al qlJ1' M S .\J' S; K Y H(M', K) < ~. Fijemos 
1111 punt.o x E 1\- -- !I,P Y sea N mI elemento maximal en MKl t.al que x E N. 
Entonces, x E. ;V - M'. Como X es Illaximal en M K , N E SJ3(K), según 
pI Teorema 151. Lueg,o, E e N. AllCIra bien, como N y M son elementos 
maximales distiutos eu M K , existe uUl'unto m E M-N. Entonces, m f/.: E. 
Con.-'iideraremos ahora los casos en que IV n .\¡f' es conexo, y N n M' es 
diseonexo. 

Supongamos primero que N n M' es disconexo. Si N n M' posee al menos 
tn~ compOIl01ltes C'nt,ollCP!-! es fá("il com,t.nür un t.riado T con corazón MI, t.al 
<¡ne TE Ei (M') y ellt.onCf'S TE B,(K). Supongamos, por t.ant.o, que NnM' 
posee justo <1(1:-; ("omponentes e y D. Entonces HIla de ellas, por ejemplo e, 
cout.iene a E. Sp" N' E C(N) t.al que C' <; N' Y N' n D 0= 0. 

Debido a que C es una componente ue NnM', que est.á cont.<'llida propia­
IT!<'llte l"Il PI subconjunto conexo N' de N, t.enernns que N' - M' oJ 0. Más 
aún, N' n Al' = c. Para ver (':~;to notemos que, por un lado es claro que 
e e N' n M'. Tomemos ahora un punto y E N' n M' y, supongamos que 
'1 rt C. Entonces. y E. Nn M' = rUDo Esto implica que y E D, pues y f/.: C. 
Luego, " E N' n D, lo enal es absurdo. Por t.anto, N' n M' e C. De esta 
rnaUPfa. NI n .'.1' :o:: C. Esto muestra que iV' n ,VI' es eonexO. 

En "ist. .• .1,. que N' - M' oJ 0. porlemos fijar un punto n E N' - M'. Por 
,,1 Teorema !:lÍ', exist.e un Hubcontinuo E' de R tal que 

y 

a) E s.. E', 

l» El - J{ es no vacío
1 

,,) E' r K es conexo y está en SB(K), 

ti) H(J';, K l.J E') < é, 

e) n,n/f/.:E'. 

Definamos 

A = (E' n K) lJ (.\1' n N'). 



r,n CAPíTULO ü COMPACTACIONES In LA RECTA HEAL. 

n mil E'r1!( e .c.,'B(I(), E!: E'nK. PII: f,lll!'() ';;''lJ( (~HII COlH"XO <¡lit' 

i'ÜcTs:'da tanto a .\t COIDO a iv'. De ~l.CJHí SI' ¡j1·d\H·! que r es HU ('ontilluo. 

\ f i nI.'¡ TIl ()g q He: 

1) lI(T, I<) < E. 

En efect.o, por un lado T e I< u E' l N(t I<) y. por ot.ro. 1\ ( 
Y(r, .",1') e N(E. T). ya que M' e T. Por rallt() /l, r, I<) < E. Esto prnell.l 
1). Afirmamos ahora que: 

2) r es un triado. 

E:¡ decto, Cúmo ¡;; e e = M' n N' y E ( J.' r' 11, A "'" conexo. Además. 
(n vi,t" de que A e I<, 

Too A .= (M' - A) u (N'lj u (1' - K). 

Ahora him, d"hido a que m E M-J\" . . Ir c. 11', N' e N y 11/ rt E', 
lPSlutil que m E M' o A. Como n E N' -.\1' y ¡¡ rt ¡'.', sucede que n E N' - A. 
Ent01U'eR M' - Al N' - A Y E' - K son no va('ío~. Afirm,unos que: 

y 

2.1) los C"Onjuntos A" -- A, N' A y' ¡.;' - I< l'St.án mut.uamente 
scp¡trados. 

En efecto, corno e .. M' n N' e A, 

elx (M'o- A) n (N' - A) e M' ¡' (tI;' - A) ,,0 

(M' A) nelxlN' - A) e (Al' . Al n N' .- 0. 

Por t.anto, los conjuntos M' - A Y N' - A ('!:iUiJ I mut.umnente separados. 
Ahora bien, como Af' e K, 

C1x(M' - A) n (e - K) e M' n (E' 1\') e I< n (E' - K) = 0. 

Dl'bido a que E' n ,\1' e E' n I< e A 

(M' - A) nelx(E' - K) c. (M' - Ai nE' =, 0. 

E~to mucst.ra que los conjuntos M' ~-- A ~. R I 
- K est.án Innt,llUmente 

~epar;ldos. De manera ~·dmilar se pnlcba qlH' Jn~ conjlmtos N' -- A Y E' - K 
"stán mut.uament.e separados. Esto prueba 2.1). 
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T{'Jl('mO~l de lo anterior. ql\(~ T e .. un t.riodo (>11 lJ, (K). Est.a contradicción 
concluye la prueha (~Il el c;:so ('n <}l1C Vr, Al' ('8 diH\ 'oI1exo. Supongamos ahora 
que N n M' el conexo. Por el Teor('ma 1:~8, exist.e 11n sllbcont.inllo E' de R 
t.al q1le 

y 

a) ¡.; S. E', 

b) E' - 1< ('5 no V,tcÍo. 

¡:) E' n K es concxo y está ('n SB(K), 

d) lI(K, K u E') -: E, 

n) x,m ~ E'. 

Dcfinamos 
T= M'uNtJE' 

A = (E' n JI) ~J (.\1' r. N). 

Procediendo como en 1) Y 2}, rc""lta qlle T es 1In t.riodo con corazón A, 
t.a! que T E B,(K). Est.a contradiccilÍn termina la prueba del teorema. I 

Ahora most.raremos '1uc, cuando X = VuR es una compactación métrica 
del espado V ce (- Xl, CXJ) COl' residuo ('onexo y no degenerado R, los sub­
cont.inuos propios y no dcgpnerados, 1<) de R qlle nos van a interesar 1 no son 
dementas de M K )', adcnlás, lmi el, 'ment(IS miniInales de 511 semi frontera, 
son subconjuntos propios de K. 

Teorema 153 Supongamos q/le X = VuR y y = WUS 80n compactaclOnes 
métricos de los espacIO.' V = VI! = (-ex;. (0), con reSIduos conexos y no 
degenemdos R y S, "e,'pect7Voment,. Supongamos, además, que C(X) y 
C(Y) son hommmorfos y que h : C(Y) ~~ C(X) es un homeornorfismo. 
Sean R, y R, lvs ""Hpeci1V/lS residuo., d, la, compactaciones Clc(x) ([O, (0)) 
de [0,(0) e V y CIC(x) ((-00,0]) de (-:xl, O] e V. S. w E W es tal que 

f{ = h({w}) E C(R) (F,(R)L {R,R"R2 }) 

entonces: 
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2. lo .... /11 f1l/'í'tn .... Ir! r!/mu~es en 9B(1(L SIIl! ~/}"I fllI): nto8 p, OP'O" (if- ¡,' 

Demostración. Para ver ql:e 1. Sllpnll.eal!¡r)~;. por el (ontrano. qm' 

1\ :. ",\..11-.-. ElltlJIl('(:, f'xish' una S lc('sión (I(', (-jI (T/) t.al qllc /\, ~> lC 
A ~'irmmnos '111('; 

1) l\' E C(R¡) U C(R2 ). 

En efedo. {"omo ('} conjunt.o 

u ~~ {A E C; X) : A e .\' {II} } . 

1 ahierto I'll C(X) y tiene a K, e,oste 6> O tal <jll!' B,. (K) ( U. Sea N E fl 
1 qne !,', ( H,(K) para cada" :::: N. ElltOIl(,('S, K e (X - {O}) n V = 

""-. O). (O. ""le) para cruja 17. ? 1\', Por Lmto, ('S Jlo:-.ibh ('on~('gllir una. 
:.. dhIHT ..... ¡,'ll\ (/\':1,,.)1/; de (Kn)n t.al que Knm e (-- "X. O: para ('ada f1I E N, o 
1"11, K,," e (11. x) para cada no E N. En I'! ¡>limer caso, (l\nm)no eH nna 
,'wl'sión t,1I <¡l 11 , K,," e CIC(x) ((-oo,OJ) = I - x.O! L. R" para cada m E N. 
l.11I'!<O, K e CIC(x) (( -00,0)). Como K n\', 0, remita q11e K e R,. De 
¡'qllí 11"(, l\' E G(II, ). En el se¡rUIdo caso. prlll'I,lil'nllo dE' manera similar, 
TI,,"lta qnl' !..: (' G(II , ), Est.o pf11eba 1). 

SupO!I';m110S q110 K E C(R¡). Ent.onces, por hipúte,;is. 1< " C( R¡) - {Rd. 
¡)<lr t,llltO. ('xbt0.1m pnnt.o r E R¡ - 1<. Sea U ll!l sllh;onjllnto ahierto de .X~. 

'"t '111(' !,' e l' y r '1 u. TomeffilJs r > o t.al q111' .\'(c. K) e u y sca N E N 
. al q11e pm" l,lIla TI ? .V. Kn E BE(K). Ento1\(I". 1(, e N ,-,1<) e U para 
('¡¡(la. n ? .Y. COIL.,ideremos la componente, C. dI' [,T que cor¡ticne a K. 

Como Y ('S COlll-XO ('TI pcqllt~ño en w n~\llt;l. pelr el T('orcmn 35. qlle 

('(Y) es .-onexo ('fl peq11eño en {w}. L11ego, ('(X) es conexo ('n peq11eíio 
'" I\ Y (11t.on(,(,8, pllf el Teorema :l7, existf' _H .> IV t.al qlll' I(n e C para 
',';~dH 11 ? 1\1. Entonces, e es 1m conjunto ('llD{'XO qlle intl'fsecta a Rl y a 
,11, x). L11C~O R, e C y. en particular, T f e L'. Esto E'5 absllfdo. Si 
·mponemos ahora qllP K E C(R2 ) ent.onces. 1lll razoTlamiento Kimilar, produce 
otra contradicción. De e.··ita manera, 1. es Cj¡IJ t() 

Suponl'.amos ahora q11e 2. no es ciert.o. EntorlI'e, n, (K) = {1(}. TonH'mos 
11n plmto (! E 1(. SI'a.'vI un elemento maxil1lal <1(' .¡\,jI< t.al qne a E M. Por 
el Teorema 151, M (' SIJ(K). Luego !vI ,= 1\. Ent.ollc(,s K E M n . Debido 
el que ('Sto cOlltradin' 1..2. c.'S Cierto. Est() tt'l DlJllól la prueha de1 t,C'on'ma .• 
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6.4.3 El Teorema. 

Estamos por fm ('B condidOlWS cit' prohar qlle las (umpadacioIlE*i métricas de 
la l'('d,a 1'(':::11 que tienpl1 residllr1 conexo y no degenerado, estü.n e-determinadas. 

Teorema 154 Las rompactoclones métriCas del (!ipaC10 (- '00, 00) que tienen 
n'.'iu[un cone:r:o y no degenerado rstán e -detcnninadas. 

Demostración. Smn X = R U V Y Y = S U IV dos compactaciones 
m(·tricas de los espacios V = W = (-00,00), con residuos conexos y no 
(I<·",!'t,erados JI y S, respectivament..,. Supongamos que los hiperespacios 
('(X) y C(Y) m1l homE'Omorfos y sea h : C(Y) --> C(X) un homeomorfismo. 

COllsidpl'l'lllOS los re.<.¡p(~divoH residllo.s R¡ y Rz de lélS compactaciones 
e/y ([O, ,)0)) <1" :11.0..;) :. V y C/x ((- oc, O]) de (-00,0] e V. Afirmamos 
C¡11f": 

1) si lJ' E W entonces no exbt.e 1lna 2-"clda V en C(X) tal que 
h({w}) E V - o(V). 

En ¡[pdO, ,ea lL' l' W y definamos f{ .~ h ({ w}). Si pxist.e una 2-cplda V 
('ll (.'(X) t.al 'II!<' f{ E. V-o(V), entonces V' = h- ¡(V) ('5 Hna 2-celda en C(Y) 
tal 'Ine {u,} E V' - o(V'). Ahora bien, comO w lO W, exist.e e > O t.al que 
XI', {lf'}) ~ 11'. \lás aún, por el Teorema 96, exi,te Hn triado T E B,( {w}), 
Entonces T e v (E, {tu}) C. IV y, de (!Sta manera. T es un t.riodo contenido 
('U una IPct a. Fst.o ~ ah~llrdol 3..'-\1 qlW ]) se cumple. Afirmamos ahora que: 

2) h (F,(W)) e F¡(V) U [C(R) - F¡(R)! L' {X}. 

Para ver ('Sto 1 snp()n~amo:; que' 2) nu ('-"'i cierto y tomerllOS un punto W E 
IV. lIagmnDs 1\ '" h( {lO)). Entonces f{ E F¡ (R) o bien f{ es un subcont.iuuo 
propio y no degeucradCJ de X que int,efsect a a V. 

Como C(Y) es locolmente conexo en {w}, te¡,emOS que C(X) es local­
mente eonexo <'n K. Debido a que R es el residuo de la compactación, 
C(X) 110 e~ lo, Cllmente ('OTlI'XO m nÜlgtlllo de los punt.os de F¡ (R). Luego 
/( el. FI (R) y, d(~ l',Hta manera, K es 11U ,'"illhcont.inllo propio y no degenerado 

de X que illtcrbcct.a a \'. 
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Si \' e l\ "1I1"flCeS X = ('/x(V) e ¡, il.,¡ '111" 1< ~. X. Como psto 
('S ah!-illrdn, V no (~t,á ("ont.enido en J<. p(1[ LlTlto. exisb'll (J, h E V t.ales 
'JIU' b < n y ¡b,a) r. K = 0. Defillamo, V, ¡",oo), V2 ~ (-CXJ,I,; y 
XI" \'1 L..; R 0 \rí. Clarament< K es un ¡"'\\}J('cJlltimIQ no df~g(>n('rado de X u 

tal 'pI<' K n (V, U V1 ) 01 0 y aJ ~ K. Por taltt{). de ,tcnerdo mn el Teorema 
129, exist.e nna 2-cdda D en C(X) t.al <¡lIl' },', '[J - o(D). Est.o r.ontradi('e 
1), ilsi que 2) 5(> cnmple. 

Puesto que {X} es un punte, aislado dd ,."p;U'in F, (V)L- [C(R) - }¡ (R)) U 
{X}, SI' signe que: 

3) h(F'r(W)) e F,(V)'J[C(R) - [<'IRl] 

Probaremos ahora que: 

4) h(F¡(W)) e F¡(V)J {R,R"R,}. 

Para ver est.o, ~llpong;amos que 4) no (-':-' (·jf'rt-cl y tomemos un punt.o w E 
W. Hagamos K ~~ h({IV}). Ent.onces K E ('(11) - (F¡(R)u{R,R¡,R2}). 
Afirm:unos que: 

4.1) C(X) - {K} el- conexo por tray,'ct.orias. 

En "fedo, por el Teoremal4, C(Y) - { ¡ ll'}} e; conexo por t.rayectorias. 
Luego, C(X) - {h({w})} = C'(X) - {I\} "s 1"H1e~O por trayect.orias. Esto 
prueba 4.1). 

Definamos 

M K = {A E C(K) : existe IUta sucesión (A" L <'n C(V) tal que An -> A}. 

Por el Teort'ma 153, K ~ M K y, ad('I"''-'. los elemmtos minimales en 
S B (K) est.ún ('ont.Pnidos propiament.e "11 I{. Ahora bi"n, de acuerdo mn 
los Teoremas 146, 148 Y 152, o bien exilit.e ulla 2-('elda D en C(X) t.al que 
K E D - o(D), o bien para mda é > 0, ('xisll' llJl triado T E B,(K). De 
a.r:llerdn con la partc 1), el prinler caso no se (·llIllplp. SupongamaH, por tanto, 
quc e..<.; posible pncontrar t.riados arbitrarian1('nt.l' cercanos a K. 
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Sm b > O I.al 'l1lcN(t.(u·}) e IV. Por la <"Olltin1lidad deh-¡ pxistcE > O 
tal quc' 

h ; (lJ,(J,L e B .• ({w}). 

Tomemos 1m triod" T E g (K). Por el Teorema 48, existe 1lna 3-celcht 
Ten C(X) t.al q1le T <:: T ( ÉJ,(I,·). Entonces In = h-¡(T) es 1lna 3-celda 
('n C(Y) tal q1le 

Tn e h-¡ (B (K)) e B,({w}). 

Definamos To = UTa. Entonc('~ To es 1m s1lbcontin1lo de Y. Tomemos 
IIn plinto" E To Y sea L ( TrI tal 'lile v E L. Entonces, L E B,( {w}), 
por lo 'lile L e lV(b, {m}) e 11', de donde. /1 ( W. Esto significa 'lile To 
('s uo ,snbC'ontinllo de W. Ahora bien, P$ claro qm' 7 0 e C(To), así qlle 

el hiperespario C(To) cont.iene IIna 3-celda. Lllego, 7;' eont.iene IIn t.riodo. 
Dado 'lile To eH', r"b1l1ta entonces 'lile W contiene IIn triado. Como esto 
es absurdo, 4) es dert.o. 

Afinnamos abara 'lile: 

5) h(F¡(W)) e F;(V). 

Para ver 5), snpongamos primero que R¡ ('S dC'georrado. Entonce...c;, R ~ 
R¡ UR2 = R2 . Más atÍn, de a('lIerdo con 3), h(F,(W)) nF¡(R) = 0. Lllego, 
por 4) 

h(F¡(W)) c: F,(F):.J {R}. 

Puesto 'lile {R} es 'm plllltO aislado del espacio F,(V) U {R}, se sigile 
'lile h (F¡ (11')) e Jo¡ (V). Si R2 es degl'l1PTado, siguiendo IIn razonamient.o 
similar, obt.enemos 'lile h(F,(W)) e F¡(V). 

Sllpongmos abara 'lile R¡ y R, son DO degenenulos. Ent.onces el conj1lnto 
{R,R¡,R2 } es aislado mD respecto al ("pacio F,(V) LJ {R,R¡,R,}. Lllego, 
h (F¡(W)) e F¡(V). Esto prncha 5). 

Tomando cc>rradllras en 5), obtenemos que 

C1C(x) (h (F,(W))) e C'C¡X! (1'1(\')). 
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('/'IX) (f¡(V)) = F¡{V) U J"lIIn~· ¡¡(X). 

Por t.lltfn, 

(¡) ¡, (F(l')): F,(X). 

('rnw /¡ 1: C(X) --+ C(Y) lambién e- l1rl }¡()menrnorfis:llO, h'nemos por 
'~i,llIlleIl+(l~ .~Tl.íl(I~()~. qw': 

lJ. ("I'll\""I"nkmmte, F¡(X) e h(F,(Y¡¡ Llltoll,:es h(I¡(Y)) = r¡(X), 
,~í (,I,C', F¡(Y;' e~ )¡flTIl('ODlorfo él F1(X). P(ll l;UltO, Y es hOlU('()TI1Olfo a X .• 



Capítulo 7 

Arco-continuos 
Indescomponibles. 

7.1 Introducción. 

En el Capit1llo 2, probamos que los continuos hereditariament.e indescom­
pOllibles tilnel: hipcrcspacin único (ver Teorema 63). En 1997, Sergio Macías 
('stlldió ia t las, dI' lo~ contll11l0S indescomponibles tales que todos sus sub­
('ontill1lCJs Ilropio:-; y IlO oegc'lwrados son arros y probó que dichos continuos 
est,in C-Ik'em.i¡li,dos (ver 121, Tmrema ~]). En est.e capít.ulo probaremos 
'lIle dichos ('onl imlOS ti"ncn hipen'spar.io lÍnico. Pnra simplificar la escritura, 
i"Onsirlerrml)::; 1.1 :-.ig-llientc upfinición. 

Definición 155 Un CIJnf1null indrscorr1poniblf! X es un arco-continuo in­
descomponible !á todos los .... ubcontinuvs propios y no degenerados de X son 
arCf).'; 

7.2 El Teorema. 

Corno IllefH iOn¡~nlOS, SC'rgio ~Iacías pro:Jó d siguiente: 

Teorema] 56 1:;4, Ttorema 3} Los ml'o-continuos 1:ndescomponibles están 
e -df'terrm ,'1 rl(l(),~·. 

Como ¡HOStIÓ Sam 13 . .i\a.cller, .Jr., el ar('o y la curva cerrada simple, son 
IOH líuieos continuos cuyo hip('respacio de Rubcontinllos se puede encajar en 
,,1 plano. 

163 
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Tpon'ma 157 (Xadler) f26, Tf01"fma .¡' !J 

('(X ~(POI ,Ir' (/((ljOr "11. IR::! ,i Y sólo s' '\ I 

. .r ¡J ( 

S ," UT' lontznuo (ntonCl" 

,In' re) (} una ('/17'/la (errat/a 

!(, ; (l;"ckmos qlw si 1\" eH un sl1hcontill1lO d, 11)1 1 !,)Ilt.iulIO X í'ntOll("PS 

C(J{,X) = {A E C:X: !, - 4}. 

T{'on'nla 158 1.0'1 (1TCII-conti1f.'lJ.o.'i zndesnnrJpi 1IIId(, tlene!1 hipfre.'ipac/.O rÍTliro. 

Dc'nlostraciún. S(';ln X un arCO-COJlt,illlU' !Ildl'~Compllnible y Y 11n ('ou­

'milo tal,'s qlle ('(Y) e; homeomorfo a C(X) SlIp/lng,amlls qlle h : C(Y) ~ 
('(Xl ~ nn honJt~nmorfismo. Afirmamo:-. que 

1) Y ('S atricídico. 

Fu ('fpd,o, si Y contiene un t.riado ClltO!lll':-' (l(Y) y ,'omo ('onsPcIH'ncia 

~.lJllbi(··ll C(.~). ('Dutit'll<'ll una J-celda. L1Wg¡! S contiene 1m triado (Tt'on>Illó\ 
ID). Esto contradice el hecho de que VI/lns ]", slIbcont.inuos propios y no 
dt'getlt'rndos de .. Y, 8011 arcos. Por tanto Y t'~ atri/jdico. Afirmamos ahor,l. 
que': 

2) X rf. /¡ (F,(y)). 

Para probar 2) tomemos un plmto lJ F: Y POI el Teorema :14, C(Y) -
{ {I/}} es ,'O!l<'Xil por t.rayectorias, así que (.'¡ .\' 1 {h( {JI})} ''s conexo por 
tru)'(·dorins. Ahora bil·n, con 10 X es illd(*'('Ol11POllibte, C(X) _. { ... \"} no ('8 

"OIleXil por tray,,·toria, (Teorema 58). Por tauto h( {y}) # X y, a.sí, 2) se 
(,l1nlple. Afinumllos ahora qUf~: 

3) para nlda y E Y Y loada E> 11. "xi,", 1m arco ,1 E B (h ({y})) tal 

quc A y h ({J/}) est.án contenido" (.(( Ilifcrent.es (·omposant.es de X. 

En cf",to, tomemos un plmto y E Y,' IJ Y definamos K = h( {y}). 
Df'bido n qlle J\ es un arco-c<)nt.inuo indcfWP!I q .. .lOnible y IL que por 2), X ~ 

h ( F,( Y)), result a quc K es nn singular o 1 (I I aTm. Supongamos que K E 
F1(X). ElItonn>; mOste un punt.o x' X «d que K ." {x}. Como las 
C'ompusallt(>;s de X son (lensas y X tiene IlIt núlIlcro infinito de ellas (Teorema 
13), exis!c' un punto a ( B,(x I t.al que K v ¡ "1 <,stún ('ontenidos en diferentes 
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("omposant,l'.S de X. Sea A uu snbcont.iullo propio de X t.al que' {a} ~ A e 
R, (J{). Es daro 'lile A es Iln arm en X t.al 'lile A y 1( est.án cont.enidos cn 
cliferent.es composantcs de X y A E B. (I(). 

Supongamos ahora qw' 1( rt F, (X). Ent.onces 1( es Iln arm ab en X. 
Afirmanlos qm': 

3.1) no f'XÜitp tlIl afro ('C en X tal quc. ('11 el orden natural dd arco 
('(~, e < (J. < b < e. 

Para ver 3.1), supongamos que existe un arco ce en X tal qlle e < a < b < 
e. Ent.onces exist.c una 2-celda 'O en C(X) tal que 1( = ab E ['O - 0('0)1 (a 
saher'O = C(ce)). Lucgo 'O' = h"('O) es una 2-cclda en C(Y) t.al que {y} Ec 

V' - o(V'). Ent,oncf's, por el Teorema 96, cxist,Pll t.riados arbit.rariamente 
cercanos a {y}. Esto contradice 1) Y prneba 3.1). 

De acuerdo con 3.1). carla BE C(J\,X) - {X} satisface Ilna y sólo una 
oC' las siguientes condieiollPS: 

i) B = abo para al~ún punto b" E R t.al que, en el orden nat.ural del 
ruco abo, b <:: bo. 

ii) B = aob para alg-lÍn punto ao E B tal que, en el orden na.t.ural del 
arco Gob, 00 ~ Q. 

Supongamos, sin perder generalidau, qu(' cada elemento de C(I(, X) -
{X} satisface i). Sea J1. : C.'(X) -~ 1 Ilna fllnción de Whitney normalizada. 
Definamos I

" 
= J1.(I(). Es daro qu(' O < lo < L 

Ahora bien, X ticlJe un m'unC'ro infinito de r.omposantes y cada Hna de 
"llas 's densa ~n X. Por tanto, para cilua nntmal n, exist.e an E B 1 (a) t.al 

que {a} y {a,.J están contenidos (lll diferentes composantes de X. To~n('mos, 
para cada natmal n, un suhcontinuo A" de X t.al que an E An Y 1,(An) = lo. 
Supongamos, sin perder generalidad, que An -> Ao para algún Ao E C(X). 
Ent.onces to = 1,(An) ---> J1.(Ao), de donde p(Ao) = too Como O < to < 1 --, 
J1.(X) y t.odos los sub("l)ntinllos propios y no degenerados de X son arcos, Ao 
CR un arco en X. Afirmamos que: 

3.2) "E Aa y, ad"más, Aa Y 1( son comparables. 
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En dI'! 1n. d('hido j\ qlJ(~ an - a, An -+ /l., V fI) E A,. pAra. cada 11 ( p', 

! 'llI'mc~ ql11' (] ( .,.1,.)- Snpongarn IS ahora (111(' 1, Y A no ~('l (·()mp,lr~hl('}.. 

1 )1 fiIlnmo:-; B A:I :; K. Como a E Aa n 11-, I t r'!'> 1,n 'lllh 'r)utinllfJ dI' X. 
,'c!¡ora 1m'tl, df'hidn ,l qw' X C'S indescomjlo!l¡])II' ~ .11 hed 11 d(~ <Ill(' "'\0 Y 
..... llO f,O:! C'omparahk .. , lJ es 11n sllbcont.itll 1I \ pll)pill le X. EntoIl("('s B e 

1'( !,'. X) {.\"} Y 1"" i), B = obo para ab"¡¡. I>lmto bo E j) tal qlll', t'Il d 
¡,lfll Il;·tll¡¡:: rI('j :lf(f) ab" b ~ f.). Como (tlll:-'f'( 1l1'[Wl.1. de e:--;to, y Iklllcchn 

I l' qlte (J ,·1(. rc:-.1l1Ll que Ao ( K o K ( .4 11 E.'it<, es un ah:-'llrdl), y así, 
~~ .... p c:l;nplr 

¡·:n ,'i,ta di' 3.2) Y el hecho de que p(.\(,; - 111 = p(h'), resulta que 
1, J{, Esto ',¡;nifj,·" que An -. K, así ql((' "xhtt' A, E BI J(). Puesto que 

//(,1.;" 1 < I p(X),An·~unarco'·11 X Atl"más,porlade,-cióndc 
.• -1,j y !\' l':-,t¡íu ('{¡ntenidos en diferentes nll11pnscUltes de X. Esto prlleha 

,'o AflfllJ,lnlO'" ,tbnr.l qnl': 

.¡; h(}) = X. 

Fn ('ft'do ¡.,i. por d contrario. h(Y) -:1 .\ ('uj()u("(~ existe 1m sllbcontiuno 
."'['" l' d,' l' ~al 'l""h(l¡') = X. Tomem", un P,,]]t, , Y E Y -}'oY"'aó > O 

,1 <¡",. ¡qu) , r;, 121. Por lacont.inuidad d,·/," "n h({¡¡}), exi,t." E> O 
. ,\ L ;,.;, '( El (h: {';I))) .-:: B,( {y}). De a,,,m\" "O" :1), es posihle meont.rar 
;n ,·rcO \ ( ¡¡ (h({y})) t,a1 qw' A y h({U}) ,'sl:-in c,mlenitlos en diferent.es 
11(]I"""1:t,-, ,~, X. '\ atemos qlH h '(A) E B, ( { I/}), "sí que h -, (A)nYo = 121. 

Con;<· .\' " md,'" oml'oniblc C(X) - {X} ]10 ,., ,onexo por tray<'Ctorias. 
1.'((':;0 ('Y) ,{I¡' ;(X)) = C'Y) - {Yr.} ¡,,, "s c,'nexo por trayectorias. 
AfiImarllll::) qa('; 

,tI) {y} y h-'(A) s, encuentran ,·ti la misma componente por 
truytttorias de C(Y) - {y;.}, 

Para vcr ",lo, "";lll 0, f3 : 1 -> C(Y) a[(tls ordmados de {y} a Y y de 
"'(A) a Y, r'''j)(,t,vament.e. Entonces la f"""ón '( : 1 ,-> C(Y) definida 
( orno 

{ 

(,(21)", 11, 
,(t) = 

¡ (2 -2t), " 

t < ! 
__ o 2 

t <: I 
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('S Hila travedmia en C(Y) d" {!I} a'" J (A). Como!J ~ Yo Y h J (A)n Yo = 0 
reslIlt.a qlle );, E "'{ (1). Esto pnH'ba tI). Como COlL")(lCllenl'ia inmediat.a, 

reslllta qllP: 

~.2: /,( {!J}) y A se cnmentran "n la misma componente por t.rayee­
toriru; ti" C(X) .. {X}. 

EntOllt'es '·"de lIna trayectoria X: 1 -4 C(X)·- {X} de h({y}) a A. 
Dl'fmalIlos A - \ 11). C0l110 A y h( {!J}) est.án t:Ont.C'nidos en diferent.es com­
]lo"mlt's de X. wSlIlta tjllC UA = X. Lw'go, ]lar el Teorema 147, X E A lo 
clIa1 es llB ah:-.¡uclo. Est.o prueba 4). 

Ahora bit'JI. ,I"bid" 1\ qlle X C'H indescomponible, C(X) - {X} no es conexo 
por traycctori,'s I Teon'ma 58). LlIego. ,Iencllerdo con 4), C(Y)--{h-J(X)} = 

C(Y) - {}"} 111) e'S ('onexo por t.rayectoria..,. Entonccs, utilizando nueva.ment.e 
pI '!t'on'ma 5¡": 

5) Y ( . ...; indC'scomponibl('. 

Afirmamo!-o (t!;ora (}1lf': 

6) Y ( .; 1Ul arco-('(lIlt.inllo indt~t·omponible. 

Pa.ra p:'oh;\l" G), tomt'ITlOS un sllbcont.inl1o propio y no degenerado A de 
L Como (;'(/;) '" t'Ol1CXO por t.rayectoria." A = h (C(A)) es H11 sllbconjunt.o 
COI}{'XO pOl tr;:\"c'c"tonas de C(X). Si U,\ - X entonecs, por el Teorema 147, 
X c A ¿L,í 'jIIt' Y .~ "( E) para al~lín 13 c e( A). De aCllerdo con 4) Y el hecho 
rlP qlle h ('.; lll1Cl fundún inyect.iva, rc:->ulta que B = Y. Entonces Y = A, lo 
1'1\,11 es 'm ab,mdo. Por tunto U.\ ; X y. si hacemos Xo = U A, reslllt.a qlle 
"-Yu (~S HU s1l11C\Jl1tll11l0 plopio de X. Entonces X o E F1(X), o bien X o es un 
an·oenX. 

"otmIOs quP h (('(A)) = .\ e C (U ,\) ,C(X,,) así qlle 

C(A) e Ir -, (C'(Xo)) 

y. tic esta Olall< rll. X,,!fe F¡(X). Por t.lllto Xo es lln ar('Q en X. Lllego C(Xo) 
SI' plledp <'Ilt'ajar "11 IR'. Consl'c1lt'ntplll,'ntc h J (C(Xo)) se pllede encajar en 
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:?:.!, ~. ¡¡t· nnlC'rdo ('Ol! la cont.pn'ióll de arrilm. ('(A) ..,e puede Pll<'aj¡'H <'11 IR. l . 

)-::lt()JJ('{· ..... ;l e"> IlTl ilfl-n o Hna ('1¡rv,l. cerrada ~llllpk.· egún 1') TenrclDH 157. 

SI ¡rlO1 !~'1J J J(J:-; qllt· A (1,,", una Clln'a. cerrada ~i tI j \11(' Y fijenlC '.-{ un punto a E j 1. 
Sea " la {'ompnsilIltc dE"' Y qlH contiene il A. Por la den"jdad de n, exist<' 
l:Jl plinto /¡ ( ,.,. tal qw' b f/. .1. Es claro q¡¡l' (1, IJ E K, así que pxistf' IlIl 

:--1l!lc(,;ltiJJl:n propio e di' y tal tlUl' a,b E ('. Llj('gn 4UC "S l1n snh('ontilllIO 

propio y 110 d(';.!,f'llt'riHlo dc Y J por lo que A (A.' l· ..... un .1.reo o una ('¡uva. cerrada 
"impll' t'lJ Y. qllP cOlltiene a la "luva cerr,ula l->ll!lpk A. Ertonces 11 L.: e ...1 
) 1'11 Péuticnl¡u /J ( A. Como esto es ah:->ll1dl'. A HO es llua curva ('cnada 
.... jIllplr CIl Y. PClr tanto A es HE arro en )' y. a."j fi) ..¡e cumple. 

Por (jL tf'llC'JIlOS qne' Y es 1Ill cont.inuo dl('II-('ontinllO ides('omponiblc tal 
'(11<". por hipt">t,,,is, C(Y) es homeomorfo" C.'(.\"). l-nt.onc',", por el Teon>ma 
LJú. y ('S hOInPOffiOrfo a. X .• 



Capítulo 8 

Abanicos Suaves y Z-conjuntos. 

8.1 Introducción. 

En el presente capítulo estudiaremos d problema de si los abanicos suaves 
t.ienen hipere~pacio lÍnieo. Empezarernos con una serie de definiciones y 
resultados háskos sobre abanicos suaves. Luego. en la siguient.e sección, 
utilizaremos la noción de Z-conjunto, así como el teorema de Torunczyk, 
pflra post.eriorment.e probar que los abanicos xllavps no t.ienen hiperespado 
lÍnieo. A lo largo de este capítulo, si X es un abruuco y x, y E X entonces 
xy representan\ al arco en X con extremos x y y, cuando x # y y xy = {x} 
si x = y. Por t.anto, xy y yx denotan el nllsmo conjunto 

Definición 159 Smn X un continuo ronexo por trayectorias, t un número 
cardinal y p un punto de X. Entonces p es un punto de orden t en X, SI 
P es el punto extremo común de t arcos en X que 8e intersectan justo en p, 
y t es mínimo con esta propiedad. 

Por ejemplo} si X es nn n-odo simplr con vf.rt.ice p ent.onces p es nn punto 
de orden n en X. Si p es 1m punto dl' orden t en X ent.onces escribimos 
ord."X ~ t. 

Definición 160 Smn X ¡Ln continuo (one,xo por tmyectorias y p un punto 
en X. Entonces: 

1. P es un punto extremo de X " ordpX = l. 

2. p (S un punto de ramificación de X si ordpX :::: 3. 

169 
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El cOlljlll, tn ({(. !c h jlllllt os ext.< mos de llIl ' qd 1) ItUl ( HWXO ílor trn\< 'I·t nri:l~ 

\. ". "mot"n, por HrX). 

~.l.l Abanicos Suaves. 

1:11 c:.:¡t.a :mh:-'<'ccióII, present.amos la dcfinicic 11 ¡ el!' HTI abanico t'lU:l.VP ;L~í ('omo 

i1l tc-01Ctna dc C'nr,u-t('rización u< los abani,'c1s S\Jd\'{'S. 

D .. finición 161 ('/1 d .. ru/roide 'ver Definir ,fin iJ) X es un abanico si X 
, f'( .<,n/anu n+e UII J/linlo de ra111ificación, lil/rtllll/O el vértice de X. 

Si t ('S el \'t~rtkt, d(' 1111 abanico X ent.OI1C"(':-i, ('(lIrIO ~e ('ompnta en ;7, p. GL 

A U 1, 

'EE(X) 

Definición 162 L'f' abulI!co X con uf,-k, t ., suave" paru cualqUIer 
·'¡ICr.."UÍ7t (on)" en .x tal//ue an .....¡. a E X, ~" "i,l(/I/(' q'ILe la sucesiún de arcos 
tfI n ;" t .. o}['¡'crgf I/f, y tOn ---+ ft .. 

Si X --- U. F..:{.\'; ti €'S 1In abanico con \""1! jc'(' f l'ntonces dedmo:; qne UDS 

.IIm1o .... 1/ :¡II ~'stáll t'n la misma pata dt· Y. ~I l'xlSf'e no punto extremo e 
,1,' X t:,] (1'11' nO ( t,. 

8.2 ¿-conjuntos. 

En d nrtÍclllQ [12". Silm !l. Nadler.Jr. y Cad EIH'rltalt, probaron el ,iglliente 
I ¡~..,l1lt;ul(l. 

Teorema 163 j1.!, (7omlano 3 3/ Los abQfll(·r).~ 'Ilflli/ -; cstár C-dtü-rmmados. 

Es natlll",ll pff'r,l1nt.ar~t! si la (rase de los ,lhaI1il"()~ Sllaves tipne hipl'respaf'io 

único. En este capítulo responderemos dicha PI q!;unf al pero antes escribire­
mos 1lna !-i('rit' de f[~1l1tados y d¡~fiIlir.ione; qlle 111 ¡hz.tremos más addante. 

Definición 164 r;I cubo de Hilbert se ¡f"jin, ,mno el espacio Q ~ nnen In, 
'n dond" pl/T,: cariu 11 E :1. In o [0,1]. 

Definición 165 [:n continuo X es hornogéneo .<;,: pam cua.lesquzc.ra dos 
puntos p.1] E X ".EI,te VII homwmorfismo f: X -; X tal que f(p) = q. 
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Teorema 166 (¿3/ El cubo de Hilbu" Q es homogéneo. 

Recordemos ql1f' si P es HIl ~llb( ontillllO de un cont.inuo X entonces 
C(P, X) denot.a d ('onjunt.o de 10H subcont.inuoH ,le X que cont.ienen a P. 
Algunas ven'" ,,1 conjunto C(P, X) eH homeomorfo al cnbo de Hilbert. Q y, 
una manera de hacer ver esto 0., ut.ilizando PI t.eorema de Tonnlczyk. Dicho 
trol'cma C''it.á ba.<.;ado en las nociones de retracto absolut.o y de Z-fnnciones, 
por lo qllE' a COllt inllación las definimos. 

Definición 167 Un subconjunto A dc 11n espano X r.' un retracto de X 
"r eXIste una juncrón contmua r : X -, A tal qUl r(a) = a para. cada a E A. 
Un espacio mdnco X es un retracto absoluto (abremado AR) si cada vez 
que X "ea homeomorfo a u.n subconjlL7ito cerrado B de un espacio métrico Y 
CTltoncrs resulta que H es un retracto de Y. 

En el "rt.ínlo [ll: se prneba Pi siguiente result.ado. 

Teorema 168 /11. Teorema 2/ Paro rada P E ('(X). C(P, X) es un AR. 

Si (Y, 1') "" IIU espacio métrico con mét.rica p, y j, 9 : Y ~ Y, conside­
raremos la In{'t.riC"a 

D(f,g) = sup {p (f(xl.g(:r)) : x E X}. 

La fnn( ión Identidad en Y sení denotada por 1)-" Din~mos que lma ftmción 
9 : Y ~ Y se Jlll('de aproximar por funciones j : Y ~ Y si para cada t > 0, 
existe llna flll1<'i,ín j : Y -, }' t.al que JJ(J, g) < [. 

Definición 169 Un ,ubrnnjUnto cermdo A de un continuo X es un Z­
conjunto en X, " J x se puede apro7imar por junciones f : X ~ X tales 
que j(X) nA = 0. Una jun"rón f : X ~ X es una Z-función, sr f(X) es 
un Z -conjunto en X. 

En ot.ras palabra.s, 1111 subconjunto cerrado A. de un cont.inuo X es U11 

Z-conjllnto en X, si para cada E > O existe una flmción f, : X ~ X t.al 
que j,(X):l A = 0 y D (J., Ix) < E. Fl siguient.e resultado muest.ra que los 
subconjuntos cerrados de Z-conjllntos, son Z-conjnntos. 

Teorema 170 Supongamos que A e.' un Z -conjunto en X. Si B es un sub­
conJunto ClTrado df!. A. entonces Be ... lm Z-conjonto en X. 
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Demostraci6n. Sea [> e Como A ('s \\ll /, 1"' ·njll11t.o en X, existe Hna 

'nl!l'b" t ({"ti""ó' f : X -~ X t.d qlle D(f 1\ Y f(X)r' A 00, Enlo!l('('S 
f(X; "11 .~, y 1)1f, Ix) < E alií qne 11 t, !tli /,( mJnIlto en X, • 

Teorema 171 (Teorema de Torunczyk) :'), S l.pongamos qUt el e;par,o 
nlf'lrm II compaclo X, es U1 AR tal 1/1111 1\ ,1' ou-;de aproll m 07' por Z­
j,lT',-d'I/I .... E,lIorlo: ... )( e:; hOT1/,eomorfo (JI r!/.h/J Ij/ ¡ltlllerl q. 

A lo l'lrgo de (':-;te (~apít.nio, si los ('SPil{'!1 h • ..Y Y Y ~on homeomorfos, 
escrihiremos X ~ Y. Record('mos que llIl rtnll Ilbte, el1Ull continuo X, C!; 

lIn ano o e X tal 'In(' el interior de o t'" .\' ('S 110 vado, El teorema de 
TormÍC'zyk sirv(' p:ua dar lIna prueba muy dq!,al!t.t del importante teorema 
de Cnrtis y Schori. qllC enllllcj¡unos a cOIltilJ11;t{,jl'l!1 (Vt>f [2n, p. 39]). 

Teorema 172 (Teorema de Curtis-Schori) ,'( S, X /'5 un continuo 10-
calmr:nte conexo y szn arco.<; ltlJres entono' ... (.",.\) ~ (j. 

Cllrtis y SdlOri también plobaron el !'l).;llit'llt.t' [t!Slllt.ado. 

Teorema 173 /5i Sean X un rlontmuo IJlrJllril,nle conexo y P E C(X), 
Si X - P es vn. ,c;1Lhconjunto no vacío lit .\ .11 .~in arcos libres, entonces 

C(P, X) "'" Q, 

A continui1.ción. enunciaremos ot.ros ,"ril{'r!f¡:-' h\.j(1 1m .. cuales C(p, ... \") es 
nn c11bo de Hilhert.. 

Teorema 174 Sm X un con/muo, SUP01l'lill/lJl.' qile para cada E> O, ensten 
A E C(p,X) !/f: C'(p,X) -+ C(p,A) tolt, '1'" ('()Vl) e< un Z-conjunto en 

C(p,X) y D (J, ICIP,Xl) < E. Entonces ('(Ji,.\) "" Q, 

Demostración. Por el Teorema Hit;, ('IP, '() €o, 11ft AR, I\Iás m'm, de 
aCllcnlo ('onLL.., hip,")te·ds del tt'orema,la ideIlt ¡dad 1 C(l'.X) se puede aproximar 
por Z-ftmciollcs, Por t.ant.o, s"gt'in el t.eonllllH tlr' Ttlrnóczyk, C(p, X) "'" Q, • 

Definición 175 Sean X un ,:ontinuo y ti' ('U" X), D,cimos que A cubre 
a p !il. 

{p} : IntC(p,XI (('(/' 1)) 

Por tant.o /1 E C(p, X) ItO enbre a ji, " para cada E > O, exist.e B E 
C(p,X) t.al q11" B 1, Ay H(Ji,{p}) < r 
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Teorema 176 (Eberhart) [11, Teorema 6} Supongamos que la identidad 
Ix puede aproximarse por funciones f : X ..... X tales que f(p) = p y f(X) 
no wbre a p. Entonces C(p, X) '" Q. 

Demostración. Sea lO > O. Por hipót.esis, exist.e una función f : X ..... X 
t.al qnef(p) =1', A = f(X) no cubre apy D(f,lx) <~. COlIlof(p) =1', la 
función inducida C(f) de f en C(X), manda C(p, X) en C(p, A). Es decir, 

¡ = C(f)¡c(p.xl : C(p, X) -4 C(p, A). 

Afirmamos que: 

1) D (1,lC(p,Xl) < é. 

Para ver esto, t.omemos B E C(p, X) y un punto y E 1<B). Entonces 
exist.e b E B t.al que y'= f(b). Como D(f,lx) < ~,t.enemos que d(y,b) = 

d(f(b),b) < ~ y, con esto, y E N (i,B). De aq1Ú que 1<B) e N (~,B). De 

manera similar se prueba que B e N (¡.1(B)) y, así, H (B.1(B)) <~. Por 

tant.o, D (J, le(p,xl) < c. Afirmamos abora que: 

2) C(P,A) es 1m Z-conjunto en C(P,X). 

Para ver esto, tomemos 6 > O. Como A no cubre a p, existe B E B,( {p})n 
C(p, X) t.al que B % A. Definamos g: C(p, X) ..... C(B,X) como g(D) = 

D U B para D E C(p, X). Clarament.e 9 es una función continua t.al que 

D (g, lc(p,xl) < 6, pues B E B,({p}). Además, como B - A f 0, la imagen 
de 9 no int,ersect.a a C(p, A). Por t.anto, C(p, A) es un Z-conj1mt.o en C(p, X). 

En vist,a de 1) y 2) se sigue, vor el Teorema 174, que C(p, X) '" Q .• 

En la j1L,tificación de que la familia de los abanicos suaves no tienen 
hiperespacio único, ut.ili7.aremos además los siguientes resultados: 

Teorema 177 (De la Homogeneidad de Anderson) [2} Supongamos que 
h: A ..... B es un homeomorfismo entre Z-conjuntos en el cubo de Hilben Q. 
Entonces h se puede extender a un homcomorfismo de Q en Q. 
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'I\'orema 178 (De la Suma d., Handel) (15 Supongar"" que JI '" lJ '" 
1) '" :1 ~ Ji I¡ I¡UI' ..1:' B " un Z ·conjunto 1 ').1 fl'nt"nces J\ U R '" Q 

EIl pI ¡:t tit'nlo [12], Ebt'fhart ) Nadler dall 1m I!lO!!' lO par;: el hil.}('n~pado 
1 j{' 10H sub ont.iullos (}(' Hn abanict, suave. Si X (':-; 1111 aL. mico ~ llave ('on vért.ice 

. y 1:.'( .. \) {en; n ( .\} entonet '5 definimo~ 

.V [C(X)] = {tx : .r e X} 

T[C(X)] = U ('(ff,,). 
oEA 

Teorema 179 fU, Teonma3,;jSeaX UI/ ahlll/lcowaueconvértlcef. En­

'nnCf '. 

1. C(X) = ('(t. X) UT:C(X)] yT[C(X)] "':trr,/,do en C(X). 

2. e(f X)'Ir !C(X)Jc, N [cr X)J y N [r '(X)' 1',' UII. Z -conjunto, n C(t, X). 

3. ,l.\ f'CTU' lIno ranti.dad ir/finita (re.'ipCChll(J.me7Ite, exactamente n., 2 < 
ti < x) de pmtlfJs extremos, entonn' .... Cll. X) ~ Q 'resprrtlvamcnte, 

('(f. X) '" In J. 

'!. r¡('(X)] '" (X X I)/({t} X 1), 

8.3 Abanicos Suaves e Hiperespacio Único. 

En :22:, ,\, Illam'" I'rohó que los abanic~, no "otáll e-d,terminados. Por 
tanto. no ticm:'ll hip('respacio Útuco. En la tpsis de }¡(:enciatllra de ~I. Boege 
[::¡. Capitulo 4), S(' pUE'<lcn cOllsultar el "j"ml'lll Y la pnu]¡a de Illanes con 
mi1-.... Iletalle. Como ya. mencionamos, en ;12], "i" prneba que si J"( y y son 
abanicos S1la""s tal.'S q1l(, C(X) y C(Y) '~n [¡oilll'Ümorf"s, entonc('s X y 
Y son homeomorfos (ver [3, C,lpítlllo 3J para Ilna prueba detallada de este 
n'saltado) ¡,Qué má" podemo~ decir?, ¿s(~rá ('¡prt.o que lo.:; abanicos snav('S 
t.ienen lllp('r('~pario lÍnico? En ('st.a sec<"iún ITspond('renlos en negativo a 
dicha pr<'i!,llnta.. 

Con,¡dcrC'ffics P!I 'R2 los plintos t = (1, O) " " ~. (2, O). Defillmllos para 
cada natnral 11, en "' (2,~) Y sea X ~ f. L [Un'" t",,). Es daro que X 
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es un abanico suave (ver Fignra 8.1(a)). Sea El el disco en IR?, acot.ado 
por la cirmnfercncia con cmt.ro en (Il, O) Y radio 1. Entonces, afirmamos 
<¡ue el coutinl1o Y¡ = E¡ U X no es homeomorfo a X y sat.isface que C(X) es 
homeomorfo a C(YI ). Más aIÍn, si E2 "" la dendrit a sin arcos que definimos en 
(1.4) de la Sl1hsección 1.7.4, ent.onces afirmamos que el dendroide Y2 = E2UX 
no e.s hOllleolllorfo a X y satisface qm' C(X) es homeomorfo a C(Y2 ). En la 
Fignra 8.1 (b) se muest.ra el cont.inuo YI y en la Figura 8.2 el cont.inuo Y2 • 

x 

<=(1,0) 

(a) 

, €'z =(2,1) e. = (2, 1/2} 

: en =(2,1/n) 

~=(2,O) 

Fignra 8.1: 

..... - ,--- 1 

Fignrn 8.2: 

E, 

/ 
/ 

/. 
, /-

,;,.'" -

jt X e 

,/ 

(b) 

~:: .. . 
t X e 

Teorema 180 C01lS1deremos en ]R2 los continuos X = te U (UnEN ten), Y¡ = 
El U X y Y2 .0 E 2 U X (ver Figuras 8.1 y 8.2). Entonces C(X) '" C(Y¡) '" 
C(Y2 ). 

Demostración. Tornemos i E {1,2}. Es claro que E, n X {t}. 
Not.emos que: 
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1) C(Y,) C(X) U C(t Y,) U C(E,). 

Veremos 'lile e, C(t, Y,) J C(Ei ) ('~ hlll'lI"omr>rfo al c'ubo de Hilbert 
(l. l'rra. esto) Jl(¡temo:-) qlle l de acuerdo ("(lll el 1t'n[I'ma dI' CllrtiH y Schori 
(Teon'ffia 172) 

2) C(E,) '" Q. 

Afirmamos ahora '1m': 

3) C(t, Y) '" Q. 

Para v<'r esto, tomemos é > o. De aCIl(·rdo ("1m el Te0rema 176, basta 
mostrar que existe una fllnción li : y, -> y; tal '1"(, D(fi, 1\';) < é, I,(t) = t 

Y I.(Y,) no cubr" a t. 

Supongamos primero que i = L Dcfinamo' Et = {(x, y) E El : y ~ O}, 
~. consideremos la proyección "TrI : Et --+ ! ·1,11 ddmida mmo 7r1(X,y) = x 
,iempre qlle (x, i/) E Et. Tomemos Iln IlIÍnH'IO x" E (0.1) tal que E = 
",1 ([x o , 1]) E B',({t}). Sean F = CIE,(};, - F) y 

Fo =7r¡(xo)U([xo,li>: {O}». 

Entonces Fo e E, y F = (lc'¡ - Ee) LJ In (\''[ Fi¡.,'ura 8.3). 

( 

E, , 

( 
- -

~~/ 
l' :! 

c. 

F ]t X e 

\ '. 
Figura 8.3: 
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Sea,. : El -+ F un ret.racción t.al que r(EE) = Fo· Definamos j, : Yl --> Yl 
('01110 signe: 

Jl(Y) = {Y' 
r(y), 

si y E X, 

si y E El· 

Como r es una ret.racción, X n El = {t} y t E F, J est.á bien defillida y 
j,(t) = t. Auemás, JI (YI ) : X U F. Most.raremos ahora que D(j" ly,) < E. 

Para esto, bast.a con mostrar que d (y,fl(Y)) < ~ para cada y E E,. Tomemos 
ent.onces y E E,. Luego, d"bido a que r(E,) = Fo CEE' j, (y) = r(y) E EE. 
Por t.ant.o, d(j,(y),t) < ~. También d(y,t) < ¡ así que, por la desigualdad 
del t.riángulo, d(y,j,(y)) <~. De esta manera, D(j" ly,) < E. 

Para prohar que j, (YI ) = X U F no cubre a t, tomemos {j > o. Sea 
x E (xo, 1) t.al que B = ",1 ([x, 1]) E B6({t}). Entonces B E C(t,Yl) y 
B ~ X U F = j, (Y¡). Luego, JI (Yl ) no cubre a t. Esto termina la prueba de 
3) para el caso i = 1. 

Supongamos ahora que i = 2. Consideremos la función proyección" : 
E2 --> [-1,1] dada por ,,((x,y)) = x siempre que (x,y) E E2 . Definamos 
F = [-1,1] x {O}. Por const.rucción, Fe E2 y cada punto (x,O) E F, con 
-1 < x < 1, t.iene orden dos o tres en E,. Tomemos 1m punto Xo E (0,1) tal 
que ord(ro.ü)E2 =3 y E, = ,,-¡([To,l]) e B¡({t}) (ver Figura 8.4). 

E . 
2 . 

Figura 8.4: 

Definamos j, : Y, --> Y2 corno sigue: 

{

y, si y E ClY2 (Y2 - E,) 
j,(y) = 

,,(y), si y E EE 
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:\011 IlI()' <¡"I' {, 1" I ,i Ilien cid nid" y ql!l /2,1 1, AdclIl 'IS, f.: L ) X -.J 

:1:'1 F-) L ;-:(E), \Iot;trarclllo- ahora. qw f)~,' 1,( < E. Para ('~to, Im."ta 
Illll11n."tr,;! qm' r.f( ,.fl('/)) < ; para. rad,] ,,: J'. lOIllrIJlt)S ('lltllI1('I'S!/ E 

F,. C()l!l() !/. ~(1J) e F, e N Ü:{t}), resHI!.1 '1'" "(,I"t) < Y "(1'/2(/1)) = 
./(I,:r(IJ)) " '¡ I." .. ~(}. por la desig"aldad d .. l tn¡iJ'~lllo, !(y,fA,,)) -: ~, 

I:l1tOI1l'''', /)(12,1,,) < E, 

Para I'rnh,u' <jlI<' f,(}') no c"bre a t, t"IllI'llI'" h > (J, S"a x ( (.rn,l) tal 
'1"" H ;r 1 Cx,l (; lJ,({t}), Enloncc,·, l!, ('(1 Y2) Y B % X U (E,­
j' ) ,; c:( E ) ,. j,1 Y.'), L"cgo, 1> ,y2 ) no eH!.r" a f. E,lo termina la pnH'ha d .. 
. \) pala d (,\,hO l 2. Por consi,,~llipntel 3) l'~ l'I·'!t(). \firnWtllOS ahora que: 

1) (',1, Y) ~ e(E;) = C't, E,) "" (! 

Elll'fl'('t'), cOlI",idncmos la fmdón 91 Ijl,1 I . ('Il dondl' /1 ('S la función 
'1'1<' ". cl"filllÓ en la part .. 3), CLlIamente !/, : ~>', • lc.'" 9i(l) = 1, D(IE" g,) < 
- y y (E.) 110 ('111m' a t. Por t.Hnto, aplic,llldo 1l1!('V,tfficnt(' el Tl'orema 176, 

I(':.ulta qlH' C(t, f:1 ) ~ Q~ rvlás ,~1Íll, afirnlimw:-. q11(': 

;,) ('(t,};) r, un Z-eOIl¡Ullt.O en (\1, Y,; 

P,Ila. Yl'r (':..'lto, fijemos HIla ..;uccsión (; '.' )., ('11 X - {t} tal qlJC' en ~ t Y 
r'-t"¡ ( +(!J pnr,t cada Ti E : L Ent(lncrs, dad,l n E 1;1. <kfillam'1S In: (":(t, }~) --} 
('(1, }'.! ('(t, E,), omo f,,(B) = Jiut"n' Lnl"", I'S, ¡,)n <, nna sncc,si6n de 

fUI1"illn .. ' ti' J",; que f., -. lqt,y,' (COIl respl'd(, " L I ml"trica 1)) y f" (C(t, 1',)) n 
('(t, F ) ? Por lilllto, C(t, F i ) es un ¿'O",!""!" 'n C(t 1',), E,lo prncba 
:¡) , 

Cornil ('on.<o;ccllcncia de lo antf'rior, y !Id t,('ll[('ma de }H suma. de Halldel 
~T('Of( 11la 17KL f(~1l1t.a que: 

G) C, = (:'(1,1;) .) C(E,) :::: Q, 

DdiIlamo~ ahora 
N [C X)] = {b J, \'} 

y 
T [C(X ] = C(te) , I U ( '(te,,), 

" 
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Por el t.eO!nna de Eberhart. y Nadler (Teorema 179), C(X) = C(t, X) U 
T [C(X)]. Dchido a que X tiene una cantidad infinita de punt.os extremos, 
por la parte 3. elel Teorema 179, 

7) C(1. X) '" Q. 

Definmno, ahora B = FrC(x) (C(t, X)). Notemos que: 

C(X) = e(t, X) u [e(x) - C(t, X)] 

= C(t, X) U C1C(x) (C(X) - C(t, X)) 

y 
C(X) = C(t, X) U T [C(X)]. 

Por tant.o, en vista de que T [C(X)] es cerrado en C(X) (part.e 1. del 
Teorema 179). 

8) Clm ) (C(X) - C(t,X)) e T[C(X)]. 

Not.emos ahora q11e: 

9) N [C(X)] e Clqx ) (C(X) - C(t,X)). 

Para probm' ('"t.o, tomemos A E N [C(X)]. Entonces, A = tx para alg>Ín 
x E X. Sea f > O. Si x = t entonces tomemos y E B,(t) t.al que y # t. 
Claram('Jltc, {'I} E B,(A) r (C(X) - C(I,X)). Si x # t, tomando y E 
tx n B,(t) t.al 'In" y"; t, resulta que yx ( B,(A) n (C(X) - C(t,X)). Por 
t.anto, A E Clc :x ' (C(X) - C(t, X)). E"t.o prueba 9). Afirmamos ahora que: 

10) T[C:(X)] = Clqx) (C(X) - C(t,X)). 

En efect.o, "i est.o no es así, de acuerdo con 8), existe A E T [C(X)] -
C1C(x) (C(X) . C(t, X)). Ent.onces, por 9), A ~ N [C(X)]. Sin embargo, 
puest.o que 

C(X) = C(t, X) U Clqx) (C(X) - C(t,X)), 

se sigue que A E C(t, X) n T [C(X)] = N [C(X)]. De est.e absurdo se t.iene 
10). Afirmamos ahora que: 
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11) 6 ' N [C(X);, 

B" FrC(X) (C(t,X)) ,C(t,X) /1(/,." ((;(X)·· C(t,X)) 

,C(t,X): 7/,-") 

= N[C(X) 

Eutollc,,-S, <1" ,wuerdo con el teorema d,' :\¡¡, 11, 'f Y Eherhnrt (Teorema 17!J) 
¡ ('llprnos que: 

12) 6 es un Z-conjunto en C(t,X). 

Afirmamos ahora que: 

1:1) 6"" un Z-conjunto en C; = C(t, }~)! J elE,). 

Para probar 13), ut.ilizaremos el hecho (1C' CIlH' lo~ eontiullOS Yl y Y2 hPllPll 
:a propjo'dad de Kdley (ver O,·finición 51;,. ,\fllTIl'UnOS Plimero que: 

13,1) exist.c U11a función de WllilJwy 11 : C(1':) -. [O, (0) de mauera 
que, pam cada n E N, f1-(t, H)' /I(t. l· 

En '.[".-1.0, por el Teorema 179, T [e( X) 1 \ .. ' \1I\ subconjunto cerrado de 
C(X). Adl'más, C(X) es mI subconjlllJto \ "IT,,,lo de C'(1';). Por hmto, 
T[C(X)] es un suhconjunto (',,,rado de ('(Y,) Claramente, T[C(X)j ,'" na 
'11l'Ío. Si A E T [C(X¡: entOllces existe " F :., tal qlle ,\ E C(ten ), o bien 
A E C(te), Denotemos por 1(.1) a la 1001~lt\IC1 de A, Entonces ° :s I(A) S 1 
y, pnra mda n E N, l(ten ) = 1 = I(te), lkflllarrw. w : 'J' [C(X)] ---> [O, oc) 
como 

w(A) = 1(.1). 

Entonces w(A) = O si y s,jlo si A E 'f!Ci X)]i F¡(X) y w(A) < w(B) 
si('mpn' quP A, B E T [C(X ¡] y A <;; 11, \0 p, difícil probar que", es 
continua, Por tanto, w es una función dI' \Vllltuc." en T [C(X)], Entonces, 
por el Tl'Orcma 27, existe un" función d. \Vllltne) f1- : C:(1';) -----> [O, (0) que 
l'xti{'noc' a w. Lm'Ro, para cada n E N 1 

f1-(ten ) "w(t('~) = I(ten) = 1· 1(/, I = ,,,(te) " f1-(tc), 
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Est.o prlleba 13.1). 

Por 13.1), ('xist .. , unafllnción de Whit.ney Ji: C(Y,) ~ [0,00) t.al que, pa.ra 
cada71 E N.".(te n ) ~ ¡;.(te). Consideremos lafunrión Lp : C(Y,) x [O,¡;.(Y,)] ~ 
C(Y,) dada por: 

{
U {K ( C(Yi ) : A e K y ¡;.(K) ~ s}, si ¡;.(A) :s s 

L,,(A. s) = 
A, si ¡;.(A) ?: s. 

En la Serdón l.8, mencionamos una. serie de propiedades que t.iene la 
fllnción L". A saher, L,,(A, O) = A para. cada A E C(Y,) y Lp(A, t) e 
L,,(A, s) siempre Cjue t :s "y A E C(Y,). También mencionamos qlle, cllando 
el cont.inllo Y, fiell(' la propiedad de Kclley, la fllnción Lp es cont.inua. Por 
t.ant.o, en nuest.ra si t.uución\ L~ es continua. 

Sea F. > O. Con la ayuda de la función L~ veremos que exist.e una función 
cont.inua j, : C, ~ C, t.al <¡ue D(1c" j.) < E Y j,(C,) n 8 = 0. Como Lp es 
uniformement.e continua, exist.e 6 > O t.al que si H(A, B) < {j y ISl - s21 < (j, 

ent.oncf',s 
E 

H (L,,(A,s¡),Lp(B,S2)) < 2' 

Podemos SUpOIlf'r Cjue ~ < 2¡;.(te). Definamos, para cada A E C" 

j,(A) = Lp (A. ¡;.(A) + D . 
Ent.onces, 

A ~ L" (A,¡;.(A)) e Lp (A,¡;.(A) + D = j,(A). 

Por tant.o, si A E C(t, Y,) entonces j,(A) E C(t, Y,). Si A E C(E,) 
t.enemos dos posibilidades: O bien j,(A) e E" o bien j,(A) n X i 0. En 
vist.a de que E, n X ,= {t}, j,(A) E Ci en cualquier situación. Esto significa. 
que j, es una función de C, en C,. Además, por la elección de (j, 

H(A,j,(A)) = H (Lp(A,¡;.(A)),Lp (A,¡;.(A) + D) <~, 
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'! lo qttl' n le',.) ) " :. La eo ¡t.iIlllidad :1' r ,1' "j 11(' ch' la ('(l¡llil111;clnll 

\' nfmll1t' dl' 1'1 Y 1,\ ("(llltilllliclad 'mifarme (J¡. 11. 

AhOla lllo:-.lrar(,lI1o!-o qw' !e(Ci ) nB = 0. P,u.! ('~t(), Lomen (IS 1111 plPnH'nt.o 

.' E e" s! Ar:F X) i 0 clltonces, d"I,íd .. " 'PI' j\ c: '-,(A), f (.1) n 
(Té', - X) 1 h, Por t"nto, ¡,(A) fj. B (los "II'I1l!'lllos tic B p"I,,!! I'OlJteIlítlos 

I1 Xl, Sl\pl'II~,\tI\1" a}¡ora quc JI n (E, -.\' ,', ElltOIHP', A X, \I¡ís 
,'IIl, A e ('(t, X), Ikfinalllos eo = e, Si "\lsl<'lI 11, /T' E N l. {O). taJes que 

,1 TI' " 

.1r,ltt,,-{t} 10fA:',1t,,,- {,}) 

f (,1) ~ !tl" - {t} f 0 f Ir l' - "' .. - {I}], 

Lli(·j~(). f (.-1) rf B. QlIooa1 p,)r t.ant.o, ('llIlSIc!l'rar d ca..C;O Pll qlll' A sola.-
Il'lltp ir;tc¡,,-"(ta H lm,l pat.a de X. En didlil :-;11 l\W']1 'I1, A B. Entonces, 

I xi"tc' 11 E.- :-J...; {O} tal que A e ten' ('(In~id('ran'rnos 1(1:-' c(t.<;os CI1 que 

(A) + : > ¡!(f',,) .1' 11(.4) + ~ :::: ¡J(ten ) , 

S'tPOll'':'illll(lS {ltiuwro que jl(A) -+ ~ > jJ(fl'lI) COnll)" < 2tL(te): Il(t(!n), 

llit'1II0' <¡lI" 1' (A) J O. Est.o implica qne A I {I f. por :0 <[n,' ,1níten {I} J el 
~r'¡>1: r'l: f -, ('(X) lIn aret, ordenad" 01 ... \ ,l f, Y Q,: 1 ~ C(X) lIn 

lCO ,nlkn,ulo dc le" a X. Defir,amos Q: 1 -, ('(X) .:amo 

{ 

"1\21 l, 
n (t) ~ 

'" (21 - 1), 

~I (). f·S i 
SI·,' f < 1 

EntOl!ll". K :: L" (.4,I'(AI + O = 1 (-1 Además, K i ten plles 

II(K) > I'(tt,,). Por tanto,]( fj. Q([O,~]) J.lI,'c.tI, f( E Q ((j,1]), de donde 

t,'" s: K. ElItonn,. exist" m ('1L{U} tal '1"1'" I ¡ y fU-:te", - {Ir el 0. 
Como tami>ír'-n h' n ;t'n- {t}) ¡, 0, A intl"" la aJ m,nos a dOH patas dis­
tmtns df' X. Lllt'gO. J, (A) tmnbién inü'n,pd;1 ;t dichas patas. Entonces. 
j,(A) rf B 
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Snpong,amos ahora que I'(A) + ~ :S 1'(lon). Sea m E N U {O} t.al que 
nI i- ,"- Entonces, 

Si A", {Ij, ent.onCC1; Ar [tcn - {tj] f 0. De aquÍ que tem <;: Autem . 

Lue¡',o, por (8.1), 
6 

I'(A) < JL(A) + 2 < JL(A U lem ). 

Sm [( E C(A, A U tem ) t.al que I'([() = I'(A) +~. Entonces, A <;: [( e 
.r (.-l)y [(r1[tcm - {tj] '" 0. Comot.ambién[(r1[tcn - {t}] '" 0,[(int.ersect.a 
a do~ pata~ distintas de X. Luego, como ya hemos hecho ver, se signe que 
{(A) rf. B. 

Si A = {tj. ent.onces I'(A) = O. Sea K, E C(t, ten) t.al que JL([(,) = ~. 
l\Otf'lllOS qne [(, n [ten - {t}1 '" 0, así que tem <;: [(, utem. Por tanto, 

b 
/1([(1) < JL(A) + 2 :S JL(ten) = JL(tem ) < JL([(, U tem ). 

Sea [( E C([(" 1(, U tem ) t.al que /1([() = /1(A) + ~. Entonces, 

A <;: [(, <;: 1( e j,(A) 

y K ,"1 [tem - {t}] f 0. Como tambi{'n 1( n [ten" {t}1 '" 0, 1( int.ersect.a a 
dns pat.as distint.as de X. Luego, j,(A) rt. B. Esto pmeba que j,(e,)nB = 0. 
Por t.ant.o, B "" un Z-conjunto en ej. De est.a manera, 13) se cumple. 

Ahora pensamos a e, y C(t, X) como cubos de Hilbert.. Not.emos que 
lB : B --> B es un homecmorfismo entre Z-conjuntos del cubo de Hilbert .. 
Ent.onces, de aC'lPrdo con el tecrema de la homogl'fieidad de Anderson (Teo­
I<'Il1a 177), lB se puede extender a un homeomorfismo h, : C(t, Y,)UC(E,) --> 

C(t. X). Definamos una fum'ión 9' : C(Y,) --> C(X) como sigue: 

gi(A) = 
{

A, si A E T[C(X)] 

h,(A), si A E C(t, Y,) U C(E,) 
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r :ltOW ¡', .... 91 "; PHtt,iuua en T ;C(X)] -' ('JI f.)) l) C' E,). n,ldn 1}1H' 

rnx): lC('.J~ ur:(E,l] = [T[C(.\·' (I,J",l]u[,{ [C(X)j:--qJO,J: 

N [C(.\! J ,1 f}} 

= N[C(XI 

=8 

y 11; ( ..... lln¡~ ('xtr'Il:--jt'¡fl de la función contllllI<l 1 '~. resulta que g, f'S ('ontll1ll<l. 
1\I{¡s aún: 

ll) 9 es in}'ediva. 

Para v('r ""1", lomemos A E T [C(X, y Ji, e(l, Yi) :.J C(E,) tal", que 
y,(A) = g,(Ji). Entonces A = hitE). Esto illll'lll"a 'i\l(, A E Imh" por lo 'lile 
A E ('(1, X). D,' il<jllí <jlle 

A E T [C(X)] n C(I, X) e J\ ('(X)] = B 

AlIora hien, df'hido a que hi es un }jf)![l(:'(l)llnrfisITlo qne extiende a 18 y 
a tI,a' A ( B, r(,~I¡Jf'.a que B = A. Esto Pl1wha 1.1). Es claro que 91 es 
sllpr.lyectiva. Por tanto) g, es un hOmeOTl1orfi~IIl(), y ('.an esto prohumoH que 
C(Y) '" C(X) .• 

Como eOIlSecllenda del teorema anft'ri()L In..; abanicos suaves no est.án 
C-d!'lcrminadoH "OIl r('specto a la famili;( d" JI" dendroides. 



Capítulo 9 
, 

Hiperespacio Casi Unico. 

9.1 Introducción. 

Consideremos en IR2 los continuos 

Xo o {(x,sen~): O <x:S: l} U({O} x [-2,1)) (9.1) 

y 

Yo = {(x,8en~): O < x:S l} U ({O} x [-1, l))US, (9.2) 

en donde S es un arco, con ext.remos (O, -1) Y (1, senl), t.al que S n Xo = 
{(O, -1), (1, sen1)}. El espacio Xo es el clásico cont.inuo seno de ~, pero con 
la pat.a límit.e alar¡!,ada. El continuo Yo es el llamado círculo de Varsovia. La 
primem impresión que uno t.iene es que los hiperespacios C(Xo) y C(Yo), de 
dichos C"Ontinuos Xo y Yo, no son homeomorfos. Sin embargo, C(Xo) y C(Yo) 
son homeomorfos. Est.e 110S ha parecido un result.ado sorprendent.e y, en el 
siguiente t.eorema probaremos un result.ado más general. 

Definición 181 Un continuo X es irreducible con respecto a dos puntos 
distintos a y b de X, si no eXiste un subcontinuo propio A de X tal que 
a,bE A. 

Not.emos que d cont.iIlUO Xo definido en (9.1) t.iene dos plmt.os a y b, a 
saber a = (1, sen1) y b = (0, -2), t.ale.s que Xo es irreducible con respect.o 
a dichos punt.os. Más aún, los espa<'ios Cta. X o) y C(b, X o) son arcos en 
C(Xo) y el c:ontinuo Yo se pucde obt.ener de Xo, agregándole un arco M t.al 
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<J u JI n XII {(l.')} y f/, y b son los C'xt.relllll"; (I!- ,H, El n~~tllt.ad() d(' ('~t(· 

(' ]lít lila. t 'llIllwia q: a' hi X es 1111 co ltinllO eDIl " ,-,í - !( ,1111' -1 ,p di< }¡, 's propi (·d. tdv:-. 

y} spohtit'w'dp X, <lJ-:,rcp,.indolc un arcoqll\ il1tt ¡';Id 'I.E-OlmL1Cllt(· a t()~ dos 
r lIlfo, de j !I,,<!ncibj I id,'d a y b de '(, ent.one, , 1,·, L i p' ro lP;U·jO. C( X) \ e (Y) 
:-,' 1 hOJ1wolllorfmi. \I.;.~ prn'isame lte, proba¡( ¡III}" I'} .... j, ;l1ient,( reslllt:ulo. 

1porema 182 Scn X an rontimo tal que: 

-1) X , ~ Irruf'/Jcl~lf (n.trr dos 1'¡int.as a Y!I 

h) C(o. X) ,/ C(I" X) sfln or'co, en C(X), 

() . .,1fíTIjl/"i (JIU: X' ~ Al;XuB 'ieo un confll! In. /¡UI' -e obtú.le aTiadlf~{/doh 

a X '/fI' arco' 0Jenr" A y JI, tales q!1I ,\:1 X· {,,} 1 B n X = {bj. 
d')!'f" (1 f S U:i /Itrel/lO de j\ y b es un f rfl'llllO di' B, n ~ulta qUf' X' f'i 

hOTll/ umorfo /1 X. 

J),jin,,",I' y, X ,J¡\[. dand, M es un '01'(/(1110 Id que ;IJnX, {n.b}. 
'r (( A - ('(¡\[, Y) ~ {Y}. Pam cada A E A,'run A" y Ab los componentes 

, ,1'1 X fn/", qur a ( A., Y b E Ab. Enlar,t, ,l' 

2. In ¡"nmín f : A -+ C(X) definida comn f( .\) - Aa es mntmua, 

:3. ,c" ,11 f <; LlTl uno lon r:nre1rlOS a y bl 1'!/t(I!II't:.~ ('(X) e~ homeomnrfo a 
('(}'). 

Demostración. Sea A E C( M, Y) - {Y} llaRalllOS B " M U Aa <.J Ab. 
!)or defiIlH'il'm .\1, ,Al' Ab e A a-..;í que B e 11. Sllpong;uucl:-- que lJ s:: A y 
• nlIwmos llI1 plmh J :r E A-B. St'a K la COllljH 11l! 'llt(· d~ A - JJ t.al que x E K. 
Entonc('S, K U B ('S un sllbcontill1l0 de Y,1\." ('st;\ ('ontenido 1m A y (',H ajeno 
lB. PIlC'!>to <¡lle.H e B. snced, qne J( n M :: y. por t.ar.to, K e X. Por 

,lc[inición, J\ e .4, ",í qn" K e A n X. LlICl~", Clx(i{) e J\ n X. ~j¡ís aún, 
[lor el tC{1ff'ma dI' los golpes en la frontera (l""f(ma ,4), Clx(K) n Boj 0. 

Ln<'i;O, Cl"K)n,\J f 0, Clx(A )rAa oJ~:" l,j"1I el, (J()~ ,lh oJ 0. Debido 
a qne M fl X .~ {a, "j, t,ellemos 'Ine Clx(K) r .4" f k' o bjell Clx (1\') fl Ah oJ 
,,;. Sin pcrder gcncralidwl. snp,mgamos 'In, ('IdK n A, ,lo 0. Entonccs, 
ClxU<) lj Aa es 1lU sllbcfJnjllnt,o conexo dI' A " X qll'~ C'ontic'ne propiamellte 
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a la I"OmponPllte A" de A n X. Est.o es ahsmdo, y por consiguient.e, B = A. 
Esto prneha 1. 

Para probar 2., sea A E A Y considen'lllos una sucesión (A"),, en A tal 
que A" ~ .4. De acuerdo con 1., para cada nat.nral n, A" = M U A~ U A~ Y 
también, A = .H lJ Aa IJ Ab. Afirmamos qlle: 

En efect.o, supongamos que A~ ..... B para algún B E C(X) t.al que 
BojA.. Como a E A~ para cada n ( N, sucede que a E B, así que 
B E C(Il, X). Ya que A~ c: A" para cada n E N, se t.iene que B e A. Por 
tant.o. B e A n X y a E B. Como Aa es la component.e de A n X que 
tiene a a, concluimos que B s;: Aa. Sin perder generalidad, podemos suponer 
qu(' A¡; ~ e para algún e E C(b, X). Si C n Aa oJ 0 ent.onces, por la 
irrcdu('ihili<lad de X entre a y h, e u Aa :-: X. Ahora bien, como Al: e An 
para cada n E :", result a que CeA. Por t.ant.o, X = C U Aa e A y entonces 
y = Al U X e A. De modo que Y ~= A. Esto es absurdo, pues A E A. De 
psta. rnanera, e n Aa =: 0. 

Tmnemos uu punto z E Aa - B. Como A: - .. B Y Al: ----4 e, 

A" = Al U A~ IJ Ab ~ M U B U C. 

También A" - , A, así que A = M U B U C. Ahora bien, z E Aa e A = 
.H U B U C. Au r, C = '" y z ~ B. Por t.anto, z E M. Puesto que Aa e X, 
t enemas que z E M n X ,{ a., b}. Si z ~ = a, ent.onc"" z E B lo cual es 
absnruo. Si z = /J, entonces z E C, lo cual también es absmdo. 

De lo arteriar concluimos que B = Aa, así que A: ~ Aa o, equivalente­
ment.e, f(.'1,,) ~ f(A). Esto prueba que f '" continua. 

Para probar 3., Sllponp;amos que Al es un arco con extremos a y b. 
Definimos 
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c"~ CIC(y ({AEC,.l;./rfA!). 

Cb~CIC(y ({AECrf,)) "fA), 

e = {A E (:(Y) : a, b '.' .11 \. 

A = CaUC,UCUC(M). 

Es daro que C(Y) ,. C(X' uA. Afinllam,,, '111>" 

2) A ('S lma 2-celda en C(Y). 

Para ver 2). mnslrniremoó modelos ,~l'Dlllt'lri,'cs para Ca, c,,, C y C(.1I). 
Consideremos una función de Whit.ney 1I<'[lII,,[,/.il'l;. /1 : C(Y) -; l. 

* :-lod"¡o Geomélrim para C", 

Tomemos urms ord"nados 0',,0'2 J -, ('(lO) d,> {a} a X y de {a} a 
,u, rcspect.ivarnmte. Es claro que a,(!) " el". X' y qu" <>2(1) .0 e(a.M). 
Definamos una fundón Q : I} 1 --+ Ca COfll< 1: 

Es fácil Vf'f C'}UC Ct C'i un h,)meomorfi~mo. 11(Jr tanto) Ca es una 2~('clda. 
f\otemos qlle en el cuarlrado: 

a) la imagen bajo 0', del lado qw' lln,> :tln, plintos (0,0) y (1,0), es 
d eonjunt.o C(a,X l. 

b) la imagm bajo 0', del lado qw> lln,> ;1 lo, ptmt.os (O, O) Y (0,1), es 
,,1 eonjlmto C(a, M). 

e) la imagm bajo <>, del lado que ltrH' "los punt.os (1, O) Y (1,1), es 
el eonjtmto {X U 02(t) : tEn (,>, ,¡"ci,-, crecer de X a Y por el 
lado de 0.). 

d) la imagen bajo Cl, del lado que un,> ;t I"s plmtos (0,1) Y (1,1), es 
,,1 conjunto {MUl>l(t): t E JI (,>, ,)""i,', necer de M a Y por el 
lado de a). 

Por tant.o, una descripción geométrica dI' e,. ('~ la. que se muestra en la 
Figura 9.l. 
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MCACY, alfA 
deMaYpora 

M .Y 

c. 

alfA, btA 

{al acACX 

Fi¡;nra 9.1: 

* Modelo Geométrico para Cb. 

XCACY, alfA 
deXaYpora 

x 

189 

Tomemos arcos ordenados {3¡, 82 : 1 --> C(Y) dc {b} a X y de {b} a 
M, respectivamente. Es claro que {3¡(1) = C(b, X) y que (32(1) = C(b, M). 
Definamos Ima función {3 : 1 x I --> Cb como: 

{3(s, t) = {3¡ (s) U {32(t). 

Es fácil ver que {3 es 1m homeomorfismo. Por tanto, Cb es una 2-celda. 
Notemos que en el cuadrado: 

a) la imagen bajo {3, del lado quc une a los puntos (O, O) Y (1, O), es 
el conjunto C(b, X). 

b) la imagen bajo {3, del lado que une a los puntos (O, O) Y (0,1), es 
el conjunto C(b, M). 

e) la imagen bajo {3, del lado que Ime a los puntos (1, O) y (1,1), es 
el conjunto {X U j3,(t) : t E I} (es decir, crecer de X a Y por el 
lado de b). 

d) la imagen bajo {3, del lado que une a los puntos (0,1) Y (1,1), es 
el eonjlmto {M U {3¡ (t) : t E I} (es decir, crecer de M a Y por el 
lado de b). 

Por tanto, una descripción geomét.rica de Cb es la que se muestra en la 
Fignra 9.2. 
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MeACl , b,A 
de M a Y por b 

.\1 Y 

e, 
X:A Y, b. 1 

btA:': .. \f b{A, arA d,f' x " 
y por 

( h) x 

Flgnra 9.2: 

, :-lodtl" Geométric" para e(M). 

Debido a 'p1e .11 (!-> un arco) C(JJ) es IlIl tri,ingul,) con vértices en los 
[. lfltn- {,.}. {b} Y .\J. En donde: 

a) ('lll1do '1u(' une los vértices {a} y lb} ''s FilM). 

1>\ (11a,lo 'lU(' 11ne los vénices {a} y Al ('S C(II M) . 

"liado 'l1J(' une los vértic('S lb} y .\1 (', ('(1, M). 

Por t;l1: t o. 111ld rk"t riptión ge,)métrica (h~ ('(.\1) l'~ la qll(, se rnl1P __ c;tra el! 
I , Fip,ma !I.:l. 

~, \Inrlcln Geométrico para C. 

AfirrnHmos que 

2.1) e = e(.\!. Y) u e(X, Y) 

En cf('do. tomentos un elemento A E C. S~';lII C\ y C2 tIS componf'nt('s 
le' AnX tull's que a e e, y b E (72' Considpf<'IlIU' taJIlbién las componentt'S 
JJ I y D, (le' A'lM t.al"s que a E D, Y b E ])2' S()pon~"mos <¡ue el ne2 .~ 0 
l' D,nIJ, = 0. Entclllces art D,uC2 , brt e" ¡j)I y ('7,'lD¿}u(C,nD¡) e 
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M 

orACM 

b~ACX _ /{b} 

CIM) / 

/F,'M) 
// 

{al 

Fignra 9.3: 

X n M = {a" b}, Por tanto, 

191 

(el u D¡) n (e2 u D2) - (el n e2) u (el n D2 ) u (DI n e 2) u (DI n D2) 

(el n D2 ) u (e2 n D¡) 

= 0. 

Notemos 'lile el u e2 e A n X y DI U D2 e A n M, Mostraremos que 
el u e2 = A n X. Para ver esto, supongamos que existe un punto x E A n X 
t,a1 qll" x ~ C: U e2 • Entonces, x E A - (el U e2 ). Sea K la componente 
de A - (el u e2 ) tal que x E 1(. Por el teorema de los golpes en la frontera 
(Teorema 54), tenemos que elx(K) n (el U e 2) f 0. Supongamos, sin 
perder generalidad, qlle e1x(l() n el f 0. Entonces, elx(l() U el es un 
snbconjunto conexo de A nx, que contiene propiamente a la componente el 
de A n X, Esto ,,,; absnrdo, así que A n X = el U e2 , De manera similar, se 
prueba que A n¡\[= DI U D2 • Luego, 

es la nnión de los subconjuntos cerrados, no vacíos y ajenos el UDI ye2UD2. 
Esto contradice el hecho de que A es conexo. Por tanto, el n e2 f 0 o bien 
DI n D2 f 0, En el primer caso, debido a que X es irreducible ent.re a y b, Y 
a que a, b (' e, u e2 E e(x), resulta que el U e2 = X. Luego A E e(X, Y). 
En el segundo caso, debido a que M es irreducible entre a y b, Y a que 
a, b E DI U D2 E e(l\f), resulta que DI U D 2 = M. Luego, A E e(M, Y). 
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,-- :-.to prll('b;¡ qw' e C(X} Y) t C(J.W1 Y) L. I .'.j'.~ ( ml en< i(ln ('!'i inmpdia.ta. 
1)(' (',:.)1,1 JIHlJH'ra, 2.1) ('S (·i<~rto. 

:\"','mos '1111' e(.1!, Y)nc(), Y) = {} ti', . tan'o, cl n!l)drlo geométrim 
Jl~lriL (~, lu obt.pwirC'Illos rncdiar,t.e los mo,ldll." ~"llnH~tlicm para C(¡\[, Y) y 
('(X. Y). 

. :'Ilodc'lo Geomét.rico p"r<L (.' .1!,} ), 

Cor~,idcrcmos d sllbconjunto T de JH.', <Jllf se obtiene removiendo dI'! 
!rián!,ulo con "l'rtin's (/1 (Al), ¡ú M)), (¡.L(.\1). 1 \ (1. 1), el lado que UIlC a los 
IHml," (1'(.11).1) y (1.1). Es claro que 

T == {(x,y) " n't': ¡.L(AI):.r' y < 1}. 

CnrLsidc'rellios tambi(n el c,'njunto A ,~( '(IJ, Y - {y}, Por la part.C' l., 
!--,¿tbenlOs que cad¡-l. p!('mf'uto de A de A se p\lf '( h· I'.'-,('fl bir corno A ,,-, 1\.1 U Aa U 
A". D('finaIllOS una función 9 : A ~ T como 

Afirmamos Cjnc: 

2.2) !I es!;, bim definida. 

Para V<'r ""to, tomemos un elemento tl E A Enlonces A = JI U Aa U A,. 
Como Al e M LJ Aa c: A <; Y resulta qtl<' 

así qu(' g(A) E T. Por tanto, !I est.á bien dcfilllda, 

2.3) 9 e; iIlyect.iva. 

Para ver estD, tornemos d"s elernent,)s ( '. j) , A t.ale'i que C f D. En­
tonc,.,; e = M ~ C" ~ C

" 
y [) = M U J)" l n .. Puesto ,!ue C(a, X) es un 

ar(,o "Il C(X), r<'lmlt,a 'lue Ca e Da O bÍl'Il f)" ,: C.,. Sin perder generalidad 
,upOll~amos <¡U" C,' e Da. Si Ca <; Da, "lll.o'I<"'!JI M U Ca) < /1(1\1 U Da} y 
así g(C:} =1 g(D). Si Ca = Da, ent.onces C = M ,)C" UCb y D = AlUCaUDb. 



9.1 INTRODUCCIÓN. 193 

Ahora bien, como C(b, X) es un arco en C(X), Cb e Db o bien Db e Cb. 
Luego C y D son comparables. Más aún, como C f D, t.enemos en reali­
dad que C <; D o bien D <; C. En cualquier raso, J1(C) f J1(D), Y así 
g(C) f g(D). &t.o prueba 2.3). 

2.4) 9 es cont.inua. 

En efect.o, t.omemos un element.o A E A y sea (An)n una sucesión en A 
t.aI que An --> A. Entonces para cada nat.ural n, An = M U A~ U Aí,' y, 
por supuest.o, A = M U Aa U Ab' De acuerdo con 2., A~ --> Aa, así que 
MUA~ -> MUAa. Por consiguient.e, M(MUA~) --> M(MUAa). Esto implica 
que 

g(An) = (J1(M U A~), J1(An)) --> (J1(M l,; Aa), J1(A)) = g(A), 

y, así, 9 es continua. 

2.5) 9 es suprayectiva. 

Para ver est.o t.omemos un punto (s, t) E T. Ent.onces J1(M) :;:: s :;:: t < 1. 
Como J1(M) :;:: s, exist.e un element.o Ca E C(a, X) t.al que J1(MUCa ) = s, así 
que M U Ca <; Y. Por consiguiente, C. <; X. Debido a que X es irreducible 
ent.re a y b, se sigue ent.onces que b rt C •. 

Recordemos que {31 : 1 --> C(X) es un arco ordenado de {b} a X en 
C(X). Definamos {33 : I -; C(X) por {33(r) = M U Ca U {31(r). Entonces, {33 
es una hmción continua. Notemos que J1 ({33(O)) = J1(M U Ca U {b}) = S Y 
J1({33(1)) = J1(MUCaUX) = J1(Y) = 1. De manera que exist.e ro E It.al que 
J1 ({33(rO)) ~ t. Sea C = {3J(ro) = M U Ca U {31(ro)· Como J1(C) < 1, t.enemos 
que C f Y, así que Ca U ,31 (ro) f X. Por la irreducibilidad de X entre a y 
b, Ca n {31(ro) = 0. Ent.onces, e n X = Ca U {31(ro). De modo que C n X 
es la unión de dos cerrados y conexos ajenos, C. y {31(rO), tillO t.iene a a y el 
ot.ro a b. Así que Ca Y {31 (ro) son las rcspect.ivas component.es de C n X que 
contienen a a y a b. De esta manera, 

g(C) = (M (M U C.)'J1(C)) = (s,I). 

Por t.anto, 9 es supraycctiva. 

2.6) g-I es continua. 



') 1 CAPíTULO 9 HIPEltESPACIO CASI ÚNICO. 

l'aT¡l \Tr c:-.to, ~[,.lH ( . ."t) E T Y (sn,f"l" 1\11,1 ¡.illCC'siór en T tal 'lUí' 

.1,,) • (., 1). T<JHU'In", A = MuA.l, 1 A ·al ql:'? :(".1) A. 
l',IfHead,lllc :~,t()n\('mosAn=M0A~uA:, "-.:: Atal qllC.Il "(.""./ 11 ) .. 1". 
llt<>Il!"'. II(.'J l1 .1,; " .', jJ(A) = t Y paril ",uh Jlill'lral n jJpl'~ A;;) " 

,'/1(,1.,) In' S1lpongamos 111(' A~ -, Ji" I'''la alglíll Ho ( e(O.X). 
('( 1110 ('(fl.X) (OS 1m arco en C(XL Ea e .1 f • n hi('1l Atl e Bo. EntOIH'm, 

; ,. Ho: :,I.~ .t, o bil'n MUA. (: AfUBo. Su: ¡""d"r genen,i,dad, "mll'm", 
'''Jloner 1]111' A:; -; B,. para alg¡ín B, E elJI, Xl, ('omo e(l"X) "S 1ln "rco 
1 ¡ ('(X~, JI: e A, o ¡'i,n Ab e 1i,. Sea B .Ir' Jlo j B,. hüonc"". ,\" = 

, A;,' ,lh -,.\Jl~/lúUB,=li. Másaríll, "~o 1'(;\fL;A~, -·1l(,1J,;I30 ), 

'1 lo '11:' /,:.\1 lJ lJ,,) , .', 

\hnLl hieu. como los conjuntos .\1[ U A" \" .\1 lJ Bo son comparables y 
':J __ .1 : 11 (,\f ~ Bo). ,es1llta '1'" 'H :l., = .\1l, B". Ent"nces, 

,'.( hido a qlle los (,lInjunto:-. BI y Ab 80n COIIlII;lrahh-s, slleed( que A y n son 
,>r,¡pa",J,:I>i, Cor!lO An -, B, tn = /1(An ) . ItÍ}!), ¡c,í que ¡'(Ji) .~ t. Esto 
·l!plICa qIll' A !J. Luego, g.-J (Sn1 tn) = A.¡ _. ,A : g-I{ .. , t). Por tanto, 

('S (·IITltillll.\.. 

(',,:nll "on"<'1II'nrü d .. lo ant .. rior, A = ('(.\J. Y) - {Y} "honll'omorfo a 
T Así '1"" ],11 ',mp'" t aci6n unipnntllal de A '111" "S e, M, Y). es hl!l\,comorfa 
: 1.. ('(lIlIpach:dón nnipllntual d(' 7 , que ('S ('1 ~('I!lirlhco SI t'n ~ .. ! que tiene 
'w di,'""'t,,,· . un ,,[1'0 que ¡m.' a los pUllt, " (/11.1[1,/1('\'/:) y (1,1). Esto 
,i~lljfi("a t¡1lI' ( 1 modl'lo gt'ométrko de C(AI, Y) t'S lID selnid1!:>Co, ('TI donde: 

a; d di"ml'lro dd semiclisco es el "<>llJllIl(O {,\1 U o¡(t) : t e I} (es 
di" ir, lTer'vr de .\1 a Y por elladll d., fI.). 

1>\ l'l "n'o dd "cmidisco es el conjunto {.\r U 31(t) : ! E 1 i (es decir, 
VICl "f de .I[ a Y por el lado de !JI. 

Por t!lnto. una ,]Pscripción geomét.rica d .. el i'v!, Y) es la que se ffincstra 
,n la Fi,c,ma 9,·1. 

. lI!",lelo Geométrico pam ('(.\. Y), 

SiP;Uit'Ildo 1111 razonarlliento ¡.;imilar al d{"'-iantdladfl para C(X, Y), re.lllt.a 
q11(, UIl modelo ~('Onll'trico para C(X: Y) I'S un .... {,lludisco, 01 donde: 
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de Ma Y por b 

/ C(M,Y) 
'-. 

\ 
M de M a Y por a y 

Figura 9.4: 

a) el ,liámetro del semidisco ('S el conj1mto {X U <>2(t) : t E I} (es 
d"'ir, crecer de X a Y por el lado de a). 

b) el arco del semidisco es el conjunt.o {X U fh(t) : t E I} (es decir, 
en"er de X a Y por el lado de b). 

Por t.anto, una descripción geomét.rica de C(X, Y) es la que se muestra 
('n la Figura 9.5. 

de X a Y por b 

/ C(X, Y) \ , 
~ -- -- --

X de X a Y por a Y 

Figura 9.5: 

En la Figura 9.6, mostramos que los modelos geométricos de Ca, C., C(M), 
('(.\1, Y) V C(X, Y) se pueden pegar de modo que A es 1m triángulo con 
\'ért ices {,,}, {b} Y X, t.al que: 

a) el lado que une los vértices {a} y {b} es FI(M). 

b) diado que une los v,'rtices {a} y X es C(a,X). 

e) el lado que une los vértices {b} y X es C(b,X). 

Esto pmeha 2). Notemos ahora que: 

3) C(X) n A = C(a, X) U C(b, X). 
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x x 
/ . 
C' ",Y} "'\ 

( . 
ela.X) e cr\!,Y)\ e \ elh X) 

,,\ 'b ~ , 
e \ Clb,X ( . ... X) 

/ \f' . I 

, . I 

C(M)\ i 
\ 

{a) F,IM) {b) { ,,} F,IM) {b) 

Figura 9.fi 

En 0fl'clo. por la definición de A y por 2 1'. 

C(X) nA·, (e(x) n Ca) U (e(X) r e,,) l~ ((;(X) rl e(M)) LJ 

U(e(X)fle(M,Y)) Jí('¡X) lC(X,Y)) 

e(a., X) L e(h, X). 

Fij<'nlDS dos plmtos 0'.11 E JI tales ql1l'. ,'JI ,·1 "den natmal del arco Af, 
1'. < a' < 11 < h. Sean X' = a'aJXUhll. PUl la fllp,it.lSis ,') de! trorema. X' 
c ..... hornromorfo n X. Sí',]. f : )C ----+ X' UJI h! III ¡('(JIU( ·rfisffio. De aCllE'rdo {'on 
la hipó¡"sis a) d,,! I""rerna, X' es irreducible ,·,,11'1' ¡(a) y ¡(h). Most.raremos 
q1lE>: 

4) ¡(a) = a' y ¡(b) = /', o bien, fIn) 1/ y f(h) =. a'. 

En rfecto, Sl1pOI1.~amos qU(' 4.1) no e'i ("j,'r!ll. Entonces, sin perder gene­
ralidad, f(n) I a' y f(h) # a'. Notemos <¡ue S" Il1m!,!e lmil y sólo lma de las 
¡-'1g11icntes afirmaciones 

i) ¡(o ),f(b) E a'a - {d'}, 

ii) f(a) E a'a - {a'} y ¡(h) E X, 

iji) ¡(o) Ea''' - {a'} Y ¡(h) E bII, 

i\') /(0,) E X Y f(h) E ¡,h', 
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v) f(a),f(b) E bb', 

vi) f(a), f(b) E X 
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Est.o implica que f(a) y f(b) pertenecen al siguient.e respectivo subcon­
t.inuo propio de X': 

i) a' a, 

ii) f(a)a U X, 

iii) f(a)a U X U bf(b), 

iv) X U bY, 

v) bb' y 

vi) X. 

Esto cont.radice el que X' es irreducible ent.re f(a) y f(b) Y prueba 4). 
Supongamos, por ejemplo, que f(a) .~ a' y f(b) = b'. Ent.onces X' es irre­
ducible entre a' y 1/. 

Definamos M' = a'b' c: M y consideremos los conjunt.os: 

Ca' = ClC(y) ({A E C(a', Y): b' 1f. A}), 

Cb, = ClC(y) ({A E C(b', Y) : a' 1f. A}), 

C' = {A E C(Y) : a', 1/ E A} Y 

A' = C.' U C .. U C' U C(M') 

Entonces, C(Y) = C(X') U A' y, por el t.rabajo que hemos realizado, 
cambiando X por X' (observemos que X' tiene propiedades análogas a las 
de X) resulta que: 

5) A' es 1m triángulo, homeomorfo a A, con vértices {a'}, {b'} y X', 
en donde: 

• el lado que une a los vért.ices {a'} y {b'} es FI(M'), 
• el lado que une a los vért.ices {a'} y {X'} es C(a',X'), 

* el lado que une a los vértices {I/} y {X'} es C(b', X), 
• C(X') nA' = C(a', X') U C(b', X'). 
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Afinllillllmi qup: 

G) Intqy)(N) = N - [C:a',X') U C"(b'. X')]. 

Para prohar G), notcmos primero que 

[C(fI',X')UC('i,X')]nllll(,\ ,(N) = 0. (0.:1) 

En cf('do. "upongamoH que exist.e A E [C(a'. X') IJ C(b', X')]nlnl("(}·)(N). 
[otJH'mos 1I > O tal 411c lJ~(A) ,: A' y sllpongamo", .,in pprder generalidad, 
1"0' A E C( a', X'). Si A ~ {a'} entonces, toma",lo un elemento e E a' 0.- {a'} 
"ti 'lile d/lím(n'r) < 11, rcsulta q1le {e} E ¡¡,,(A). LIW~O, {e} E N, lo cual es 
1Il absurdo. 

SllpOlJ'.~arn()H qw' {a'} <; A ~~ X'. COIllO X' l'S irreducible entre a' y b', 
// ,t A. TOnlt'mOH nn plUltO e ¡ (Ana'a) -- {fI',a} tal ql'" diám(a'c) < ,9 
\' !/e C; A. ='1()fC'mos que A - {I-} posee jll~t(l dos rompOllfntes el y C2 en 
,[oIlde, "in perder g('tleralidad, cl E Cl' S"" JI ~ C. U {e}. Entonces, B es 
:m snbcontinuo dl' A tal que B E B~(A). LW'g<l, He ,\'. Est.o es absurdo, 
,';t quC' 13 ('S UJl snhrontinuo propio de X que no pos~'e ni a a' ni a b' 

SllpnlJ~amOS por {Iltimo qlll' A = X'. TmlleIlle 18 un punt.o (' E (A n 
u',,) - {,/, (1} y IUl plmt.o e E lA n bb') - {b, Ir'}, tales q1H! diám(a'c) < ,9 
v dlfí,rn(( 1,/\ <:: 19. :'\oteTnos que A - {e,e} poseí' jnst.o tres componentes 
el. (:2 y ('". Podemos nombrarlas de manera '1UP ,,' E Cl y b' E C3 . Sea 
no C. ~ {r. "~l. Entonces, B "8 1m 811bcontin110 ,k A tal que B E B,,(A). 
L1H'gO, lJ E A'. Estn f'S absurdt), ya qne 13 ('K un sllbcontinuo propio de X 
'1",. no 1" "c'(! ni a o' ni a b'. Esto pmeba 1!J.3). Por l<mto, 

1 ni r"(Y) (A') e\'- [C(a'. X'),: C(b'. X')] . 

Para probar lu otra contención, notemn.'3 primero que, debido a que 

C(X') nA' = C(a',X') lJ'(b',X'), 

ya qm' C(}") .c C(X') U A', re-lllta que 

C(Y) - C(X') "A' - [C(,/. X') U (7¡ b', X'!:. 
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Ahora bien. C(Y) - C(X') es abierto en C(Y). Luego, 

N - IC(a', X') L C(b', X')] 

('5 un subconjunto abierto de C(Y), contenido en N. De aq\Ú que 

11.' - [C(a', X') U C(b', X')] e IntC(y)(N). 

De est.a manera} f('Sult a que 

Intc¡y)(N) = A' -IC(a', X') U C(b', X)]. 

Esto prueba 6). 

Como ('on~ef'llencia inmediat.a de 6) 1 tenemos que: 

7) F¡',,(y)(N) = C(a', X') U C(b', X'). 

De manera análoga se muestra que: 

8) IntC(Y)(A) = A -IC(a,X) :.J C(b, X)]. 

y 

9) F"c(Y)(A) = C(a, X) U C(b, X). 

Afirmarnos que: 

10) 11.' e A. 

Para ver esto, sea A E 11.'. Como C(M') e C(M) e A supongamos, para 
efectos de la demostración, qlle A E Ca' uC., uC' y que A r:t M. En cualquier 
(aso, debido a que A no está contenido en M e intersecta a M, a E A o bien 
b E A. Si a. b E A rCRulta, por definición, que A E CeA. Si a E A Y b <t A, 
entonces A E Ca e A. Finalmente, si b E ,1 Y a <t A, resulta que A E C. e A. 
De esta manera se cumple 10). 

Sea [' = A - IntC(y)(N). De amerdo con 10) y los modelos geométricos 
de A y 11.'. [' es un hexágono con vértices {a}, X, {b}, {b'}, X' Y {a'}, en 
donde 
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" el lado <]110 1lI1e a lo; vértic0s {uf V.Y ('s C(a,X), 

"liado <]110 mle a lo, vértices X \' {:'I (, (J(b, X), 

cilado qllc llne a lo, vértices {I,} ,. {I(} (', Fj(bIi), 

('liado qll0 1I11e a los vértices {Ii} Y X' e:, C(b', X'), 

"lindo <jI'" lll1e a lo, vértices X' ~ {u'} p' C(a', X'), 

., ('liado que une a los vértices {u'} y {a} ''s FI(o'a). 

x 

/> 
/ ' G(a,X) . X' ,C(b,X) 

la',xf\~(b',X) '\ 
._- ~ -.. ',--, 

{a} {(1~ F,(M') {b} {b} 

Figura 9.7: 

:'>Iotemos q1le, por 6), 

r = A- {A' - [C(a',X')''; ('(I/,X'))} 

= (A - A') 11 {A n [C(a'. X') '.J Clb', X'))} 

= (i\-N)l1[C(a',X')UC'(/J',X')]. 

r = (A - N) U [C(a', X') U ('(11, X')]. 

Afirmamos que: 

11) C(X' ) ~ C(X) U r. 

(9.4) 
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Para ver est.o, sea A E C(X'). Corno C(Y) = C(X') U N = C(X) U A, 
result.a que A E C(X) U A. Supongamos que A E A. Si A E N ent.onces, de 
acuerdo con 5) y (9.4) 

A E C(X') n N = C(a', X') U C(b', X) e r. 
Si A rt N, entonces A E A-N e r, según (9.4). Por t.anto, A E C(X)ur. 

Est.o prueba que C(X') e C(X) U r. Para ver la otra contención, sea A E 
C(X) U r. Debido a que C(Y) = C(X') U N = C(X) U A, A E C(X') U N. 
Supongamos, para efectos de la demost.ración, que A E N. Ent.onces, A E 
C(X) n N o bien A E r n N. No es difícil probar que C(X) n N = 0, así 
que A E r n N. Ahora bien, por (9.4) 

A E C(a', X') U C(b', X) e C(X'), 

así que A E C(X'). Est.o prueba que C(X)ur e C(X') y, así, 11) se cumple. 
Afirmmnos ahora que: 

12) C(X) n r = C(a, X) U C(b, X). 

En efecto, t.omando en cuenta que C(X) n N = 0 result.a, por 3) y (9.4) 
que 

C(X) n r = [(A - N) n C(X)] U {[C(a/X) U C(b', X')] n C(X)} 

= C(X) nA 

= C(a,X)UC(b,X). 

Ahora bien, de acuerdo a los modelos geométricos de A y r, r es un 
hexágono contenido en el triángulo A y dichos polígonos compart.en los lados 
C(a, X) y C(b, X). Por tanto, es pOoible encontar un homeomorfismo h : 
A -> r que no mueve al eonjlrnt.o C(a, X) U C(b, X), la unión de los lados 
compart.idos. 

Not.emos que C(Y) = C(X) U A y que C(X') = C(X) U r. Definamos 
una función k : C(Y) -+ C(X') romo Rigue: 

k(A) = {A, 
h(A), 

si A E Clc(x) (C(X) - A) 

si A E A 

Es fácil ver que k es un homeomorfismo, así que C(Y) '" C(X'). Debido 
a que X' '" X, resulta que C(X') '" C(X). Por lo tanto, C(Y) '" C(X) .• 
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9.2 El Círculo de Varsovia. 

(;"lIsid"J('ll!oS de IIIH'VO los cOI¡tinuos X" y };¡. de.',:ritos ,n (9.1) y (9.2). 
Como ("(J¡I~wl'll(·nda. dd tporema ant.erior, ~a¡wnj(H qu·! C(X,1 1 e; hO!Ut'Offiorfo 

a C(Yo). Como "'L'O part.icular dd siglli!'llte tt-"rCIlIi\, si W "" UIl continuo 
t"l qllP ('(XII) '" C(lI') entames W '" ,Y"~ " ¡'len IV '" };,. Por tlllltO, Yc, 
('S ('~en("üllm('tltc d línico ('ontinuo no honwoIIlorfo a X o, q1le irnpiut' que X o 
tf'uga Ilip'Tt'..<..:pa(·io ¡'mico. 

Tporema 183 Supongamos que X, = V" H " unr¡ compnctación métrica 
dI' ('8pUnO V .-= [a, ~), cuyo 1esiduo es un m"('o R = ce. Supongamos que 
S úe" un a reo talqu, snx¡ = {e} ysn¡X .c. X¡cJS. S,y es un continuo 
,,,/ que C( X) IJ e(Y) son hom<'omorfos, ,'nln/II'-" Y es horneomorfo a X o 
" I í' }r I,~ homt:omurfo /l. X U 1', t'n dont/,' T / ..¡ un arco con extremos a y b 
lal 'lile X n l' = {n, /J}. 

Demostración. Supongamos que Y '" Illl coutinuo tal qlle e(X) '" 
e(Y) y sca h : e(}') --> e(X) ,m homeolJlnrti,,"o. Afirmamos que: 

1) y '" atriúdico. 

En ('fpcto si, por el cnnt.rari,») Y posee un triCldo ('ntonCl"S C(Y) tiene una 
:¡-('P]da. Entonces e(X) posee una 3-celda, 1" mal impli( a que X cont.iene 
1111 frioúo. D"bido a que esto es absurdo, 1) se ("umple. Afirmamos ahora 
CpU': 

2) Y no es localmente eonexo. 

Para \"Cr esto. supongamos que Y es JoealTll<'ntt' conexo. Entonces e(Y) 
{'S !o('uhupnt.e ("onexo. Luego C(X) es localmellte conexo, y por eonsiguient.e, 
tmnbiéu X. Esto ('!i absnrdo, luego 2) e .. ··, df'rtlJ. Afirmamos ahora qnc: 

3) si y E Y l'IItonces n" exist.e un ¿-cdda V ('n e(X) t,al que h( {y}) E 
V - o(V). 

Para probar 3) sca 11 E Y. Supongamos '1m' exi,te un ¿-celda D l'II e(X) 
tal qllc h({y}) ED -o(V). Hagamos V' h :(V). Es claroqllc1Y es una 2-
,'clda en C(Y) tal <¡He {y} E '[1' - o(V'). Por tant.o, aplicalldo pI Teorema 96, 
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pxist.en t.riodos arhitrariament.e cercanos a {y}. Est.o cont.radice 1) Y prneba 
3). 

Afirmamos ahora que: 

4) h(F1(Y)) e F1(X)UC(a .. X)UC(b,X)UC(e,R). 

En efect.o, supongamos <¡ue 4) no es ciert.o y t.omemos un pnnto y E Y 
tal qne 

1\ = h({lI}) <t F1(X)UC(a,X)UC(b,X)UC(e,R). 

Entonces J( sat.isface nna y sólo nna de las siguientes condiciones: 

i) K <,s nn snbcontinno no de¡;enerado de V tal qne a <t K, 

ii) J( "S nn snbcont.inno no degenerado de R U S t.al qne b, e <t K, 

iii) K C) (V - {a}) '" '" y R C; K n (R U S) <; R U S, 

iv) R s: K <; RUS, 

v) J(EC(R,X1)yKn(V-{a})t0. 

Si K es de la forma i) o bien ii) entonces es claro que existe una 2-celda 
Ven C(X) tal qne K E V - o(V) contradiciendo así 3). Supongamos que K 
('S de la forma iii). Entonces existen x E S - {b,c} y f E V - {a} tales que 
J( = RUcxU[J,oo). Definamos Al ~= RUcx, A2 = RU[J,oo), B 1 = A 1 Uxb, 
B2 = A2 U [J, al y B = Bl U E2· 

Es claro qne Al y A2 son snbcontinuos propios de K = Al U A 2 , que Bl 
y B2 son snbcont.inuos propios de B = X, que Al <; Bl Y que A2 <; B2 . 

Not.emos ahora que 

y 

Al nA~ = (RUcx) n(RU[J,oo)) = RU(cxn[¡,oo)) = R 

El n B 2 = (Al n A2 ) U (Al n [J, a)) U (xb n A2 ) U (xb n [J, a)) 

-- R, 

así que Al n A2 ~, El n E2 = R E C(X). Entonces, por el Teorema 97, existe 
nna 2-celda V en C(X) tal qne J( E V - o(V). Esto contradice 3). 
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Supongamos ahora qlle K (,,, de la fOfIl1.t iv). Ellt ')nl:es (·xist.e x E S -{ b, ('} 
tal q1l!' l\, R U ex. Definamos A1 = H. A, ce, I31 = XI, B2 = S y 
B· 11, ~ I3~. Es claro <¡nc Al :' A2 son slIl"·,,ntlflllo, propios de K = Al U A" 
que HI y I3" son subcont.inuo> propios di' X Ji l ,j B2, '1ne Al c;: 131 Y qne 
A, <;. B,. AdenHL, Al n A2 = {e} y BI rl!le - XI f) S = [e}. Ent.onces, por 
el T('orPlfln 97, I"xist.e nna 2-cdda V en ('(Xl tal que K ro 1) - 0(1)). Esto 
mnt radice 3). 

Snpon¡;amos por último qu" es de la forma v). Entonce, existe f E V -{ a} 
tal 'Inl" K = RL: [J, Xl). Fijemos un punto 9 E (J, rx ) y sean Al = Ru [g, oc), 
A2 OC [g. f], 8 1 = Al U S y 112 = A2 U IJ, al Entonces, es claro que Al y 
A2 son snhmntinuos propios de J( = Al U A2 , que BI y B 2 son subeont.inuos 
propios de X ,~ BI UB2 , que Al <;; El Y qu<, A, <;. lh. Además Al nA2 = {g} 
y BI nB2 = {g}. Ent.onces, por el Teorema 97, t'xiste lUla 2-celda 1) en C(X) 
tal q1l!' K E 1) - 0(1)). Esto <ont.radice :11, y prueba así 4). 

Es claro que: 

- C(a, X) es un arco ordenado de {a} a X en C(X), 

- C(b, X) es un arco ordenado d .. lb} a X en C(X), 

- C(e, R) es un arco ordenado d .. {e} a R en C(X), 

C(a,X)nFI(X) = {a}, 

(FI(X) UC(a,X)) nC(b,X) = {{h},X}, 

- (FI(X)UC(a,X)lJC(b,X))nC(t,R) = {e}. 

Por t.anto, 
FI(X) U C(a,X) U Clb,X) U C(e,R) 

es HJl cont.inllo homeomorfo a XUPUQ, Pll dond(' ¡> y Q t-on arcos ajenos! los 
ext.rl'mos de P son ay b, un extremo de q es /. PnX = {a,b} y Qnx = {e}. 
Ent.oIlces, de acuerdo eon 4), podemos ('on.shlPrar que Y es un subcontinllo 
de X U P U Q. Más aiÍn, por 1) y 2), Y es un sllbcontinuo na localmente 
COl1PXO y atriódico de X U P IJ Q. 

Ahora bien, Hi Y es un sllhcontinllo no lomlrn{,l1te conexo de X U P U Q, 
cntClIll'('S Y es 11OmeoIJlorfo a uno de 10:- siglliplltPB contitlllos: 
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i) X. 

iii) XI, 

iv) XUP, 

v) XUQ, 

vi) XUPUQ 
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Si Y '" XI ent.onces Y es ,ma compact.ación mét.rica de un semirayo con 
residllo no degenerado. Entonces Y t.iene hiperespacio único (Teorema 118). 
Debido a qlle C(X) '" C(Y), lo anterior implica que X es lln t.ambién llna 
compact.ación mét.rica de un semimyo con residuo no degenerado. Est.o es 
absurdo, por lo qlle Y no es homeomorfo a X l. 

Not.emosque XUQ es un triado con corazón R y que XuQ e XuPUQ. 
Por t.ant.o, los cont.inuos XUQ y xUPnQ cont.ienen triados. De est.a manera, 
como Y es un subcontinuo alriódico y no localmente conexo de X U P U Q, 
necesariament.e Y es homeomorfo a X, o bien Y es homeomorfo a X U P. 
Est.o termina la demostración .• 

De manera similar, se prueba el siguiente t.eorema. 

Teorema 184 Supongamos que Xl = V U R es una compactación métrica 
del espacio V = [a, (0), ruyo residuo es un arco R = ce. Supongamos que 
S = ac es un arco tal que SnxI = {a,c} y sea X = Xl uSo Si y es un 
continuo tal que C(X) y C(Y) son homeomorfos, entonces Y es homeomorfo 
a X o bien Y es homeomvrfo a XI U T, en donde T es un arco con extremos 
e yf talqueXlnT={c}. 

Por t.ant.o, esenciahnente el único continuo no homeomorfo al círculo de 
Varsovia VOl que impide que Yo t.enga hiperespacio único, es el continuo X o-
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A todos a.qlleJlo~ qUE' partici paran en (':O;OS ,J.,1orin~os seminarios JI' los 
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TlH'uto. ,\ Philip K. Dirk, por S11 forma magra ~. ,-sqnizorrúúca dC' ha{'pme 
. (T d nlllud" .. \ lo, chica de los cabellos ()S('mos, Wrorlaw A ('S a" decep­
L iO!l('s <llll' lllP llevaron n refugiarme' cada V(V/ ma..'i y nlás en d IDUllllo de' los 
',ip<'[psp;¡cio:-.. ~IHdtas ~racias. 
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