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PROLOGO.

El trabajo que aqui presentamos esta enmarcado en el estudio de los
hiperespacios de un continio. A saber, un confinue ¢s un espacio métrico,
compacto. conexo ¥ con mas de un punto. Si X denota un contimio entonces
tos hiperespacios de X son los conjuntos:

2% = {A C X : A es cerrado y no vacio)

<

C{X) = {A€2Y: Aes conexo}.

A estos conjuntos se les da una métrica, que se llama la métrica de Haus-
dorff {ver Definicién 8). A C(X) se le conoce como €l hiperespacio de los
subcantinuos de Xy este trabajo se centra totalmente en este hiperespacio
en particnlar.

Un problema elemental de la teoria de los hiperespacios, dice que si
dos continmos Xy Y son homeomorfos entonces los hiperespacios C(X) y
C(Y) tambiéu son homeomorfos. Es natural preguntarse si el reciproco de
la afirmacién anterior es cierto. Un resultado basico es que los hiperespa-
vios do subcontinuos del arco v la curva cerrada simple son homeomorfos.
Por consiguiente, el que los hiperespacios de subcontinuos de X y Y sean
homeonorfos, no garantiza que los continnos X y Y también lo sean.

Existen situaciones, sin embargo, cn las que si F es una farnilia de conti-
nos v .\ v Y son elementos de F tales que C(X) y C(Y) son homeomorfos,
entonees X ¥ ¥ son homeomorfos. En tales circunstancias, decimos que los e-
lementos de la familia F estdn C-determinados. Mas aiin, existen situaciones
en las que. st X es un continmo con determinadas propiedades ¥y ¥ es un
continuo arbitrario tal que C{X) y C{Y) son homeomorfos entonces X y Y
son homeomorfos. Esto significa gue no existe un continuo ne homeomorfo
a X tal que los respectivos hiperespacios de subcontinuos son homeomorfos.
Por tanto. ¢l hiperespacio de X cstd iinicamente determinado. En el contexto
de este trabajo, decimos que tal X posee hiperespacio #nico.



Lo nocion de contmun C-det rminado fie v todieida e 1978 por Sam

b Nadlers drooen s fanoso lib o '26) Naaloe i prol o gue Tos comti-
1nes hereditariamente indescon ponibles estan (determu ados (260 Teo-
e 0.60'). Ya ontes, R Dudi habia demno-trooio que las grificos finitas
que ron diferentes dol arco y la onrva cerrada -nnple, estan 2 -determinadas.
Naturalmente. ihudi no menciond este resultalo asi de explicito, sino que
o~ consecuenels de los resiltados que se proeban en snartionlo 19, loorenna

1)y el primero cn haccorlo notar en la fiteratnra fue precisamente Sam I3,
Naller, Jr,

Continuando ¢n esta direceidn, en 1979 (ol Elerhart, Jr. v Sam B.
Nadler, Jr. probaron que los tbanicos snaves estian C-determinades ([12.
Corolario 3.3;). Tumbién mostraron dos continuos X y Y, wno diescom-
sanible y el otro indescomponit-le, para los ouades los hiperespacios (X)) v
1Y) son homeomorfos. Por tento, ni los continuoes descomponibles. ni los
mdescomponibles, tienen hiperespacio tinicn,

Retomando el tema de los continuos C-leterminados y haciendo honor o
-n vostumbre, Nadler lanza en s libro de hiperespacios. una serie de pregun-
tas o bastante ponerales como para que a la fecha ain pernianczean abiertas
alpunis de ellas. Al parceer fueron tan generades, o de povo interes para ln
comunidad matensitica, gque no hubo quien las mvestigara sino hasta 19 anes
nis tarde,

La printera persena que se wrevié a retemiu ol sstudio de los continnos
{’-determinados, {uce el mexicano Sergio Macias. guien en 1997 probé que los
continmos iudescompenibles ta s que todos =n- subeontilnos propios y no
degenerados son arcos, estan C -determinados (ver [24, Teorema 3]). Un ano
mas tarde, Alejundro Illanes probd que los continnes encadenables no estin
¢-determinados (ver [21. Teorema 2]), respondicindo asi en negativo o nna de
las preguntas forinuladas por Nadler en 1975, ki ese mistio afio, Alcjandro
1espondio cn negativo o otra ce fas preguntie e Nadler, al probar que los
ithanticos no estin Cudeferming dos.

Tambicn eu 1998 inidia este trabajo de fesi- gue no solamente contempla
I bitsqueda de nuevas familias (C-deterrniniulivi. simo tarubién la deteceion
de continuns con hiperespacio vinico. Al respecto, se har encontralo com-
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pactaciones bastante particulates que estan C-determinadas. Estas son, por
ciemplo. las compactaciones métiieas del espacio [0 %) con residuo no de-
generielo (Teorema 118), las compactaciones métricas del espacio (—o00, 00)
con re-idne no degenerado (Teorenas 134 v 151} v las dobles compactaciones
métricas de semirayos ajenos, amhas con el mismo residuo {Teorema 126).

Dado un continne X con wna propiedad especifica {por ejemplo, idescom-
ponible tal guie todos sus snbeontinos propios y no degenerados son arcos),
lo gue se pretende. es verificar si X tiene hiperespacio vinico. De no lograr
este objetivo, ol signiente paso consiste en buscar una familia de continnos F
tal gue X € F y X esté (C-determinado con respecto a dicha familia. Otra al-
ternativa es detectar todos los posibles continuos Y1, Y, . .. no homeomorfos
vntre i, ui homeoworfos o X, tales gne sus hiperespacios son homeomorfos
entre si. Fsto es, detectar qué continuos son los que le estorban a X para
e posei hiperespacio tnico. Los Capitulos § y 9 tratan este problema.

En el Capitulo 1, presentanos nna serie de resultados de la teoria de los
contimios © hiperespacios gue serdn importantes en los capitulos posteriores.
En e] Capitulo 2, probamos que los contimios hereditariamente indescom-
pouibles v las gréficas finitas diferentes del areo y la circunferencia, tienen
hiperespacio nnico.

La prueba de los resnltados presentados en el Capitiulo 2 es relativamente
sencilla. debido a gue en tales situaciones se obtienen caracterizaciones en
ol hiperespacio. Por ¢jemplo, wit contimio X cs una grafica finita st y sélo
si su hiperespacio C(X) es localmente conexo y de dimensién finita. Es
precisarnente la existencia de un teorema de caracterizacion de este estilo, lo
(que peimite probar con facilidad 1o que se enuncia.

Para ¢l caso de las compactaciones mdtricas del espacio [0, 00), no con-
tamos con un teorema de caracterizacion como los del Capitulo 2. Es por
tanto importante el wso de otras técnicns. En el resto del trabajo de tesis
es de vital importancia la signiente cuestién: dado un snbcontinuo propio
v no degenerado K de un contimio X, ;jbajo qué creunstancias podemos
detertar o bien una 2-velda en (X} que posea a K en su interior relativo,
o bien triodos arbitrariamente ecrconos o 7 En el Capitulo 3, por ejemplo,
mostramos que la existencia de una 2-celda en C(X) que posee a un conjunto



de o soo0 punto e suinterion relativo, parantiza b exo-tenci de foiodos ar-
bitrariar wnte cercanos o dicho conjunto  Este resultiadi os irportante en o]
Capitulc | en donde mostramos que las compactiwiones métricas de [(h )
tienen b respacio 1inico.

En ¢ Capitule 6. vemos gue las conapactaciones anetnicas de una recta
cuyos restdnos tienen dos componentes no degeneraclas. poseen hiperespa-
cio vnic » En ¢} Capitnlo 7, vemos que los continnos estudiados por Ser-
gio Madias en 1997 timbién tienen hiperspacio 'inico En el Capitulo 8,
mostranios gue los abanicos snaves no tienen hiperespacio inico.

La ¢ xtension de este trabajo no implica gue se hava agotado el tema
de Lt doterminacion de fannliag C-determiinadas v nnicho menos el de la
deteccidn de continnos con hiperespacio tmico.  En realidad, este trabajo
se centra principalmente en ol estndio de las conpacticiencs de un rayo y
en la deteceidn, ya sea de 2-celdas especiales, o de tnodos awbitriciamente
cerenno- i i sttheontinno propio y no degenerade de un cowinno. Sentimos
que esto itimo puede ser material importante en fufuras investigaciones que
involueren el tema de contimios C-deterrinados, por ejemplo. para resolver el
prohleni de si los continnos vircnlarmente encadenablos tienen hiperespacio
1nico.
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Capitulo 1

Nociones Preliminares.

1.1 Introduccién.

Eu las sigiicntes lineas deseribimos los conceptos fundamentales para el de-
sarrollo de este trabajo. Algunos resultados s presentardn sin demostracién,
remitiendo al levtor en cada caso al texto senalado.

Definicidén 1 Un continuo es vn espario métrico no degenerado, compacto
o CONELn.

Recordenos gue nn espacio s no deg nerado si contiene mds de un punto.

Definicion 2 Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto no
vacio, cerradn y conezo de X.

Esencialiente, la diferencia entre un continuo y un subeontinuo estriba
en que los subcontinnos pucden ser conjuntos degenerados, mientras que los
cottinuos sicipre poseen méds de un punto.

1.2 Los Hiperespacios de un Continuo X.

1.2.1 El Hiperespacio 2%.

Los hiperespacios de un continuo X, son espacios cuyos elementos son sub-
conjumtos especiales de X, Uno de ellos es el espacio 2%, que definimos a
continuacién.



e CAPITULO 1 NOCIONES PRELIMINARES.

Definicion 3 2% {AC X 2 A es cerreddo g e rundo},

Claramente el espacio 2% es no degener,uli. \ contimiacién mostraremos
romo dotar a 2V de una estrucrvra de espicio mdétrico. bajo la onal resulta
ser un continno. Micntras no se diga otra vosa. consideraremos que la lefra
X representa un continuo con riétrica d.

Definicién 4 Supongamos que A € 2% ¢ quc - (1. Entonces definianos lo
-neube de A (o lo nube de A de rvadio ) come ol rangunte

Ne Ay {z€eX: existeac \ tui yue da,z) < e}.

Definicién 5 Sca X un continvo con mefrvu d. S:a € X y= >0 entorces
definimos lo £ -bola de a (o la hola en X com «ontro en a y radio €) como ¢l
conjunto

Bia)={ze X :dlr,u) < g}

El sipuiente resultado es una consecuencia directa de las definiciones de
N, A)y B ().

Teorema 6 Svponyamos que 4 ¢ 2% y que = {1, Entonces

N(z, A) = | BAw.

a€ A
Por consigniente. cada conjunto de la formu V{z. A) es abierto en X. Ms

ann, si p € X entonces N (g, {p}) = Be(y). Aleunas propicdades elementales
de las nubes de los clementos (e 2% se muestran en el siguiente teorema.

Teorema 7 Supongamos que € > 0 y qur A, 11 € 2%, Entonces:

1. 10 < b6<e iy AC B, entonces N{¢. A} ¢ Ng, B),
2. Clx (N(e, A)) C N(2¢, 1),

3. N(e.,A)L N(-,B) = N(z,Au B).



1.2 LOS HIPERESPACIOS DE UN CONTINUO X. 3

Demostracion. Supongamos que {) < & < £ y tomemnos wn punto x €
N6 A}, Entonces existe un punto o & A tal gque d{r.a) < & Claramente
a € B vdir.a) < z. Portantn, v € N(-.3). Esto prueba 1. Para ver
2., tomemos un punto x € Cly (N(c. A)) y sca y € B (z) N N(z. A). Como
y € N(z,A). existe nm punto o € A tal que d(y,n) < £. Luego. por la
designaldad del triangulo,

diz,n) <d(r,y) - dly.e)<ec+e=2
y asi z € N(2e, A}. Finalmente. pan ver 3. notemnos que por 1.
N{e. A}, Nle. ByCc N(e. AU B)

asi que N{e. A)U N{e, B) C N(e, AU B). Para la otra contencidn, tomemos
un punto = € Nz, AU B). Entonces existe i punto y € 4 U D fal que
diz,y) <e. Siye€ Aentoncesz ¢ N(c. A) y siy ¢ B. entonces x € N(e, B).
Luego N(e, AUB)C N(e. AL N(-.B). &

Definicién 8 $i A, B € 2% definimos unae funcidn H : 2% x 2¥ — [0,0¢)
COTMo Sigue:

H{A,B)y =inf{e >0: AC N{e.B) y BC N(g, A)}.
En [26, Teorema 0.2] se prucha ol siguiente resultado.

Teorema 9 La funciégn H. que uparcee en la Defimicidn 8, es una métrica
para 2%

De esta manera, (2%, H) resulta ser un espacio métrico. Puesto que las
definiciones de H y N{:, A) estin didlas en términos de la métrica d de X,
deberfamos escribir Hy y Ng(e, A). Sin embargo, no utilizaremos la notacién
con subindices a menos que entren dos métricas en juego.

En {27, Teorema 4.0} sc prueha gue la topologia 7 sobre 2%, inducida
por la métrica de Hausdorff H. es independiente de la métrica de X. En
otras palabras, si d y ¢ som dos métricis en X que inducen la misma topologia
sobre X entonces la topologia indncida en 2% por la métrica Hy es idéntica
a la inducida por la mdétrica H.. Por consigniente, podemos decir gque la
topologia inducida en 2% por la métrica de Hausdorf, depende solamente de
la topologia de X. Esto hace de 2% un espacio topolégico con vida propia y
tiene sentido asi la siguiente definicidn.



1 CAPITULD 1 NOCIONES PRELIMINARES.

D finicion 10 £ soneio 2X ecor la lopolo. roivowdn o ot o de
i 4 ! !
H. usdorff H. ts un hiperespacio de X .

Fn [26. Teorema 0.5, se prueba que 2% ¢« vompacto, y en 26, Teorema

L0, que 2Y o5 conexo por trayec torias (sit impoertar si X o5 conexo por
travectorias o no). Futonces 2% es un continue v podemos Liablar del Inperes-
pi-io de 2%

2N L. .

2° . {A ¢ 2% 1 Acs cerrado v no \'eu'lo} .

el onal resudta ser nn continno bajo la métrica Je Hansdortl, gue deberiamos
de nntar por Hyy pues s define en torminos de 77, En realidad. 1a denotaremos

p 1 Hyy se define de forma andloga a H, es decir. si A B € 247 entonces
HAAB) -inf{:>0:AC No(e.Brv B2 Nyle. A)}.

Un immpoertinte resnltado. consecnencia de la Definicidn ¥ y e Ta com-
poicidad de los clementos de 2% dice que, para demostrar que H(A ) < &,
¢ necesario ¥ suficiente con verificar que A - N By gue B C N{z. A}
U ~imemnos con freenencia este hecho en el proesente trabajo, por ejeniplo, en
¢ slguiente teoremi.

Teorema 11 Seai N un continvo, = > 0 ¢ & N Enatone -~ A € B3{{p})
sy sdlose AC B .

Demostracion. Supongamos primero gue A ¢ B.({p}). De acnerdo con
¢ Tenrema 60 A € Nle {p}) = Be(p). Supongamos ihora que A ¢ B (p).
1 ntonees, apheando nievamente el Teorema 6. .1 € A (g, {z}). Como cada
¢ cuento de Udistaode penmenos gue g, {ph ¢ Ni= o) Asi A€ B {{ph). »

1.2.2 El Hiperespacio (C(X).

Pl Liperespacio de X gqne mas wiilizaremos 1 este trabajo os el de los sub-
rantinuos de X, definido 4 continuacidn.

Definicidn 12 (X}

={Ae2": Aescuncra}

Es claro gque ¢! espacio C{X) es no degenerade v que Ia restriceion de
e métrien de Hansdorff /7 a C X, hace de &<t 1m espacio métrico ¢nya
topologin indieidit depende solamente de 1 topologia de X, Tiene entonces
~cutido [a sicuiente definicidn.



1.2 LOS HIPERESPACIOS DE UN CONTINUO X.

-t

Definicién 13 El espacio C(X) con la topologia velativa de 2% es un hiperes-
pacio de X .

En [26, Teorema ().8]. sc prueba gqne C(X) es compacto, y en {26, Teorema
1.12], que C(X) es conexo por trayectorias (tatnbién independientemente de
si X es conexo por traycctorias). Por tanto, C(X) resulta ser un continno, y
entonces podemos hablar de sus hiperespacios

20X} = A C C(X} : A es cerrado y no vacio},
¥
CHX) = C(C(X)) = {A €299 Aes conexo},

ambos con la métrica de Hansdorff H,.

1.2.3 El Hiperespacio F(X).

Otro de los hiperespacios de X que utilizaremos en este trabajo, es el que
estd formado por todos Jos subconjuntos de nn sélo punto de X.

Definicion 14 Fyj(X) =: {{z} :z € X}.

Es claro que F1{X)} es un subconjunto no degenerado de 2¥. Ademas, la
restriccién de la métrica de Hausforff H a Fy{X}, hace de éste un espacio
métrico. Mas aiin, como el signiente teorema lo menciona, Fy(X), el espacio
de los singulares de X, es isométrico a X.

Teorema 15 Sea F1(X) el espacio de los smgulares de X. Entonces F1(X) €
C*X) y F1(X) es isométrico a X.

Demostracién. Consideremos la funcién ¢ : X — Fi(X) dada por
i(z) = {z}. Es claro que i cs suprayectiva. Por ¢l Teorema 6. N(e, {a}) =
B.(a) y N(e,{b}) = B.(), asi que

H (6(a), i) = H ({a}, {81
= inf{e > 0: {a} C N{e,{b}) ¥y {b} C N{e, A)}
= infle >0:a€ B.(b) y be Ba)}
= inf{e > 0:d(a,b) < €}
= inf (d{a,b), o) = d(a,b).

|



{. CAPITULC 1 NOCIONES PRELIMINARES.

cito pre b gue o e- o dsomestris, Poo tan FOA) re-alta serim
e~ i dsomctrieo o X Lnego, Fi{X) es vin v cennty 1o vociol cenrale
vie nexo de 2% EFs decir, Fi(X) e 23X

1.3 Convergencia de Sucesiones.

Eu ] hiporespacio 2% de nn continuo X, sl como en enalgiier espacio
e o, pedemes hahlin de la convergeneia de sneesiones, Y ol sentido nat-
m o Lost A, es i stueesion en 2% decimos que (4,1, corverge 1un clemento
1 2V v srribimes A, — A, st para enalquier - > 1), existe un mimero
me vl N tal gue para cada natucd # > N, sucede gue HiA, A) <e.

Ahora hien. comao Jos elemento- de 2% son snboonjuntos ¢ X, tambidén
po lemes hahlnr de convergencia en términos de conjunitos. A continnacién
pro-intainos fo notaion clasica de este tipo e vonvergencia.

Doetinician 16 87 i1 1. es una sucesion en 2¥ «nfumesliminf A, - {x €
X paratude - 50, B ()N A, # @ para todos o~ n selve un ndmero finrto
o esd s hmesapd 2 {r € X :opara todn z - 0, D (2) C A, # @ para
v woaficded oo niroinos n} son, respechvument. el limite inferior y ¢!
limite superior de 1o suersidn ().

Por tanto. s r € Foinf A, ent-mees para cinda > 0, es posible encontrar
uosiaeto natural NV tal que B2 )M A, # ¢ pars cadan 2> N A su ves, s
4 limanp A, cntonees pata cada g °- 0, es posible encontrar nn sitheonjinfo
i nito Dade tal gque BAE) O AL 7 @ par eaddn v J. Es elaro entonces
o mmt b e sup AL

Algiias propiedades bisicas e los limires Tateralss se presentan en ¢l
soonlente teorenti.

Tvorema 17 26, fiorema 0.6] Supongamos que (1, €5 ona sueesidn en
SN Entus ees

1. Liemf 4 C Heosnp A,

2. iwd A, y 5 sup A, son subcomjuntos «orrudos de N,
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3. 'msup A, # 2.
4. s (A, N es uno subsveesion de (A,)n entoneces:

fa) iminf A, C liminf A, ¥
(h) limsup A,,, C limsup A,.

La nocidn de convergencia en términos de conjuntos se presenta en la
siguiente definjcion.

Definicién 18 Decirnos que una sucesién (A,), en 2X converge e un ele-
mento A € 2%, y escribimos limA, = A, si liminf A,, = limsup A, = A.

Fn 26. Teorema 0.7], se prueba que la convergencia de una sucesion con
respecto a la métrica de Hansdorff, es equivalente a la convergencia de la
stieesidn en términos de conjuntos. En otras palabras, 4, — A si y sélo si
limA, == A. En este trabajo haremos con frecuencia uso de este resultado.

A contimiacidn, enunciaremos sin priueba, un resultado que relaciona los
limites latcrales con las sucesiones.

Teorema 19 [I. Teorema 1.5 Supongamos que (A,). es una sucesién en
2Y  Entonces:

1. r € iminf A, =1 y sdlo si, existc una sucesion (zn), en X tal que
s € Apporeacaden €N gz, — o,

2. ¢ € limsup A, s y sdlo si, ensten una sucesion de mimeros naturales
ny < ny < --- y puntos ., € A,, para cada k € N, tales que z,,, — .

A contimmacion enunciaremos una serie de resultados basicos con respecto
a la convergencia de sncesiones.

Teorema 20 Supongamos que A, B € 2% y sean (A,)n ¥ (By)n dos suce-
stones cn 2% tales que A, — A y B, — B. Entonces:

1. st A, C B, para cada n € N, entonces A C B,

2. st A, NEB, # @ para cada n ¢ N, entonces ANB #£ @.
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3. A, -y AL,

Demaostracion. Parw probua 1, tonr i - 4y st e = 0. Como
iminf A,y - A existe N e N-alque Boiv) 1, ¢ piva cadan > N,

luego. B ()N, F @ paracidan > N v eviouees, a € Himinf B,, = B.
Fsto praeba que A ¢ 13,

Para probar 2. tomemos, para cada numiero natural 2., nn punto z,, €
A, 03, Por la comparidad de X existe ana snbsneesion (xq,, )y de (z.),
que converge a un punto x € V. Entonves. apheando el Teorema 19, €

limsup A, Ay rxr < limsupB.,.= B. Deesta maera Ar' B # &,
p Y P

Finalmente., para probar 3, tomemos > 0 Como A, - Ay B, - I3
existe wn mimero natural N tal gne H(A,. 1) - v H(B,, I3) < € para cada
n > N. Por tanta. s n > N entonees tenvmos. por ol Teorema 7, que

A UB, N AUN( . I3y N(,AuUR)
¥y qie
AUBC N AYUN{e 15,) - Nie A U3,
Por tanto, H(A, JD,,AU3) <e. En consconencin A, J B, » AUB. 1

En el siguiente resultado, veremos unit iancra de construir subeonjuntos
ibiertos (respectivamente, cerrudos) en 2% a partir de snbeonjuntos abiertos
(respectivainente, cerrarios) de X, Dicho teorema es, con frecuencia, de gran
utilidad en fiv teorfn de los hiperespacios, v e e~1c frabajo 1io es la excepcidn.

Teorema 21 [I1, Trorcina 1.8 Supongamnos g {1 2 X y definamos:

Al

_ X .
H_{AGQ Acl

fC:{.iezx:A"ll’ m}.

Entonces H y K son abiertas en 2% < i o« ubnrto en X, y sun cerrados
en 2% st U es eormdo on X.

Como una aplicaion del ~eorema anterion  podemos probar que si un
ahierto de X conticne aun clemento de 23 citonces entre ellos oxiste una
rmuhe. Mis precisamento, tenemos el signwnte feorema.
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Teorema 22 Supongmnoes que U es un abierto en X tol que A C U pura
algiin elemento A € 2%, Entonces enste £ > 0 fal que N(e. A) C U.

Demaostracién. Definamos H = {A s2Y L AC U}. Por ¢l teorema
anterior, M es abicrto en 2%, Por tanto, existe £ > 0 tal que B,(A) C H.
Tomemos un punto # ¢ N{e, A) y consideremos of conjunto B = AU {a}.

Es claro que B € B {A4), asi que B C U. Lnego @ € U y. de esta manera.
resulta que N{z, A) ¢ U. »

1.4 Funciones Especiales.

1.4.1 Introduccion.

En la teoria de los continuos, existen ciortas funciones importantes gue n-
volucran a los hiperespacios de un continuo X. Nos referimos a las funciones
de Whitney, la funcién unién, las funciones inducidas entre hiperespacios
y los arcos ordenados. En las siguientes subsecciones, definiremos dichas
funciones sin llegar a estudiarlas con detalle.

1.4.2 Las Funciones de Whitney.

En 1933, Hassler Whifney construyd ¢n un articulo ajeno a la teoria de
los hiperespacios ([30!). una funcién continua w : 2% — [0, 00) con ciertas
propiedades que enunciaremos méas adelante. En 1942, John L. Kelley intro-
dujo a la teoria de los hiperespacios, funciones continuas g : 2% — [0,00) con
las propiedades que la fineidn w de Whituey tiene. Dichas funciones han
resultado ser una herramienta muy itil en ¢l estudio de los hiperespacios.

Definicién 23 Sea H un subconjunto de 2%X. Una funcién de Whitney
en H es una funcidn continua pp: H — 10.0c} que satisface:

(a) n{A) =0 s y sélo si A€ HN F(X),
(b) u(A) < u(B) siempre que A, Be H y AC B.

En [26, Teoremas 0.50.1, 0.50.2 y 0.50.3' se muestran las constriceiones
de tres funciones de Whitney, las cuales existen en todos los hiperespacios.
Cabe senalar que, cn la practica, nno no suele ntilizar una funeién de Whitney
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en partienlar smo sitplemente la cxistenecia de upa fancién o H - (00 )
cor las propedades 1) v ‘b de la lefinicién ansterior, sin importar la forma
en que dicha faneidn se constraye. Esencialimente o que iniporta de las
fin - ones de Wihitneov, 5 que son ma manera de inedin a los elementos de

H

Definicidn 24 Sco b - 2¥ o C X). Une funcidén de Whitney nor-
mualizada g U, o ane funcidn de Whatnoy jooon W tal que p{(X) 1 (y
rnforees 0 p{A) 1 para cada A € W),

Teorema 25 Sia & - 2% o C(X . Entonces fode funcion ¢t Whitney en
W peede pormolo

Demostracion. 51 es una funcidin de Whitney e W entonces ka funcion
!

I iy es una funcion de Whitney normalizada g

b

X1 este trabajo, Ia letra [ denotard al intervalo cerrado {0, 1).

Teorema 26 /26, Loma 1.28] Ses p una funciin de Whitney en 2%, En-
to s pora cado - - U cnisten = le) >0 tel que 1 A, Be2X. AC By
p - piAr ey o tuices H{A J3) <&,

Fu 10810 L. EOWanll Jr. prond que si M oo un snbeonjunto cerrado y
ne vacio de 2% entonees toda funcién de Whitney en H se puede extender
a e funcién de Whitrey en 2%, A confimuwion. escribimos oste resultado
cono nn teorema.

Teorema 27 20, Toonoomoe 16.10 Sean X v continuo y Hoan subconjunto
¢ covda oo cacio Jo 2V Entone s cada funcion dc Whatney in 'H se poede
¢ fooder o one funan de Whitney (n 2%

1.4.3 La Funciéon Unién.

Unir los elementos de un elemento de 227, define una funcion continua de
b . .
2 7 on 2% como se nmestraen el signiente teorenna,

Teorema 28 I, Tiororaa 1.18] Supongamin que A 2 22 4 que a(A) =
L [ "". . A € A} f':n”’l.‘ﬁ‘f‘ &



1.4 FUNCIONES ESPECIALES. 11

a(A)y € 2,
2. 50 A os concen y ANC(X) # B, entonees o{A) € C(X),
3.0 2% . 2Y ey une funeidn confnua.

A la funcion contimia o definida en el teorema anterior, se le llama la
funcién unién en 2¥. De acnerdo con la afirmacién 2. del teorema anterior.,
si restringimos @ a C?(X), obtenemos una funcién contimia de C*(X) a
CLY), lamada la funcién unién en CC(X). Es precisamente a esta funcién
a la gue nos referiremos en este frabajo.

1.4.4 La Funcién Inducida.

Toda fuineidn continma entre dos continios X v Y, induce de manera natnral

nuna funcion contina entre los respectivos hiperespacios de X y Y, segiin se
muestra en o signiente teorema,

Teorema 29 Supongamoes qur f: X — Y es una funcion continua. Si paro
calla A €. C(X) definimos C{f)(A) = {f{a) : a € A}, entonces C(f){A) €
CYY yla funcion C(f) : C(X) — C(Y) ast de finida, es continua.

Demostracién. Probaremos primero que C{f)(A) € C(Y). Para esto,
notemos que Clf)(A)y = flA) C Y, asi que C{f)(A) es un subconjunte no
vacio de Y. Como f(A) es la imagen continua de un subconjunto compacto

voeonexa de X, C{fY(A) = f(A) resulta ser comnpacto y conexo. Por tanto,
CN(A) e CY).

Para probar gque CC(f) es continua, sea e la métrica de Y. Como X es com-
parto. f es en realidad uniformemente continia, asi que dada e > ), existe
& > 0 tal que para toda r,y € X, si d{r,y) < & entonces e (f(x), f(y)) < €.
Supongemos que Hy(A.B) < & y tomemos un punto ¢ € C(f)(A). En-
tonces existe @ € A tal que ¢ = f(a). Como o € N(§, B), existe también
un punto b € B tal que dfa,b) < 8. Por tanto, e(f(a), f(b)) < e. Esto
significa que z = f(h) es un elemento de C(f)(B) tal que e(c,z) < ¢, de
dowdle ¢ € N (s.C{fUB)). Esto prueba que C{f)(A) C N (s, C{(f)(B))
De manera similr se prneba que C(f1(B) € N (e,C(f)}(A)}, v entonces

1, (CUA).CUB)) < £ ¥
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A T fdion C'(f) del teore na anteric: -~ cooce como la funcidon
inducida por f. Fn vista de e GV LA, 2 C(f) se le conoce
“wmbicn como Ia funcion imagen. Sinem i 1 ¢ te trahajo utilizaremos
oara C(f) el nombre de funcidn inducida por

1.4.5 Arcos Ordenados.

Lo de Tas razones por Ia gue la teoria de los luperespacios es tan bella, se
Hdehe quiza ala existencia de los arcos ordenados. Con ellos se prueba, por
cjemplo, que los hiperespacios 2% y C{X) de an continuo A son conexos por
trayectorias, sin nnportar si X lo es. Tambaen T nocidén de arco ordenado es
rrucinl para caracterizar el hiperespacio de fos continuos que son hereditaria-
mente indescomponibles (ver los Teoremas 59 v 4it}), Hn realidad, en la teoria
e continnos e hiperespacios, existen dos herramientas muy podercsas. La
primera es In existencia de arcos ordenados cn low hiperespacios, y la segunda,
I existencin de las funciones de Whitney

Definicién 30 Sea ¥ = 2%  C(X). Suponyames que A,B € ¥ y que
.1 C B, Un arco ordenado de A a /i en W «s una funcidn continun
Al W tal que A(0) - A, M1) = B y Mwj O At} stempre que s < f.

Piara swsar mas libremente la nocidn de arca vrdenado, algnnas veces den-
fificaremos o un arco ordenado con su mnagen Como 1a funcidn A de la
Definicion 30 es inycctiva, su immagen es un oo, De manera que a veees
denotaremos por A a la funcidn, y ofras a =11 naagen. Esperamos que osto
wnde a gque o lectura de este trabajo sea mds tibeil.

En el siguiente teorema, se muestran condiciones necesiwias y suficientes
o
. \
para gue un subeontinio de 27 sea un arco ordemado.

Teorema 31 [26, Teorvmna 1.}] Sea A un subcontinuo no degenerado de 2% .

Entonces A es un orco ordencdo sty silo «i V.13 € A wnplican A C B o
BCA

En |26, Lemi 1.5], s¢ prueba gnesi A ¢+ un o ordenado en 2%, entonces
NA ¢ Ay UA ¢ A En [26, Teorema 1.61. sc mmuestra que si A es un arco
ardenido on 2% entonces lo: dos punto~ extiemos de A son NA y UA.
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Combinando estos resultados con el Teorema 31. tenemos que un snbeontinuo
no degenerado A de 2%, es un arco ordenado e A ¢ A a B € A st y sélo si
A=NA B=UAy para cualesquicra C. D € A. U D o bien D C C.

En [1. Teorema 1.23], se prucba que existen arcos ordenados en C'(X)
para cnalesquicra A. B con A C 3. Para que exista un arco ordenado de un
elemento A € 2% a un cdlemento 3 € 2%, no basta con que A esté contenido
propinmente en B. Se requicre que, ademis de esto, cada componente de 3
intersecte a A (ver [26, Teorema 1.8°).

Asi como con las funciones de Whitney, en la teoria de los hiperespacios,
lo que en realidad importa de un areo ordenado de A a B, es que es una
mancra contimma de inflar A hasta llegar o 3. No importa tanto el cémo A
se infla a B. sino el hecho de que tal inflada se pnede realizar.

En el signiente teoremna, se muestra que si g : 2X - [0, 0o) es una funcién
de Whithey y A es un arco ordenado en 2%, entonces la restriccién g es un
homeomorfismo.

Teorema 32 (26, Lemn 1.3] Supongames que p : 2% — [0,00) es una
funcion de Whathey, y que A es un orco ordenado en 2% . Entonces la res-
triccion pa es un homeomorfismo.

En el siguiente teorema, utilizamos arcos ordenados para detectar trayec-
torias especiales que evaden a un subcontinuo dado de un continuo descom-
ponible. Recordemos ¢giie un continua X es descomponible, si se puede
escribir como la nnién de dos subcontinuos propios.

Teorema 33 Sea Y un continue descomponible. Supongamos que eristen
dos subcontinuos propios A y B de Y tales que Y = AUB y AN B e CY).
Entonces para cada subcontinuo R de Y, existtna € A, b€ B— A y una
trayectoria en C(Y) de {a} a {b} que no pasa por R.

Demostracién. Supongamos que existe un subcontinio R de Y que no
tiene las propiedades indicadas. Afirmamos que:

1) Rc A
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Eicefectes st por ol contrario ot ¢ A, envone o endiste o prmto #0210
(«  A). Dimemos cnorco ordenada o - f - - €Y e AN B Notemnos
G ol conyunto U (K e CQy)y K cY [it} es aberto en (YY)
y AT D o i Entowces exaste = > 0 tal que /4o ANB) 2 U Porla
continmidad deoa oen b= ) existe & > 0 tal gue = 1) <t < 6 entonces
Frie )n(H Hionlt), AN B} < £, Delimanos (¢ = al: ) Entonces
C s un snteontino de B que eontiene propiamente a0 A0 7 y s tad gue
(¢ BAA BYycl Tinego r ¢ (.

Como ¢ contiene propiamente a AN B, exisle i punto e € O — AN B.
Nrgue O r Hotencmes quec € - AL Fijomnos nupuntoa ¢ AT By sean
= oD C(Y) arcos ordenados de {a} a Oy de {c} 4 O, respectivamente.
Fatonees L faneton - -+ C{Y definida como

n(0t). S0 g
AT RIS s (1.1)
-2y, s Lt

cynna travestoria on C(Y) de {2} a {c}. Como y(t) C Cvaracadat € [
O s Ftenomes qite y es una trayectoria ot (YY) del punto @ € A
Ipunta ¢ - [t 1 que no pasa por R E-to contriadice mustra suposicién
obre el conjnnto J1, y prueba que i € A, Afumamos ahors que

g A

Para vo1 2}, supeuganmos que R ¢ AN K. Fyemos wn puntoa € A - B
cunpuato o B Fs claro que a,b @ /) Sean m, e 0 T — C(Y) arcos
ardenados dJe {u} a Y yde{b} aY, respectivaniente. Entom es, si definimos
ma funcicn - T C(Y) como en (1.1), 1esnlta que y es wna trayectoria en

ClYrdel o e & talpunto b ¢ B — .1 Dada t = [0, 2}, o€ nit)—- R,

ssigue it = Ry dudat e [12, l], hcx(t. 1 deodo ques(t) £ 1. Por
tantn, 4 no pasi par 720 Fsto contradice nuestra supo-icién sobre el conjunto
H y termina L procioa de 23,

Por 2). tenemos que exdste un punto r -2 /Y A1 B. Entonces, dado que
oA rod I Fijemosnpuntoa e 17 By unpunto b € B- A, Sean
Moz D C{Y) areos ordenados de {a} o i3y e {4} a B, respectiviunente.
Eatoners, < Aefininus una funcién ~ : I - - O como en [1.1), resulta gque
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4 e una travectoria en C(Y) de {a} a {6}. Puestoquea e A.be B - Ay.
paratodat € 1. r € R—~(t). tenemos que ~ no pasa por K. Esto nnevamente
contradice nuestra suposicidn sobre Ry termina la prueba del teorema. g

Terninainos esta stibseccion mostrando gue un conjunto de wn sélo punto
no separa por trayectorias ol hiperespacto de los subeontinnos de un continuo.

Teorema 34 SiY csun contrnuo yo € Y, entonces C(Y)—{{a}} es conexo
por trayictoras,

Demostracién. Para ver que C{Y) - {{a}} es conexo por trayectorias,
tomemos dos elementos A, B € C(Y) ~ {a}} Sean ay, g : [ — C(Y) arcos
ordenados en (7(Y ) de 4 0w Y v de B a ¥, respectivamente. Entonces, la
funcién a : 1 -+ C{Y") dada por

%), S0<t<
alt) = o, (2t) si <

Y [SYER]

0(2 -2t). si3<t<

es una trayectoria en C{Y) de A a B. Cumo A # {a} A ¢ {a} asi que
t) ¢ {a} para nmguna. t € [. Similarmente, no(t) # {a} para todat € I.
I’m t.:mm, {a} & a(I). asi que C(Y) - {{a}} es conexo por trayectorias. I

1.5 Conexidad Local y en Pequeno.

Revordenios que un espacio topolégico X es localmente conexo en un
punto p € X, si pari cada snbeonjunto abierto U de X tal que p € U, existe
un subconjunto abierto y conexo C de X tal que p € C C U. Decimos que X
es localmente conexo, si s localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Recordemos también que un espacio topoldgico X cs conexo en pequeno
en un punto p € X, si para cada subronjunto abierto U de X tal quep € U,
la componente C de U7 que tiene a p sitisface que p € Intx(C). Es claro que
si X es localmente conexo en un punto p entonces X es conexo en pequeno
en p.

En [13), Jock T. Goodykoontz, Jr. ¢stndié Ia conexidad local y en pequeno

en los hiperespacios 2% y C(X) de un continmo X, obteniendo los resultados
que a continiacién mencionamos:
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leorema 35 [14. Curolomo 4] Sean X we corcnwo y p € X. Entonees X
soenein op pogeeen e psty Glo st C{N -« e o enpoqueno oo {ph.

Ceorema 36 [1.4. ('uroluriodf Yean X un coitono - p € X, St X es local-
vt coneco e iocitonees C(X) es loca it ronczo en {p}.

Fn (14}, Goodvkoeontz retoms el estudio de la conexidad 1oeal y en pequetio
~11 los hiperespiwcios. y pineba ¢ signiente resultaulo.

Teorema 37 (1. Tioreina 2] Sean X wni cantoiwo a M € C(X). Ertonces
(XY es comeTo en pequenio en M osiy séiv si purn cada subconyunto abierto
"de X otal que M U U, toda siecesion en C( X cuyos elerientos vsten onn-
tontdos en Uy que converge o M, trene la propucdad de que, a partir de crerto
iramenta, los eloimntos de la sucesidn estan rantrnidos en la componente de
I'" que contzene o M.

En otras palubras, C(X) es conexo el pequeno cn M, si para cada sub-
canjunto abierto U de X tal que M C U v cadi sieesién (g}, en C(X) tal
que Mo Uy M, +» M.oexiste N e N tal gue =i C es la componente de [f
tue contiene a A, entonees M, C C paravada 0 > N

1.6 Conjuntos Mutuamente Separados.

Revordemos qute des subconjuntos 4 y B de un espacio topeldgicn X, estédn
mutuamente separados si Cix(A)N S = Gy AnNClx(D) = @. Si
i conjunto € ox o wnidn de Jlos copjuntos nintuamente ~eparados A v 13,
tseribiremos O - A B Los siguientes resultados pertenecen a la Topologia
General, y una prucha de ello. aparece, pon vjemplo en [25], coruo en cada
caso la referencia lo indica.

Teorema 38 [25, Leme 1.4] Supongamos gue X €5 un espacio topolig:co y
que Z en un sibeanunto de X tol que X - 4 A | B. Entonces

1. st Z es cerrudn, ZU A y ZJB son corrados en X,
2. siZ esconern, ZJAyZUB son unras

Portanto, s: X 1 Z son cotinues, enfonre~ ZUA y ZUB son continuos.

Teorema 39 (25, Lewa (6] Sea Z wii «spucio topolégico y sea n ¢ N.
Erterees Z tione of mwenos 1 compom ntes <y silo s posee n subcon-
yuntos cerrados o wacios y ajenos dos o fdos Z.) Zo, ..., Z. toles que

Z ;ZlLJZ‘gu"‘LZ,,.
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1.7 Continuos Especiales.

1.7.1 Introduccidn.

El propasito de esta seecidn, es el de introducir algunos contimos especiales
gne se utilizarin en este trabajo, asi como ciertos resultados bdsicos sobre
cllos. Una parte de este trabajo estd dedicada a los continuos que se llaman
indescompomibles. Otra buena parte, esta dedicada a la deteceién de ciertos
contimios llamados n-odos, asi como e los llamados n-celdas.

1.7.2 Continuos Indescomponibles y Composantes.
Definicion 40 Un continun X es indescomponible s1 no es descomponible.

El sentido commin nos hace pensar que todos los continmos son descom-
pontbles. Sin cinbargo, existen construrciones de continnos que son indes-
componibles (ver por ejemplo {27, 1.10}}. Mds arin, existen continuos tales
que todos sus subeontinuos son indescomponibles.

Definicidén 41 Un continuo X es hereditariamente indescomponible
st todes sus subcontinuos son indescomponibles.

En [27, 1.23] se eshoza la construccién de un continuo hereditariamente
indescomponible.

Si z y y son dos puntos distintos de 1n continuo X, entonces no siempre
e posible encontrar un subcontinuo propio de X que contiene a z y y. Para
muestra, consideremos la cerradira en el plano del conjunto

W= {(aj‘sen (i) ez:a?) 0<z< 1}.

Sea X = Cl:2(W). A X se le llama continuo seno de 1. Si tomamos
a = (0,1) y b = (1,senl), entonces ¢ y b son dos puntos distintos de X y
1o existe ningin subcontinuo propio de X gue los tenga. Asi pues, dado un
punto p cn i continno X, tiene sentido considerar la siguiente definicidn.

Definicidon 42 Sear X un confinuo yp € X. Entonces el conjunto:

w(p) = {z € X : emste un subcontinuo propio A de X tal que p,z € A}

es lo composante de p en X.
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A continmacidn, mcndoenaimes una seri cocosulados asicos sobre las
sipesantes de an continmo ind-sscompon e

Teorema 43 Supnngamaos que X es un coptoioo. Kidonces:

1. cadu rampusante de X es un subconpinto conero y denso en X

2. w1 X es mdesconponible, entonces triene wna ronbidad no numerable de
composante s,

3. w1 X s andeseomaporable, entonces sus compio-antes xon ajenas dos o

dos.

Cemo referencia, 1. aparece probado on [16. Trotemas 3-44 y 3-45]. 2. en
'16. Teorema 3-46] v 3. en {16, Teorema 3-47]. Cuando X es descomponible,
se puede probar que posee exictimente una o tres composantes (ver 27,
Teorema 11.13]) v, mds anin, que X mismo o= siemme nuna composante de X
(ver [27, Lema 11.10). Sin embargo, cn ] presente traba:o no ntilizaremos
vomposantos de contimmos descomponibles.

1.7.3 n-odos y n-celdas.

Dos conceptos ligados en los hiperespacios son los de n-odos y n-celdas.
Cuando uno apirect, también aparece «1 otra v, cn €l presente trabajo, el
motdlo de ir de un voncepto al otro se ntilizard con bastante frecuencia.

Definicidn 44 Sean X un contwnuo y 1. un numere natvral. Un n-odo en
X s un elenento 3 € C(X) pora cl cuol ¢ niste am sulcontinuo A de B,
Hamaudo el corazon de B, tul que B - A trene ¢l menos n componentes.
Derines gque an contineo X e- atriodico & o contiene J-odos.

Como una conscenencia inmediata dol Teorema 11, tenemos el signiente
resultado.

Teorema 45 Scan X un cortinuo, € » U ¢ p ¢ X. FEntonces enste vn
elemento T € B ({p}) tal que T es un n-mle w1 y solo s1 B.(p) contiene un

1-ndo.

' ejemplo nuny espedial de n-odo o~ of Hlniado r-odo simple.
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Definicion 46 Sean X un continuo y n un nidmero natural. Decimos que
X es un n-odo simple con vértice p € X, si X es un n-oido tol que:

1. el corazén de X es el conjunto {p} y

2. X — {p} posce yusto n componentes Cy, ...,Cp y, para cada i € N,
;U {p} es un arco.

Definicién 47 Seon un numero nateral. Unan-celde es un espacio homeo-
morfo a I".

Uno de los resultados elementales gue relacionan las nociones entre n-odo
y n-celda, dice que si un continuo X vontiene un n-odo, entonces el hiperes-
pacio C{X'} contiene una n-celda. A continmacién probamos mn resultado un
poco mas general.

Teorema 48 St un contnuo Y contirne un n-odo, entonces el hiperespacio
C(Y) contiene una n-celda. Mds ain, si K ¢s un subcontinuo de Y y T es
unn-odo tal que T € B%(K) pare alguna ¢ > 0, entonces es posible construwr

una n-celda T en C(Y) tal que T ¢ T C B, (K).

Demostracién. Supongamos que Y contiene un n-odo T y que existen
e >0y K € CY) tales que T ¢ By(K). Como T es un n-odo, existe
B € C(T) tal que T — B tiene al menos » componentes. Esto implica
que existen n conjuntos ro vactos y mutuamente separados B, Bs,..., B,
tales que T'— B = ByU By U---U B, (Teorcma 39). Entonces para cada
i =1,2,...,n, BU B, es un subcontinuo de T (Tecrema 38), por lo que
podemos tomar un arco ordenado A, : [ —» C(T) de B a BU B;. Definamos
ahora nna funcién h : I -» C(T') como

h.(t],tQ, - ,tﬂ) = ’\l(fl) U Ag(tg) u---u An(tn)

Entonces h es continua (Teorema 20), h(0,0,...,0) =By

h(l,l,...,l):Bu(OB.):T. (1.2)

1= 1

Afirmamos que

1) h es inyectiva.
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Para vt 1Y suponzvmos gque (8. ... trvie oo oo, son dos pian-
te - distintos e £, Fntonees existe 2z € {1,200 'a qued # . Sapon-
msas, sin perder ceneralidad, que t < orL Patonees. comn A, es v ireo
onlenado, resubta gne Ae) € Atry). Tomewes + ¢ 5,00,)  A(t). Como
B o At tencmosguexed B Six s Mt At Zo--UM (L), entonwes
existe J F o tul qnv s CA(H). Lucgoz € BJ. By como v ¢ 14, se ticne que
» 7 B30 Abore hien. porunaparte x € A(r,) M\ {1) asiquer € BUB. Por
ofra. w ¢ 1.y entonees 7 € By, Esto impliea que ¢ H; 01 B, lo cnal s ab-
stndo va e f4, v I3, son ajenos. Eotonces bt 1, . 1) # h T ST Fn)-
v sl Boes invectiva,

‘Tomenes ahora nn punto {ry.7r. ... 7 ) ¢ 17 tal que, para cada ¢ =
| I oo ly

C' iz h("‘la"?! ..,'rn) ¢ ii_,(r)'

Fautones

HIR,C)<HK.T)+(T,C) <, «; = ¢ (1.3)
Hagamos - et [ 1) POT 1), o ) x e %
1 > T ¢ imveetiva, y por (1.2), f{1.1.... 1) == T. Por tanto,

T fUle 1 2 U xe-x [y 1)) es i ooecdda en C{Y) que tiene a T
“Lis anin

9 T¢ BRIV

En eficto, sea ittt} € m, 1) %m0 %o x [P 1) Para cada
c{1.2.... »},
M) < BUB, T

asioque
Flro s ot s MU () U ML) ST C Nie, &)

Por ofra parte, par (1.3} y e: hecho de que (0 ¢ f ity tp, ..., 8, ). tenemos
ghe

KcNEC TN, frrot ... %)
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y de esta manera, f(t),12,...,t,) € B.(K), ecnmpliéndose 2). 3

El problema de si el inverso de! resultado anterior es cierto, estuvo abierto
durante muchos anos hasta que, en 1988 A. Illanes lo resolvio afirmativamente.
Asi, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 49 (18, Teorema 1.9] El hiperespacio C(X) de un continue X
contiene n-celdas 51 y sclo st X contiene n-odos.

1.7.4 Una Dendrita sin Arcos Libres.

En el Capitulo 8, ntilizaremos una dendrita I que conviene mencionar en
este momento. Pero antes, definamaos lo gne es un dendrita.

Definicidn 50 Un continuo X es unicoherente, s: para cualesquiera dos
subcontinuos A y B de X tales que AU B = X, resulta que la interseccion
AN B es coneza. X es hereditariamente unicoherente si todos sus
subcontinuos son unicoherentes.

Definicién 51 Un dendroide es un continuo hereditariamente unicohe-

rente y conexo por trayectorias. Une dendrita es un dendroide localmente
conexn.

Definicion 52 Un arco libre en un continuo X es un arco o C X tal que
el inferior de o en X es no vacio.

En vista de que una curva cerrada simple no es unicoherente, tenemos
que una dendrita no contiene curvas cerradas simples. Construir dendritas
es sencillo, basta por ejemplo tomar un arco o un triodo simple. Existen

también dendritas sin arcos libres. A contimiacién veremos una manera de
construirlas.

Consideremos, en el semiplano superior de R?, el triodo simple
Dy = ([-1,1] x {0}) U ({0} x [0,1])

Es claro que D; estd constituido por tres segmentos de recta, a saber
(-1,0} x {0}, [0,1] x {0} ¥ {0} x [0,1], como se muestra en la Figura 1.1.
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. (0,1)

D,

(-1,0)  (0,0) (1,0,
Figura 1.1:

Par el punto medio de cada uno de estos segmentos. fracemos wn segmento
prrpendicular @ ellos. A saber, tomemos a 1), como ol continno:

oo ({ 4 pA) o ()< ) o (1)

Notemos que D) estd constituido por 9 sepmentos de recta. como se miues-
tiaen la Figura 1.2

. (0,1)

.

(-1,0) _’(ofd)' | (1,0)

Fignra 1.2:

Por ¢l punto medio de eada une de estos seginentos. tracernos un segmento
pequeno, perpendiculir a ellos. La Figura 1.3 nimestri al continuo Dj:

Continuando con este procedimiento, obrenenios nna sucesidn creviente
D.), de dendritas. Para cadan € N, la dendrita £, ann posee arcos libres,
pero st definimos:

ned

D = Clg (U I),,) (1.9)
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- D3

(- 1., 0)-, . (0: O)... .- - .( 1: 0}

Figura 1.3:

entonces /) es una dendrita que no contiene arcos libres { ver {8, p. 490]).
I'sta dendrita la utilizaremos en la seccién 8.3, para probar que la clase de
s dendreides no estd C-determinada.

1.8 Propiedad de Kelley.

St X es wn continio entonces el hiperespacio C(X) de X no necesariamente
es contrafble. Una propiedad topolégica sobre X, que implica que C(X) sea
contraible. es la propieded de Kelley.

Definicién 53 Un continuo X tiene la propiedad de Kelley s1 para cada
£ > 0, enste & == §(e) > 0 tal que parn todo a,b € X con d(a,b) < § y para

todo A € C{X) con a € A, existe un elemento B € C(X) tal que b € B y
H(A,B) < ¢

Una manera de ver que si X tiene la propiedad de Kelley, entonces C{X)
es contraible, es la siguiente: consideremos una funcién de Whitney p :
C(X) — [,0c) y, para cada (A, t) € C(X) x {0, 00), definamos

LA = U{K e C(X): ACK y (K} =1t}, sip(d)<t, (1.5)
e A, si u(A) >t .

En [1, Teorema 3.10}, se prueba que para cada (A,t) € C(X) x [0,00),
L.(A,t) € C(X). Por tanto, L, : C(X) x [0,00) = C{X). Mas ain, es facil
ver que L,{A,0) = Ay L,(A, (X)) = X. Asi que, para que L, resulte
ser una contraccién, sdlo falta verificar que es una funcién continua. En
{1. Corolario 3.4}, se prueba que cnando X tiene la propiedad de Kelley, la
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unweidén Ly, es continua De esta manera, (") X ) o~ contraible cnando X ticne
‘i propiedad de Kelley, En {1, Teorema 3.11 . =« prieba cue si A € C(X)
rutonces Ly(A,t) ¢ L.(A,s) siempre quet < s v f.s €l

La funcién L, scrid de gran utilidad en o] Capitulo 8.

1.9 Golpes en la Frontera.

Terminamas este capitulo mencionando uno i los teoremas importantes de
I teorfa de los contipuos. Este dice que las componentes de un conjunto
llegan hasta su frontera.

Teorema 54 (De Los Golpes en la Frontera) :27, Tearemo 5.6/ Sean X
an continue y E un subronjunto propio y ne vacio de X. §5i K es una com-
ponente de E entonces Cly(K)N Frx(E) # o

Gracias al teorema de los golpes en la frontera se puede probar, por
¢jemplo, que existen arcos ordenados en 2% 1'na consecucncia del teorema
tle los golpes en la frontera, ed la existencia de subeontimios propios y no
dlegenerados en todo continuo X {afirmacidn nada evidente). Mas ann, si X
os un continuo y A y B son subcontinuos de X tales que .1 C B, entonces el
tcorema de los golpes en la frontera, garantiza 1. existencia de un subcontinio
C de X tal que A ¢ C ¢ B (ver por ejrmplo i27, Corolario 5.5] y la parte
(21) de [26, Teorcma 1.8]).



Capitulo 2

Continuos con Hiperespacio
Unico.

2.1 Introduccion.

En el capitulo anterior, presentamos las nociones fundamentales para este
trabajo. En la subseccion 1.2.2, definimos el hiperespacio C(X)de los sub-
continuos de un continuo X. Como probaremos en el siguiente teorema,
continuos homeomorfos poseen hiperespacios de snbcontinuos homeomorfos.

Teorema 55 Supongamos que X y Y son dos continuos homeomorfos. En-
tonces los hiperespacios C(X) y C(Y) son homeomorfos.

Demostracién. Sea f : X — Y un homeomorfismo. Por el Teorema
29, la funcién inducida C(f) : C{X)} — C(Y') es continua. Si K es un sub-
contimio de ¥ entonces f~!{K) es un subcontinuo de X y C(f) (f~}{K)) =
F(f~YK)) = K, asi que C(f) es suprayectiva. Para ver que C{f) es inyec-
tiva, tomemos dos subcontinuos A y B de X tales que C{f)(A) = C{f)(B).
Entonces f(A4) = f(B), por lo gue A = f~Y(f(B)) = B y, con esto, C(f)
es inyectiva. Tenemos entonces que C(f) es una funcién continua y biyec-
tiva del compacto C(X) al espacio Hausdorff C(Y). Por tanto, C(f) es un
homeomorfismo. §

El reciproco del teorema anterior no es cierto. Para esto, haremos ver
que C(I) es homeomorfo a C{S!), mostrando que ambos espacios son 1na
2-celda.

25
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Una maners de mostrar que (1) es unt 2-celda e- la sig iiente: notemos
e cada subceontinuo de [ es de la forma [n.,h], cont<a<b<1, porlo
e podemes definir una funcién f : C{I, — B- por f(le, ]} = (0.b). Es
tlaro que la funcién f asi definida es inyectiva. No es dificil probar que f os
ana funcion contini. Puesto que C{I) es compacto y R? ox un espacio e
Hausforfl. f es un homeomorfisino en su imagen, que denotaremos por F.
Naturalmente, F - {{e,b) e R?: 0 < a < h < 1} es un tridngulo en E2 con
vértices en Jos puntos (0,0),(0,1) y (1,1). Por tantn, C(I) ¢+ homeomorfo a
licho triingulo F, que por supuesto es una 2-celda.

Para vur ahora que C(S?!) es una 2-celda, notemos que cada subcontinno
nropio de §' es un arco de circunferencia A. (ue estd completamente de-
terminado por su longitud {(A) y su punto medio m(A4). Sea D el disco
acotado por S! descrito en coordenadas polares. Si para cada subcontinuo
propio A de 5!, definimos Bin(4, como el angitlo forinado por cl eje polar y
¢l segmento de recta que une al polo con el punto m(A), entonces podemos
definir una funcién g : C(S') — D como g{A) - (9,,,(A),l = %—ﬂl) si A #£S!
v (8 - {0.0). No es dificil probar que la funcién g, asf definida, es un
homeomiorfismo. Por tanto, C(3') es homeomorfo al disco D, que claro estd
es una 2-ceidin Como consecuencia de esto, los espacios no homeomorfos T
v S! tienen hiperespacios de subcontinuos homeomorfos.

Existen. sin embargo, familias de continiuos cuyos elementos satisfacen el
reciprovo del teoreina anterior. Este tipo de familias son de interés ¢n este
trabaio. Asirnismo, cstamos interesados ety la determinacién de continuos X
con kit iespecie dnico, vsto es, con la propiedad de que si Y es un continuo
tal que ('{ X} vs homeomorfo a C(Y), entonces X e« homeomotfo a Y.

2.1.1 Continuos C-determinados.

Como mencionamos er la seccidn anterior, existen familias de continnos
cuyos clementos cumplen el reciproco del Teorema 55, Dichos continuos

<¢ dicen e ostdn C-determinndos. Mas precvisamente, tenemos la siguiente
definicion.

Definicidn 56 Los micmbros de una clase de contivues A ¢stén C-determi-
nados, =i coda v gue demos dos elementos XY € A tales que C(X) es
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homeomorfo a C(Y), sucede que X es homeomorfo a Y.

La nocion de continmos C-determinados, fie introducida en 1978 por Sam
B. Nadler, Jr. lnego de que en [26, Teorema 0.60], hizo ver que los conti-
nuos hereditariamente indescomponibles estdn C-determinados. En [9, Teo-
rema 9.1}, R. Duda probé que las gréficas finitas que son diferentes del arco
y la curva cerrada simple, estdn C-determinadas. Este resultado se men-
ciona también cn [26, Teorema 0.59]. Posteriormente, en [26, Pregunta 0.62],
Nadler realiza la siguientes preguntas:

Preguntas: ;Qué otras clases de continuos, aparte de las mencionados
en (0.59) y {0.60), estdn C-determinadas?, jes cierto que la clase de los
contimios encadenables estd C-determinada?, jes cierto que la clase de los
continos circularmente encadenables estda C-determinada?, ;y la clase de los
abanicos?

Al respecto, en 1979, Carl Eberhart, Jr. y Sam B. Nadler, Jr. probaron
que los abanicos suaves estdn C-determinados (ver {12, Corolario 3.3]). En
1997, Sergio Macias probd que los continuos indescomponibles tales que todos
sus subcontimios propios y no degenerados son arcos, estan C-determinados
{ver [24, Teorema 3]). En cse mismo aito, Alejandro Illanes probé que los
continuos encadenables no estdn C-determinados (ver [21, Teorema 2]}, res-
pondiendo asi en negativo a la segunda pregunta de Nadler. En [22], Alejan-
dro Illanes probé que los abanicos no estdn C-determinados, respondiendo
asi en negativo a la cuarta pregunta de Nadler. El problema de si los con-
tinuos circularmente encadenables estdn C-determinados, permanece aiin sin
respuesta.

En resumen, las clases de continuos que se conocen estan C-determinadas,
son las sigitentes:

1. Gréaficas finitias diferentes del arco y la curva cerrada simple.
2. Contitmos hereditariamente indescomponibles.
3. Abanicos snaves.

4. Contimos indescomponibles tales que todos sns subcontinnos propios
y no degenerados son arcos.
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Uno de los propdsitos de estz trabajo oy alingar 1a lista anterior. Al res-
pecto, verernos que las sigiientcs clases de continmne estan C-determinadas:

5. Compattaciones métricas del espacio (0.~ ) con resid'to no degenerado
(Teorema 118).

6. Aquellos gue se pueden escribir como dos compactaciones métricas de
semirayos ajenos, ambas ron el mismo residuo {Teorema 126).

7. Compactaciones métricas de la recta real con residuo no degenerado
(Teoremas 134 y 154).

2.1.2 Continuos con Hiperespacio Unico.

Una especie de generalizacién o la nocién de clases C-determinadas de con-
tinuos se da en la siguiente definicién.

Definicién 57 Decimas que un continuo X liene hiperespacio tnico, st
cade vez que Y seo un continue tal que C{X) ¢» honmeomorfo a C(Y'), resulta
gque X es homeomorfo a Y.

Como ya mencionamos anteriormente, el objetivo principal del presente
trabajo, es €] de la determinacién de continuos con hiperespacio tinico. Na-
turalmente fos primeros contiruos por analizar, son los hereditariamente in-
descomponibles y las grificas finitas diferentes de un arco y de una curva
cerrrada simple (pies como viinos en la seccion 2.1, el arco y la curva cerrada
simple no ticnen hiperespacio tinico}. En Jas siguientes secciones, veremos
que dichos continnos ticnen hiperespacio 1inico.

2.2 Hereditariamente Indescomponibles.

2.2.1 La Estructura de C(X) cuando X es Indescom-
ponible.

La seccion (1.C) del libro de Nadler ([26)), lleva por titulo el mismo que le
hemos dado a esta subseceién. Por consiguiente, mencionaremos sin prueba
los resultados a utilizar en ls siguiente subseccidn, remitiendo al lector al
libro de Nadler para las demostraciones de los mismos.
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Teorema 58 26, Teorema 1.51] Un continuo X es indescomponible si y
s6lo st C(X) — { X} no es conexo por trayectorias.

Recordemos que para cualquier continuo X, el hiperespacio C(X) es
conexo por trayectorias. Por tanto, si A, B € C(X) entonces existe una
trayectoria @ : I — C(X) de A a B en C(X). Bien podrian existir otras
trayectorias de A a B en C(X), o bien, « podria ser la vnica trayectoria
de A a B en C(X). Cuando esto 1iltimo sucede, X resulta ser hereditaria-
mente indescomponible. Mds aiin, esta propiedad de hiperespacio caracteriza
a los continmios hereditariamente indescomponibles, como se mencicna en el
siguiente teorema.

Teorema 59 (26, Teorema 1.61] Un continuo X es hereditariamente indes-
componible si y solo st C(X) es dnicamente conero por arcos, es decir, si
dados A, B € C(X) con A # B eziste sélamente un arco & uniendo a A y B
en C(X).

Podernos decir aiin més. A saber, si X es hereditariamente indescom-
ponible, A,B € C{X)con A# Byaesunarcoqueunea Ay a B en C(X)
entonces « es un arco ordenado en el caso en que A C Bo B C A, o bien o
es la unién de dos arcos ordenados @, y g, en donde @) vade A a oy y

ay vade B a|Jay, cuando A¢ By B¢ A. Lo anterior lo enunciamos en el
signiente teorema.

Teorema 60 (26, Corolario 1.62] Sea X un continuo hereditariamente in-
descomponible. Si a es un arco en C(X), entonces

1. a es un arco ordenado en C(X), o bien

2. a = mUay, en donde ay y ag son arcos ordenados en C(X) tales que
a; Moy = Ya.

El resultado que a continuacién presentamos, es la clave para la prueba de
que los continnos hereditariamente indescomponibles estin C-determinados.
Dicho tcorema dice que para estos continuos X, los puntos de corte de un
arco en C(X), son justo los subcentinuos no degenerados de X

Teorema 61 Sea X un confinuo hereditariamente indescomponible. FEn-
tonces un subcontinuo A de X es un punto de corte de un arco en C(X) si
y solo s1 A ¢ Fy(X).
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Demostracidn. | ») Supongamos gue N\ .- nn «contira 0 hereditiria-
n nte indescomponible v que A4 es un sub:contame e X, Supongamos
aemds, e existe un arco A en C'(X) tal gnue .1 s nn punto de corte de A.
Py oel Teorrma 60, A o3 un arco wdenado 1 (V1o A=1.Uay; donde
a y ¢y son arcos ordenados en C{X) con oy 1 - UAD ST A ¢ Fi(X)
o tonces A s un extremo de cualguier areo ordenaelo e lo tenga. Sea emal
s la forma de A {1 arco ordenado o la unidn de dos arcos ordenados),
o tenenos que A es un extremo de 4. De estic contradiceion se deriva que

;L R(X).

{«=) Para probar la segunda parte del teorcma. supongamos que A ¢
¢ X)) Mostraremos yue existe un arco A en (71 V) tal que A es un punto de
¢ utede A St A £ X, entonees fijemos un pinto ¢ € Ay tomemos dos arcos
¢ Lenades 0vap o - CUX), o de {a} o1y o dr A a X, Definamos
e (I L aylY. Fntonces A es un arco ¢ ('(X ' y, cono A no es un
1 unto extremo de A, resulta que A es un punto de corte de A.

Supancamos shoraque A = X . Tomemos o v 1 on diferentcs composantes
o Xy arcos ardenades g, a0/ — C(X) oy de {o} a X y ap de {b} a X.
wtonees T fneion o0 I > C(X) definida por i) - eq(2)si0<t < Jy
) a2 2t} , <t <1, es una trayectoria de {a} a (6} en C(X) tal
e X ¢ afl). Debide a gie a y! se enciient ran 1 difi rentes composantes de
v sieede, por ol Teorema 13, gque aq(I)Na( {X}. Por tanto, A = a(l)
cun arca o1 C(X; v como A no es un punte extren o de L4, resudta que A
cun purto de corte de A, Esto concluye la pricha del teorema. §

Teorema 62 . Troren:a 0.6 La clase /& o~ ront.nuos hereditariamente
Cdesearnpnnihles vstad C-determmada.

Demostracion. Sean X y Y dos contivuos hereditariamente indescom-
ponibles tales que (O X) y C(Y) son horeomotfos. Supengamos que b e
(1Y) »C(X) es un homeomortisimo. Afirmamos que

1) B (F (YY) = F(X).
Para ver 1), tomemes un punto y € Y o =en 4 = R({y}). Si A ¢ F (X}

cotonees, por el Tearema 61, «xiste un arco A en C(X) tal que A es un
punto de corte de A, Luego, F = h™}{A4) o= unarco en C(Y) tal que {y}
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es un punto de corte de B, Por tanto, {y} ¢ Fi(Y), segiin el Teorema 61.
Puesto qite esto es vn absurdo, A € Fi{X). De esta manera, h{F,(Y)) C
F1(X). Andlogamente se prueba que F1{X) C h(F1(Y)). Esto muestra 1) y,

como consecitencia de esto, Fi{Y') es homeomorfo a F;(X). Por tanto, ¥ es
homeomorfo a X. g

Teorema 63 Los continuos hereditariamente indescornponibles tienen hiperes-
pacio 4ntco.

Demostracién. Supongamos que X es un continuo hereditariamente
indescomponible y que Y es un continuo tal que C(X)} y C(Y) son homeo-
morfos. Por el Teorema 59, C{X) es tinicamente conexo por arcos. Asi que
C(Y) es tawbién iinicamente conexo por arcos. Entonces, aplicando nueva-
mente el Teorema 59, resulta que Y es hereditariamente indescomponible.
Luego, por el Teorema 62, sucede que Y es homeomorfo a X. §

2.3 Graficas Finitas.

Definicién 64 Uno grdfica finita es un continuo que se puede escribir
como la union de una cantidad finita de arcos, tales que cuelesquiera dos de
ellos, son disjuntos o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos exiremos.

En el artienlo [9], R. Duda probé el siguiente teorema.

Teorema 65 (9, Teorema 9.1} Le cluse de las grdficas finitas diferentes del
arco y la curva cerreda simple estd C-determinada.

En esta seccién probaremos que las gréaficas finitas tienen hiperespacio
nnice, Para esto, utilizaremos los resultados que se enuncian, sin prueba, en
el siguiente lema.

Lema 66 Supongamos que X es un continuo. Entonces
1. C(X) es localmente conezo si y sdlo st X es localmente conezo,

2. la dimensién de un continuo localmente conezo C(X) es finita si y solo
51 X es una grifica finita.

3. C(X) es un continuo localmente conezo y de dimensidn finita si y sdlo
st X es una grdfica finita.
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A modo de referenenn, la airmacion 10 doi leria anterior, se debe a
Vietoris ¥y Wazewskl y se encientra en (20, Torera 190, 2, se debe a

iKelley y aparece en [26, Teorema 1.109]. Foahmente 3. es nna consecuencia
nmediate de 1.y 2,

Teorema 67 Las grificus finites que no ~on toons m curcas cermdos sim-
ales, tienen hiperespocio dntco.

Demostracién. Supongamos que X ex una gréatica finita que no es un
arco ni una curva cerrada simple. Sea Y oun coutinio tal que C(X) y C{Y')
son homeomorfos. Como X e localmente conexo. resulia por la parte 1.
del Lema 66, que C{X) ¢s localmente conexo. Fntorices C{Y) es localmente
conexo. Ahora bien, como X er una grafica finita. por la parte 2. del Lema
66, C{X) tiene dimension finita. Entonces /{}) tiene dimensién finita. Por
tanto, aplicando la parte 3. del Lema 66, resulti que Y oes una grafica finita.

Si Y es un arco o una curva cerrada simpl entonces, como ya hemos
visto, C(Y) es una 2-celda. Luego, C(X ) ¢+ nua 2-elda. Esto implica que
X es una gréfica finita que no contiene 3-rwlos. pues de lo contrario, C(X)
contendria 3-celdas 1o cual es imposible (ver Teeremia 49). Luego, X es un
intervalo o nna curva cerrada simple, y esto v absindo., Por consiguiente, ¥
tiene que ser una grifica finita diferente de un arco y de na curva cerrada
~imple. Entonces, por el Teorema 65, ¥+ homeomorfo a X, a

Como ya vimos, el arco y La curva cerrada sunple comparten sn hiperes-
pacio de subcontinnos. Como consecuencin del signiente teorcma, si X es
un arco y Y una curva cerrada simple, cntonces Y oes el (inico continuo no
homeomorfo a X tal que los hiperespacios ( (V) y (Y son homeomorfos.

Teorema 68 Scog X ui arce. SiY es un continun tal que C(X) y C(Y') son
homcomorfos, entonces Y es wn urco 0 unu curva cerrada simple.

Demostracion. Sean X un arco y ¥ un vontinuo tal que los hiperespa-
cios C(X) y C{Y) son homeomorfos. Come X s una grafica finita, por el
Teorema 66, C{X) es localmente conexo v de himensién finita, Por tanto,
C(Y) es localmente conexo y de dimen=1'n fnnta. Fntonces, aplicando de
mievo el Teorema 66, Y es una grafica hnea. Si Y es diferente del arco y
lis curva ecrrada simple entonces, por el Teorema 67, X e homeomorfo a Y.
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Entonces, en particular, X no es un arco, lo cual es absurdo. Por tanto, V
05 un arco o una curva cerrada simple. §

De manera similar se prueba el signiente teorema.

Teorema 69 Sea X una curva cerrade sumple. 51 Y es un continuo tal que
C(X) y C(Y) son homeoinorfos, entonces Y es un arco o una curva cerrade
stmple.

Asi pues, si X es una curva cerriada simple y ¥ un arco, entonces Y es el
1inico contintto no homeomorfo a X, tal que los hiperespacios C(X) y C(Y)
son homeomorfos.



Capitulo 3

2-celdas y Triodos.

3.1 La Orilla de una 2-celda.

Definicion 70 Una 2-celda en un espacio topoldgico X, es un subconjunto
de X homeomorfo al cuadrado I x I. Si D es una 2-celda en X y si h :
I x I — 1) es un homeomorfismo enfonces el conjunto

o{D) = {y€ D :y=h(z) pora alguna z € Fre:(I x I}
= h{Frea(I x 1))

se define como lo orilla de D.

Notemos que o(D) es un subconjunto cerrado de X. En esta seccidn,
probaremos que si D es una 2-celda en X y T un arco en X tal que T N
o(D) = &, entonces T'N D no separa a D. Antes mencionaremos una serie
de resultados, la mayoria de ellos probados en [17), como en cada caso la
referencia lo indica.

Definicién 71 Une funcidn continua f : X — Y es inesencial st es ho-
motépica a una constante. Si f no es inesencial entonces se dice que f es
esencial.

Lema 72 [17, Teorermna VI.13, p.100] Un subconjunto compacto C de R™
desconecta a R™ si y sélo si eriste una funcion esencial de C ¢ S™'.

35
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Lima 73 (17 Tcorome VI, p.8] Un espacin X fin dime.sidn < 1 sy
sc'u st paia colde seheaopunto cerrade C de N o cuda | ncién vontinug | de
Coor 8 coste upon ertension de f o X,

Lema 74 01 Teonme 6.1, p 223 Toda funciin contiqua de un arco K en

S es wmesencial,

Teorema 75 Supongoinos gue I es una 2-celdua v un espacis topoldgien X,
ST esunarcoen X tal que TC o(D) = @, ¢ntonces TN D no separe por
toagectorias o 1D

Demostracién. Supongamos que T N 1) separa por trigyectorias o D,
Como 12 «s una 2-celda en X, existe un homeomorfismo h @ I x I -+ D.
I ntonees o comjunto £ = A7 (T N D) separa por trayectorins a [ x 1. Ya
cne [ x [ s localmente conexo por trayectorias. esto significa que E separa
o £ I {106, Teorema 3-16]). Mds ain, afirmamos g

1) K desconeeta a B2

En cfecto, coma E separa a 1 x I y es un subeonjunto cerrado de 7 x [,
-xisten dos subeonjuntos abiertos, ajenos y novicios Iy Vode I x I tales que
Ixl)—#- "LV, Como T'No(D) = @, sucexle que ENot! x1):: @. Por
ranto, ofl % ) cs un subcontinuo de R? contenuloen (I x 1) - E:=: U UV,
\sf que. =i perder peneralidad, podemos suponer gque of I x f) € UL Luego,
a2 U 20 Afirmomos ahora que

1.1) V ¢x ubierto en R?.

Para vt esto, tomemos un abierto Yy en E- tal que V. (I x [} = V.
Notemosque Vo= V(I x I} = (Vi N Intga(J > IO (ViNo(I x I)). Como
ol xI)rV = @, tenemos que oI x I)OV, = o7 Luege, V=V N ({IxI)~
Vi Int. (I » I}, Esto prueba 1.1). Afirmanmos gu

)
1.2) (F*- (I x 1))l es abierto en R

Como Foos corradoen I x [y ademas, (I < f) - £ = UUV, tenemos
por el Trorena 38, que £ UV es cerrado en [ < T v por *unto también en
&2, Notemos gue

EUV =(Ix Iy (R (1)
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En efecto, st # € FUV entonces es claroque z € [ x I, y como (E U
VINU = @, « ¢ U. Luego, z € (I x )N (R? — U) y, de esta manera,
FEuV c (I xI)N{R2--U). Tomemos ahora un puntoz € (I x I)N(R2-U) y
supongamos, para cfectos de la prueba, quez ¢ E. Entonces z € (IXI)—F =
UUV y, comoz ¢ U, tenemos que z € V. Por tanto, z € F UV, y asi
(IxNHN{R?*-U) Cc EUV. Luego, EUV = (I x I)N(R?>—U). Ahora bien

RZ-_(R2-(IxI)HulU] = (Bn({I xI)N(R?-U)
= I xn(R-U)
= EuV

y como EUV es cerrado en R?, concluimos que (R? — (f x I))UU es abierto
en R2.

Fs claro que (R?2 - (I x I)) UU y V son dos subconjuntos ajencs y no
vacios de R%. Més atin, como E C I x I, resulta que
R-E = (R2P—(IxIYU({(IxI)-E)
= R~ (I xI))U({UULV)
(R —(IxD)uUjuVv

asi que E desconecta a R2. Esto prueba 1).

Puesto que E es compacto existe, por el Lema 72, una funcién esencial
f: E — S'. Definamos una funcién g : 7’'N D — S* como g(z) = f(h~"(z))
para z € TND. Es claro que g es una funcién continua, Como f es esencial

y h|~T1r1D : TND — E es un homeomorfismo, g = fo hi}lnD es una funcién
esencial.

Ahora bien, T tiene dimensién 1, T N D es un subconjunto cerrado de
Tyg:TND -— 5! es una funcién continua. Entonces, por el Lema 73,
existe una extensién G de ¢ a T. De acuerdo con el Lema 74, la funcién
G : T — S! es inesencial. Por tanto, la restriccién de G a TN D (es decir g)
es una funcién inesencial. Esto es una contradiceion, asi que 7'M D no separa
por trayectorias a D. 8
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Supongainos e /) es una 2 celda en nn esynicio topoldgico X 51 pes un
pnnto en X tal que ;i ¢ o D), entunces {p} ¢ /! no separe por trayectorias
2 D, puesto que nn snbespacic de dimensién + de una 2-velda, no puede
swpararla ([17. Teoremna IV.4]). Por tanto, el teoremia anterior sigue siendo
ierto si pedimmos que 7" sea un singular (o sea 1 conjunto de un sélo punto)
onn arco en X tadl que T No(D) =« 2.

3.2 La Semifrontera de un Continuo.

En esta seccion, cstamos interesados en localizi una 2-celda D en ol hiperes-
pacio C(X) de un continno X, tal que D tiene nn singular de X que no cstd
en la orilla de D. Para tal efecto, la nocién de semifrontera de nun continuo
serd de gran utilidad.

Definicién 76 Sean X un contmuo y A ¢ (/(X) — {X}. FEntonces la
semifrontera de A se define omo
SB(A) : {Be C{A): eviste una funcidn continua o : I — C{X)
tal que {0) = B yaft) - A7 I pura todo £ > 0}.
La nocion de semifrontera, fue introducida v 1991 por A. Hlaues en 19],
y nutilizada para obtener caracterizaciones del intervalo, las eurvas corradas
simples, la conexidad loval y 1a atriodicidad de los continnes. A continuacién,

mencionamoes uia serie de resultados basico~ sobre la semifronteris de un
continuon.

Lema 77 [19, Teoremas 1.2 y 1.3] Sean X un rontimuo y A€ C{X)—-{X}.
Entonces

(e} SB{A} = {B € C(A) : cxiste un arvo ordenaldo o : I — C{X) tal que
a(0) =: B yalt) - A# 13 para toda + > 0},

(b) si B€ SB(A) y BC D Z A, entonces [) € SB(A),
(c) A€ SB(A),

(d) SB(A) es un subconjunto conexo por truyertorias de C(A),
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(e} si(B.), es una sucesion en C(A) tal que B,, — B y para cada n € N,
B, € SB(A) y B,N B # @, entonces B € SB(A).

En los signicntes dos teoremas, mencionamos formas de detectar ele-
mentos en la semifrontera de un subcontinno propio de un contimio dado.
En el primero de ellos, dade un subcontinno propio £ de un continmo X,
mostramos que si A es un subcontinuo de X que toca a K y al complemento
de K, entonces las componentes de AN K estian en la semifrontera de K. En
el segundo, mostramos que para que un subcontinuo F de K pertenezca a la
semifrontera de K. es suficiente con que F se pueda aproximar por subcon-
tinuos de X, que contengan a E e intersecten al complemento de K. Este
resultado es en realidad una ligera variante del Lema 77(e).

Teorema 78 Sean X un continue y K € C(X) — {X}. Supongamos que
A es un subcontinuo de X td que ANK # @ yA—-— K # @. 5 B es una
componente de AN K entonces B € SB(K).

Demostracién. Sea a : I — C(X) un arco ordenado de B a A en C(X).
Entonces a(0) = B y, como B es una componente de ANK y BC a(t) C A

para cada t € (0, 1], resulta que a(t) — K # & para cada t > 0. Esto prueba
que B € SB(K). 1

Teorema 79 Sean X un continuo y K € C{X) ~ {X}. Supongamos que
E € C{K) y que para cada € > 0, emste un subcontinuo L de X tal que
EcL L-K#@yH(LFE)<e. Entonces E€ SB(K).

Demostracion, Por hipétesis, para cada n € N, existe un subcontinuo
Ly de X tal que E C Ly, Ln — K # @y H(L,,E) < 1. Notemos que
E C L, N K para cada natural n. Sea C, la componente de L, N K que
contienc a £. Por el teorema anterior, cada C,, € SB(K). Ademss, C, — E
y C.NE # @ para cada n € N. Por tanto, por el Lema 77(e), E € SB(K). B

En el signiente resultado, vemos que cada elemento en la semifrontera de
un conjinto, contiene un elemento minimal, con respecto a la inclusién, que
también est4 en la semifrontera del conjunto.

Lema 80 (19, Teorema 1.4] Sean X un continuo y A € C(X) — {X}. S

B € SB(A) entonces existe un elemento minimal (con respecto a la inclusion)
C € SB(A) tal que C C B.
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Recordemos que un a-odo en nn continuo X, o3 i elemento I3 ¢ ('(X)
i el enal cxiste v subcontinen A de B tal eqpue /3 - 4 tine al menos
componentes, Recordemos tamhién que un contimmo X es otriddica, si no
¢ mtiene $-odos (tinobién llamados triodos).

Si A vs mn subrontinuo propin de X entonces denotaremos por m{A) al
conjunto de los elementos minimales en SH{A). En (19, Teorema 4.2] se
sineba ques enando un continuo X contience un n-od, es posible encontrar
11, subcontinno propio de X con al menos 7 elesnentos minimales distintos
cisu o semifronteri. A continuacidn mostraremos un 1esultado un poco mis

cieral.

feorema 81 Supongumes que X ¢5 un confinuo y gre [J es un subcorjunto
drerto de X St 1) contiene n-odos entonces eniste un subcontinuo propio £
e X, tel que E ¢ U ym{E) ticne al menos n ¢ leme ntos.

Demostracidén. Supongamaos que existe i n-odo Ben X taique B C U.
Futonees existe 1 € C(B) tal que B — A tiene al menos n componentes
1), D, ..., D... Aplicando los Troremas 54 v 38, tencmos que Clx(D)NA #
Sy D oA C(X) paracada i =1,2,... n. Fijando nn punto en cada
conjunto f7, v aplicando la regulioidad de X . ¢« posible encontrar un conjunto
ahierto Vode X tal yne A C V C Clx(V) « U7y 1), - Cix(V) # & para
cadiv e .20, .. n. Sea E la componente de ('1¢(V) tal que A C £, Es
claro que E ¢ Uy como I); — Clx (V) # @, E es un subeontinito propio de
Y. Afinnamos que:

) prancadai =412, .0, END, ¢ 1.

Para ver «sto, sen i € {1,2, ..,n} y tonenios un arco ordenado o : [ —
(X)) de Ao AL D, Como el conjunto 8 {L € C(X): L C V} es
ahicrto cn CEXY y A € U, existe & > 0 tal que B.(A) € Y. Aplicando la
continnidad de a, «xiste £ > 0ral quesit) -2 ¢t - § entonces H {a(t),a(0)) =
H(ee(t)..1) =~ & Por tanto, /) == a (%:\ ¢+ un subcontinne de X tal que
AC Do BJ(A). dedende D C V. Debido o gyue E es la componente de
Cly(V) que vontiene a Ay D € Clx(V), tenemor que 2 € E. Por otra
parte, Th =- ¢ (5) AL Dy Do esta maners. tomando un puanto d € [0 — A,
resilta que o 2 D7 IL Luego. d€ END v asi. END, £ @,

Afirnnuuos shora ques
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2) paracada i = 1,2,...,n, existe un elemento F; € SB(F) tal que
F; ¢ Clx{D,).

En efecto, scan 1 € {1,2,...,n} y F; una componente de Clyx (D) N E.
Claramente F; C Cly(D;). Ahora bien, como E C Clx(V)y Di —Clx (V) #
&, tenemos que Cly(D;) es un subcontino de X tal que Clx (D)) — E #
@. Ademas, debido a que Clxy(D,)NA # @ vy aque A C E, sucede que
Clx(Di) N E # @. Entonces, por el Teorema 78, F; € SB(E). Esto prueba
2).

Tomemos abora, para cada i = 1,2,...,n, un clemento minimal F; €
SB(E) tal que E; C F; (ver Lema 80}. Afirmamos que:

3) paracadai=1,2... ,n E,ND; #@.

Para ver esto, seai € {1,2,...,n}. Aplicando 2) resulta que E; C F; C
Clx(D;) C B. Supongamos que E; € A. Como E; € SB(E), existe un arco
ordenado A : I — C(X) tal que A{(0) = E; y At} — E # @ para cada t > 0.
Ahora bien, como ol conjunto U = {L € C(X): L  V} ¢s abierto eu C{X)
y Ei e U {pues E; C AC V), existe 6 > 0 tal que Bs(E;) CU. Aplicando la
continnidad de A, existe £ > 0 tal que si 0 < t < € cutonees H (A1), E;) < 6.
De csta manera, A (%) € Bs(E;) < U, por lo que X (%) C V C Cix(V).

Alora bien, como E, C A C A (g), resulta que A (%) es un suhcon-
juuto conexo de Cly (V) que intersecta a A. Entonces, debido a que E o5 la
vomponente e Clx (V) gque intersecta a A, A (g) C E. Esto contradice el

hecho de que A{t) — E # @ para eada ¢ > 0, y por tanto, B, € A. Lucgo.
En{B-A)#£a.

Debido a que E, C Clx(D,) = AUD, y E,N(B— A) # &, sncede que E,N
D, #£ @. probando asi 3). Utilizandoe esto y el hecho de que Dy Dy, .. ., D,
son componentes distintas de B — A, resulta que By, By, ... B, son n ole-
mentos distintos en m(E). &

Como conseeuencia imnediata del teorema anterior, tenemos ol signicite
resuttado.
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Corolario 82 {19, Teorema 4.2] Si un continwe X contienc un n-odo cn-
tonces emste un subcontinuo propio E de X, tal que m{E) hiene nl menos n
elementos.

En {19, Teorema 4.2], se muestra también que ¢l reciproco del colorario
anterior ¢s cierto. A continuacién, probaremos una seric de resultados que
seran iitiles para la prueba de otra versién del reciproco del Teorcma 81, en
el caso n = 3, que es el gue utilizaremos en los capitulos posteriores.

Teorema 83 Sea X un continuo y sea U un subconjunto abierto de X tal
que U no contiene triodes. Entonces para cualesquiera A, B € C{X} teles
que A. B C U, tenemos que AN 3 tiene a lo mds dos componentes.

Demostracién. Supongamos que existen 4, B € C(X) talesque A. B C
Uy AN DB ticne al menos tres comnponentes Cp. Ca y Cy. Sea ay - [ — C(X)
un arco ordenado de € a B. Como el conjunto

U={LeC(X):LC X -(C,uUCy) }

es abicrto en C(X) y tiene a €. existe gy > 0 tal que i, (C)) ¢ U;. Apli-
cando la contimidad de a,, existe £y > O tal gque C) = ay (1) € B, {Ch). P
tanto. €] s nn subcontinuo de B tal que €, ¢ (] y ¢ N{C U Cy) = @.
Tomeunios ahiora nn arco ordenado ap - I — C'{X) de €5 a 3. Como ol
conjunto

U={LeC(X): LC X~ (UG}

s abierto en CLX) v tiene a C,, existe £ ™ 1 tal gque 13, (Ca) € Us. Apli-
cando abora la contimidad de oy, existe #, - 0 tal que C4 = my(ty) €
B,,(C,). Por tanto, Cj es un subcontinuo de I tal gue (2 © Gy y C3N(CLU
(73) = @. Tomemos por altimo un arco ordenado - [ — C{X) de C
B. Como el conjunto

th={LeC(X): L X-{CT:C}) )}

es abuerto en ({X) v ticne a C., existe g1 - 0 tal que B, (C3) C Us. Aph-
cande I continnidad de ag, existe ty > 0 tal gque (7 = a (&) € B,,(Cy). Por
tanto. O os un subcontimo de B tal que (7, 2 (7 v ("N (CTUCY) == @,
Defirames I AUCICC C Dadas e {1 2.3}, 077 ¢85 un subeonjunto
conexn de 2 e contiene proptmente a la componente G, de AN B Lineao,
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C! — A # @. Mis avin, como los conjuntos C},Cy y C% son ajenos dos a dos,
los conjuntos C] — 4, C; — A y C5 — A estdn mutnamente separados. Puesto
que

T~-A=(C]—-A)U(C;— A)u(C; - A),

T es un triodo en X. Notemos ahora que T C AUB C U, asi que I/ contiene

un triodo. Esto es absurdo y, por consiguiente, AN B tiene a lo méas dos
componentes.

Como consecnencia inmediata del teorema anterior, tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 84 S5i X es un continuo atriddico entonces para cualesquiera
A, B e C{X), AN B tiene a lo mds dos componentes.

Recordemos ahora que si X es un contimio entonces un triodo débil en
X es un subcontinuo T de X para el cual existen A, B,C € C(T) tales que
T=AUBUC, ANBNC# @, ACBUC,BZAJUCyC% AURB. El
signiente teorema se utilizard con bastante frecuencia en esta seccién.

Teorema 85 (28, Teorema 1.8 Si un continuo X contiene un triodo débil
T, entonces existe R € C(T) tal que R es un triodo.

En el siguiente teorema, bajo las mismas suposiciones sobre X y U que
en el Teorema 83, mostramos que si un subcontinuo propio K de X estd
contenide en U y posee al menos dos elementos minimales F y F en su
semifrontera, entonces F y F se pueden "inflar” de manera que obtenemos
dos subcontinuos £ y F' tales que, F’ y F' se salen de K, estdn contenidos en
U y se intersectan en K. Mas precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 86 Sean X un continuwo y U un subconjunto abierto de X tales
que U no contiene triodos. Supongamos que K es un subcontinuo propio de
X tal que K c U. §i m(K) posee al menos dos elementos E y F entonces:

1. ENF es conezo,

2. sty I — C(X) son arcos ordenados tales que o, (0) = E, ay(0) =
Fyoft)~ K # @ # a(t) — K para toda t > 0, entonces existen
nimeros s1, sy > 0 tales que £' = oy(s)) y F' = ao(sz) satisfacen las
sigutentes propiedades:
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g ECE PR E-KE@y - N /1
up KLU U
i) BTN

Mds wiin, st Hy, Hy ¢ 2% son tales que ENVHy -~ o1 w FNH, = @ entonces
'I

F7 oy F' se pueden construr de manera que ' " H, = @y F'NHy - @

Demostracién. Como E, F € SB(K). cxisten arcos ordenados ay, s :
o C(N) taks que 6 (0) = E, ap(0) = F v o () - K # & # aq{t) -
para toda f > 0. Para prohar 1., supongamos que £ N F 1o e conexo. Como
F C K U, tenemos por ol Teorema 83, que B N F tiene justo dos
compousntes Oy y Q.

Scan #..4 : I - (*(X) arcos ordenados e () o 'y de 3 a F, respec-
tivamente. Como 1 (@, = @ y las funciones .4, v % son continuas, existen
mimeros tLfy > 0talesque QY == Bi(t)) C X (v Q=) C X -Q).
Fijemos un punto g, ¢ Q) -y, un punto ¢» < ', - (J, y tomemos un mimero
aaftadque@ o)) C X - {q.gptyl ol

Afirmamos gque ¢l continuo
=(FUQ)u(BuQy) I (EFUQ)
5 un tricda débil. En efecto, notemos primero que
3 EC(ELQIN(EL. Q)N {FUQ),
tarubién noternos g

S(QUUE)--[(Eul)y) (EL Q)

cIQUUEY--[(BEUNL (EL Q)

Tomundo nn punito ¢y € Q@ - K resulta gue
1 EQUEY-[(EuQ) . (EL@))
Esto pmeba que T os un triodo débil. Notemos ahora que

T E_.Q JQy,JQCFELF Qo KiQcU
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dado gue K. (Q € U. Por tanto, T es un triodo débil contenido en IJ. Debido
a que T contiecne un triodo, U contiene un triodo y esto es absurdo. Por
tanto, £ N F cs conexo, y asi 1. es cierto.

Para probar 2., tomemos dos elementos H,, H, € 2% tales qne ENH, = @

y FN Hy; = @. Supongamos primero que ENF = @. Como la funcidn a; es
continua y el conjunto

U={AcC(X): AC[X - (HLUF)NU}

es abierto en C{X) y tiene a E = g(0), existe un niimero s; > 0 tal que
E' = ay(s1) € U;. Ahora bien, como la funcién o, es continua y el conjunto

Uy={AeC(X): AC[X - (H,UE)NnU}

es abierto en C{X) y tiene a F = «3(0), existe un nimero s; > 0 tal que
F' = ap(s2) € Us. Es claro que E' y F' satisfacen las condiciones i), ii) y iii)
del teorema y que F'NH, =& = F N H,.

Supongamos ahora que EN F # @. Fijemos un punto e € £ - F' y

un punte f € F — E. Por la continuidad de a; y as y el hecho de que los
conjintos

Uh={AcCX):ACX -(Hhu{fHnU}

Uy={AeC(X) - ACX - (H,Uu{e)]nU}

son abiertos en C(X) que tienen a E y F, respectivamente, existen mimeros

t1,tz > 0 tales que E| = ay(t1) € Uy y F) = a(ty) € Uy, Notemos que E, y
F} satisfacen las siguientes propiedades:

a) ECE,CcX-(HU{f})
b) FC F C X —(Ha2U{e}),
c) By —-K#@y F-K#0,
d) B,/ CU.

Afirmamos que:

1) existe 0 < 8y < ¢; tal que ey (5)) N F; C K.
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Para mostrar 1) supongamo:, por el coutratin, yne para cada s € (0, 1],
ms) N Fy & K. Entonves, dado & > 1 tal que | <. #y, 0, (%) NF ¢ K.
Como K F) ¢ Uy {f no contimne triodos, resnlta por el Teorema 83, (e
10 Fy tiene a lo mids dos componentes C) v (7. Afirmamos que:

1
i

1.1} la unidn €, de lus componentes de o (ﬁ) . F} que no inter-
sectan a F, es un conjunto verrado tul que CNE = @.

Para probar 1.1), snpongamos primero que ¢, (}‘) . F} cs conexo. Como
ENF # @ y estd contenido en ¢, (%)ﬂFh tenetnos gne oy (l) MNF] intersecta
a £. Luego, C =~ @ os cerrado v claramente (" E - @, Si oy (l) M F; noes
ronexo entonces, dehido a que oy (%) CF, 21"y I} C U, tenemos por el
Teorema 83, que o (%) M Fy posee justo dos commponentes Dy y Dy, En vista

de que 1 F es un subconjunto conexo e o, (i) N F}, podemos suponcer
sin perder generalidad que E1 F C Dy. 851 D, N E # @ entonces, de nueva
vuenta, - : @ escerradoy CNE = @, Finalmente, s1 DM E - @ entonces
C == Dy es carrasio y CNE = &. Esto pruecha 1.1).

Afirmamos shora que:
1.2} existe 2z, € (0, i) tal que o (VN C =@.

En cfecto, de acnerdo con 1.1), X — € e nn sul conjunto abicrto de X y
E ¢ X -C. Entonces, existe z; > 0 tal que o {1} ¢ X — C. Como a, es
un arco ordenado, podemos suponer, sin perder generalidad, que z; < . De
esta manera 1.2) se cumple.

Por hipdtesis, para cada s € (0,4, o;(s)* F1 £ K. Entonces, cn parti-
cular
(tz)NF)-K /@,

por lo gue podemos tomar un punto x ¢ {0 {zx) N F}) — K. Puesto que
z. < }_ y a; es un arco ordenado, sucede que r I (;-_) N F. Entonces,
existe tna componente D de a (%) NFAtalqueze D SSIDLNE =0
entonces, de acnerde con la definicion de ¢, 1), € C, de donde = € C. Esto

significa que = C a,(2)NC, lo cual contriclice 1.2). Por tanto, D, NE # @.
Como ENF, C o, (%) N Fy. existe una romponente Cp de E N F; tal que
C. C D,..
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Asi pues, para cada mimero natural k tal que { < ¢, es posible encontrar
tna componente Dy de oy ({) NF,tlque D¢ K, DiNE # &y D,
contiene a una componente de £ N F. Como E N F; posee a lo més dos
comnponentes, existe una componente Cy de £ N F tal que Cy C Dy para
una infinidad de tnuncres naturales k tales que & < £,. Por tanto, existen

mimeros naturales k; < ky < --- talesque, paracadam e N, Gy ¢ Dy y
1
bk —

Tomeimos ahora m > 2. Notemos que

1
Co C D, Ccom (r) NFCao (I'-}--) Nk

re— 1

asi que Dy C Dy, _,. Por tanto

Dy, — D= D,
meN
Como o (t) —a(0)= Eyparacadam e N, Iy, C o (tg tenemos
que, en ol limite, D ¢ E C K. Tomemes ahora ¢ > 0. Como L), — D,
existe N € N tal que H{Dy,,,D) < ¢ siempre que m > N. Definamos
L = D;,. Entonces L cs un subcontimo de X, talque DC L, L~ K # @
v H{(L. D) < € por lo que, aplicando el Tearema 79, D € SB(K).

Debide a ¢qme £ os un elemento minimal en SB({K) (ue contiene al cle-
mento D € SB(R). necesariamente D = E. Pero entouces, st m € N

m

1
E=DCDk,,ICa-1(—)ﬁF,cF1

y en particnlar, ¢ € F}. Esto contradice b) y prueba asi, que 1) se ecnmple.
De manera siniilar, se prueha que:

2) existe 0 < 50 < £ tal que E) Nog(sy) C K.
Definamos £ = a (s} ¥ F' == aolsy). Entonces, de actierdo con 1) y 2).

E'NF = o(s))Naasy) C 1 Naoals) C K.
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Notemos ahora que, por d), ' C Ey, Cc Uy F' C Fy C ". Ademas, por
las propicdades de vy y o, EC EF, FCF EF-K# o v F-K #0.
Masanin, pora)y b), E'NH, =3y FFNH, = @. Esto termina [a prueba. 4

Estamos ahora en condiciones de probar el reciproco del Teorema 81. para
el caso n = 3.

Teorema 87 Sean X un continuo y U un subconjunio abierlo de X fales
que U/ no conticne tricdos. Supongamos que K es un subcontinno propio dc
X tel que K C U. Entonces im{K}| < 2.

Demostracién. Supongamos que existe un snbcontinue propio K de X.
tal qgne K C U y [m{K}| > 3. Sean E\, E; y E; tres clementos minimales
distintos ecn SB(K). Para cada i € {1,2,3}, sea oy : [ — C[.X) un arco
ordenado tal que a,{0) = E; y a,(t) - K #£ @ para toda t > 0. Dados /. j €
{1.2.3} con i # j, aplicainos cl Teorema 86 a los clementos minimales E, y
E,. y obtenemos mimeros s;5, 55, > 0 tales que E,;, = o,(s,) ¥ E;; = 0,(s;,)
satisfuenque B, C E,;, B, CE. By - K# 0, E,-K#£@ E; . E, U
y E,NE;CK.

Dador € {1.2,3}, definimos s; = min{s,, : j # 1} y hacemos E = a,(s,).
Eutonces, sii # j _
ENF CE,0E, CK

v también. puncwla s € {1,2,3}, E, C B K - K £z v B C [
Definiumos ahota T = K UE'C E2U E% Es claro que I ¢ U v que

T-K=(£'-K)U(E*-K)u(F' - K).
Ademds, si #
Clx (B - K) NE -KYCE'N(E - K)=2
va que BN EY ¢ K. Por tanto, los conjuntas £ — K, B2 - KN v EY - K

estin mutuamente sepaiados, y como son no vacios, T es un trilo contenido
en {7 Esto es absurdo, vy por consigniente, {m(KY < 2 g

Asi pes, para el vaso = 3. el siguiente feorema caracteriza la existencia
de friodas en términos de la semifrontera.
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Teorema 88 Sean X un continuo y U/ un subconjunto abierto de X. En-

tonces U contiene triodos st y solo s cmste un subcontinuo propwo E de X,
tol que B U ym(E) fiene al menos tres elementos.

Demostracion. La parte (=3} es vl Teorema 81 con n = 3, y la parte
{(«2). es el Teorcma 87. §

De acuerdo con el teorema anterior, st U es un subconjunto abierto de
un continuo X y U no conticne triodos, entonces un subcontimio propio K
de X contenido en U, tiene 4 lo mas dos elementos minimales £ y F' en su
semifrontera. Supongamos que SB(K') tiene justo dos clementos minimales
F y F. Entonces, ¢l Teorema 86 garantiza que E y F se pueden "inflar” de
manera que obtenemos subcontinios E' y F' con las propiedades enunciadas
e ese teorems. A continnacidn, veremos que E' y F' se pueden recortar, de
manera que obtenemos nuevos subcontinuos E” y F" con propiedades méas
finas a las que enunciamos en el Teorema 86.

Teorema B9 Sean X un continue y U un subconjunto abierto de X tales que
UJ no contiene triodos. Supongamos que K es un subcontinuo propio de X
tal que K ¢ U. 5: m(K) tiene ezactamente dos elementos E y F, entonces:

1. ENF es conexo,

2. emsten dos subcontinuos E' y F' de X tales que

Yy FCE FCHF EF-K#ayF-K#9,

1) "N K y F'0 K son coneros y estdn en SB(K),
itt) F' N F' es un subconjunto conezo de K,
in) B F'CU.

Mds ain, s1 Hy, Ha € 2% son toles que ENH, = & y FNHy; = @ entonces
E' y F' se pueden construir de manera que ENH, =@ y FNH, = @.

Demostracién. Por el Teorema 86, ENF es conexo, asf que 1. se cumple.
Para probar 2.. tomemos dos elementos Hy, Hy € 2% tales que ENH, = @
y FNH;:- @ Come E, I € SB(K). existen arcos ordenados ay, ap : I —
C(X) tales que 0 {0) = E, az(0) =: Fy ey (t}— K # @ # ay(t)— K para toda
t > 0. Debido a que £ y F son elemento- minimales distintos de SB(K),



CAPITULO 3 2-CELDAS Y TRIODOS.

wdemos olegir un vunto e € F — F y wpnnte, /= F ~ E. En vista de

e HyG{fy Ly 2%, i (Hulrh s Fn(Hau{d}) - @.
iplicando el Teorcma 86, exister: mimeros ,ﬁ_ . - Oralesque By = o (s)) y
F. = g(sq) satisfacen las siguicntes propiedades.

a) ECE CX - (H U {f})
by FOCF X (Hat {e}),

E KAy - K#8,
d) By, CU,

e} s NF C K.

Mis awin, podemos suponer que Ey; 1K es conexo. En efecto, como
Ey K C U, s1 By A no es conexo entonees, por ol Teorcrua 83, posve justo
tos componentes Cy vy D.. Como ENF es conexu v estd contenido en BNV,
podermos suponer, sin perder generalidad, que £ C. Sea : 1 — C{X)
un arco ordenado dee C, a E,. Tomemos ¢ > 0 tal que E, =ptyc X - D,.
Afirmianos que K satisface lus propiedades ai ¢}, d) y e) anteriormente
emnciadas y que, ademids, Ey 1K es conexo.

Para probar giie £, satisface a), noteios (e 2 es un conjunto conexo
contendido en E1 N K <« G U Dy y que () ox la componente de £, N A
que contienc a B F. Luego, E C (') y, como €y € Ej, tenemos que
ECE,. Dudoque E. ¢ By ¢ X —(f'1{f}), E. satisfacc a). es decir
E G E, ¢ X -{Hyu{f}). Como C| ¢ una componente de £, N K y
( C E, C E\, tenemos que B, @ K. Luego, £ - K # @ y asi Fy saticface
¢). Debido a que £, & By 0 U, By satisface d). De la misma manera,
FysnFy C EyNF C K asi que Ey satisface o).

Proharemos aliora que E; 1K = €. Es claro que Cy € Ey 0 K. Supon-
samos ahora que Fo N K € 7)) y tomemos 1 punto 2 € E, N K tal gue
2¢ Cy. Como 5y C Ej,resudtaquez e E, TN = CoUDy, asique z € D,
vaque =z ¢ . Luego =z € Ear Dy, Esto o5 absundo ya que, por construecidn,
Fan Dy = @. Por tanto, E; 1K C C) v von este E3 N K = ¢, probando
asi que £, N K es ronexo.
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Como FE, satisface las mismas propiedades que E,, a saber a), ¢), d} y
e), y ademis F» N K ey conexo, pordemos renombrar a &, como E; y de esta
manera suponer que E) M K es conexo. Similarmente, podemos suponer que
F) N K es conexo. Por el Teorema 78, E, N K,y N K € SB(K).

Mostraremos ahora que E; N F) es conexe. Para esto, supongamos por
el contrario que £ N F] no es conexo. Entonces, debido a que B, F; C U
resulta, por el Teorema 83, que E|, N F tiene justo dos componentes C y D.
Sin perder generalidad, podemos suponer que ENF ¢ €. Ahora bien, como
E, N F; C K, las componentes C y D estan contenidas en K. Tomemos un
arco ordenado fy : I — C(X) de C a F} y wn arco ordenado gy : I -+ C(X)
de D a Fy. Por la continuidad de 3; y 3, existen mimeros ¢;,t; > 0 tales
que C' = Bi(t;) y D' = Ba(t2) son ajencs. Fijemos un punto ¢; € ¢’ ~C, un
punto d; € D' — D y consideremos ¢l conjunto

T=[(EiNKYUCTU[(E,NKYUD|U|(E,NK)UE,].
Notemos que
@EEC[(EINKYUCIN(ENKYUDIN[{EFINK)UE,]
Y que
die[(BaNKYuD|-{[(E.ir K)UCU[(E\NK)U R}
ya que, si d; € Ey, entonces d; € E; M F1 = C U D, de donde d, € C pues
di1 ¢ D. Luego, d, € D’NC C D'NY, lo cual contradice al hecho de que ¢
y D' son ajenos. De manera similar se prueba que
a€[(BE:nKYUC)—{[{EsnKYUD|U[(E,NnK)UE}.

Tomemos ahora un punto e; € E; - K. Como EENF, C Kye ¢ K,
resulta que

e1 € [(BANKYUE |- {[(EBanK)UClU{{EiNnK)u D}.
Esto prueba que T es un triodo débil en X. Notemos ahora que

TcKUCUDUE CKURUE, CU.
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Eutonees U conticne un trioco débil y, ;20 ©mfe. tamb on coutiene un
oado Iver Teorema 83). Comeo esto es aleomds M0 F) 5 conexa, Par
‘mto. BT - Ky y FYFson dos smbeontivnos de A con las propiedades

iwv) del teorema y, ademds, B YH, =@ v I' [{, = @. Esto termina la
L tieba. 1

‘Teorema 90 Sean X un continuo y U un subicunjunto ainrte de X tales
w6 U o enctiend triodos. Supongumos que Ko« < un subeoi finuo propoo de
Vitel e WO UL S FE € m{I() enfonces - 1iste un s beontinuo E' de X tal

JECE JE-K¥@,
-/ Fe 1',
vif BOYR es eopero y estd en SB(K).

st s He 2% (stal gue ENH = o eotone s B s puede construir
deomanere yue BT H = @,

Demostracion. Tomemos H € 2% tal v KNV H = @, Como E €
SBUA) exosteun arcoordenado o : [ — CU X talquea(0) : Eyalt)-R #
S pata tads > 10, Debido a que el conjunto

U={AeC(X):AcC X HrU}

v~ abivrtn e C(X) v ticne a B existe § 1) tad que Bo(E" C U. Aplicando
"ocontipuided de nooexiste t > 0 tal que £y «of) € Bu(E). Por tanto,
SN H o o vy By U Ademds, esclaro e /1 F y By - K £ 2.

Si E7R s eoncxo, entoncer es clarogue F7 Fy satisface las propiedades
- del tesmema. Supengamos por tanto que !y 1K no es conexo. Entonces,
sor el Teorema 83, # 1 K tiene justo dos componentes C y D, Como £ es
~omexo y ostit conttnide en By 11K, podernos siiponer sin perder generalidad
Mo B Co8ea 3 T - C(X) un arco ondenado de Ca E.. Tomemost > 0
=l gue K- B(F) ¢ X — D. Afirmamos ue F' ratisface las propiedades
14-iii) del teorema.

Paro ver i), nettmos que £ C Cy que (7, 1 asdigque E C E. Ahora
hien, como (0 ¢ 127 C By y (" es una componente de B N K| sneede que
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E'Z K, porloque E' — K # @&. Para ver ii), noternos que B’ C E; C U. De
la misma manera, E'NH C EyNH = @, asi que E' N H = @. Finalmente,
para probar que E' N K ¢s conexo, haremos ver que £' N K = C. Es claro
que C C E'n K. Supongamos ahora que E' N K ¢ C y tomemos un punto
e ENKtalquez ¢ C. Como E' C E|, resultaque z € E\NK =CUD,
asique z € Dyaque z ¢ C. Luego z € E'N D. Esto es absurdo ya que, por
construccién, £'N D = @, Por tanto, EENK C C y conesto BN K = C,
probando asi que £’ N K es conexo. Por el Teorema 78, E'NK € SB(K). »

Bajo las mismas hipdtesis, sobre X y U, del teorema anterior, mostramos
a continuacién que el conjunto de los elementos en la semifrontera de un
subeontinuo propio A de X contenido en U, que contiene a un elemento
minimal E en SB(A), constitnye un arco ordenado de £ a A, en SB{A).
Mads precisamente, tenemos ol siguiente resultado.

Tearema 91 Sean X un continue y U un subconjunto abierto de X tales
que U no contiene triodos. Supongamos que A es un subcontinuo propio de
X, tal que A U. Si E € m(A) es tal qgue E # A, entonces el conjunto

Ap={K e SB(A): FC K}
es un arco ordenodo de E a A en SB(A).

Demostracién. Supongamos que existen Ky, E; € SB(A) tales que
EcC BE\NEy, £, ¢ Exyy E; € E;. Fijemos un punto e; € E, — Fy y un
punto ex € E, — K. Por ¢l Teorema 90, existe un subcontinuo E' de X tal
que ECE F-A#2 E CU FNAesconexoy £'N{e;, e} =@. Sea
T = E;U Ey;U E'. Entonces

1) T es un triodo débil contenido en U.

En efecto, como E' C U y Ey, By C AC U, resulta que T C U. Ademaés,
e€ By —(EsUE)ye e By~ (EYUE'). Como B' —A# @y E,Ey CA,
resulta que E' € Ey U E,. Poriiltimo, @ # EC EyNE;NE asique T es
un triodo débil. Esto prueba 1).

Por 1} y ¢! Teorema 85, resulta que U contiene un triodo, lo cual es
ahsurdo. De esta manera, tenemos que:
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2) si By Fy € SB(A) y £ C Byl entonees £ ¢ Es o hien
K. C B

Fin otras palibras, Ay es un arco orderndo i £ a4 A en SB(A) (Teorema
31). n

Como consecitencia inmediata del teorema anterior, tenemos ¢l sigidente
resultado.

Corolario 92 Sean X un continuoe atriddico y A un subcontinuo propio de
X. Supongamos que m{A) tiere un elemento ! tal que E # A. FEntonees el

ronjunto Ag == {K € SB(A) E C K} vs un arco ordenado de EE a A en
SB(A).

Por tanto, si X es un continuo atrigdico, por el Teorema 87, ¢ada subeon-
timmo propio A d¢ X posee a lo miis dos elementos minimales en sn semifron-
rera. Si SB{A) ticne justo un elemento minimal entonces. por ¢l Corolario
02, SB(A) es un singular o un arco. Si en su lugar SB(A' tiene dos elemen-
tos minimales entonees, como veremos a continuacion, tanbién SB{A) es un
arco.

Teorema 93 Stan X un confinue y U un sulbconjunto vhierto en X tales
que {J no contiene triodes. Entonces SI(A) vx un singu'vr 0 er areo, pora
rada A ¢ C(X) - {X} tal que ACU.

Demostracidn. Sea A un subcontinuo propio Jde X tal que A ¢ U. Por
¢l Teorema 87, 1n(A) ticne a Io mis dos elementos. St m(Ll) = {E£}, entonves
SB(A) cs un singular en el caso en que £ = A. o hien un arco en el caso en
que E # A (Teorema 91).

Supongamos ihora que m A) = {E, £} y definamos
Ap={KeSB(AY: E K} y Ap-{KeS8B(A): FcK)}.
Entonces, por el Teorema 11, Ag es un arco ordenado de E a A en SB{A)
y Ap e un arco ordenado de F'a A en §B(A). Ahora bien, cs claro que

SB(A) = Az U Ap. Probaremos ahora que Ap MV Ap = {A}. Para esto,
suponpgamos que existe G € Ap NAp tal que G # A. Entonces G C A,



3.2 LA SEMIFRONTERA DE UN CONTINUO. 59

por lo que podemos tomar un punto @ € A -- G. También podemos tomar
un punto ¢ € £ — F'y un punto f € F — E. Ademas, por el Teorema 89,
existen B/ . FF e C{X)talesque ECE, FCF E - A# @3, F' - A#£ @,
E' F' c Uy E'NF esun sitbeonjunto conexo de 4. Mds ain, E' y F' se
pueden construir de modo que e, e ¢ F' ya, f ¢ E'.

Definamos

T (GUAU(GUE)L(GUF).

Notemos que @ # G C (GUAIN(GUEYN(GUF") y que
a€ (GUA)-[(GUEYJ(GUF).

Tomemos ahora un punto &’ € E' — Ay un punto f' € F' — A. Puesto
que E'NF' C A, tenemos que

e e (GUE) - [(GUA)U(GUFY

e (GUF) - [(GUuAYU(GUE").

Por tanto, T es un triodo débil. Como T=AJUE' U F' y A E',F' C U,
resulta que T C U. Como consecuencia de csto y del Teorema 85, U contiene

un triodo, lo enal es absurdo. Por tanto, Ag N Arp = {A} y de esta manera,
SB(A) es un arco. 2

A contimiacién, mostramos que el reciproco del teorema anterior es cierto.

Teorema 94 Sean X un conlinuo y U un subconjunto abierto en X. En-
tonces U no contiene triodos si y solosi SB{A) es un singulor o un arco, para
cada A€ C(X) —{X} tal que ACU.

Demostracién. La parte (=) se menciona en el teorema anterior. Para
ver la parte (<=), supongamos que U contiene un triodo. Entonces, por ¢
Teorema 81, existe un subeontinuo propio A de X tal que A C U y SB(A)
tiene al menos tres elementos minimales By, B, y E3. Entonces, SB(A} es
nn arco. Para cada 7 = 1,2,3, sea a, : I — C{A) un arco ordenado de E;
a A en SB(A) y sea A; == o(f). Entonces, cada A, es un subarco del arco
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SUA) queune a Focon s Luegos, A Az y Ag sonsabareos del arco SE{A)
¢ urtienen un punto on comiin. Esto implica que algin A, ostd contenido
¢ 1l nion de los otres dos. Supongamos por ¢jemply, que L\ C Ay U Aj.
I utonees Iy ¢ Ay © A, Supongemos, por viemplo, que By ¢ Ay, Entonces
/. C Ey. Fsto es imposible, pues Ey y By son minimales distintos en SB(A).
Foto prucba que U no contiene tiiodes. B

Cotuo conseenentin inmediata del teorema anterior, fenemos el signiente
~~1ltado,

Tvorema 95 /19, Tiorema 4.3 Un contuino X ¢s atriddico st y sdlo si
~(A) ey un singular o un greo. para cada A € (X)) — {X}.

Estamos ahorin ¢ condiciones de probir ¢l teorema principal de esta
“veeidn, asaber siool hiperespacio C(X) de nn continue X contiene una 2-
relda D entonces existen triodos arbitrariamente cerca de cualguier singular
i} € D que no estd en la orilta de D.

Teorema 96 Ser X un continuo tel que C'{.N) contiene una Z-celda D.
Supongarios yue p s un elemento de X tal que {p} € D - o(D). Entonces
prre tode £ >0, covle ui elemento T € Bi{p} tal que T ¢s un trodo.

Demostracidén. Supongamos que, por ol contrario, existe € > 0 tal que
vingin 1 ¢ 4. ({p}, vs un triodo. Fijemos un clemento B ¢ o D), un punto
e b {pyyeadh i I x I - Dun homeomorfismo. Consideremos el
conjunto H {1 ¢ C(X) : A C X — {&}}. Notemos que H es nbierto en
((X) vy yue {p} ¢ H. Més atin. como {p} ¥ o(D}, ¢l conjunto

B({p}) "HNICLY) - o(D)
s abierto en C(X) v tiene a {p}. Por tanto. cxiste 8 > 0 tal que
Bi{p}) € B,({pH N [C1X) - o(D)).
Sen e x T td que k(e) - {p}. Afirmamos que

1) existe un sttheontime Cde I x T tul que ¢ € Irtp  (C) y h{C) C
B.{phH) " D.
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En efecto, por la continuidad de & en ¢ y el hecho de que Bs{{p})ND cs un
conjunto abierto en P que contiene a {p} = h(c), existe un conjunto abierto
Cide ! xftalquece Cyy h(C,) C Bs({p}) ND. Aplicando la regularidad
y la couexidad local de [ x I, es posible encontrar un subcontinuo C de 7 x [

tal que ¢ € Inty ) (C) C C C C). Entonces h(C) C R({(C,) C Bs{{p}}) N Dy
1} se cumple.

Definamos € = h{C). Notemos que € es un subcontinuo de C{X) con-
tenido en Bs({p}) por lo que

2} existe n > 0 tal que N(2y,C) C Bs({p}).
Sea K la componente de N(n,C) que contiene a C. Entonces
3) Clewy(K) € Bs({p})-
En efecto, como K € N(n,C) tenemos gque
Cloxy(K) € Clexy (N(n,C)) € N(20,C) C Bs({p})-

Asf pues, Cleix)(K) es un subcontinuo de C(X) contenido en Be({p}).
Liego. K =) Clgx){(K) es un subcontinue de X contenido en Bs{p). Ve
remos (e

HKAXyBEK.

Para ver 4), basta mostrar que & € K. Supongamos, por el contrario, que
b € K. Tomemos un elemento K’ € Clgxy(K) tal que b € K'. Entonces,
segiin 3), I € Bs({p}). Ahora bien, de acnerdo con la cleccién de 8, sucede
que Bs({p}) C H. Asi qne K' € H, por lo que K’ € X — {b}. Este absurdo
termina la prueba de 4).

Tenemos de lo anterior qne K es un subcontinuoe propio de X. Lnego,
podemos considerar la semifrontera SB{K) de K. Afirmamos que
5} SBK) ¢ Be({ph).

En efecto, si tomamos nn clemente A € SB(K), entonves A € C(R).
por lo que A C K C Bs{p). Lucgo. por el Teorema 11, A € Bs{{p}). Esto
prucha 5). Afirmamos ahora que
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6) {p} ¢ SB(K).

Para mostrar 6), sea o : { — {{X) una funcién continua tal que a{0) =
{r}. De acvierdo con la definicidn de SB{K), necesitamos probar que existe
t > 0 tal que «ft) C K. Recordemos que 1 es un mimero positivo tal que
N (21,C) C Bs({p}). Por la continidad de e en 0, existe £ > 0 tal que
H (a(t),a{0)) < n siempre que 0 < t < §&. Mostraremos que ¢ = § satisface
lo requerido.

Por la cleccién de £ y el hecho de que a{0) = {p}, sucede que « ([0.£]) C
B.({r}) y como {p} € C, tenemos que B,{{p}) C N(1.C). De esta mancra,
& {[0,]) es un subconjunto conexo de N{n,C) que contiene a {p}. Como K
cs la compenente de N(n,C) y cumple que {p} € K (pues {p} € C C K),
tenemos que a {(0,#]) C K. En pacticular, aft) € K C Clgx)(K). Por tanto,
a(t) C UCloxy(K) = K. Esto prueba 6). Afirmamos ahora que:

7) SB(K) es un singular o un arco.

En eferto, como ningiin elemento de Bg({p}) e« un triodo resulta, por el
Teorema 45, que B.{p} no contiene triodos. Ahora hien, por 4}, K es un sub-
contimio propio de X y ademds K esta contenido en el subconjunto abierto
Bs(p) de X. Entonces, aplicando €] Teorema 93, SB(A) es un singular 0 un
arco. Afirmamos ahora que:

8) SB{K)No(D) = .

En efecto, en 5) vimos que SB{IC) C Be{{p}}). De acuerdo con la cleccion
de 8, swcede que Ba({p}) C C(X) - o(D}. Liwgo, SB(K)No(D} = @.

Afirmamos tambitn que:
9) SB(K) D separa por trayectorias a D.

Para ver 9), supongamos quit SB{K)ND no scpara por trayectorias a 7.
De neverdo con 4) v 6), {p}, B = D - (SB(AN}N D). Puesto gue SB(K)ND
no separa por traycctorias a D, existe entonces una trayectoria A J — D de
{p} & B en D tal que ninguna ! € [ satisfare ¢que A{#) € SB(R)ND.

Defimamos £y = max{t € 1 : At} C K'}. Dehido a que {p} € SB(R)
existe 1 > 0 tal que A{f) C K. Fatonces tg estd hien definido v es mayor (e
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cero. Como B ¢ K, sucede que tg < 1. Hagamos a = Ao ¢ {to, 1] — D.
Es claro que a es una funcién continua que empieza en A(fy) y satisface
que a{t) — K # @ para todia t > tg. Por tanto, A(tg) € SB(K). Ademis,
Alto) € D, asf que ¢y es un niimero cn I para el cual Altp) € SB(K)ND.
Esto es wna contradiccién, y de esta manera 9) se cumple.

Tenemos con todo esto, que SB(K) es un singnlar o un arco en C(X) tal
que SB(K)No(P) = @. Entonces, por el Teorema 75, SB{K)ND no separa
por trayectorias a D. Dehido a que esto contradice 9), concluimos que para
cada £ > 0, existe nn elemento T' € B, ({p}) tal que T es un triodo en X. §

3.3 Localizando 2-celdas en Hiperespacios.

En la presente seccién, veremos condiciones bajo las cuales es posible en-
contrar una 2-celda D en el hiperespacio C{X) de un continuo, de mane-
ra que D — o(D) tiene a un subcontinuo dado de X. Dichos resultados
serdn importantes para probar, por ejemplo, que tanto las compactaciones
métricas del espacio [0, oc) con residuo no degenerado, como los continuos
indescomponibles cuyos subcontinuos propios ¥y no degenerados son arcos,
tienen hiperespacio unico.

En esta direccién, el resultado més naturzl es el que se presenta en el
signiente teorema.

Teorema 97 Sean X un continuo y A, B € C(X) tales que A C B. Supon-
gamos que

i) A= AU Ay en donde Ay, Ay € C(A) - {A},

i) B = By U By en donde By, B; € C(B) — {B},

iii) A1 G B, Ao C By y Ag = AiNA; = BN By e C(X).
Entonces existe una 2-celda D en C(X) fal que A ¢ D — o(D).

Demostracién. Debido a que Ay C A; y Ap C A3, existen arcos orde-
nados oy, 0, : I — C{X) de Ay a A; y de Ay a A,, respectivamente. Mds
aim, como A, ¢ B, y A; € By, existen arcos ordenados ag, F2 1 I — C(X)
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o Lo By de Ay o By, respeciviumente. 14 4anes ahor - dos funeiones
'

AT CIX como sighe:

a1 2t], ST SR N
HH) oz 1 ) ! o

—
i

o 2 —1), sl reTl

2t), WO FeD
o MU
Br2t—1), wi- t<1

Euatonces, e{0) = e;y(0) = Ay = Gi{) - 3. afl) = ap{l) = B
vy (Y, oo By, Mas ann, o] ¥ O] son furnciones continuas
12

Vo ( ) a (1) - Ay = ag(t). Por tantu, + s una fincién continua.
Sitgthermente se prucha que 3 o< continna. Aostrareinos al ora gque:

1) »i0 <2t <1, entonces a(s) & o{f)

Pira esto, supengamos printero que (b <2 & -2 ¢ < -% Entonces a(s) =
-

ar(29) € a(2¢)  «t). Ahors supongamus e L < s < + < 1. Entonces
aest o ea(2e 1Y L a2t — 10 = aft). }“IUHIH]L'I&(‘, s10 7 s« ‘ <t<1
eator 5L ek Ca (i) = 41 Caf2t 1) - af). Esto prueha 1).

De manera similar, sucede e 3(s) € Jit) =i -2 s < £ 20 1. Estosipnifica
v v 1 son arces ordenados de Ag a2 B v e A a Bs, respuctivamente.
Dotemes ghore nua finetdn & 0 I x T - 1N como h{s. t) = a(s) U S(t).
Debitly o gne Ap o, por hipéte-is, un subcontinno de X y ague Ay € as)J
o) prraceda s, t) 2 7 x I, resnita que i estid bien definida. Afirmameos
G

2 b oos continmi
Fu efecta, sea {(s,t) € I x Iy supongamos que (sn, .} s una sucesion
en 1o T tel gue se,ta) — (5,1). BEutonees -, -+ sy £, — 1, por lo que
n{s.) -2 a(s) y 3(f.) - 8(¢). Luego, por la parte A, el Teorema 20
hisgta) safs, UB(t,) - e A1) = hls, 1)

Iato pruchiv que b os continua. Afirmanos abiora gue:
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3} fi os myectiva.

Para ver 3). tomemos dos puntos distintos (sy,4), (s2,#2) € I x I. Sin
perder gencralidad, podemoes snponer que s; < s;. Entonces a(s,) C as2),
por lo que existe un punto z € afsy) tal que = € a(s;). Notemos que
T € his,.t2) v que sy > 0. Por tanto, z ¢ Ap. Ahora bien, si z € h(s1,%)
entonces debido a que x ¢ a{s;), resulta que z € B(t,). Como fS(t,) C B,,
sucede que x € By, MAas alin, puesto que a(s;) C By, £ € B;. Luego,
r € By B; = Apg. Esto es una contradiccidn, asi que = ¢ h(s;,t,). Por
tanto, h(sy.£,) # h{s2.t2) y asi h es inyectiva.

Definamos D = h({ x I). Por 2} y 3), D es nna 2-celda en C(X). Dado

D ma(B)us(l) = aua= 4

tenemos que A € D — o(D). g
A continuacién, presentamos una version mds general del teorema ante-
rior.

Teorema 98 Sean X un continuo y A, B € C(X) tales que A C B. Supon-
Gamos ue:

1} A= AU A, en donde Ay, A; € C(A) — {A},

1ij B = By By en donde By, By € C(B) — {B},

mj A C By Ay C By y Bo= BN By € C(A),

w) Ai— By 28, A~ By # @, B —(AiUBy)) #@ y By~ (A UB) # @
Entonces enste una 2-celda D en C(X) tal que A € D — o(D).

Demostracién. Definamos A} = A;UBg, A, = AsUByy A' = AJUAS.
Afirmamos que:

1) 4 C B.

En cfecto, A’ = (A] U B()) U (Ag U B()) = AUAUB=AUBy=A, ya
que By C . Como A € B, resulta que A' C B.
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2) /‘1{1 g_ ]fr Y ‘1; _'C._ Bg.

Veamos, cemo /i - (A U Byi #£ @, «xi=te un punto z € Fy tal que
r¢ AiUB,. Entonces ¢ 4, UBp = A1 Este prueba que A7 © By
Andalogamente se pruebn que A, C Bs.

3) A\n., B, Bye CX).

En efecto, A\ 0, (AL By)N(A: JHe A NA)UBp:: By =
B, N B, c C(X).

4) AL C Uy AL C AL

En efecto, como Ay - By 7 @, existe » - 1, tal que v ¢ By, Entonces,
£€ A" = A Supungamosquer € A =1 . 11 (lomox ¢ By, tenemos que
L€ A Lucro, r € A1 Ay € ByN By = 4, Fsto es nna contradiceidn, asf
gue r € A}, Por tanto, A] € 4. De manera sunilar se prueba que 45 C A

Asi pues, A" = 1y B satisfacen las hipitosis del Leorema anterior. Por
tanto, existe una 2-celdy D en C{X) tal que .4 £ D — o(D). §

El teorema principal de est.seccidn, establice gue si A es un snbeontinuo
propio y descompanible de un contimio afriadico X, tal gne SB(A) posce e-
xactamente dos cleinentos mimmales, entonces existe una 2-celda D on ('{.X)
tal que A € D o(D}). A continmiacién preseniames una serie de resultiulos
gite nos Hevardn o la prueba de dicho teorema

Teorema 98 Scan. X un continuo y U wu ~ubionjunto nbierto de X tales
que U no contie ne trivdos. Supongamos yue | es un subcontinvo propio de
X tal que A ¢ ' 8§ eristen exactamenic Jdos clementos C,D € m(A) y
A=CUD, entonces «ziste una 2-celda D ¢ (X)) tal que A € D — o(D).

Demostracién. Como 7 y D sen clerentes minimales distintos en
SB(A), podemos ¢xcover un punto ¢ € ' - )y un punto y € 12— C. Mas
atm, por el Tecrema 89, CNJ) es conexo. Ademsds existen dos subeontinuos
C'y D' de X tales qun
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() CCOC.DCD, C'-A#2yD - A#2,
(b) C'N Y es un snbeonjimto conexo de A,
() y¢C'yecg¢ D

Definamos B = C' U Y. Notemos que

1} C'y D' son subcontinuos propios de B.

Para ver 1), tomemos 1n punto z € C' — A. Como C' N D' C A, sucede
que z ¢ D', Por tanto, [ C B. e manera similar se prueba que C' C B.

2y CCC,DCDyC'nD e C(A).

Veamos, por las afirmaciones {a) y (b} para probar 2), basta con verificar
que C' N DV # &. Esto es cierto ya que, por la conexidad de A, sucede que
CND#@ Luego, @ CNDCCND, dedonde C'ND £ @.

N C-(CU'nNDY#£ByD-(C'ND)#@.

En efecto, por construccion c € Cy ¢ ¢ D', asi que ¢ ¢ C' N D'. Esto

prueba la primera parte de 3). Para la segunda, basta observar que y €
D—-(C'nD).

4) - (CuDY#ayD —(DUC') #2.

En efecto, tomemos un punto z € ¢’ -- 4. Como C' N D C A, resulta
quez ¢ D'y debidoaque C C A, z ¢ C. Por tanto, z € C' — (CU D'). De
manera similar se prueba gne D' — (DUC') #£ @.

Hemos probado que A = CU D y B = C'U DY satisfacen las hipotesis del
Teorema 98 (con A, == C, A; == D, By = C' y By = I)). Por tanto, existe
una 2-celda D en C(X) tal que A € D — o(D). 1

Teorema 100 Sean X un continuo y U un subconjunto abierto de X tales
gue U no contiene triodos. Supongamos que A es un subcontinue propio de
X tal que A C U. Sem(A) tiene exactamente dos elementos E y F tales que
ENF #£ @ entonces A es descomponible y, ademds, emste una 2-celda D en
C(X) tal que A € D~ o(D).
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Demostracion. Afirmamos me EUF - | Para ver ¢80, supeng.unos
cue EUE # A Fatonees existe un punto « ¢ 1 1l que e ¢ Eu £ Por ol
Prorema 30 F s conexo y, ademas, existen dos subeottinuos £y F
de X rales e

la) FECHE . FCF E-A4@y b /o

- 1

‘b £ F en un subeonjnnto conexo de A,
(¢) £ F' 2 U,
(d) o g E' 217

See I = A RO F'. Notemos que
sEFENF CENF A ECF

vaquee € A -(K'UFY). Tomemesunpunto e ¢ F'-- Ayunpunto f € F'—A.
Como " F CAye f & A tenemosquec & F° (AUF Yy f € F'- - (AUE").
Por tento. T os un triodo débil. Ahora bien. conco A, B, F7 C U, resulta que
T c U. Fntonees U contiene un triodo déhil v, por eonsiguiente, también un
triodo (Tvoterma 83). Como esto es una contriavliceidn, EUF = A y de esta
rravers, 1 os descomponible. Mas afin, por o teoremna an' erior, existe una
2eelda D en C(XN) tal gue A € D —o(D). 1

Teorema 101 N or X an continee y U un suhvanpanto ahierto de X teles
ne U no contere triodns. Supongamos que 1 s un subcontinuo propio y
tesconpoi o de Xtalgue AC U, Sim{A) tiene vavctamente dos clementos
EyF At FoF- 2 enonces exisic unn Xelde D on CLX), tal gue
AcD- DY

Demostracion. Coino A es descomponible. existen C. D € C(A) - {A}
tales que W = 'L ). Supongamos primero que (2L FY 0 {C N D) # 2.
Entonces, sin poider generalidad, podemos suponer que £ N (C . D) # @.
Afirmimos que:

WC- cFEaobien)- CCL
Parivver 1) supongamos, por ol contravio, e O - D¢ Ey que D-C ¢

E. Entonves cxistenpuntose < ('=Dy g £ /) (7ralesquece,jy € E. Porel
Tearemn 8. exi te unsubcontmuw B de N talyne R B C U IV —A 4
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veyd B Definamos T = E UCUD. Como EN(CND)£ 2y ECFE,
resilta que ENCNAD # @, Ademds, ce C— (E'UD)yye D—(E'UC).
Por 1iltimo. como @ # E'— A = E' — (CU D), el conjunto T es un triodo
déhil en X. Notemos ahora que T = E'U A C U, ast que U contiene un
triodo dédil. Entonces, por el Teorema 85, U/ contiene un triodo. Como esto
es absurdo. 1) ¢s clerto.

En vista de 1) podemos suiponer, sin perder generalidad, que C - D C E.
Entonces A = (C'—~D)uD = EUD. Como consecuencia de esto y del hecho
de que E y F son ajenos, se tiene que F < D. Por el Teorema 89, existen
E FleCX)talesque ECE CU, FCF CU, EF—-A#@, F-A#+©
y "N F' = @. Afirmamos que:

2) E'n D es un subcontinuo de A.

Para ver 2}. notemos primero que, como A = FEU D y A es conexo,
END # @ Entonces EEND # @, Ademds, F"ND C D C A, asi que
resta probar que E' N [J es conexo. Si esto no es asi entonces, debido a que
E'Cc Uy D ACU, resulta por el Teorema 83, que E' N D posee justo
dos componentes Ky y K, Sean ay, e : I — C{X) arcos ordenados de K a
E'y de Ky o E', respectivamente. Tomermnos ¢;,1; > 0 tales que K| = oy(t;)
y K3 = ag(f2) son ajenos. Como K{,K3; C E'y E'N F' = @, tenemos que
KINF =@y K,NF =@ Dadoque K, C K| CE, K, CK,CE'y
tanto K, como K, son componentes de E' N D, se sigue que K|, K3 ¢ D.
Podemos entonces tomar un punto ky € Kj — D y un punto ky € K} — D.
Es claro que k. ko € E'. Como E'N F’ == &, se sigue que ky, ky ¢ F'.

Definamos T = (DU FYU (DU K}) U (DU K}) y tomemos un punto
f € F — A Entonces

@4 DcC(DUF)r(DUK)N(DUK}),

FeEDIF)-(DUKIUK), ky € (DUK) - (DUF UK yky €
(DUKJ}) - (DU F'UK]). Por tanto, T es un triodo débil en X. Ahora bien

T=DUF UK/ UK,c AUFUE CU,

asi que U conticne un triodo débil y por tanto, también un triodo (Teorema
85). Como esto es absurdo, £’ N D es conexo, y con esto probamos 2).
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Sea B K U[DUF). Eslaroque AL [ K [ FE'yDCDUF. Por
2},
F'o (DL F)y=(E'"DYyu(E 7, ErD:zCA).

Ademais:
JE-FnDfLgoy - EnD /e

En cfecto. debido a que € - D es no viulo y exta contenido en £ - D,
podemos tomar wtn punto € € £ — D y eutonees ¢ 2 E —~ BN D, Tomundo
un punto f € F, resulti que J € D — £’ Y [). Fstn prueba 3). Afirmamos
ahora que:

4) E'-(ELDUF) = E'—(AUF 4 2y (DUF)~(DUE) # @.

Para ver la primera parte, basta tomar un punto e € B/ — A, y para la
segunda, un punto f € F' — A,

En virtud de lo anterior, tenemos que .4 KU Dy B= B U(DUF')
satisfacen las hipotesis del Teorema 98 (von Yy = E, Ay, =D, B = Ky
By = DUF'). Por tanto, existe una 2-celda D en G X) tal que A € D —o{D).

Supongamos ahora que (/AL F) N /1) = @. Entonces, podemos
suponer, sin porder generalidid que £ ¢ 1), Sean K’V F' € C(X) tales
qeFECFEF U FCFCU ENE ¢ I-A7d@yF -A#@.

Afirmamos que:
5 Fc D -C.

Para ver 5). supongamos que F @ /) - ¢ Entoneces, debido a que F N
(CND) = @, sucede que FF C C - D. Fijemos un punto y € D—C'. Podemos
constriir a £’ v F' de modc que, ademnds de satisfacer las propiedades ya
enuncladns, cumplan con que y € E'U 7. 1o osta manera, es facil ver que el
conjunto T = (C UEYJ(CL FYU(CL ) o> un triodo débil en X que cstd
contenido en . Entonces, por ol Teorcma 87, {7 contiene un triodo. Puesto
gie esto os nna confradiceidr , FC D ()



3.3 LOCALIZANDO 2-CELDAS EN HIPERESPACIOS. 67

Ahora bien, pucsto gqne END = @y FNC = @, podemos construir a
E' y F' de modo que, ademis de satisfacer las propiedades ya enmnciadas,
cumplan con que END =@y F'NC = &. Veremos que:

G) CN D es conexo.

Para ver esto, supongamos que €' N D posee dos componentes C) y Co.
Entonces existen dos subcontinnos ajenos C| y C) de D tales que C) C C y
Cy € €. Puesto que €, y Cp son componentes de CN D, resulta que C;, C €
C. Por tanto, es facil ver que el conjunto T = (CUE')U(CUC)U(CUC)
es un triodo débil contenido en U. Luego, por el Teorema 85, U contiene un
triodo. De esta contradiccidn resulta que € N D es conexo.

Definamos ahora B = (CUE"YU(DUF'}. Esclaroque A € B, C C CUE",
DCDUF,CUE y DUF' ¢ B. Ademés, por 6) y la forma en que fueron
construidos £’ y F', sucede que

(CUEYN(DUF) = (CND)U(CNFYU(E'ND)U(E NF)
=CnD

es un subcontimio de A. Entonces, 4 y B satisfacen las hipétesis del Teorema
97 (con Ay =C, A; = D, By =CUE'y By = DU F') y por tanto, existe
una 2-celda D en C(X) tal que A€ D — o(D). 0

De los teoremas anteriores tenemos el siguiente resultado.

Teorema 102 Sean X un continuo y U un subconjunto abierto de X tales
que U no contiene triodos. Supongamos que A es un subcontinuo propio
y descomponible de X tol que A C U. Si m(A) tiene ezactamente dos
elementos entonces eziste una 2-celda D en C(X) tal que A € D — o(D).



Capitulo 4

Compactaciones de [0, c0).

4.1 Introduccion.

En este capitulo, probaremos que las compactaciones métricas del espacio
8§ = [0, 00) con residuo no degenerado, tienen hiperespacio tinico.

Definicién 103 Un espacio compacto y de Hausdorff X se llama una com-
pactacidon de X, si X es un subconjunto denso en X. En tal caso el conjunio
R =X — X se llama el residuo de X.

Formalmente hablando, deberiamos decir que hay un encaje h: X — X,
de modo que h(X) es denso en X. Para hacer menos engorrosa la notacion,
identificaremos a X con h(X) y entonces pensaremos que X C X.

A menos gne se diga lo contrario, en este capitulo la letra S representard
al semirayo [0, 00) y la letra X a una compactacién métrica de S con residuo
no degenerado H. Si a € S entonces, comno veremos en el siguiente teorema,
el subconjunto |a, o) de S, es denso en [e,00) U R.

Teorema 104 Para cada punto a € S, R C Clx ([a,00)). Mds ain
Clx (Ja,00)) = [a,00) U R.
Demostracién. Para efectos de la demostracidn, supongamos que a # 0
y tomemos un punto z € R. Para ver que z € Cly ([a,0)) sea £ > 0.

Como X ~ [0,a] es un subconjunto abierto en X que tiene a x, existe § > 0

69
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tol que Ba(r) ¢ X - N.a]. Sin verder gencralidid. podemes suponer que
6 -z, Como § s denso en X, existe un punta y o B.{z) N 5. De awenerdo
eon o eleecion de b, g ¢ [0,a], asi que y ¢ {uo~ Esto significa gque
Dryn{e.x) # @ v por consigniente B.(r) 7 e, x) # @. probando asi
gie z € Cly (la,~)). Luego R C Clx ([a,ox)).

De lo anterior, resulta que RU [a,00) C (*x ({1, 20)). Supongamos ahora
e 7 € Iy ((a,0¢)) y que, para efectos de la demostracion, z ¢ [a. co).
I ntonees « € [0,a)UR. Siz € [0.a) entonces, debido o que = € Clx ([a, 00))
v oa que ‘OLe) es ablerto en X v tiene a r. resulta que [0,a) N [e,00) #
1. Como esto es absurdo, = ¢ 0,a). Por tanto, « ¢ R y de esta manera
 Ix (la. <)) C [a,2c) U R. Asi Clx ([@,00)) == [0, x} JH. N

A continuacién veremos que ol residuo K de X, es un subcontinuo de X.
Teorema 105 El risiduo R de X es un subeontinuo de X.

Demostracion. Notemos ptimerc que, de acvierdo con el teorema ante-
vior, si @.h € Sy a < bentonces Cly ([b,x)) - bhoJURCa,c)UR =
“'lx (lo.~)). Por tanto, {Clx (in,00)) : 1 € N} es una familia anidada de
siiheontimios de X, Afirmamos gque

R= ﬂCix([n.ox)\.

teN

En cfceto. por of teorema anterior, R ¢ (' ({n. o0)) para cada n € N.
Tneso. I C (... Cly {[n.o0)). Supongamos ahora gue ey Clx ([n,00)) €
It Entonees existe nn punto .2 € MNuen Cly (000} tal que z ¢ R Por
tanto, ¢ §. Tomando 1m minmero natural n tal que £ < n, resulta que r €
Clx ({n, ) = [r,2<) U R. Como z ¢ R, lo anterior implica que = € (n, 00).
Luegn n < r Esto cs absurdo y, por consiguiente, M,y Clx ([, 00)) C R.
Fsto prucba que R = ey Clx {[n,00)).

De lo anterior, resulta que R es la intersecadn de nna sucesién anidada
de subcontinuos de X. Entonees, por {27, Tecrvina 1.8}, R ¢s un subcontinuo
de X.
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Dado 1 conjunto Z contenido en un continio Y, denotaremos por C{Z)
al conjunto de los elementos de C(Y) contenidos en Z. A estos elementos los
lamaremos subcontimuos de Z. En el signiente teorema, deferminaremos los
tipos de subcontilmos que posee X.

Teorema 106 Coda subcontinuo A de la compactacion X satisface una y
s6lo una de las siquentes condictones:

{a) A es un subcontinuo de R.
(b} A:= RU|a,00) para algin punfo e € S.

(c) A esun subcontinuo de S y por tanto un subintervalo cerrado y acotado

de S.

Demostracion. Sea A € C(X). Supongamos que A no es un subcontimio
de R y que A no es un subcontinito de S. Entonces, ANR # &, ANS# @y
A ¢ Fi(X). Como ANS es un subconjunto cerrado y no vacio de S, podemos
definir ¢ = min(ANS). Entonces, a € ANSy [0,alN A = {a}. Afirmamos
que A = RU|[a,00). En efecto, como A= (ANR)U(ANS), ANRCRYy
ANS C 'a,00), tenemos que A C R U [e,00).

Tomemos ahora un punto z € [a,00). Si z ¢ A entonces existe € > 0 tal
que (z—=,z+e)CSy(z-e,x+e)NANR==&. Por tanto

A=(AN[a,z— ) U(AN (z+¢,00) UR)).

Notemos que AN[a,z —¢] es cerrado y no vacio en A. Por el Teorema 104,
[t+e,00)UR = Clx (jz + g, 00)) es cerrado en X, asi que AN{[z + ¢, co) U R)
es cerrade y no vacio en A. Notemos ahora que

(ANja,z~e])N(AN([z-+e,00)UR))=ANa,z—c]NR=02.

Por tanto, A no es conexo. Como esto es una contradiccién, £ € A.
Luego, [a, 00} C A. Aplicando de nnevo el Teorema 104, resulta que

RU[g,00) = Clx([a, )} C Cix(A) = A.

Esto prieba que A = RU [a,00). 8
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4.2 Localizando 2-celdas en C(X).

La téeniea i seguir para demos'rar que A ticne hiporespadio 1inico consiste,
cutre ofras cosas. on localizar subcontinuos A de X para los cuales es posible
encontrar una 2-celda D en C(X) tal que A ¢ D - o(D) (ver Definicién 70).
Fl signiente teorema determina ciertos subcontimios de X eon esta propiedad.

Teorema 107 Paro cade subcontinuo no degerierado A de X tal que AC S
y0¢ A, eniste una 2-celda D en C(X) tal que A€ D —o(D).

Demostracion. Seca A un subcontinue no degenerado de X tal que
Ac Syn ¢ A Porel Teorema 106, existen a;,a, € S tales que 0 <
0y < a3 < ocy A= [a1,a:]. Tomemos puntos a,iy, by € S tales que 0 <
by < a1 < a < u; < by < 20y definamos A = leg.a], A2 = [a,ay],
B, = [by,al, B2 = [a,b} y B = By U 3. Entonces es claro que A, y A;
son subecontimios propios de A tales que A; U Ay = A, Asi mismo, B y B
son subcontimos propios de F tules que B) o By = B. Ademis A, C B,
Ay C By Ayn Ay = {a} = BN By € (’(A). Por tanto, de acuerdo con el
Teorema 97, existe una 2-celda D en C(X) tal que A € D — o(D). 2

4.3 Continuos Terminales.

El siguiente paso consiste en «eterminar qué sitbeontimios de X son termi-
nales en X.

Definicion 108 {'n subcontinuo propio y na degenerado A de un continuo
X es terminal en X, si para ceda subrontinuo B de X tal que BNA# @,
se srque que A C B o bien B Z A.

En csta seccidn, probaremos que el residuo /' de X es un continno terminal
que desconeeta por trayectorias a C(X).

Teorema 109 E! restduo R Jde la compuctaciion X es terminal en X.

Demostraciéon. Sea A un subcontinuo de X tal que AN R # B, De
acuerdo con ¢l teorema anterior, A es un subcontinuo de R o bien A =
R U [a,oc) para algin punto a € A. Entonces A C R o bien R € A. Con
csto vermnos gque R os terminal en X. g

Ahora veremoes que X no es localmente conexe en los puntos del residuo

R.
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Teorema 110 X no es localmente coneze en ningiin punio de R.

Demaostracién. Supongamos que X es localmente conexo en un punto
z € R. Como R es no degenerado, existe un punto y € R tal que y # z.
Sea U un subconjinto abierto de X tal que x € U y y ¢ U. Aplicando la
regilaridad de X y la conexidad local de X en z, es posible encontrar un
conjunto abierto y conexo C de X, tal que z € C C Clx{(C) Cc U. Por
la densidad de S en X y el hecho de que C es abierto en X, tenemos que
CnNS # @. Por tanto Clx(CYN S # @.

Tenemos de lo anterior, que Cly (C) es un subcontinuo de X que intersecta
a R, no estd contenido en R (pues tiene un punto de S) y no contiene a R
(pries y ¢ U y Clx(C) € U). Entonces R no es terminal en X. Como esto
contradice el Teorema 109, X no es localmente conexo en x. §

Corolario 111 X no es localmente conezo.

A continnacién, probaremos gue los subcontinuos terminales de un con-
timio ¥, desconectan por trayectorias a C(Y).

Teorema 112 (26, Teorema 11.5] Sea E un subcontinuo propio y no dege-
nerado de un continuo Y. Consideremos las siguientes afirmaciones:

(a) E es terminal en Y.
(b) C(Y) — {E} no es conezo por trayectorias.
Entonces (a) = (b) y si E es descomponible, entonces (a) < (b).

Demostracién. Supongamos que E es terminal en Y. Elegimos puntos
p€E EyqgeY —E. Sean Ey = {p} € C(E) — {E} y Ex = {¢} € C(Y),
entonces E; — E # &. Mostraremos que C(Y) — {E} no es conexo por
trayectorias, haciendo ver que toda trayectoria en C(Y) de Ej a E; tiene a
E. Tomemos entonces una trayectoria A : [ — C(Y) tal que A(0) = Ey y
A(1) = E,. Definamos ¢ty = mdz{t € I : A(t) C E}. Entonces A(fp) C E y,
como E; — E 5 &, sucede que £y < 1. Afirmamos que

1} E estd contenido en A{#p}.
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Para ver 1), definimos nna fmeibn a 0 7.1 - C{Y) como i {t) =
LAyt Y para € ' 1. Entonces, aplicando L continuidad de A, asf como
e la functan union (Teorema 25), tenemos (e o es nni funeidn continna.
Notemosgnen(l) s UA{[fu, 1]). Dadat € (1,1, por la parte 2. del Teorema
25 a{t) esun subcantimo de Yy, ademds, Aty - ait) C aff). Como a(ig)
¢ ticontinido en EL tenemos que (t)NE # 02 paracadat € (1), 1]. Entonces
¢ P ¢ Eabien B¢ nlt), dado que Eesterminal e Y. Comoa(t)- E#£ @
[ineeada t ¢ (fp, 1 sueede que 17 C a(t).

Asi pues, para cwda t € (¢ 1], resulta que £ ¢ aft). Por tanto, si
t iamos uni sueesion (&), en (£g, 1] tal que t, -+ ¢, entonces £ C aft,)
pata cada i € [y, en el limite, B C alto) = A{/y). Esto prueba 1) y, por
Constgente, Altg) = KL Luego, C'(Y) — {E'} no ex conexo por trayectorias.

Antes de probar i segnnda parte del teorema. notemos (ne
2) CY) - C(FE) vs cone <o por trayectorias.

En dfecta, scan H, K € C(Y) -- C(E) v tomemes dos arcos ordenados
vty oY de HaY yde K aY, respectivainente. Definames nna
amcidn o oI CY) como

a; (2t), aftpgl
at) = 1(26) ST
a(2-2t), siiTt<l

Entonces o es uni trayectoria en C(Y) de Jf o /(. Como H — E # @,
K - E # @y todo clemento de a contienc a 1 o o A | sucede que E ¢ a(7).
Fisto prucha 2).

Supengamos ahora gue E s descompomble v qnue C1Y) — {E} no es
conexo por trivectarins. Come 2(Y)--C(EY (Y ~{E} v,por 2}, C(Y)—
(C{F) s vonexo pow 1raycctorias, existe nna coniponcente per trayectorias, H,
de C(Y) - {E} tal que CY)—C(E) C H. 51 £ no es terminal en Y, entonces
existe un subcontinuo BdeY talque B E /&y B¢ K ¢ B. Entonces
Do CY) - (F). Tomemos una component (" de BN E vy un elemento
DeChY)Y-{FE}talgque D ¢ H. Entonces /) ¢ CY) — (2(E), por lo que
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D e C(F). Mas ann, D € C(E)— {E}. También C € C(E) — {E} dado que
E ¢ B.

Como E cs descomponible, C(E) - {E} es conexo por trayectorias, segiin
el Teorema H8. Por tanto, existe una trayectoria A, : I — C(E)de D a C
en C(E) — {E}. Sea Ay : I — C{B) un arco ordenado de C a B en C(B).
Es claro que A, es una trayectoria de C a B en C(B) - {E}. Por tanto, la
funcién A : I — C(Y') definida como

X (26), io<t<!
Alt) = 1(2¢) S195127
A2(2i—1). si 1

es una trayectoriade D a B en C(Y')~ {E}. Esto es una contradiccitn ya que,
al estar D y B en componentes por trayectorias diferentes de C(Y) — {E'},

toda trayectoria en C(Y') que une a D con B pasa por E. Por consiguiente,
E es terminalen V. &

La prueba del teorema anterior contiene el siguiente simple pero impor-
tante resultado.

Corolario 113 Sea F un subcontinuo terminal de un continuo Y. Si B €

C(E)-{F} yC e C(Y) es tal que C — E # @ entonces toda trayectoria en
C(Y) de 3 a C pasa por E.

4.4 Componentes por Trayectorias.

De acuterdo con los Teoremas 109 y 112, C(X) — {R} no es conexo por
trayectorias. Veamos entonces algunas propiedades de sus componentes por
trayectorins. Para empezar, cada una de ellas posee un singular, como se
muestra en el signiente teorema.

Teorema 114 Supongamos que E es un subcontinuo de un continuo Y. En-
tonces cada componente por trayectorias de C(Y') — { E'} posee un singular.

Demostracién. Sean C una comnponente por trayectorias de C(Y)—{ E}
y C un elemento de C. Si C C E entonces tomemos un punto ¢ € C y un
arco ordenado o : I — C(Y} de {c} a C. Es claro que a(]) es un conjunto



16 CAPITULO 4 COMPACTACIONES DE [0, o).

conexo por triyectorias contenido en C(Y; { £ veeintiserta n C. Como
C es una compoucentse por traye torias de ¢ 1Y) (E'}, resulta que a(f) ¢ C.
Lauego {c} ¢ CN F(Y).

Supongamos whora qite C & K. Entonces existen un punto c € C -- F
y un arco ordenado 3 : 7 - C Y ) de {¢} o (" cn ((Y). Nuevamente, para
tal eleceion de ¢, sncede que (1) es un conjunto conexo por trayectorias
contenido en C(Y) - {F} y que intersecta o €. Entonces 8(I) ¢ C y, por
tanto, {c¢} € CN F(Y). a

A continuacidn describimos una parte miportante de la estructura de
C(X). En particular, describiremos una componente por trayectorias de
C(X) — { R} que serd de gran ntilidad en 1 proeba de que dichas compacta-
ciones tienen hiperespacio nni o.

Si F es un subeontinuo de un continuo Y. entonces C(P,Y) denotard
al conjunto de los subcontinuos de Y ¢ue contivnen a 17, 8i P € F({Y),
entonces P = {p} para algin punto p € ¥ y esoribiremos C(p,Y) en lngar
de C{{p},Y). Utilizando el Teorema 20, ¢s ficil ver que C(F,Y) es un
subconjunto cerrado de C(Y'). Mds aiin. usanco arcos ordenados, sc prueba
que C{P,Y) es conexo por trayectorias. Por tanto. ('{(P, Y} es un subcontinuo
de C(Y') para cada PP ¢ C(Y)

Teorema 115 5 X es una compactacidy iifrica del espacio S con residuo
no degenerado K entonces

C(0,X) es un arco ordenado de {0} « \ (n C(X).
C(R, X} es un arco ordenado de 17 a X en C{X).

C(S) es conexo por trayectorias.

L A

C(S)UIC(R, X) ~ {R} esuna compor i por trayectorras de C(X) —
{R}.

Demostracién. Para probar 1. notemos rue, por el Teorema 106, cada
elemento A ¢ C(0. X) es de L forma [0. a) para alpunaa € S, o bien A = X,
Por tanto, si A, B € C(0,X) entonces A ¢ /o B C A. Méas aiin, {0}, X €
C(0, X} y para cada A € €10, X), {0} - .1 © X. Por tanto, aplicando el
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Teorema 31, C(0, X) es un arco ordenado de {0} a X en C(X). Esto prueba
1.

Para probar 2. notemos que, por el Teorema 106, cada elemento A €
C(R, X) satisface una y sélo una de las siguientes condiciones: A = R o bien
A = RU|[a,o00) para alguna a € S. Por tanto, si A, B € C(R, X) entonces
AC BoBC A Miasain, R X € C(R,X) y para cada A € C(R, X),
R C A C X. Por tanto, de acuerdo con el Teorema 31, C(R, X) es un arco
ordenado de R a X en C(X).

Para probar 3., tomemos dos elementos A, B € C(S) y fijemos un punto
a € Ayun punto b € B. Sean @, : I — C(S) arcos ordenados de {a} a A
y de {b} a B respectivamente. Como § es conexo por trayectorias, F1(5) es
conexo por trayectorias. Entonces existe una trayectoria y : I — Fy(S) de
{a} a {b} en F1i(S). Definamos una funcién ¢ : I — C(X) como signe:

a(l-3t), sio<t<!

— H 2
plt) =4 y(3t—1), sil<t<?
Bt—2), siZ<t<1

Entonces
1)  estd bien definida y es continua.

Para ver que ¢ estd bien definida, notemos que ¢(3) = ¢(0) = {a} =
v(0), asi que ¢ esta bien definida en ¢t = 1. Similarmente se prueba que est4
bien definida en £ = %, por lo que ¢ estd bien definida. Para ver que ¢ es
continua, basta notar que i es continua en los intervalos cerrados {0, 1], [1, 2]
y [%, 1} que cubren a /.

De 1) se sigue que v es una trayectoria de ¢{0) = a(0) = 4 a ¢(1) =
B(1) = B, claramente contenida en C(S). Por lo tanto, C(S) es conexo por
trayectorias.

Probaremos a continuacién que C(S) U [C(R, X) — {R}] es conexo por
trayectorias. Debido a que, por 1. y 2., C(S) y C(R, X) — { R} son conexos
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sar trayectortas, hista mostrar quee loseleme:to- (0} = 2(SYy X € C{R. X) -

-t} se puedden conctar por nna t ayectoria cu (%) S O(R.N) — {R}. Sea

un arco ardenaddr o {0} a X. Dada A€ . 000 1. Por el Teorema 106,
A oesde la forme Dot € C(S) o bien A - 0.x}L R = X. Por tanto,
¢ C(S)U[C{R X) - {R}]. Luego, C(~)t. | '(h’. X) - (R} ¢s conexo
por trayectorias.  Es claro que C(S)U{Ci. ) (R} © C(X) - {R},
¢ - que existe une componente por trayectorias C de C(X) - { R} tal que
("SYyulC(R. XY {i} ¢ C.

_,.__-—

-~

-

Afirmamos que C(S)U[C(R, X) — {R} - (. Para ver esto, supongamos
ae existe C ¢ Ctal que C ¢ CS) V[, X) - {R}]. Entonces C €
i) -- {R}. Fijemos un punto B € C(S’ IR H X)—{f}]. Como C es
o4 comprnente por travectorias de C(X) - {H} y B.C = C, existe una
‘rayectorin a o I - > (7(X) de C o B tal que l{ ¢ «{/}. Sin ernbargo, como R
Stermminalan X, C . Ry B— R # 3, toda trivecteriaen C{X) de (Ca B
asa por A, seaiin el Corolario 113. Entonces IV e afl} y, como csto ¢s una
somfradiccién, C(8) o [C(R, X) -{R} =

En la pricha e la parte 3. del teoremna anterior, solarnente utilizamos
1 heelo de que & e- comexo por trayectorias. Asi pues, tencmos ¢l signiente
resultiido.

Teorema 116 & 2 V7 wr subconjunio de vo contnuc Y. 5 'V es ronexo por
trayector vs enince s OV} es conezo por troye torios.

En el si:ziien'e teorema, mostraremos que < (R, X) U €0, X) U Fi(X)
(& uni compoetacidn mctrica del conjunto C{/0 X)) JC(0 X)) U F1(S), con
rexiduo no dezencrado FL(R). .

Teorema 117 “uinagamos que X es unu conpactesicn w étree del espocio
§ = {0,0c), ran itsdus mo decenerado B Ihitinamos S, == C(R, X}, 8, =
CO,X). S - F5)yS=38; 15 USy. kntoners:

n} S cs un seoriapo vron exiremno R fh hechn ¢ ciste un homeomorfismo
fil-2xY-+ 8 fol que:

-2 1) 28, (=10 = S T([hoa)) = Sy,
a) f(-2 R, f(-1) = X ypare eadi £ 20, fa)={z},
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1i1) pm;a cadu x € [—2,00), Fi(R)} C Cleex (f ([, 00))). Mds ain,
Clepy (f ([,00))) = £ ([z,00)) U A(R).

b) el conjunto X = S U Fi(R) es una compactacidn métrica de S con
residuo no degenerado Fy(R).

Demostracién. Para ver que § es un semirayo con extremo R, notemos
primero que:

1) S; US; es un arco en C{X) con extremos {0} y R.

En efecto, por el Teorema 115, S; es un arco ordenado en C(X) de R
a X,y 8 es un arco ordenado en C(X) de {0} a X. Ademéas §; NS; =
C(R, X)NnC(0,X) = {X}. Por tanto, §; US; = C(R, X) UC(0,X) es nn
arco en C'(X) con extremos {0} y R. Mis atn, es claro que:

2) (C(R, X) U C(0, X)] N Fi(S) = {0}.

Como consecuencia de esto, S es la nnién de dos conjuntos, un arco y un
semirayo, que se intersectan en su extremo {0}. Luego, § es un semirayo con
extremo R. Ahora veremos cémo construir un homeomorfismo f : [-2, 00) —
S con las propiedades i)-iii) del teorema. Para esto, tomemos una funcién de
Whitney p : C(X) — [0,00). Como S; y S; son arcos ordenados de R y X
y de {0} a X, respectivamente, las funciones p; = pyis, : Sy — [p(R}, u(X)]
Y B2 = pys, - S2 — [0, #(X)] son homeomorfismos (Teorema 32}.

Reparametrizamos ahora los arcos (u(R), u(X)] y [0, u(X)], considerando
wna funcién h; : {-2, ~1] — [p(R), p{X)] definida por

hi(z) = [p(X} — p(R)}{z + 2) + p(R)

siempre que T € [—2, —1]; as{ como una funcién hy : {~1,0] — [0, (X)] dada
por

hala) = ~(X)a
siempre que = € {~1,0]. Es claro que hy y A2 son homeomorfismos y que
ha(=2) = p(R), hy(=1) = j(X) = ha(~1) y ha(0) =

Pr e ..
fo R - I
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Consideremos ahora Jas fune ion&i 5 ;-; vy fe s opytoh, Es

laroque fi [ 20 1) » & ¢ fa: [0 Sq son hnmeommfiamns
sea fy 2 [N, oo) -» 83 la funcién dr-fmlda conmio f4lxr = {a} stz ¢ [(hoo)
tintonces f3 es un homeomorfisino (Teorerna 10

Definimos la funcién f: {-2 oc) — & romo sigue.

Je), st 201

fla) = q folz), sirc 1,0

f3{z), . x)
Notemesaue /(-2)« A(=2)= -2 ) (o) = B A1) =
pit (a(-1) = p (X)) = X, fz( 1) (- 1)) == pgt (X)) = X
F2(0) = P (ha(0)) - e 1 (0) = {0} fal ()]. Pn: tanto. f estd bien definida.
Ademis, fi, f2 ¥ f3 son homeomorfismos y los conjuntos [-2, ~1], [-1,0]

y [0,00) son cerrados en [—2, ©) que cubren o |- 2,00). Luezo, f es un
homeomorfismo.

Notemos ahora que f([-2.—-1])) = [, (- 2. ~1]} = &, f(-1.0]) -
f(-1,0]) = S; y f({0.00)) = fi([0,0c)) = S, Por tanto, f bdfl“fd{( i).
Como ya hicimos ver f(-2} = R, f(—1) ~ X v. por definicién, f(z) = {r}
para cada x > 0. Entonces f satisface ii).

Para ver que f satisface iii), sea z € | -2, x |. Veamos primero el caso en
que 0 < z. Entonces

fllz,00))UR(R) = {{p} € I(X) pe€ [z.00)UR}
- {{p} € IN(X] pe Clx(z,00))}
de acuerdo con ¢l Teorema 104. Como L funcion b que a p le asigna {p} en
F1(X) es una isometria, obtenemos que
h(Clx ([+,00))) = Clgx 'h ([ 2)))
= Clgix th (2. 2a)1)
= Clopn {{p] 1 ¢ [5,00)}).
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De manera (ue

f ([, 00)) U F(R) = Clewy ({{p} 2 p € [2,00)}) = Clexy (f ([7,00))) -
Ahora, st z € {-2,0]

flz,00)) UR(R) = f([z,0]U[0,00)) U Fi(R)

= f{[z,0)) U f ([0, 00)) U Fi(R)

= f([z,0]) U Clexy (£ ([0, 00)))

= Clex) (f ([2,0])) U Clogx (f ([0, 00)))
Clox (f (fx,00))) .

It

Por tanto,

f(lz,00)) U F(R) = Clex) (f ([z,00))) -

y asi, f satisface ii).

De iii) resnlta que

Clox)(8) = Cleuxy (f ([-2,00))) = f{[-2,00)} U Fi(R) = SU Fi(R) = X,

y. como X es compacto y métrico, X' es una compactacién métrica de S con
resiclio Fy(H) que es no degenerado, ya que R es no degenerado. Esto prueba
b). §

4.5 El Teorema.

Estamos por fin en condiciones de probar que X tiene hiperespacio 1inico.

Tecrema 118 fas compactaciones métricas del espacio S = [0,00), con
restduo no degenerado R, tienen hiperespacio dnico.

Demostracion. Sea X = R U S una compactacidn métrica de S con
residuo no degenerado H. Supongamos gque Y es un continuo tal que C(Y)
es homeomorfo « C(X) y que h = C(Y) — C(X) es un homeomorfismo.
Entonces
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1} ¥ no s [ocalmente ¢ mnexo.

En cfocto, 1Y ovlocalmente conexo entor. -~ €() } v, por tanto. tembién
X)), es localmente conexo, segiin el Teoeran GG, Por e mismo teorema
renemos que X o localmente comexo. Puesto e eso es una contradiceion
Al Corolario 111, ¥ no ¢s localinenle conexe  bsto prieb: 1). Afirmamaos
ahora que:

2) It ¢ h(F(Y)).

En efecto, si por ol contraric R € b (F,. (Y1) entonces existe un punto y
Y tal que R = h ({y}). Puesto que C(Y) - {{u}} es conexn por trayectorias
(Teorema 34), resulta que C(X) - {h({y})}  ('(N) — {H} es conexo per
trayectorias. Entonces R no es terminal (Teorenia 112), Corno esto contradice
al Teorema 109, R ¢ 1. (F(Y))

Hagamos ahora &, : C(R.X), S = (LN, S = F(8)y S =8 o
S; U S5, Por el Teorema 117, 8 s un semiravo ron extremo Ry ademads,
existe in homeomerfismo f 1 -2,00) — & tal e

a) f[-2.- 1)=&, f([-L0) - Sy £([0,00)) = Sy,

b} f(-2)=R, f(- 1) = X y para cada > 0, f(z) = {=},

¢} para cada r € {-2,00), ('l (f(@,00))) = fliz,oc)) U
Fy(R).

Afirmamos nhora que:
3 R(FAYY) CCR)L S

En cfecto, si 3) no se cuniple entonces existe un punto y ¢ Y tal que
h({y}) ¢ C(R)US. Luego h{{y}) ¢ C(R)' Sy, por lo que h({y}) es un
subcontimio de S. Como h{{+}) € S,, resulta que 0 ¢ h{{y}). Por tanto,
h({y}) cs wn subcontinno no degenerado de S tal que 0 ¢ h({y}). Entonces,
por cl Teorema 107, existe una 2-celda D en € V) tal que A{{y}) € D—o(D).
Luego, D’ = h"'(D} es una 2-celda en C'(Y) tal que {y} € D’ - ofD').

Como 8§ es un subconjun’o abierto de .\ (e conticne al subecontinio
A({y}) de X, cxiste ¢ > 0 tal que V(- . A{{,}}) <2 S. Por la continnidad
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de h, existe & > 0 tal que si H(B. {y}) < 6 entonces H (h(B),h({y})) < =.
Ademds, por ol Teorema 96, existe un triode T € B ¢ ({y}). Aplicando o
Teorema 48, tenemos gue existe una 3-celda T en C(Y) tal que T € T C
B:({y}). Entonces 7y = h(T) es nna 3-celda en C{X) tal que

T = h(T) C h(B:{y})) C B, (h({y})) € C(5).

Por consiguiente, si Ty = tJ 7y entonces resulta que Ty es un subcontinuo
de S tal que 7y  C(Ty). Esto significa que el hiperespacio C(Tp) contiene
nna 3-celda. Futonces, por el Teorema 49, el continuo Ty contiene un triodo.
Como Ty C § resulta que el semirayo S contiene un triodo, lo cual es absurdo
v asi 3) queda probado. Afirmameos ahora que:

4 (YY) NS £ @.

Para ver -} notemos que, como R es terminal en X, C(X) — {R} no
es conexo por travectorias. Mas ain, por el Teorema 115, el conjunto A =
C(S) U (S — {{1}) s una componente por trayectorias de C{X) — {R}.
Luego, A" (A} s una componente por frayectorias de C(X) — {h~1(R)}.
Entonces, por ¢l Teorema 114,

YA NFLY) # 2.

Por tanto,
h{F{Y)N) T A#D.
Como
AN(CRYUS) = [C(SYU (S, --{R})|N S,

se deduce de 3) que h (F,(Y)) NS # @, probando asi 4). Notemos ahora que:
5) h{F(Y))NC(R) # @.

En efecto, supongamos que, por el contrario, h (F(Y)) N C(R) = @. De
acuerdo con 3). h (F(Y)) es nun subconjunto de §. Ahora bien, como S es
homeomorfo al semirayo [—2,00) y A {F(Y}) es un subcontinuo de C(X),
tenemos que h (F7(Y')) tiene que ser un arco y, por consiguiente, un continuo
localmente conxo. Entonces Fi(Y) y, por ende también Y, es localmente
conexo. Esto contradice 1), asi que 5) es cierto.
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Defimemos R - H(F/YNP CR)y Vs - F (') N& Por 4) v 5) Vy
v R son ne vacfos. s daro que Roes cerrad on 0 X)), gque Cleygyy (V) ¢
LF (YY) y que
h (}1{},)) = 1'.\ - W

Afirmamos que
G) existe 1o ¢ (- 2,00) ral que Wy - f 7 o 00))

Para ver 0}, notemnos primero quesi —2 <2 f (V) entonces B == f(-2) €
Vy C h(F1(Y)), contradiciendc 2). Noternnos alora ne Vy ¢s, por definicién,
terrado en S. Por tanto, f~'(Vy) es un subconjunte cerrado de [-2. 20) que
no tiene a —2. Sea iy = minf TYVy), entonces vy T (=2 %) y fTH{Wy) C
‘ry.oc). Luego, Vy - fLf7H V) € F ([ on) . Do tanto,
R(FY)=RUWVWCR.L i «)).

Luego, si v € (19, %),

R(FUY)) = RN o)) h (1 (YY) ER]
= R{RANOC (e s (<o) U RAE) NC(R)
= RO (v, eD] L b (Y N (r00)) U CRY)]

De acuerdo ¢on b) del Teorema 117,

f([r ) u i)

i

f(r. <N KI(R)UC(R)
Cloy 1f {1, s)NUC(R)

0s un conjunto compacto. I ntonces, hictnos eserito al continno R (£ (Y))
como la union de dos compactos no vacios. Liego, dstos deben intersectarse.
Como

h(FY)OS {ro, DN AN O (% o CRY] CR(RY)N{F(v)},

obtenemos que f{) € h{F(Y)). Esto mnmestra gne f (g, o¢}) C Vy. Por
tanto, Vy == f ("1, 20)) y 6) +e cumple.
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Como conscenencia de G), Vy es conexo. Por tanto, Clexy(Vy) es conexo
y. de acnerdo con «)

Clexy(W) = Clegxy (f ([ro,00))) = f ([0, 00)) U Fi(R) = Vy U [ (R).

Esto es:
7) Clepay(Vr) = W U Fi(R).
Esto implica que
Fy(R) € Clgixy(Vy) € h(Fi(Y)).

Como también Fi(R) < C(R), resulta que Fi{R) € R. Afirmamos ahora
que:

8) RDCJQ(XJ(V)/) = Fl(R)
En efecto, como Vy NR - @ y Fi(R) C R, aplicando 7) tenemos que:

ROClepy(Vy)

H

- RN [Vy U F(R)]
RNV )URNF(R)] = F(R),

con lo que se prucha 8).

Notemos ahora que si R C Fi(R), entonces R = F1(R). Lnego,

= F(R)UClegxy(Vy)
= Fi(R) U (Vv U R (R))
= Vy U Fi(R).
Es claro que Vy U Fi(R) es homeomorfo a X y que h {(F(Y)) es homeo-

morfo aY . Por tanto Y es homeomorfo a X . Esto culminaria la demostracién

del teorema. Supongamos entonces, para efectos de la prueba, que R —
Fi(R) # ©. Afirmamos que:

9} R es conexo.
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Sy
I efecto, FyUR) oxan subconju ito conexo del conpato con o h (£,(Y'})

voos tal g

hEYY - F(R) = [R-F(RuU L Wi - F H)} .

-~ FUR, = Vy son 1o

Ahora bien. los conjuntos R — W (R) y Cli- (W
vie s y. par 3. estdn mutuamente separados. Por tanto, por 1 Teorema 38

t+ cunexo, Esto pnweha 9).

Tvnemes, con todo lo anterior, que Ry Ol (.1 Vy ) son do-~ subcontinios
oot :F;(}) tales gle h (F](Y)) =RU C!(-‘-_\'wﬂf’\," v RN CI('(_\')(V}') =
F i) es eomexo. Como R — Fi{R) # @, sucede que Ry Clexy(Vy) son
s.heontinios prapivs de b (Fi(Y) . Definanios los conjuntos

B-{yeY: u(ly) e Nt
N {yeY:a({yh)eR} ¥
Ve = {n eV h{{y}) € Clon (W}

Ertonces, e clato que

100 3. N y 14 son subcontinuos propnos de Y tales que Y = N U Vy

v NV Vy = 3 s conexo.
Por toito de acuerdo con esto y el Teorema 33, tenemos gue:

11} 85§ ' es un subcontimio de Y, entonces e~ positle encontriar un
punfoe ¢ N, un punto b € Vi - V. v owna trayectorin A 1 —

(1Y) de {e} a {b} en CY) tal que R ¢ XT).

Definamos B - h 1(R). Es claro que ' o5 vn subcontinio de Y asi que,
por 11). s posible cncontrar un punto 3 ¢ AL un punto 4 € Vy — N,y
ana travedtona A 0 - C(Y) e {y} a {we} on C Y] tal que " ¢ A{T).
Notemos que i {1 }) € Ry h{{n}) € Cl- 1V ) - R = V). Esto significa

e P D) s i subcontinuo de R y que B({y.}) es un subcontinno de X
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que intersecta a X — R. Miis aiin, debido a que R ¢ h (F3(Y)). tenemos que
h{{11}) es un subcontinuo propio de R.

Seay: [ — C(X) la funcién v == ho A. Entonces + es una trayectoria en
C(X)de h({m}) a h{{y2}) y, de acuerdo con el Corolario 113, existet € I tal
que ¥(t) = B. Luego A(t) = h ' (v(t)) = h"(R) = R', por lo que R’ € A(I).
Esto es un absurdo. Por tanto, necesariamente R — Fy(R) = @ v, como ya
hicimos ver, de aqui se deduce que Y es homeomorfo a X. 3



Capitulo 5

Dobles Compactaciones.

5.1 Introduccion.

En el capitulo anterior, probamos que las compactaciones métricas del espacio
[0, 00), con residuo no degenerado, tienen hiperespacio 1inico. Ahora veremos
el caso de dos compactaciones métricas de un semirayo, con residuo comiin
que sea un contimo no degenerado. M4as precisamente, consideremos dos
mimeros reales ¢ > 0 y b < 0, y supongamos que [a,c0) UR y (—o0,ljUR
representan dos compactaciones métricas de los semirayos ajenos {a,00) y
(—o0, b], respectivamente, ambas con residno no degenerado R. Sea

X = [a,00) U RU(—00,b).

;Tendra X hiperespacio 1inico? En este capitulo responderemos en ne-
gativo esta pregunta y, veremos que, aunque X no posee hiperespacio tinico,
esencialmente sélo existe nn contimio ¥ no homeomorfo a X, tal que los
hiperespacios C{X) y C(Y) son homeomorfos. Por consiguiente, podemos
decir que X casi tiene hiperespacio 1inico.

Las ideas para la prmeba del resnltado principal de este capitulo, son
similares a las que se dieron en el capitulo anterior. Mientras no se diga otra
cosa, X denotard un continmo tal que X = S URUS:, endonde S UR y
Sy U R son compactaciones métricas de los semirayos ajenos S) = [a,00) y
Sy = (—o00, 8], respectivamente, ambas con residuo no degenerado H. Es fécil
verificar que si A es un subcontinuo de X, entonces A satisface una y sdlo
nna de las siguientes condiciones:

89
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(a) A es un subrontimio de la compiwtacion S) IR,
(b} .1es un ~uhwontmne d - lo compertivon & J R,

(e) A ="r.x)URU(—x.y parasledu s € & yun 1€ Sy

Mis ain, en vista de gqne S; U R y S U 7P ~on coripacta: ones métricas
v semirayes. aplicando el Teorema 104, tencmuos que

Cly ([.r,cx,)) = [:roo) U R pari vada » € 5

Clyx (( -0, y]) = (- o,y UR para cada y € 5.

Aplicadh ¢l Toonema 103 a Lo compact wion S) O i, resilta que R es un
abeontinuo de §) U By, por tanto, un subeontinuo de X,

5.2 Localizando 2-celdas en (C(X).

Asi como en ol easa de una compactacion metrica del somirayo [0, o¢), paralos
contimios do este capitulo, también es imprortante determinnr subcontinuos
Ude X, pav lo- ciales es posible encontrar nua 2 celda D en (X)) tal
que 1 € D - ofD). Es claro gne. si A ¢~ nn subecontinuo no degencrado
loe & = o,x) tul que a ¢ A, entonces podemos ercontrer dicha 2-celda.
Plewimes o e misma conelusion si A es un subvontinuo no degencrado de
Ay (oo talque b ¢ B En ol signients teorema emos (ue existen otros
aihcontinies de N para los cuales dicha 2 celda se priede ohtener.

Teorema 119 S A ¢ C(R. X} — {R} e inl qur a.7 ¢ A entonces eriste
vro Zortda D oep (0 XY tal que A (D — (D1 Iniexg(D).

Demostracion. Sea A nnsubcontinno de ¢ /. X —{R)} talgue e, b ¢ A.
Sin perder generalidad, podemos suponer gue 1 Sy 3 @, Seax = min ANS,.
Fntonees. 7 € §;  {a}. Es facil convencerse «qnue Ar S = »,00). Lucgo, A
s un suheantinue de la compacracién Sy o R v en tid caso. A=z, 0c)UR,
o bienaxiste un punto y ¢ S talque A = . 1 JR J{-ox,y]. Definimos a
continnacion un suhcantinuo B de X. Hacemos o /st A ex un subeontinuo
delocompactacion &, JRy B = RU(—~ ... Cle x ({(-->,y.) ¢n el otro
caso. En onalgquier situicién, resulta que 4 [, o) U 3. Notemos que
1< b
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Fijemos un punto 2z € (z,00). Es claroque z € A y que
A=[z,00)UB =[z,2]U{[z,00)U B).

Afirmamos que:

1) C(z,la,z]) es un arco ordenado & de {2} a {a, 2] en C(X), que
tiene a [z, 2|.

La afirmacién 1) se signe del hecho de que

Clz.]a 2]) = {le.2] : e € [a. 2]} .

Sea Xy = [z,00) U RUS,. Afirmamos que:

2) C(z, Xp) es un arco ordenado 3 de {z} a X en C(X), que tiene
a [z,00) U B.

Para probar 2), tomemos un elemento C € C(z, Xp}. Entonces C es un
subcontinuo de la compactacién S; U R, o bien tiene la forma C = [2,00) U
R (—o0, ] para alguna v € S;. 81 C es un subcontinuo de la compactacién
5, U R entonces, como z € C, C es de la forma {z,w] para algiin punto
w € [z,00), 0 bien C = {z,00) U R. Por tanto, todo elemento C € C (z, Xp)
satisface una y sélo una de las signientes condiciones: C = [z, w| para alguna
w € [2,%), C = [2,0) UR, 0 bien C = [z,00) URU (—00,v| para alguna
v € 55, Utilizando esto, es facil ver que, si C, D € C (z, X,) entonces C C D
o bien O ¢ C. Ahora bien, como {z}, Xy € C{2,Xo} y para cada C €
C(2,Xq), {z} C C C Xp tenemos, por el Teorema 31, que C (z, Xp) es un
arco ordenado de {z} a Xy en C(X). Si B = R entonces {z,00) UB =
[z,0)UR, y si B = RU(—20,y] entonces (z,00) U B = [z,00) URU(—00, y].
En cualquier caso, resulta que [z,00) U B € C (z, Xp). Esto prueba 2).

Afirmamos ahora que;

3) si C € C(z, X) entonces C se puede escribir como C = Cy U (y,
en donde C, € C(z,[a, 2]} y Co € C(z, Xo).
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En ofecto, tomenus unelomen o C € C{ X ) Conmoz € 500, Cesun
s :heontinode lacnn pactineién S UR. obive € o ~0) JR (- ~c.ry nara
aigtin e € o]y un panto v € 80 En el seonnlovaso hactendo ¢ - 2]
y om0V R o] tenemos que O 5 (e ), Coe O (2, X)) y
QR S

Supangames ahora que ¢ esn subeontinon e lnooompa tacion S- .0 R,

Euntonees. como z ¢ . C = (e, endond- - .ir ¢ 5y yva <o <21 A,
o en € eoac) U 2 para algin e € [a, 0] Fnoel primer caso. haciendo
(. e v Crs ch] o tenemes que Gy 00 Tenz]) G o€ Oz Xn) y

(7.0, -C. En vl..«;vgundo casn, haciendo () e}y Cr = |2,0c)UR
resltaque (G €C (5 e.2), Cot (2. X" vy (' =C. Esto prueba 3).

Definamos ahora una fimeidn f: I x T - (X)) como

fls,t) = als)L 41

cwempre e {s0t) © f < J. Como ya hemos « miypuobaio varias veces en oste
‘rihajo, pera nneiones semejantes a f, conchuinns que f tiene las signientes
aropedades

4} f s imyectiva v continma.
e actiovlo von 3y laocompacidad de 7> 7 <1 T = f( x 1), entonees

f:Ix1 D esun homeomotfismo. Luego, 1 es nna 2-celda en ({(X).
L onio

A={z zJU(lz,~ 0 11
vpor 1) v 2 w2 e Clada,z] =all)y

zox)Ulte Clz, No) il

restitaque A € f(IxI) =D Mas ain, debido o gne 1,0 ¢ 4, A D-o(D)

Afirmanes que:
5D Ciz X))

Para ver osto nofemos gue. por un e+ laro que D ¢ C(z. X).
Por otro. dv acuerdo con 3), cada elemento 17+ (7, X} w0 puede escribir
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como la 1mién de v elemento Cy € C(z,]a,2]) = o(f) y un elemento C; €
C(z.Xo) = A(I). Entonces C € f({ x I} =D y de esta manera, C(z, X) C
D. Esto prucha 5). Afirmamos ahora que:

G) AE€ Iﬂ-tn(x)(D).
En efecto, sean U =[a.2) y V = X — [a,2] = {z,00) UR U (—00,b]. Sea
U={CelX):CNUA£B#£CNV}.

Ya que U y V son abiertos en X, U es abierto en C(X). Claramente
AclU. Dada C € U, debido a que C es conexo, se sigue que z € C. Lunego,
C € C{z,X) = D, segtin 5). Por tanto, i C D. Esto prueba 6) y termina la

demostracion. B

5.3 Continuos Terminales.

Ahora probaremos que el residuo comiin a las compactaciones S;UR y SpUR,
es terminal en X.

Teorema 120 E! residuo comin R de las compactaciones S UR y S, UR
es terminal en X.

Demostracion. Sea A un subcontinuo de X tal que AN A # @. Si
A es nn snhcontinuo de S; U R, o bien de §; U R entonces, por la termi-
nalidad de R con respecto a dichas compactaciones, 4 C It o bien R C A.
Supongamos entonces que A no es un subcontinuo de 5, U R y que tampoco
cs nn subecontinuo de S; U R, Entonces existen z € S; y y € S; tales que
A = [z,00) U RU (—oo,y]. Luego R C Ay, por consigniente, R es terminal
en X. 1

Ahora veremos que X no es locaimente conexo en los puntos de R.

Teorema 121 S: R es no degenerado, entonces X no es localmente conezo
en ningin punio de R.

Demostracién. Supongamos qite X es localmente conexo en un punto
x € R. Fijemos nn punto y € R tal que y # 1. Sea U un subconjunto abierto
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e N telqne s o Ty € Ul Aplicando io1midad de XL asi como [a
conexidad local de X en z, es posible encont:or s, snbeanjunto abierio v
conexo Cde Notal quexz € C CCOI(C) - 1 'emo §,U 8, es denso «n
X, CN{5 US,) # 9. Supong imos sin perder ceneralidac que CNS; # ¢
Fntorees Ol {(CYN S 7 @,

T nemos de lo anterior, que S5 {C) es un subeontinuo de X que interseeta
i R, no estd contenido en R (pues tiene ni punta de Sp) y no coutiene a R
(pries y ¢ U 'y Clx(C) ¢ U). Entonces A uo e~ terminal en X. Como esto
contradice ¢f teorema anterior, X no es lovalniente conexc en . 11

Corolario 122 Si R es no degenerado, enfonc~ X no es iocalmente conexn.

5.4 Componentes por Trayectorias.

Unia bnena parte de la estructura de (/N o mostracda en el signiente
teorema. En el mismo, desciibimos una componente por frayectorias de
C(X; - {R} que serd de gran importancin para probar que X casi tiene
hipercspacio vinico.

Teorema 123 Para el continio X son ciertus los stguievtes afirmaciones:
1. C(R,X) ¢s una 2-celda -n C(X),

(’{a, X) es un arco ordenado de {a} o X cn (X)),

C(b, X) es un arco ordenado de {b} a N o ('(X),

Clegg (C151)) € C(Si L R),

Clex) (C(S:)) C C(S2L R),

6. A =C(S))uC(n,X)- {R}JUC(S)) ¢~ unn componente por trayee-
torios de C(X) — {R}.

[

Demostracion. Para probar 1. notemos jun, aplicando la parte 2. del
Teorema 115 a las compactaciones Sy U v 5, 1!, tenemos que C(R, S UR)
es un arco ordenadoade Rao S U R en ('(N1. y C(R, 52U R) es un arco
ordenado Fde S22 SqUR en C(X). Defimmos nna tuneidn f: Ix 1 — C(X)
como f(s,t) == a(s) U A(t) siemnpre que {s. ) « I x I. Afirmamos que:
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1) f(s,t) € C(R,X) paracada (s,t) € I x I.

En efecto, si (s,t) € I x I, entonces R C o(s) N B(t). Por tanto, R C
afs) U B(t) = f{s,1), ¥ asi 1) es cierto. Es facil ver que:

2} f es inyectiva y continua.
Afirmamos ahora que:
3) f es suprayectiva.

Para ver esto, tomemos un elemento C € C(R, X). Entonces hay tres
opciones para C: C es un subcontinuo de la compactacién §; U R, un sub-
continno de la compactacién S, U R, o bien C = [z,00) U RU (—oc.y] en
donde £ € S; y ¥ € S2. En este iiltimo caso, haciendo ) = [z,cc) U R
y C2 = RU(—o00,y], tenemos que C, € C(R,S;UR) = a(l), C; €
C(R,5:UR} = B(I) y C = C1UC;,. Por tanto, existe un punto (s,t) € I x [
tal que a(s) = €, y f(t) = Cs. Luego, C = a{s) U B{t) = f(s,t).

Supongamos ahora que € es un subcontinuo de la compactacién S, U R.
Entonces C € C(R, 5;UR)} = a{I), por lo que existe s € I tal que C' = a(s).
Luego, C = a{s) = as) U #(0) = f(s,0). De manera similar se resuclve
el caso en que C' es un snbeontinuo de la compactacién S; U R. Por tanto,
siempre es posible encontrar un punto (s,2) € I x I tal que f(s,t) = C.
Lucgo, f es suprayectiva.

Como consecuencia de lo anterior, f : [ x [ — C(R, X) es un homeo-
morfismo. Entonces C(R, X) es una 2-celda en C({X). Esto prucha 1.

Para probar 2., tomemos un elemento C € C(a, X). Comoa € 5, NC,
tenemos que C ¢s un subcontinue de la compactacion S; U R, o bien C =
51U R U (—co,y] para algiin punto y € 53, Si C es un subcontinuo de la
compactacién S; U R entonces, debido a que a € C, C = [a,¢] para algin
pmto e € Sy, o bien C = 5UR. De esta manera, cada elemento C € C(a, X)
satisface una y sélo una de las siguientes condiciones: C = [a, €} para algin
punto e € &, € = 8 U R o bien € = § U U {—o0,y] para algin punto
¥ € 5o Aplicando esto, os facil ver que si C, D € C(a, X) entonces C C D
o D C C. Ahora bien, como {a}, X € C(a,X) vy para cada C € C(a, X),
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{a} € C C X tenemos, por el Teorema 31, que C{a, X} es un arco ordenado
de {a} a X en C(X). Esto prueba 2. La prueba de 3. cs similar.

Para ver 4., notemos que $; J R es un continuo, asi que C{S, U R) es un
compacto que contiene a C{5)). De aqui qne Clex (C(S1)) € C(51U R).
Esto prueba 4. Analogamente se prueba 5.

Para ver 6., notemos que, aplicando la parte 4. del Tecrema 115 a las com-
pactaciones S| U R y S3U R, resulta que A, = C{S;)U[C(R,RU 5) — {R}]
¥ A2 = C(S2) U[C(R, Ru S3) — { R}] son conexos por trayectorias. Por 1.,
C(R, X) es una 2-celda, asi que C{R, X) — { R} es conexo por trayectorias.
Ademads, parai=1,2

RUS; € [C(R,X) - {R}NA..

Esto muestra que A es conexo por trayectorias. Claramente A C C{X) —
{R}, asi que existe una componente por trayectorias C de C(X) — {R} tal
que A CC. 51 A C C entonces existe A € C~ A C C{X)— A. Luego, A esun
subcontinmo propio de R. Fijemos B € C{5;). Entonces B € A, por lo que
B € €. Como C es una componente por trayectorias de C{X) — { R}, existe
una trayectoria ¢ : I — C(X) de A a B tal gque R ¢ a(f). Sin embargo,
como lles terminalen X, AC Ry B— R # @, por el Corolario 113 se sigue
que R € a(l). De esta contradiccién se tiene que A = C y, por tanto, A ¢s
una componente por trayectorias de C(X) —~ {R}. 1

En el siguiente teorema, mostraremos gue Cla. X) UC(h, X)U Fi{X) es
una compactacion métrica del conjunto Ca, X)YU C(b. XU F1(51)} U Fi(5,)
con residuo Fy(R).

Teorema 124 Sean a y b numeros reales tales quen > 0 y b < 0. Sean
S1UR y S, U R las respectivas compactaciones métricas de los semiragos
gjenos [a,00) y (—00,b], ambas con residuo R. Definumos X = 5, URU S,
ysea S = Cla, XYUC{b, X)u Fi(S;)U F\[S,). Entonces,

e} S es homecomorfo a R. De hecho, enste un homeomorfismo f : R — &
tal que:

1) f{(—oc.b) = Fi(&), f{[b.O]) = Cth X}, F([0,0]) = Cla. X) y
flla.x<)) = Fi(8),
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i) J(0) = X y, para cada © € (—o0, b U ja, 00), f(z) = {z},
1) pura cada v € R, Fi(R) € Clego (f ([7.00))). Mds aiin
Clewy (f ([, 00))) = f{[x,00)) U Fi(R),
w) para cada 7 € R, Fy(R) C Clopn (f (=00, 2]))). Mds atin
Clegx) (f((—00,z])) = f ({(—oc, z]) U Fi(R),

b) el conjunto X == S U Fi{R) es una compactacién méirica de S con
residuo Fy(R).

Demostracién. Para ver que S es homeomorfo a R, notemos primero
(ne:

1) C(a. X)U C(b, X) es un arco en C(X} con extremos {a} y {b}.

En efecto, por las partes 2. y 3. del Teorema 123, C{a, X) y C(b, X) son
arcos ordenados de {a} a X en C(X) y de {b} a X en C(X), respectivamente.
Ademés C(a, X)NC(b, X) = {X} por lo que, Ca, X)UC(b, X) es la unién
de dos arcos que se intersectan en su extremo X. Luego, C(e, X) U C(b, X)
es un arco en (7(X) con extremos {a} y {b}. Mas atin, es claro que:

2) [Cle. X)UC(H, X)) N F1(S)) = {a}.

Por tanto, (X(a, X} JC(b, X)UF(8;) es la unién de dos conjuntos, un arco
¥ nn serrayo. (e se intersectan en su extremo {a}. Por tanto, C{a, X} U
C(b. X) L Fi{51) es nn semirayo en (7{X) con extremo {b}. Es claro que:

3) [Clo, X)UCb, XY U Fi(S)), N FL(Ss) = {b).

Luego. S s la union de dos semirayos que se intersectan en su extremo.
Por tanto. § e~ v conjunto homeomorfo a R, Claramente es posible construir
un homeomotfismo f : R -+ § gue satisface las propiedades i) y ii).

Paru ver que f satisface iii), tomemos un punto € R. Primero supon-
gamos que a < r. Por el Teorema 104,

flizi oo UF(R) = {{p} : p € [z.00) UR}
= {{p}: p € Clx ([z.00))}.
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Como la fmcion b 0 X - F(X) debnein por h(o) =2 {«} es ma

sonretri
h(Cly ([£,00))) = Clpyxy i (0 X))
. (HC(X)({{];}:JHE:[I.OO“}).

Esto implica que:
flz o)) UA(R) == Cloge ({{i ] - p€ 00)})
== Cloey, (FU.x))).

Alora supongamos que z < a. Entonces, debido a que f ([z,e]) es com-
pacto

Clepo (f ([2,00))) = Cleon (F([2.a]) 11 Clecxy (f ([a, 00))
Mz, @)U f o)) D IA(E)
r([I:OO)) i Fnl(”‘..

If

Por tanto,

Flz, o)) UL (R)=Cloyy  (fx.00))).

Esto prueba iii). La prueba de qne f satisiice iv) es similar.

Para probar b), tomemos un punto z ¢ ®. Por iii) y iv)

Cleix)(S) = Clex (f ({(—oo.1]) otz ox)))

Clex (f ((—oo. 1)) U ey (f (Iz,00)))
= f{(—eo,z)UF (Rt 7 {[a,00)) U F(R)
= f{{=eo,zjUfz, )0 F(1Y)

= f(R)u Fy(R)

= SUF (R).

It

Esto mucstra que & es cornpacto y miétrico. Por tanto, A es una com-
pactacion métrica de § con residno Fy (/7). =1 praeba b). 1
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5.5 El Teorema.

Estamos en condiciones de probar que si Y es un continuo tal que C(Y)
y C{X) son homeomorfos, entonces Y y X son homeomorfos, o bien Y es
homeomorfo a la varsoimncidn de X, osto es, al continuo gue se obtiene
agragandole a X nn arco gue lo intersecta solamente en el conjunto {a, b}.

Teorema 125 Sean a y b nimeros recles toles que a > 0 y b < 0. Supongo-
mos que X = S{URUS, es un continuo tal gue S; U R y Sa U R son los
respectivas compactaciones métricas de los semirayos ajenos S, = [a,00) y
Sy = (--00,b], ambas con residuo R. Supongamos que Y es un continuo tal
que C(X) es homeomorfo a C(Y). Entonces Y es homeomorfo a X, o bien

Y es homeomorfo a X U5, en donde S es un arco con extremos a y b que
satisface que SN X = {a,b}.

Demostracién. Tomemos un continno Y tal que C(X) es homeomorfo
a C(Y) y un homeomorfismo h : C(Y) — C(X). Supongamos primero
que R es degenerado. Entonces X es el arco [b,a] y. por el Teorema 68, Y es
homeomorfo a X, o bien a la curva cerrada simple (es decir, al contimio XUS
en donde S es un arco con extremos a v b que satisface que SN X = {a, b}).

Supongamos ahora que R es no degenerado. Afirmamos que:
1) Y no es localmente conexo.

En cfecto, st Y cs localmente conexo, entonces C(Y) v por ende también
C(X) son localmente conexos. Lueso, X es localmente conexo, lo cual es
absurdo. Esto prueba 1). Afirmamos aiiora que:

2) R¢ h(A(Y)).

Veamos, si B € h(F{Y)) entonces R := h({y}) para alguna y € Y.
Debido a que C(Y) - {{y}} es conexu por trayectorias, C(X) — {R} es
conexo por trayectorias. Luego f1 no ¢~ terminal en X. Esto contradice al
Teorema 120, de manera que 2) se cumple.

Hagamos ahora § = Fy(S1)UF(8)UC(a, X)UC(b, X). Por el Teorema
124, existe un homeomorfismo f : R — S tal que:
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a) f{(-c.b]) = FilS,), f(b,) (), f(la) = Cla X)
Y fooc))=F &)

D) f(0; - Xy,puwacadaze (- i U 1,00), flxr) = {x},

o) poaecadaz € R Clgog (f (0 «))) = fa.x))C F(R) y
Clexe: (f ((—oe, o)) = FU x 1L (R).

Afirmamos aliori gue:
3D (F(Y)) CC(RYUS.

Para ver 3) supongamos que, por el contrano, existe un punto y € ¥ tal

o h({y}) @ CUNUS. Entonees h{{y}) € (18 1UC S)U[C(R. X) - {R}].
Hupon.mmlc:\. primero que A{{y}) € C(Sy). Coma A{{+}) ¢ F1(S1)UC{a. X),
tencmos que A({y}) es un snbeontimio no degenerado de Sy que no tiene al
punto e. Entonces, por el Teorema 107, oxiste nna 2-celda D en C'(.X) tal
que h({y}) e D - o(D).

Definamos D, = h71{D). Fs claro que . s una 2-celda en C(Y) tal
que {y} ¢ Do — o{Dg). Tomemos ¢ > 0 tal qne N{e.h{{y})) C S;. Por
fa continunlad de 7, existe 6 > 0 tal que Rl ({y!)) € B (h({y})). Por
¢l Teorema 96, cxiste un triodo 7' € B§ ({y}). En'oneces. por ¢l Teorema
8, existe una 3-celda 7 en CUY) tal que T - T Z Bs({y})- Por tanto,
To - 1T} s una 3-celda en C1 X)) tal gue

T, = h(Bs({3})) C Be (1 ({u1) € Z(Sh).

Definiendo T, = |J 7, resulta gque Ty es un sabeontitmo Jde 5 tal que la 3-
celda 7y v~téd cortenida en C{7,). Por tanto. 7. conriene vn trindo. Debido
ngue Ty ¢ 5, resulta entonces que el semirive S conticne wn trindo, lo
cuel es ahsnrdo. Por consigniente A({y}) ¢ (" 51) De manera similar sc
pricha gue 2 {{y}) € C(S2). Por tanto h{{y}) C(R,X) - {R}. Dado que
a,b ¢ h{{y}). por ¢l Teorcma 119, existe nua 2 celd T en C{X) tal que

R({1}) € 1D - o(D)} " Inr. 3\ D).
Puesto gue 1{{y}) ¢ Intex)(D), existe = 0 tal que B, (h({y})) C D.

)
Por la cantinuidad de b, existe & > 0 tal qu h (Ds({y})) € B.(h ({y}))
Notemos quie D 171(D) es una 2-celdi en ¢ ‘r') tal que {y} € Dy - o{Dy)
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ast que. por ol Teorema 96, existe nn triodo T € By {{y}). Aplicando de
2
nueva cuenta ol Teorema 18, podemos construir una 3-celda 7 en C(Y) tal

que T € T C Ba({y}). Luego, To = h(T) resulta ser una 3-celda en C(X)
tal ¢ue

ToC h(Bs({y})) C B.(h({¥})) C D,

es decir. 7, es una 3-celda contenida en una 2-celda D. Esto es absurdo, asf
que h ({y}) € C(R)US y asi 3) se cumple. Afirmamos ahora que:

4y h(FY)NS # 2.
In efecto, de acuerdo con el Teorema 123
A= C(S)U[C(R,X)-{R}UC(Sa)

s na componente por trayectorias de C{X) - {R}. Por tanto A™'{A) es una
componente por trayectorias de C(Y')— {h~!(R)}. Entonces, por el Teorema
114, A"Y{AYN F(Y) # &. Luego, h(Fi(Y)) N A # @ y, de acuerdo con 3),
esto implica que A (F1(Y)) NS # @. Afirmamos ahora que:

5) h(R{Y))NC(R) £ .

En cfecto, si por el contrario A (Fi(Y)})NC{R) = @ entonces, de acuerdo
con 3), h (Fi(Y)) € 8§ Debido a gue S ¢s homeomorfo a R y a que h (Fy(Y))
es un continuo contenido en S, h (Fy(Y)) tiene que ser un arco en S y, por
consigniente, 1w conjunto localmente conexo. Entonces Fi(Y) y por tanto
también Y, son Incalmente conexos. Esto contradice 1), asi que 5) se cumple.

Definanios ahora R = h (F(Y))NC(R) y Vy = R(F(Y))NS. Es claro
gie R es un subconjunto cerrado de C(X), y que Vy es un subconjunto
cerrado de 8. Ademads, por 4) y 5), Vy A @y R £ @. Més atin, h ([ (Y)) =
RUVy y RNW = 2, esto tltimo por 2).

Afirmainos ahora que:

G} Vy osde alguna de las signientes cnatro formas:

) Vv = f(E),
iy Wy = f({ro,o0)) para algin v, € R,
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i) Vy o f{{—o00,1,]) para alpan /. ¢ =, 0 bien

iv) Vy - fl{~oc0, YU f([» ~ pumia algin par de muneros
reales vy y vg con oy < ug.

Para empezar, noternos que f 1(Vy) es un subeonjunto cerrado y no vacio
de 7. Para probar 6}, es snficiente con yue mostremos que si £ € f1(W-),
entonees (-00,] C f1(Vy) o [z,00) € [ '(Vy). Supongamos que esto uo
Fs cleTto, entonees existen T ¢ f"l(Vy) vouvoroonu <z < irtales que
u,iv ¢ f 1(Vy). Entonces,

R(FI(Y) - RUVW =RUKRFRY))NHR)] =
RURFEYNOF (oo u) U f (o x JUIRFY)) 0 ((u,1]),
Fstos dos uniendos son cerrados. El sepundo por que es la interseccién
de dos compactos, y el primero por gue s igual i
RU[[F(R)NA(RY))VR(FY)) ™ i f( -oo,u) U f{[r,00))}]]
= RUR(F(Y)) N IF(RYU f{(—oc, u]} U f([r,00))]]

el cual es cerrado por la parte iv) del Teorema 124, Ademds, ambos uniendos

son no vacios, pues el segundo tiene a f(4). La interseccion de ellos es imial
a

R(FAYY) n{f{n). f1)}

Por la conexidad de b (Fi(Y)), esta interseccion es no vacia. Asi que, por
cjemplo f(u) € h(Fi(Y)). De aqui que v ¢ f '{Vy}, lo cual es absurdo.
Esto termina la prueba de la afirmacidén v, por eonsecuencia, G) ¢s cierto.

("ualquiera que sea la forma de Vy, afinnamos que:
7) Cleyxy(Vy) = Vv U Fi(R).

I'n ofecto, si Wy = f(R) = S entonces. (e acnerdo con la parte b) del
Teorema 124

Clogxy(Vy) =X =SUF (1) - W L FR(R).
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Si Vy = f (lno, 00)), por «)
Clopo(Vr) = f{{ro,00)) U Fi(R) == Vy L Fi(R).
Si Vy = f ((—o0, ]}, por c)
Clox;,(Vy) = f{{—20,m0) U Fi(R) = Vy U Fi(R).
Finalmente, si Vy = f ((—o0.m]) U f ([vz, 00)), por ¢)
Cloxy(Vy) = Clow (f ((--00,1])) U Clexy (f ([, 00)))

= f{(--oc,m]}U Fi(R) U f ({r2. 00)) U Fi{R) (5.1)
= Wy U F(R).

Esto prueba 7). Afirmamos ahora que:
8) Clc(x)(Vy) €5 Conexo.
En efecto, si Vy = f(R) 0 Vy = f([19,00)) 0 Vy = f({(—o00,u)]), en-

tonces Vy es conexo y, por consiguiente, Cloix)(Vy) os conexo. Si Vy =
F{(—o0,m]) U f ([v2,00)) entonces, de acuerdo con (5.1)

Clepy(Vy) = [f ((—oc, m]) U Fy(R)] U [f ([12.00)) U Fi(R)].

Notemos que los conjuntos f ({—o0,m)) U Fi(R) = Claoxy (f ((—o0, 1))
y f(fv2, 00)) U Fi(R) = Cleix) (f ([re, 20))) son conexos con interseccién no
vacia, asi que la unién de dichos conjuntos, o sen Clegxy(Vy ), es conexa. Esto
prueba &). Afirmamos que:

9) RN Clexy(Vy) = Fi(R).

En efecto, como Fi(R) C Clexy(Vy) C h(F1(Y)), tenemos que Fy(R) ¢
R. De manera que

RﬂClc(X}(Vy) = Rﬁ[Vy UFl(H)]
= [ROV|URNF(R)] = Fy(R)

con lo que 9) sc cumple. Ahora mostraremos que:
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10) R~ coneso,

Paver exto, notemos prime-o que si B = £ 1), entonc s R e conexo.
wotemas alwrd gue si R # Fi(R entonces. e aonerdocon & | R - Fi{R) £
> Ahorabien, Fi(R) es un subeonjunto conexa del conjunto conexo b (Fy(Y)).

“al gue

HEF(Y)) = Fy(R) = [R = R(R)] 3 (Cleo(Vr) = Bi(R)]

Adonds, R - Fy{(I) y Cleix (Vy) = Fi{#Y V4 »on no vacios y, por 9},
<tdn nmtuamente sceparados. Por tanto, por el Teorema 38, [R -- Fy(R)| U
" 'R) - R esconexo. Esto prucba 10).

Tinemos, e todo lo anterior, que Ry €/ rxy{V'y) son dos subeontinuos de
FOY ) cayauniones B (Fi(Y)), y cuya interseceidnt es Fy(R). Afirmamos
e

1R (R,

Para prohar 11) supongamos que R # F.(R). Debido a que F}(R) C R,
“snlte gque R - Fi(R) # @, Esto implica gque Ry Cleyvy(Vy) son dos
sthemmtines propios de b (Fy(Y ), euya umdn o b (F1(Y))} ¢ interseccion es
Fi{R) segiin ). Definamos ahora

By ={y el :h{{y}) ¢ Fi(1)},
N={yeY :r{{y}) e R} v
V={yeY  :h{{y}) ¢ Cie yy(Ws)}
Fs claro que Ny Wy ron dos subcontinuns propios de Y, enya nnién es Y
v riya inferseeion os el conjunto conexo I4y, . Entoness, por el Trorema 33,

11.1} para cada subeontinue I’ de Y, o~ posible encontrar un punto
w € N, un punto v € ¥y — .\ v una trayectoria v : [ — C(Y)
de {u} a {uv} en C(Y) tal que #" ¢ 4{I).

Tomemes 7' -z b Y(B). Es claro que £2' ¢~ un subeentirno de Y. asi que
por 11.1), existen un punto © € N, un punto v ¢ Vy- - N y una trayectoria
~ 0 - CY) de {v} a {v} en C(Y) tales que ' ¢ ~(f). Definiunos
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3 =ho~. Entonces, #: 1 -» C(X) es una trayectoria de h({u}) a h({v})
en C(X). Como u € N resulta que h{{u}) € R = A (F(Y))NC(R), por lo
que h{{u}) es vn subcontinuo de R. En vista de 2), tenemos que h({u}) es
un suhecontinuio propio de R,

Ahora bien. v € Vy — N por lo que h{{v}) € Clgx)(Vy) — Fi(R) =
Yy = h(F((Y) NS, asi que R{{»}) es un subcontinuo de X que intersecta
al complemento de R. Entonces, por el Corolario 113, existe t € [ tal que
A(t) = R. Lnego v(t) = h71(3(t)) = h 1(R) = R’ contradiciendo el hecho de
que R' ¢ ~(1). En consecuencia, R = Fi(R) y 11) queda probado.

Aplicando 7) y 11) tenemos que
h (F](Y)) =RU Cl(_‘(x}(vY) = Fl(R) U [Vy U F;(R)]
= Vy U F(R).

Afirmamos que:

12) Vy no es de la forma Vy = f ([, 00)) para ningiin vy € R.

En cfecto si existe wn punto vy € R tal que Wy = [ ({rg, 00)), entonces
R{F(Y)) = Vy ! FY{R) es una compictacién métrica de un semirayo con
residuo no degencrado. Entonces Fi(Y) y, por ende también Y, son com-
pactacionss meétricas de un semirayo con residuo no degenerado. Debido a
gue dichas compactaciones ticnen hiperespacio iinico (Teorema 118}, se tiene

que X ¢s una compactacion métrica de un semirayo con residuo no degene-
rado. Esto es absurdo, por lo que 12) gueda probado.

Stmilarmente, se muestra gue:
13) Wy noes de ja forma Vy = f{{- oc, 1)) para ningiin vy € R.
De acuerdo con 12), 13) y i)-1v) de ), resulta que

Vy == f{{—oc, ) U f ([, )

para algiin par de niimeros reales vy, v2 con vy, < vz, 0 bien Vy = f(R). En
el primmer ¢aso. es claro que Y es homeomarfo a X y, en el segundo caso que
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Y oos homeomerfo 0 X1 85, endonde § o~ 1 v on extremos # y b, que
satisface que S X = {0, 0}. 8

El teorcma anterior nos da ina mieva familis de coutinos cuyos clemen-
tos cstdn C-determinados. Supongamos gne F o= 1 tamilia de todos aquellos
contimos qute se prieden escribir como dos comypractuciones métricas de semi-
rayos ijettos, ambas con ¢l misme residuo Toten s dos clementos X v Y
en F tales que (/{X) es homeomorfo a C’(Y). Futonces, por ¢l teorema an-
terior, Y es homoeoniorfo a X o bien a X _ &5 ¢t donde S es un arco que
intersecta solamente a los extremos de los semirayos ajencs de X. Debido a
(e un contitmo de la forma X U S no esti vn la familia F, necesariamente
Y es homeomorfo n X y, asi los elementos de F estan C-determinados. A
contimiacion esciibiremos el resnltado obtenid: como nn teorema.

Teorema 126 los miembros de la famiha F e los conter uos gue se pueden
escribir como dos compuctaciones métricas v ~crirayes 2jenos, ambas con
el mismo residuo, cstdn C-determinados

Dehido a que un arco pertenece a la farnilia F. tenemos que un arco esta
C-determinado con respecto a la familia 7.

Tomemos abora un elemento X € F. Entonees X -2 S URUS; en
donde S, U R y 5, L R son compactaciones métricas de los semirayos ajenos
51 = a,0c) y Sa . [--00,b], ambas con ¢l misino residue no degenerado R.
Hemos visto gue 1 Y ¢n un continuo tal que ¢ (X es homeomorfo a C'(Y)
y Y no es homeomorfo a X, entonees Y es homeomorfo 2 X U S en donde
S es un arco con cxtremos e y b que satisface que S X - {a,b}. Notemos
que X U S s una compactacion de la recta real R con residuo el continmo
R. Por tanto, esencialmente el inico continug que lo estorha a X para tener
hiperespacioinico, s la compactacidn de La recta real (ue tiene como residio
el mismo que el de X.

Similarmente, si iniviamos con una compactiacidn métrica X de la recta
real V = { noc,x ), tal gque ol residuo de X o« conexo v no degenerado,
y fijamos dos puntos a.b € 17 tales que ¢ < 1, vntonces el contimo Y =
X - (u,b) se encnentra en la familia 7, no s homneomeorfo a X y es tal que
los hiperespacios C{X) y C(Y) son homeomorfos (Teorema 182). Por tanto,
tenemos el siguiente resiltado
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Teorema 127 Las compuctaciones mitricas de la recta real no tienen hiperes-
pacio unico.

En el sizniente capitulo estudiaremos con detalle las compactaciones de
la recta real R.

5.6 Dobles Compactaciones Generalizadas.

En la seccidn 5.2, detectamos 2-celdas especiales cuando un contimo X se
puede escribir como el resultado de dos compactaciones métricas de semirayos
ajenos, ambas con el mismo residuo (ver Tecrema 119). Si las compactaciones
no comparten el residno, entonces tambien podemos localizar dichas 2-celdas,
y los resultados de esta seccidn tratan este caso.

Consideremos que la letra X representa un continuo que se puede escribir
como X = ViURUSUV,, endonde ViU R y V4, U S son dos compactaciones
métricas de los semirayos ajenos V) = [a,00) y V4 = (--00, b}, tales que R es
el residuode ViUR y S el de VLU S. Entonces ViUR y VLS son subeontiues
de X. Por tanto, aplicando el Teorema 104, sucede que:

Clx ([z,0¢)) = [z,oc) U R para cada x € )

Clx ((—oc,y!) = (~oc,y, J S para cada y € V.

Ademas, por el Teorema 103, R y S son subcontinuos de V; U R y de
V5, U S, respectivamente. Por tanto, B y S son subcontinuos de X. En el
siguiente teorema vemos la forma que ticnen los subcontinuos de X.

Teorema 128 Supongamos que Vi, U R y Vo U S son dos compactaciones
métricas de los semirayos ajenos Vi = [a,00) y Vo = (- oo, b] con residuos R
y S, respectivamente. Definamos X = VIURUSUV, y sea A un subcontinuo
de X. Entonces A satisfac: une de los siquientes condiciones:

{a) A es un subcontinuo de RU S,
() A es un subcontinuo de V7,

{c) A es un subecontinuo de Vs,
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() Ac CLR.XY APV, # ¢,

frj Ac C(S.X) g ANV £ ¢

Demostracion. Sea A € 7(X). Si.1 * 170 W) = @, entonces A
es un sutbeontinuo de R U S0 Supoagamos niina que Ar (Vi uWe) # @.
Consideremios prinero el casoengue A1 7 30 % A e un subeonfinmo
el cormpactacion 1y o R, entenees A es nn subeontinuo de V) o hien A =
o) L I para alguna o € V). Luego, A4 satistace (b) o (d). Si A no es un
-ahcontinno de i compactacion V; U R, entonees A (VoL S) # 2. Debido
cque A s un suboontinio de Xy a que Cixily) = V) U R, tenemos que
! ¢ A Entonces A satisface (d). Por tanto. si ANV] # @ entonces A
<atisface (hy o {d). De manera sumilar se priueha que, st ANV, £ @ entonces
satisface (¢) o {e).

Con respecto w i localizacion de subeontinios A de X, para los enales
t 5 posible cnvontrar yma 2-celdi D en C(LY tal que 1 € D - 0{D), tenemos
lors siguic ntes resultados.

Teorema 129 Sion Vi U R y Vo U S dos campiactectones métricas de los
semmragos ajeros Vi = (o, 00} 4 Vo = (—oc b con nisiduos Ry S, respecti-
wiente, Seungumas gee ROS £ @y definarins

X=VURUS_1,

St A «s un subicontinne no degenerado #e X tel que a,b g A y AN(V U
V) £ & crtoarcs crste una 2- elda D en 0" X tal que A ¢ D - ofD).

Demostracion. Sca A un subcontinue mo degenerado de X tal gque
A7Vl # ey e b A Do acuerdo con ol tearema anterior, A satisface
tna de las siguientes condicionees:

(a) A es un subcontinue no degenerado e V) tal quea € A.
(b) A es un subcontinue no degenecrado Jde V. tal que b ¢ A.
(¢} AcCIRX), ANV #@yal i .

(d} Ac C5X).ANV. £@ybe 4
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Si A es wn subcontinuo no degenerado de V) tal que ¢ ¢ A entonces,
aplicande el Teorema 107 a la compactacion V) U R, resulta que existe una
2-celda D en C(V; U R) tal que A € D — o{D). Puesto que V; U R es
un subcontinno de X, D es una 2-celda en C(X}. Si A es un subcontinuo
no degenerado de V, entonces, procediendo de manera similar es posible
encontrar dicha 2-celda D,

Supongamos ahorz que A es de la forma (¢). Como cada punto z de {a, o)
separa en los conjuntos A, = [a,%) y B, = (x,00) U RU S UV,, tenemos que
si p € AN (a.00), entonces [p,00) C A. Esto implica que AN fa,00) es de
la forma AN a,00) == [v,00) para alguna » > a. Sea z = v + 1. Como z
separa a X en los conjuntes A, y B, por el Teorema 38, By = A, U {z} y
B33 = B, U {z} son contimios cuya unién es X. Ademds, z también separa
a A en los conjuntos A, N A y B, N A. Nuevamente, por el Teorema 38,
Ay = (A;NA)U{z} y Ay = (BN A) L {r} son subcontinuos (propios) de A.
Observemos que A = AjUAy, A # A, Ay #£ A, A C By (puesa € B, — Ay),
Ay C By (puesbe Ba— Ay), Bi # X / Bay AjnA; = {2} = BN B,.
De acuerdo con el Tenrema 97, existe una 2-celda D en C(X) tal que A €
D — o(D).

Si A es de la forma descrita en (d}, con una argumento similar es posible
encontrar una 2-celda D en C(X) tal que A € D —o(D). &



Capitulo 6

Compactaciones de la recta
real.

6.1 Introduccion.

Cousideremos la clase C de las compactaciones métricas de la recta real
{(—x.00). Es claro que C sc¢ puede escribir como la unién de las clases
C, y C3, dependiendo de si el residuo de dichas compactaciones es conexo o
110. respectivamente.

Teorema 130 Supongamos gue X = V U R es uno compactacion métrica de
la recta reol V' = (—o00.cc), con residuo K. Entonces R tiene a lo mds dos
rompnnentes.

Demostracion. Definamos

Ay = [ Clx ((n,00))

ney

Ay = [) Clx (( —o0, —n}).
nel
Afirmamos que:

1) =4, JA,.

111
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Para probar que B ¢ AU 4o, tomemes nn punro £ € £ Como /1 es ol
residuo de la compaetacion, ex ste una sucesion (o, en UV otal gue 7, - o

Come el conjunto X - =1,1] s abierto cu N\ v tikne a a, existe ¢ > () tal
cue Ba(z) ¢ X - | 1,1 Tomemos N « " tal qur o, € Byg(z) para cada
n > N. Entonces . € (—o0,--1) U (1, para caila n € N Por tanto. os
posible encontrar una subsuecesion (z, o Jde v v tal gue, x,, € (1.x)

para cada b € N, o bien z,, € (=00, =1} para cada & ¢ N

Supongamos que x,, € (1,00) paracada k- ¢ 3 Fotonersz,, € Clx ({1.006))
para cada k& € N, por lo que € Clx (il.«x1), Mostraremos abora gqne
r € Cly ((r,)) para cada 7 ¢ N = {1}. Tomemos ¢ € H - {1}. Comn ¢l
conjunto X -- 10, 1] s abierto en X y tiene a ., ixiste §, > U tal que By (r) C
X ~10,1}. Debidoaquez,, — 2,existe N, « Ntalquer, ¢ Bs(z) paracada
i > N,. Entonces 2., € (1,00) paracada & =+ V.. Luego, 2., € Cly ({(1,0¢)).
De donde, z ¢ Cly ({z,20)). Esto muestra que .« € [V, 5 Clx ((n,00)) = A;.

Si zp, € (—oc.--1) para cada k € ™ entonces, de manera similar, se
prucba que = € Ay, Luego z € Ay U Az, Dle agui que 12 C A U Ag.

Para probar que 4, U A, € R, tomemos un punto r € A; U A;. St
r ¢ R,entonces z ¢ V = {(—oc. —1)U[-1.1 11(1, o). Supongamos primero
que 7 € [-1,1]. Como z € Ay U Ag, resulta gue 2 € A, o bien r € A,
En el primer caso, £ € Clx ((2,00)} C (2.~ 1 /2 Asi que = € {2, x),
yaqiie z ¢ R Luego x > 2. Esto es wn absurdo. En el segundo caso,
€ Clx ((- 0. —2)) € (—00.2] UR y. de maneriw similar, obtenemos un
ahstrdo.

Suponguinos ahiora que z = (1,). Si o+ 0 A ntonces, tomando un
cntero positivo n > z, resulta que z € Cly {in,x1) C [7,00) U . Luego
2 € [n,00), de donde » < z Esto es un absurdo. 81 » € Ag, entonces
2 € Cly((-00,-1)) € (—oc.—1JUR. Luego r € (—0,—1], de donde
£ < --1. Esto cs un absurdo. Snpongamos poriltinio que r € (—oo, —1). De
manera similar, se llega a una contradiccidn. 1'or tanto, z € R. Esto prueba
que Ay U A ¢ R

Tenemos de lo anterior que B = A; L 1. Esto prueba 1). Notemos,
snme Nyn > rmentones (m,00) ¢ 1. x). Luego Clyx ((m,o0))} C
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Clx ((n,0c)). Por tanto, {Cly ((n,oc)) : » € N} es una familia anidada de
subcontinuos de X. Entonces, por [27, Teorema 1.8], A; = M,exn Clx ((n.o¢))
es un continuo. De manera similar, 4, es un contimmo. Entonces, de acuerdo
con 1), R s la unidén de los continuos A, y 4,. 51 A; N A, # &, entonces A
es conexo. Bi A; N Ay = &, entonces I posee justo dos componentes, A4, y
As. Esto termina la demostracién del teorema. B

e acuerdo con el teorema anterior, s1 X € C entonces el residuo de X
posee a lo mas dos componentes. Por tanto, si X € C; entonces el residuo
de X es conexo, mientras que si X ¢ Cs, el residuo de X tiene justo dos
componentes.

Como comentamos al final de la seccidn 5.3, los elementos de C no tienen
hiperespacio 1inico. Mds precisamente, para cada elemento X € (C;, existe un
contimio Yx no homeomorfo a X tal que los hiperespacios C(X) y C(Yx) son
homeomor{os. Por tanto, los elementos de C; no tienen hiperespacio tinico.
Sin embargo, veremos que dichos continuos estdn C-determinados.

6.2 El Caso Disconexo.

Denotemos por G la clase de las compactaciones métricas del semirayo {0, oo)
que poseen residuo no degenerado. Es claro que G C Cy y, como ya probamos
en el Teorema 118, los elementos de G tiencn hiperespacio vinico. Note-
mos ahora que I € Cy y que [ no tienc hiperespacio iinico, Sea €' = 3 —
(G U {I}). Entonces C’ es la clase de las compactaciones métricas de la recta
real (—o0,00), cuyo residno es no es conexo y posee justo dos componentes
no degeneradas.

En esta seccidn, la letra X representar:i un continuo tal que X = VU R,
en donde V U R es una compactacién métrica del espacio V = (—oo, 00} con
residuo no conexo R, tal que las dos componentes R, y Ry de R, son no de-
generadas. Consitderaremos que Clx ([0, 00)) = [0,00)UR; y Clx {(~00,0]) =
(—o0,0} U Ry. En el siguicnte teorema, mostramos que si ¢ € V, entonces
[z,00) es denso en [z,00) U Ry y (—o0, 1] es denso en (—oo, 2] U Ry.

Teorema 131 Paracadexz €V, Cly ('r,00)) = [z,00)UR, y Clx ({(—00,7]) =
(—o0, z} U Ry.
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Demostracién, Seaa € V. Sz 2 0 entonces ddelido agne [0.x)U Ry

¢ unosubcontinio de X por el Meorema 101 (7, L 00)) 7o x) o Ry
S pongamos aliora (e 2 -+ 0. Ertonces

Chy (o)) = Clx (0 Uf000)) = [z,0 o x) JRy = z.x) G Ry

De manera similin e prueba que Cly ((- ~.07) - T—20,0, U R.. 1

Ahora hicn. no os dificil probar que si A ¢ ('{X) entoncer A enmple nna
¢ las sipmertes coudiciones:

(a) .1 es un subcontimio de la compar taeisn [0 oc) U 1y,
(b) .1 es un subcontinuo de Ia compactacion (- 00, 0] Ra,
(e 1:C0NL AN (o) £@y A1 x,)#@.

EFn base a esto, resulti gque los subcontinuos /7, ¥ R, son terminales en
N, como se prueba en el siguiente resultade.

Teorema 132 R, ¢ H; sun terminnles en N,

Demostracién. Sea A wn sabeontinuo de Y tal que AN R, + @, Si
tes o subcantinne de Lo compactacion [0. =) Hy entonces, aplicando el
lcorema 108, resultaque A € Robien R ¢ 4 Como ((--00.0]U R)N R, =
" A no prede ser o subcontinue de {(—ec, 62 f .0 Supongarnos, por iiltimo,

e Ae LX), A (0.x)#F 3y An( x££ Como AN Ry # @,
1 110 estd contenitls en V. Entonces, A = X o bien 4 = [, oc) U Ry para
bgin puito £ € {x,0). En cualquier casa /i 7 /1 Esto prueba que B,
~ terminal en X. Liv prucbha de que Ry es termmnal e X, es similar. 8

Con respecto o la estructura le C(X), tenenios el siguiente resnltado.

Teorema 133 Purv la compaectaecidn X, ~on ¢ crios las styuentes afirma-
“IGTES!

1. C(R,. X) es un arco ordenado de By o X n (1 X),

2. C(R,. X)) es up areo ordenado de Ry « X v n C X)),



6.2 EL CASO DISCONEXO. 115

3. Ay = C{VIUC(R,) U[C(RI {R1}JUC(R2, X) es una componente
pm" trayectorias de C(X) - {1? }

4. Ay = CIVYUC(RDIUC(Ry, X)U.C(R, X) - {R2}) es una componente
por trayectorias de C(X) — {2},

Demostracién. Para probar 1. tomemos un elemento A € C(R;, X).
Entonces, tomando en cuenta la forma que tiene n subcontinuo de X y que
I’y C A resultaque A — Ry, A= X obien A = [z,00} U R; para alguna
r € V. Aplicando esto, resulta que para cada C,D € C(R;,X),C Cc Do
bien D < C. Mas aiin, como Ry, X € C(Ry, X) y para cada C € C(R;, X},
Ry € € C X tenemos, por el Teorema 31, que C(Ry, X) es un arco ordenado
de R; a X en C(X). Esto prucha 1. La prueba de 2. es similar.

Para probar 3. notemos primero que, por definicién, A; € C(X) —~ {R;}.
Ahora bien, en vista de que

'C{Ry) UC(Rg, X ]ﬁ [C(V)u [C Ry, X) - {R}]]
= C{Ry, X)N[C(VIU[C(R, X) — {R1}]]
= C(Ry, X)N[C(R, X) - {Rl}]
= {X},

para ver que A; es conexo por trayectorias, hasta probar que C{R2)UC( Rz, X)
y C(VYUu C(fh. X) — {1, }] sor conexos por trayectorias. Como R, es un
continmo, ('(R,) vs conexo por trayectorias. De acuerdo con 2., C(Ry, X) es
conexo por travectorias. Ademds,

C{R:) N C(fy. X) = {Ry}.

Por tanto, C(R;) U C(Rs, X) es conexo por trayectorias. Notemos ahora
que, como V es conexo por trayectorias y csta contenido en el continuo X,
C{V) es conexo por trayectorias (Teorema 116). Notemos ahora que, por
1., C(R,,X) — { R} es conexo por trayectorias. Entonces, para probar que
C(VYU[C{R,. X) - {R,} es conexo pur trayectorias, basta mostrar que los
clementos {0} € C(V) y [0,00}U Ry € C(Iy, X) - {R1} se pueden conectar
por nna trayectoria en C (VYU[C(Ry. X) - {R:1}].
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De acnerdo con o Teorem: 115, C (0. 0.~ 1 1) es un arco ordenacdn
de {0} 2 [0,0c) i f on C(0,00)U R Ndemns, cada elemento (¢
(0,0, 20) I R.) o= de a forma [0,z] ¢ (71 para algna 7 € 1 x). o
hien ¢! = [0, <) J R, € C(Ry, X) — {Ri}. Lo,

C{0 [0, )URy;:CCVYL (RN~ {1},

Esto prucba que C(VYU [tX(R), X) - {12} ¢s conexo por trayectorias.
Entoneves A o5 conexo por trayectorias. Notemos aliora gue el complemento
de Ay con respecto a C{X)}— {Ry},es C/ 1)) {/2}. Notemos también que
lav tinica forma de conectar un elemento de ('(/?,) - {R;} con un elemento
de A; es pasando por Ft; {debido a que £ es terminal en X)), Utilizando
esto, resulta que Ay es nna componente por travectorias de C(X) - {Ry}.
De manera simijar se pruebha que A; es univ compornente por trayectorias de

(X)) - {ﬁ)fg} B

Estamos en vondiciones de probar el teoremn principal de esta seccidn.
Teorema 134 los elementos de C' tienen hupe respacio dnico.

Demostracion. Sea X = V U R una compactiacion métrica del espacio
Vo= (—oc,nc) con residno no degenerado /7 Supongamos que R no s
conexo, y que sus dos componentes R; y A, <on no degeneradas. Toinemos
un contimo Y til que ¢'{Y) e homeomorto a ¢ { X' yseah: C(Y) - C(X)
un homeomorfismo. Afirmamos que:

1) ¥ no ¢ localmente conexo.

En cfecto, si Y os localmente conexo. enton-es por el Teorema 66, C(Y)
es locidmente eonexo. Luego C(X) y, por ende también X, es localmente
conexo. Esto es ahsurdo. Por tanto 1) se cnmple Afirmamos ahora qgue:

2) By R, ¢ h{F(Y)).

Para ver 2) notemos que, como Ry y /7. son terminales en X (Teorema
132), C(X) - {F.} v C{X)—{Rz} no son conexos por travectorias {Teorema
112). Utilizando ¢ste hecho y ol Teorema 34, resulta entonces que Ry, Ry ¢
b (F(Y))
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Definamos aliora

Sy = [C(R), X) = {R }IU|C(R, X) —~ {Ra}],
S+ ROVUIC(RY) — {RYUIC(Ry) - {Ro)]
vy S =85 US8,: Esclaro que § NS, = @. Afirmamos gue:

3) h(Fi{Y)) CS.

En efecto, sea y € Y v definamos K = h({y}). St i{ ¢ S entonces, por
2), K es un subcontinvo no degenerado de V. Luego, existen a,b € V tales
gque a < by A = [a.b]. Tomemos tres puntos z,y,z € V tales que z < a <
¥ < b < z. Definamos Ay = [u,y. A; == [y.0]. By = [z,y], B2 = [y, 2} ¥
B = ByuU 3;. Es claro que A; y A, son dos subcontinuos propics de K tales
que K = A, UA,. Ademds, By y By son dos subcontinuos propios de B tales
que B =B, UBy, A; C By, Ao ¢ Bay AN Ay = {y} = B, N By. Entonces,
por el Teorema 97, existe una 2-celda D en C(X) tal que K € D — o(D).
Luego, D' == h~1(D) es nna 2-celda en C(Y) tal que {y} € D' — o(D’).

Como V es un subeonjunto abierto de X que contiene al subcontinue K
de X, existe € > 0 tal que N(e, K) ¢ V. Por la continuidad de h, existe
& > 0 tal gue h(Bs{({y})) € B.{K). Aplicando el Teorema 96, existe un
triodo T & B% ({y}). Entonces, por el Teorema 48, existe una 3-celda 7 en

CY)talque T € T C B;({y}). Luego. Ty = h{T) es una 3-celda en C(X)
tal que

Ty = h{(T) C h(Bs({y})) C B, () C C(V).

Por consigniente, si Ty = {J Ty entonces resulta que 7y es un subcontinuo
de V tal que 7y ¢ C(Ty). Esto significa que el hiperespacio C{Ty) coutiene
nna 3-celda. Entonces, por el Teorenia 19, el continuo T contiene nun triodo.
Como T, € V. larerta V contiene nn trindo, lo cual es absurdo. Esto prueba
3). Afirmamos ahora que:

4) S U{R;, Ry} es un arco en C(X) con extremos R, y Rp.

En efecto, de acuerda con el Teorema 133, (7(R;, X) es un arco ordenado
de Ry a X en C(X), y C{Ry, X) es un arco ordenado de Rz a X en C(X).
Como C(R; . X}NC(Ry, X) = {X}, C(R,X)UC(Re, X) = 5 U{Ry, Rz}

es un arco cn C(X ) con extremaos R; y /1y. Esto prueba 4). Afirmamos que:
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BYWFIYNCS =@

Para ver esto, supnngamos gne A {F(y3)r S  @. tomo R R, ¢
CLRYY)Y v laimea manera de conectar nn punte ¢ §) ¢om oun punto de
&, dentro de S, os pasando por By o por 4, nosunlt s que o (Fi(Y)) < S
Putonces. de ameido con 1), R (11{Y)) tietre que ser un arco v por tanto. un
sontinuo locabmente conexo. De agai que F (Y -y por ende tambicn Y, os

walmente conexo. Fsto contradice 1) y priueha 3).

Fn vista de 3) v 3 tenemos <pue:
6) fi (Fi(Y)) C Sy
Afirmuvnos ahora que:
) HEQY )R FY) £ 3,
Para probar 71, ea
A= CIVIUCR)V[C(R, XY - {0 C(R, . X)

Por ¢ Teorenn 133, A es una componsnte por trayectorias de C(X) —
{1} Entonees A () es una componente por trayectcrias de C(Y) -
ti (R} asi gue, de arnerdo con el Teorenna 114, h YA)Y N F{Y) # @.
Tomemos un punto y € Y tal que A({y}' + . De acuerdo con 6) y la
definietdn de | rosulta que R({ 7)) € Fy (V) o Ry — {R3}]. Esto muestra
(que

R(FAY DO (V)L (R # 3, (6.1)

St defimimos shiora
Ao C(VYUC(R)JC(R,L, AL [( Ry X) — {Rg}]

cutonees se tiene, por o Teorema 133, que .V vs nuna omponente por trayec-
torias de C(X) - {3}, Por tanto, prosigiiendo como en la parte anterior,
esudta gue

h(FI(YD OV [FR(VILOCTR ) £ 2. (6.2)

Ahora bien, «t F(FYY))IN (V) = 2, entonces e acuerdo con 6}, (6.1)
v G2 M(F(Y O £ 2, h(RY N {R)Y £ 3y h{FI(Y)) C
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C(R)UC(R). Cowmo C{R)NC(Ry) = &. tenemos por tanto que h { F3(Y))
no s conexo, lo que es un ahsurdo. Luego, A (F(Y) N FA(V) # @ y 7) se
cumple. Afirmamos ahora gue:

8) h{F(Y)) N [CIR)UC(R:), 4 @.

En efecto. si h (Fi(Y)) M [C(R;) UC(R,)] = @ entonces de acnerdo con
6). h (F1(Y)) © Fi{V'). Ahora bien, F\(V) es homeomorfo a la recta real y
h (Fi(Y)) es un subcontinuo de Fi(V'), de manera que A {(F,(Y)} ¢s un arco.
Luego, h (F1{Y"}) es localmente conexo. De agni que Y es localmente conexo,
lo cual contradice 1), asi que 8) se enmple.

Tenemos entonces que h (F(Y)) es nn subcontimio de S, que intersecta
tanto a Fy{V) como a (C(R;) - {R:}]UI[C(Ry) -- { R2}] . Afirmamos que:

9) Fi(Y) ChIR(Y))

Para ver esto, supongamos que Fy(V) no estd contenido en h (F({Y)).
Recordemos que Clx ([0, 00)) = [0,00)UR, y que Clx ({—o0, 0]} = (—o0, QU
R,. Notemnos alhora que cada punto de Fi(V) separa al conjunto Sp, que
h (F(Y}) es un subcontimio de S; que intersecta a

(C(R1) - {Ri}] L [C{Ra) ~ {Ra}]

y gue Fy (V) £ h{F(Y)). Por tanto, sin perder generalidad, podemos
suponer que existe un punto a € V tal que

h (F‘;(}‘)) C f'11 ([l’l, DO)) U C(Rl)

y R (LY O F(V) = F; ((a.0)).

En vista de (ne F) ([0, 00)) C A (F)1Y)), tomando corraduras deducimos
que:

9.1) F\(R) C h(F,(Y)).

Afirmamos que:

92) h (P11(Y)) M C(R]) = .Fl(RI).
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Pera probar 4.2). supongamoas que A (F (Y CIRy) 3 Fi(R)). Usando
O 1) vesultaque FY{RY ¢ B (FUYNOCE L Poytanto, A (B (Y )NC(R)) -
I (1) # 2. Ads win. como

("’f'(X) (F] ([(L.‘I)O))) - P‘I i' LI N ") iJ F](Rl)

tenemos que C(H) v £ ([e, o)) U Fi (R son dos subeontinuos propios de
Fy ((a.~x)YUC(R, ) cnvainterseecidn es el comjunto eonexo Fy(R). Por tanto,
st definimos:

i -{yeY :h{{y})e C(/)}.
Y, - {yeY:h({yhe A a«xu AR} y
Yo - {ye Y :h({y}) € At}

resulta que Y| y Yy son dos subcontinnos propios de ¥ tales que YUY, = Y y
Yi"Y, = Y, es conexo. Sea R} = A~ (R, Entonces Ry € C(Y) asi que, por
¢l Teorema 33, es posible enontrar wn punto y. ¢« Yy, un punto 49 € Yo — ¥7,
v nna traycctorin e 1 I -+ C(Y) de {1} & [in] on C'(Y) tal que R} ¢ ).

Sea 8: T — C(X) la funcién 8 == hoo. Es vlaro que 8 cs una trayectoria
de hi{m}) a h({y.}) en C{(X tal que /f; & J(]). Sin enbargo, debido a
que Ry es terminal en X y a que, por detinicion. #({m}) € C{U) - {”y}
v h{{y:}) ¢ Fy ((v.20)), resnlta que todi triayectoria en (C{X) de A{{y}) a
h{{y.}) pasa por H;. Entonces R; € 8(f), lo cuaal es un ahsurdo. Por tanto,
h{(F (YY) NC(R,) = Fi{R). Fsto prueba 3.2)

De todo csto resnlta que
h(.F;(Y)) = F] ([a OO))UFI(Hg) f‘1] ([CL.,OO)UR],)

y entonces, F1(Y) es nia compactacién imdétrica de un semnirayo con residuo
no degenerado. Esto implica que Y tambaén os una compactacion métrica
de un remirayo con residno no degenerade y entonees, segiin el Teorema 118,
X es homceomorfo a ¥. Por tanto, X ¢ una compactacién métrica de un

semirayo con residuo no degenerado. Corno esto os absurdo, 9) es cierto.

Tomando cerraduras en 9) resulta gue

10) Fi(R) U F(R2) Ch(F(Y))
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Afirmamos ahora que:
1) L (F(Y) O = Fi(s).

Para probar 11). supongamos que b (F(Y)) NC(#,) # F1(R,). Usando
10}, resulta que Fy(Ry) C 1 (F1(Y))NC(R,). Por tanto, A (F(Y)NC(R, ) -
Fi(R,) # @. Mdés arin, como Fi{X)UC(Ry) s nn continno en C(X), resulta
que C(f7,) y C{R2)UF (X ) son dos subeontinues propios de C(R)UC{R2)U
Fi(X), tuya interseccién os el conjunto conexo Fi(R;). De esta manera, si
definimos

Yi = {yeY:h{{y}) e C(R)},
Yo={yeY :h({y}) € A(X)UC(R)} ¥
Yo={yeY:h({y}) e F(R)},

resulta que Y; v Y3 son dos snbcontinuos propios de Y, talesque YU Y, =
Y y iNY: = Y es conexo. Procediendo como en 9.2) obtenemos una
contradiccion, asf que A (F(Y))NC(R;) = Fi(R:). Esto prueba 11).

De manera similar se prueba que:
12} R (E\(Y))NC(Hy) = Fi(Ry).
Por consigiiente

h(F(Y)) = A(R) U FR(V)U Fi(Re) = Fi(X),

y entonces Y es homeomorfo a X, 1

Asi pues, todas las conipactaciones métricas de la recta real (—o0, 00),
diferentes del arco y con residuo disconexo, poseen hiperespacio tinico. En
realidad, el estudio de las compactaciones métricas de la recta real se reduce
al estudio de cinco tipos especificos de compactaciones. Mas precisamente,
supongamos que X = V U R es una compactaciéon métrica de la recta real
V = (-0, 0} con residuo R. Entonces:

1. si {1 es degenerado entonces X es wuna curva cerrada simple y, por tanto,
no tiene hiperespacio 1inico, pero sélo puede compartir hiperespacio con
el arco {Teorema 69).
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2. suponieinos e Boes no cegenerado . cnteroos:

a1 no e conexo y sus dos cononentcs pose-n solamente un
punto cntonees X es nn arco y. por tanto, 1o tione hiperespadio
viieo. pero $6lo puede compartin Lipeespacio con s curvicecrrada
simple {Teorema 68).

Yo P uo e cotexo y vna de sus dos componentes posec solamente
un punte entonees A es una compactivion métiica de un semi-
o qie tiene residuo no degenerade 1l cbrac componente de R).
Por tanto, X tiene hiperespacio nnico {Teorema 118)

¢~ Houaes conexo v osus dos componentes son no deseneradas
entonees X ticne hiperespacio inico (Teorema 134)

d- ~i B o5 conexo entences X no tiene hiperespacio tinico. Pero
iom eontinnos qie estan en este raso. constitnyven una dase C-
deteriinada ( Teorema 154).

6.3 Triodos y 2-celdas.

Recordemes gue Gy es la elase de lus compiwctiu iones meétricas de la recta real
nue fic i residuo conexo. 8i denotamoes pen S ala eurva cerrida simple
vitonees es claro que § € 6. Sea €' =, [~} entonces C es 1n dlase de
o< compactaciones métricas de la recta real. que tienen residuo conexo y no
ddegeniar, i Elteorema principal del resto del cpitulo dice que los elementos
de &7 «~tin Codeterminidos. La prueba de oste resmitado €s bastante larga y
po tonto, otesentarcees en las seceelones e restiun, una serie de tesultados
que =era itiles en la prueba de este hecho

Suponeamos gre A es un subceontitmo propio vy no Jdegeneriudo de nn
continun [, Fn osta seceién veremos condiciones, bajo las cnales, es posible
cncontrar vie sea nua 2-celda D en C(R) tid g A € D=0 D), o bien triodos
arbitrarbunente cereanos a K (con respecto ala metrica de HansforfT). Los
resultaclos de st seceion son generalizaciones Jde los que presentamnos en el
Capitulo 3.

Recordenns que si /0 es un subcont e ropio e un continuo A en-
tonces m{K) representa el conjumto de los clementos minimales en SB{K),
Ia semifrontera de Ko Fn el signiente teorema. probamos gue si K es un sub-




6.3 TRIODOS Y 2-CELDAS. 123

continuo propio y no degenerado de 12, y m{K) tiene tres elementos ajenos
dos a dos, entonees existen triodos arbitraviamente cercanos a K.

Teorema 135 Supongamos que K 5 un sobcontinuo propio y no degenerado
de un continua R, Supongamos tambidn que SB(K) tiene tres elementos
apenos dos o dos By Ey o Ry, Entonces para cado £ > 0, emsten ires
subcontinuos ayrnos dos a dos EY, E} y EY tales que:

1. EEC K G E — K # < pare coda + = 1,2, 3,
2. el conjunto T = KU E{ U E, U B} es un triodo en B, (K).

Mds ativ, st para cada = 1,2,3, H, € 28 es tal que E,NH, = @, entonces
! se puede coostruir de moenera que E' N H, = &.

Demostracién. Sea ¢ > 0y, para cada i = 1,2,3 tomemos H, € 27
tal que £, YV H. - . Como cada E, € SB(K). existe un arco ordenado
o F—=CMtalque a0 =FE yaoft)- K#@ paracadat > 0.

Comun ¢l conjunto
U = {A CC(R): AC [R—(EsUE,UH) AN (EA)}

s abierto en C'R) y E; € U, existe §, > 0tal que By, (E;} C Uy. Por la con-
tinuidad de a,. existe v > 0 tal quesi 0 <t < v, entonces H (a; (1), i (0)) <
¢, Definamos £ = ay (11]) Es claro que F| € B.,(E;). asi que E] N (E U
EsUH\) = @y I C N(4,K). Entonces, H(K,K UE}) < §. Por tanto,

3

£.
E} es nn subcontinmio de X tal que By ¢ B, BN (B, UE3UH) =@y
El-K £o.

Ahora bien. el conjunto
Uy ={Ae C(R): AC R (EJUFE;UH,)}

es abierto en O 1?) y E, € Uy, Por tanto, signiendo nn razonamiento similar
al de la parte anterior, existe E; € C(R) tal que

H(KUE,KUE, .E}) <

1

ol m
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E, FLE WA E3JHy) oy E, K - = Fmalnente, el conjunto
U, {AeC{l):ACR 'F kK UH;}

es abierto en C(f1) vy Ihy € Uz, Por tanto, procediendo como antes, os posible
cuenptrar wn suhcontimio £ de Rtalque £, FLCE - N # @, EL0(E .
E;U[{]) = @ Y

HIKUE UEL.KUE, 1F. 'E)< %

Entonces T K U EL U /9% U By es un triodo en C{R) tal que. por
construeeion, T ¢ B (K). Ademits E) 0/, 2 paracada i = 1.2.3 y Ins
conjuntos f7, Ky J2) son ajenos dos a dos. 1

Como conseciencia del teorema anterior. s un subhcosntinno A de R -
tersecta a4 Ky a sn complemento, de modo que A VI posee al menos tres
conipoucntes entonces, como probamos on ol sigulente resultado. podemos
cncontrar triodos arbitrariamente cercanos o iV

Teorema 136 Supungamos que K es un soboapteio progio y no degens -
rado de un comtimun K. Suponyamos tambsn o criste ur subcontinuo A e
Rtalque ANK # 0y A-K 5 . St AN b e ut menaos tres componentes
Cy. Co oy Oy entoners pare cada € > 0, crivte o tres subeortinues ajenos dos
g dos C}, 7, 4 C} de A tales yue.

1. C.CCyCl K# 9 parecedai - 1, 3.
2. flcongunto T - KUC]T JCLUCY o5 un trivdo en B (K).

Mis avn, st pomocadet = 1,2.3, H, ¢ 2" « -t que CiNH, = @ (ntonces
C! s pucde construnr de monira que C; 7 H, @,

Demostracién. Por el Teorema 78. (.7 ,.('; € SB(K) y como son
ajencos dos o dos, ¢l teorema se deduce del yexultiado anterior. o

Teorema 137 Supongoemos que K es ur ~ubrontinuo projno y no degeneredo
de un continuo R. Supongamos también quc « mst un subcontinuo A de R
tol que ANK £ @ yA—K # 3. 51 C es unu o omponunte de A— K entonees
ClglUYNK £ @ 4y Fry(C)-CC K.
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Demostracién. Como ANK ¥ @. A - K # @ es un subconjunto

propio y no vacio de A. Entonces, por ¢l teorema de los golpes en la frontera
{Teorema 54)

[ClLa(C))NCla(A-(A-K)) # @.
Ahora bien, A - (A - K) = AN K, por lo que

2 4 ICIL(C) N(ARK) C [CIr(C) N K

y, de esta manera, /Cly(C)] " K # @. Esto prucha la primera parte del
tcorema. Para ver que Frg(C)— C C K, tomemos un punto z € Frg(C) tal
que z ¢ C. Supongamos que z ¢ K. Notemos que C C C U {z} ¢ Clg(C),
asi gne C U {z} es un subconjunto conexo gue contiene propiamente a C.
Notemos ahora que Fre(C) C Clp(C) € A, asi que CU {z} C A - K.
Entonces CU{z} es nn subconjunto <e A— K que contiene propiamente a una
componente de A — K. Esto es absurdo, asique z € Ky Frg(C) - C C K.
Esto termina la segnnda parte del tecorema.

El resultado anterior se utilizara con frecuencia a lo largo de esta seccién.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 90, que presentamos en la Seccién
3.2.

Teorema 138 Supongamaos que K es un subcontinuo propio y no degenerado
de un continue R. Sea € > 0 tal que ningin T € B.(K) es un triodo. Si
m(K) tiene al menos un elemento E enfonces cxriste una sucesion decreciente
(En)n en C(R) tal que B, — E y pora cadan € N

1. FCE,,

2. E, — K es conexo y no vacio,

3. E,N K es conezxo y estd en SB(K),
4. ECE.NK C Frg{E, - K),

5. HK,KUE,) <e.

Mds aiin, s1 H € 2% es tal que EN H = & entonces cada E, se puede
construtr de monera gue E, N H = @.
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Demostracién. Tomomos 7 € 2% . ¢l que £ 1V K . Comn
P SR existe nn arco ordonado a7 s (TR tal q e a0 v
e - s e cada b > 00 Afirmamos oo

1) existe ni ~ubeontinuo Gy de R tal que

a 173 G, ) Gy H o

bjG, -WN#@ d) HIK.K . (5 <k
Dot ver esto notemos gue, como ol conjunto

U {AcCCR):AC(R H) N( ,K)}

abtrto s LUNT Y E € U, oxiste & > O tal gque Bo(E C U v & < =,
lomenies 1 3-8 tal que 0y = a(t) € BslF). Fs claro que (7 satisface las
nopicdivdes a -d) iiriba cnunciadas. Por ol Teorema 137, tenemos gue:

D) s (Ces una componente de ;0 AL entonees Clg(C)NA £@ y
Frp i€ CO K.

Afrmanes ahory que:
3) ¢y - K ticne & lo mas dos componentes,

Parie ver 3}, supongamos que Gy — K e ol nienes tres componentes
crLCov O Para eada 1 € {1,2,3) definamos 1), = Cly(C)) y sea T =
oD, Dy D Deacnerdo con 2), cada [/ intersecte a K. or tanto
I es ne snlcontinun de B, Mas aiin, resaltigne T C K UG, C N (e, K).
Nlenis W0 o N (e, 1), Por tanto, T - B i),

Notemes alotagque T — K =G U C i () Paia ver vsto tomenios un
minta . € 17 R Fntoncesexister € {1.2. 3Vt quexz € D - K. Sir¢g C,,
sttt que o € Frg{C) — €, € K, de awnexdo een 2). Luego » ¢ Ky,
romo ¢sto s absardo, = € C,. Esto prucha gne T — K estd contenido en
(', (Y o (T Lo atra conten idn es clara. I'or tanto, T es un triodo en
BAK), lo que s nn absurdo. Asi, 3) es dicrto.

Supongamos gque G- K tiene justo do- componentes 4, v By, Afirmamos
e




6.3 TRIODOS Y 2-CELDAS. 127

4} [Clu(AD] N K y [Clp(By)] N K son conexos y no vacios.

Para probar 4) supongamos, por ejemplo, ue [Clp(A,)]NK no es conexo.
Entonces, por el Teorema 136, {Clg(A,)] N K tienc justo dos componentes
Dy y Dy Sean D} y D) dos subcontinnos de Clg(A;) tales que Dy C D,
D, ¢ D)y Din D, = @. Definamos

T =KUD{UD,L[CIz(B,)].

Esclaroque T € B (K)yqueT— K = (D} - K)u(Dy— K)UB,. Ahora
bien, como Dy y 1), son componentes de [Clg(A4,)] N K que estin contenidas
propiamente ert D} y I);, respectivamente, y D, D), C Clg(A,), resulta que

1) - Ky D) - K son no vacios. Claramente B; es no vacio. Afirmamos
que:

4.1} los conjuntos D] — K, Dy — K y B; estin mutuamente sepa-
rados.

Para ver esto notemos primero que, como D] y D), son dos subconjuntos
ajenos y cerracdos de R, resulta que

Cle(Dy - KYn(D, - K)Cc D\NDy=@

(D - K)NClg(Dy - KYc D\N Dy = o.

Por tanto, los conjuntos D] — K y D ~ K estdn mutuamente separados.
Alora mostraremos gue los conjuntos 1} — K y B estin mutuamente sepa-
rados. Debido ivque A; y By son componentes de 1 — K y G — K = A;U By,
resnlta que Clp(A) N By =@y AjNClg(B,) = @. Luego

Clp(D] - K)N B, ¢ Clp(D))N B, C Clg(A) N By = @.

Por tanto, Cig(D] - K)N B, = @. Notemos ahora que D] — K C A,.
Para ver esto, tomemos un punto z € D) - K. Entonces € Clg(A;) — K ya
que D} C Clg(A;). Si = ¢ A;, de acuerdo con 2), z € Frg{A,) — A, C K.
Luego z € K y como csto es absurdo, z € A;. Esto prueba que D1 — K C A;.
Lucgo

(D} - K)YNCla(By) € AiNClp(B,) = @.
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E-to poueba gue los conjuntos D) - K v /- o matuamente sepatiulos.
Derearasimilarse prichaque ksconjunto- o0 vy B stan mutuamente
cepars doss AsToue LY se enmple.

D lo antorior tenenios que T es un tnodo o I3 (/). Debido a que esto
es cosardas O 04 0 K es conexo. Tab conpimte es ne vacio de acnerdo
con 2). Esto prucha 4).

Definames ahora Gy = [CLAANN K v [0 [CL{3)] N KA. Tomemoes
ana sieesicn estrictamente deereciente (4,1, 1ol que, para cadan € N {1},
0t - by oty Definamos G, - i) Notemos que, para cada
nclt {1} G, € Gy y que Gy, satisface las propiedades a)-d) que cumple
Gy Por tanto, (7, cumple también las propicdivdes 2) v 3). En partienlar
(. - A othene o lo més dos componentes Ademas (7, — F

Snponsamos que, para cadan € N - {1}. ¢/, - R posee justo dos com-
ponentes A, y I3, Afirmanmos que podernos nombrarlas de tal manera
yne A, C© A - v By € B,y En efivto, 2 para alguna n € Tt - {1},
A.. 3. o A entences definimos

T =KUCIg A YuCL B Cly(3, .
Esclmoque T € B(K)y queT — A - A, L B, 0B, Ademas los
conjuntos A, Il y B, | son no vacios. Afirnunes que:

3) los conjuntos Ay, B y Ba_ vstan mutuamente separados,

Pira ver esto noteros primero gue, comoe 3, v By son cotupouentes de
Gn- KyG, K= A,UB,, resulti que Cip(A) 0 B, - @y AN
Clg{3.) 0 2. Luezo, A, y B, estdn mntinamente separados. Comn A, _, y
B, soncomponentes de G, - Ky G, - KN = A4,_, B, , resulta que
(?’H(A' 1) r B, N 7 Yy An_\ ﬂC[n(B, ]] -1, Ademés

(?IR(AH) N Br,_i C Clni.‘l” A > S

.A,, M (.‘IR(BH ,1) C An— H |1(|r[p,'(]3n_]} == .

Esto prueba que los conjuntos A, y 13, ., rstdn nmtuamente separados.
De marnera sirnilar se prueba que los conjuntos [, v B, | estan mutuamente
separados, Asi que 5) se cumple.
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De lo anterior tenemos gque 7 es un triodo en B (K'), 1o cual es un absurdo.
Si A,. D, C B,.. entonces procediendo de manera semejante, obtenemos

nna contradiceidn.  Por consigidente, podernos suponer que 4, C A, Y
B, C B,

Definamos ahora ), = [CIp{A ) NK y D, = 'Clg(B,)]NK. Una pmeha
andloga a la dada en 4) hace ver que tanto €, como [J, son conexos y no
vacios. Mds ann, es claroque C, € €, v D, € D, _, asi que:

C, = = nCn

ned

D,— D =)D,
né
Puesto gie Clg(A,) y Clg(B,) son suhcontiniuos de R que intersectan a
K y a R — K, se signe por el Teoreina 78, que C,, D,, € SB(K). Aplicando
entonces el Lema 77(e), C, D ¢ SB(K). Entonces existen M), M, € m{K)
tales que M, C C y M, C D. Notemos que, para cada natural n,

C CC,C ClplA) C G

-

DcCD,c Clg(B,) C Gy

Mis ain, G, — £, Por tanto, (7 ¢ F'y /3 C E. Luego M . M; C F
y, como estos conjuntos son elementos minimales de S B(K), necesariamente
My = M, = E. Por consigniente € = D .= E. Asi pues

G) si para cada » € M, G, - K posce {justo) dos componentes A,
y Bn, entonees G = [Clp(An)| N K y D, == [Clg(B,)] N K son
subcontinoes que contienen a £,

Supongamos ahora que existe ¢t ¢ N — {1} tal que G; — K es conexo.
Seguimos suponiendo que 7 - K ticne dos componentes. Sca m el primer
nimero natural tal que G, — K es conexo. Hagamos 4, = G,, — K. Como
Gm-) ~ K posec (justo) des componentes A,,_; ¥ Bp,_.1, podemos suponer
sin perder generalidad que A, C A, ;. Si para algnna n > m sucede que




1 CAPITULO 6 COMPACTACIONES DE 1 A RECTA REAL.

o N thne onstod dnscomparentes A, v ontones A, B0 A Por
< mto, provediendo corng antes, rosulta gue

T - N o ClR(AYUCIR(B. i m 1)

e~ un triodo en £3,040) Esto es alsurde, asi o 1, . 7, — A es conexo para

coada = s Adenis, por una prueba similar o b efectnada en Lo parte 4),

oL CLAALY - K es un rubceontinna e /Yy sdemds Cp ¢ Ozl asi

cue Oy - o 2 N O Aplican do de nueva cnenta ol Teoremna 78, tencmaos
s cad O 0 SBUK). Por eonsiguiente. (v aruerio con el Lema 77(e).
T SBOR). Frtonces existe Af £ mm(K) tad que Mo C.

Natemns (e

CCC CCla(A)c (0,

sogne 0O E Entonces M C B v, come tanto 1 como £ son elementos
amimales en SB{RY, M 2 E. Tuego, C'= K Axf pues:

7) si existe un primer natural m tal que (7, - K es ronexo entonees
pare etk 0 > m, Ay = G, - A oos conexo v, ademuds, O, =
(ClplAY (0 K es un subcontinuo gt contiene a £,

Notoos e en ambos casos, tanto si cada (5, - K es disconexo como

exeste 2 2 tal gue ()~ K oes conexc entonces hemos conseguido nna
th=twes1'n a0 de (o), talb que (41, ), €5 nna =ncesion decreciente de com-
suentes de 60 K tades que O, = [ClglA, Y 7 A constitiye una sucesién
pwreecent e de subecntimios de K ogue contiencr a Fo Todo esto se realizéd
ruttende del hechio de gue Gy - A posee (justo) dos componentes.

Supongamos shora que Gy - K es conexo. lomemos ln sucesion decre-
e (f 0, Je antes v deltpamos G, = o, Eutonees G, — E. 5i para
alynna o ¢ 13 {1}, (G, = K 1o es conexo, entonces posee (justo) dos compo-
rentes A v [, Pur tanto, siguiendo las 'dews gne nos Hevaron 2 6) v a 7),
shtenemos mna subsucesion (n, ¢ de (n), con L propiedales mencionadas
A,

Supongamos que para cada n e N, G. - M ox conexo. Definamos para
cada natural o 1L = L = Ry G, = Ol A KL Por o Teorema
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136. €, posce a lo mas dos componentes. Si para cala n € N, €, tiene
(Justo) des couponeutes I, vy L, entonces, por ¢l Teorema 73, K, L, €
SB{K). Aftrmumnes que podemos nombrar las compouentes /<, y L, de
Ca. de tal marvera que K. C K, y Las1 € L. En efecto, si para alguna
ne N N,y L.y < K, entonces Ky, Luyr ¥y Ly son tres elementos
ajenos dos a dos v en la semifrontera de K. Luego, por el Teorema 135,
existe nn triode T € B.(K). lo cual es un absurdo, Si K.y, Lav1 € L,
entonces, procodiendo de manera semejante, obtenemos una contradiceion.
Por consigitiente. podemos suponer que K,y € K, ¥y Lnyy € La- Luego

I(n_‘)KO"-’ ﬂKn

nel

Ln - Lg = ﬂ Ln.
ne i
Ahora bien. por e] Lema 77(c), Kp. Lo € SB(K). Tomemos M, , M, €
(K tales que A C Kpy My C Ly, Notemos gue:

Koy CK,C A, CG,

Ly L, A, CG,

por lo que Iy, Ly © E. Luego My, My ¢ E'y, como son elementos minimales
en SB(K), ne esariamente A, - M, = E. Entonces Ko = Ly = E y,
por consigniente. Ko M Lg # @, lo que es un absurdo. Esto significia gue,
sin perder geuc alidad. podemos suponer gie cada C,, s conexe y no vacio.
Luego (Cr 1., es una sucesidn decreciente de elemetitos en SB{K') y entonces
Cn-»C =N, :C, Procediendo como antes, llezamos a que C = E y asi
garantizamos tanibién la existencia de una subsueesién (), de (n), con las
propicdades an’' os mencionadas.

Resurniento. siempre es pesible encontrar una subsncesién (n,), de (),
tal que {A, ), ¢5 una sucesién decreciente de componentes de G, — K (en
su defecto, A, i G, — K) tales que, si definimos C,, = [Clr{A, )N K
entonces (C,,), vs una sucesién decreciente de subcontimios de K tales que,
para cada . € I

iy €', ¢ SB(K),
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n) Ect, v
RID I SR

Hoemes K, = (gt A, ) pracada « 20 Fs claro cne cadas B os un
sulreontinno de f2, Mostraremes ahora que J, sahisface las propiedades 1.-0.
del teorcmie v que, welemds, B, Y H = @.

Tomeios ¢ € M. Para mestrar que £, - A o~ vonexo y no vielo veremos
te EL - K-+ A, L Para ver erto tomemos nn punto o € B, — K. Futonees
20 Cly(An)) Koporloque,stx g A, o drp(A )] - Al © A de
arnendo con 2). Luego 2 € K lo enal e absurdo, Asi pues z ¢ A, v con
esto £ N C A, Esdarogue A, C I, A porloque £, - I =- A, v
2. ¢ cumple.

Como £, C G, v. ademéds. G, NH - o7y H(K KU G,) < eresulta
que £, VH @y HIK.K UL <e. Paranustrar 3.y <L, notemos quet

t

ENK = [ClplANNK
[-fln.- _"]](] U{ Fry .-}.,‘:] r K;
== [} ‘TR(A,-..)] i

C F I‘R(An_) = Mgl - K\

Asipues, EENK = C,, ¢ SB(K)y F,""K < FrplE, — K). Como
E c G, resultn gue £ MK es conexo y contiene o B, Esto prucba que £,
satisface 3. y 4. Ahora bien, F C K, A, '"A 2. A, C E y FCHK. Por
ranto, £ ¢ F,. Esto prueba que E; satisface 1

Notemos ahora que para coda i € N,
Fi= Clg( ) C Cly{A,, = E 4.
Por tanto, (K}, vs una sucesion decreciente. Ademds, eomo ¥ C E, € G,

y (7, = E, sucede que B, — /2. Esto tennina la prueba el teorema. g

Como una aplicacién del teorema anterior, fenenuos el siguiente resnltado.




6.3 TRIODOS Y 2-CELDAS. 133

Teorema 139 Supongumos que K es un subcontinue propio y no degenerado
de un eontinuo R, Sea e > 0 tal que mingin T € B,.(K) es un triodo, y sean
A B e C(IK) = {K} toles que K == AUB y H(AK) <e. S:m(K) tiene
un clemento E tol que E C A — B, entonces AN B es conero y no vacio.

Demostracién. S1 A N I3 ne es conexo, entonces tiene al menos dos
componentes C y D, Tomemos C7, D' € C(B) tales que CC &', DC D'y
C'NnpD =@ Como E N3 = @, por ¢l Teorema 138, existe un subcontinno
E'deRtalque E C K E'—~Kesnovacio, ENB=@y HK,KUE') <¢.

SeaT = AuC'ULD UL E". Notemos que
TCAUBUE =KUFE c N(e,K)

y K C N(e A) C N, T) yaque A CT. Por tanto T € B,(K). Ahora bien,
como E'NB = @, resulta que F'NK ¢ A- By, como consecuencia de esto,

T—A=(C AU~ AU(E - K).

Como C es una componente de A M B que estd contenida propiamentc
en el subconjunto conexo ¢’ de B, resulta que C' ¢ A. Luego C' - A # @.
De manera similar se prucba que D' — A # 2. Es claro que £ — K # @.
Debidoaque ENB=@=0CNDyaqueC', D' C B, sucede que, dos a
dos, los conjuntos C* - A4, IV — A y E' — K estdn mmtnamente separados.

De aqui que T es un triodo en B, (K'). Debido a que esto es absurdo, AN B
cs conexo. Es claro que A 1 H es no vacio. g

En presencia de dos elementos £ y F cn m{ K}, el signiente teorema garan-
tiza que E y F se pueden "inflar” de manera que las respectivas ”infladas”
s6lo se tocan en K,

Teorema 140 Supongamos que K es un subcontinue propio y no degenerado
de un continuo R. Sea = > 0 tal que mngin T € B,(K) es un triodo. St
m({K) tiene al menos dus clementos £ y F entonces ensten dos sucesiones

decrecientes (Ep)n v (Fo)n en C(R) tales que E, -» E, F,, — F y, para cada
e N,

1. ECE yFCF,
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2. E. KN F -N sonconecos ynoruei

3 ENK 4 F K son cone os y estan v SR,
4. EC E.NK ¢ FrelE, - 1Y),

5 FC F,NKC Frr(F, - R),

6. £, F. K,

7. HIKNKNUE)Y<re g HK. K JF) < -,

8 T - KUFE UF, entonces H{T,, K}« .

Mdasvir. o My Hy € 2T smtales que 19 " H, = @ y FNHy, = @
cntopees voda B g oeda F, ose puede construnr i menera que ELNH = @
I I‘jn ~ }{_‘, = .

Demostracién. Tomemos dos elemcutos {{y, H, € 2 tales que EN
ff, = v F~H, . Comn» E y F son elementos minimales distintos
W SE(K), podemos fijar un pintc e € F - Fy impunte f € F — E.
Thneso ENYVH C{fH =@y FN{HU{e}): 3. Por tanto, aplicando el
Feonoraa 1350 existen dos sncesiones decreciento (E, , y (F'), en C(R) tales
quw ko FECF - Fypaacadar € N

a) FCE yFCF,

b F, - Ky F — K sor conexos v no v.aios.

¢) E,r Ky F . K son conexos y estin en & B(K),
&) Fo EnKcCFrg(is, - K),

e} FC F.r KC Frg(ii- K).

N En(Hu{fi=cy ROH. 0{}) =0,

&) HIK.K . E}<ey HIE KU Fpr -

Definamos, paraecadat ¢ M. T, = Kt E v /. Afirmamos gue:

1) prracadiec e N, HIK\T) < ¢,
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En efecto, sea 1 € N. Por la propiedad g)
T, =(KUEYU(KUFY) C N{g K).

Ademids, esclarogne K € T, € N (e, T,), asique H (K, T;) < . Afirmamos
ahora que:

2) paracada i € N, F; no estd contenido en F; U K.

En efecto, si por ¢l contrario, F, C F, UK entonces F; — K ¢ E,. Luego,
aplicando e}

FC Frp(F,— K) C Clg(F, - K) C E,

y. en particular f € £, lo cual contradice fY. Esto prueba 2). De manera
similar tepeme s gue:

3) parnvada i € N, F; no estd contenido en F; U K.

Afirmamos ahora gne:
4) paricada i € N, existe j(z) > 1 tal que E; N F,y € K.

Pari ver 47, tomeros ( € N y supongamos que E,N F; ¢ K para toda
7 > t. Ahora hien, para cada j > i delinamos

H, ={("¢ k.0 F, : (" es una componente de B, N F, tal que CNK = @} .
Afirmamos que:

4.1) para cada 3 > ¢, H; tiene a lo mds dos elementos.

En cfecto, rea j > { y supongamos que M, tiene al menos tres elementos
Cy, Cyy Ca. Comto F, C F, y por 3) E, ¢ F,UK, sucede que F; ¢ F; UK.
Por tanto, E, s un subcontinuo de R tal que E.NF, £ @y E, - F; # ©.
Luego, aplicando el Teorema 136, existen tres subcontinuos ajenos dos a dos
Y, Ch v Cy de E,UF, tales que, para cadn 1 =1,2,3,C; G C, C{ - F; # @
y CIN K = @. \és atn, por el mismo Teorema 136, el conjunto

T =F,uC; JCuC,
es un triodo. Definamos 77 = K UT. Notemos que

T"CKUFUE; =T, C N(c, K}
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K T ¢ N1 Entones T € Y IV Pu sto que ninguna C7 in-
trsecta i Kool conjunto TV es un triodo on /0 (K Esto os absurdo. y por
'viuto i.1) se cumple. Afirmamos ahora o

4.2) existe jo > i tal que H; = 2 pmacala j > jo.

Pura ver 4.2), supongamos que para (ada ; > ¢ existe j' > 3 tal que
My # @ Dada 3 > i tal que H; # £, denotarcmos por C] y €7 a los
viementos de M, y, convendremos que € £ ¢ (en 2l caso en que M, posen
~olamente nn clemento, convendremos que (7 CF .

Tomemos ahora j; > 1 tal que H;, # +*. Como ol conjunto
U ={AeCR):ACk - (VL CP)

i abiertoen C(R) y tiene a F, existe §, > 4 tal que 35 (F) C U;. En vista de
que £, — F,existe Jy € Ntalque Jy > )y v 1, ¢ 1, (F) para cada 7 > .J,.
‘Tomemos ahora 7, > J; tal qne Hy, # ©. Notemos que F;, € By (F). asi
que F, N{C{' LCY') = @. Luego j2 > 7. Netemos ahora que el conjunto

Up={A€CR): AC R ((FUCE)

s abicrto en C(R) y tiene a F. Entonces, existe & > 0 tal que &y < 8 ¥
Bg,(F') C U;. Tomemos Jo € N tal que .y = ju y F; € Bg,(F) para cada
7 = J. Sea gy > J,tal que Hj, #@. Notemos que Fyy € Bg,(F) C Ua, asi
que F, N{CP UCY) = @. Luego j3 > J» v, el consecuencia, ji > Jy. Por
tanto Fy, € By (F) y, de aqui que, Fy, N (O (9 = @.

Notemos que los conjuntes C3F,C37 v ' son ajenos dos a dos y no
interscetan a K. Ademds, paracada [ = 1.2, CT C Fj,. Por tanto, existen
tres subcontinuos ajenos dos a dos Gy, G v Gy, tales que paracadal = 1,2, 3,
Cl' G C F,yGOK=x¢3 Dadal¢ {1.2,3}, (' ¢s nna componente
de E, N F},, que estd propiamente contenila on el snbeonjunto conexo G, de
F,. Por tanto, G; — E, # @.

Definamos vhora

T'=KUFEUG UG, UG,
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Como Fj, C F;, C F;, C F, sucede que
TCKUEUF,=T:C N(e,K).

Ademas K ¢ T € N(e.T). Portanto, T' € B.(K). Méds ain, como
GiNK =@ para cada l = 1,2, 3, resulta que

T~ ([{U E,) = (G] - E,) U {Gg - E,) U (Gg - E,)

Notemos que los conjuntos Gy — E,, Gy — E; y G3 — E; son no vacios.
Ademads, debido a que los continuos Gy, G, y Gy son ajenos dos a dos, sucede
que los conjuntos Gy — E;, Gy — E; y G3 — E; cstéan, dos a dos, mutuamente
separados. Por tanto, T es un triodo en B, (/). Como esto es absurdo, 4.2)
es cierto,

De acnerdo con 4.2), si j > jp y C s una componente de E;N F;, entonces
CnN K # &. Consideremos ahora el conjunto

L, ={C C EiNF;:C es wna componente de £; N Fj tal que C — K # @} .
Afirmamos que:

4.3) para cada j > jo, £, tienc a 1o mds dos elementos.

En cfecto, sea j > jp y supongamos que £; tiene al menos tres elementos
Ci.Coy Cy. Paracadal = 1.2,3, resulta que G N K # @, ya que § > Jo.
Entonces podemes considerar una componente £y de G K. Por ¢l Teorema
78. Dy € SB(K). Esto significa que SB(IC) ticne tres elemenos ajenos dos
a dos. Lnego, por el Teoreina 135, existe un triodo en B.{K). Como esto os
absurdo, 4.3) cs cierto. Afirmamos ahora que:

4.4) existe mg 2 jo tal que £, = @ para cada j = my.

Para probar 4.4), supongamos que para cada j > o, existe j' > 7 tal que
L, # @ Euatonces podemos encontrar una subsucesién (i) de (7);25 tal
gque £, # @ para cada ! € N. Notemos que si l < s y C € £,, entonees

CCENF, CENF,

Por tanto, existe wna componente D de E,N F), tal gue C C . Dado gue
C - K #@.D¢ £,. Estosignifica que cada elemento de £;, estd contenicdo
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cn algiin elemento de £, En particular, si { > 1 entonces cada clemento de
£, esta contenido cn algiin elemento de £;,.

Ahora bien, £,, ticne a lo mas dos elementos D] y D). Definamos
U = {t > 1: L, tiene un elemento contenido en D}}

y
Vi= {! > 1: L, tiene un elemento contenido en D;} .

Debido a que cada clemento de £, esté contenido en D} o en DY, alguno
de los conjuntos U} o Vjes infinito. Supongamos, sin perder gencralidad. que
Uy es infinito. Sean €y, = D}, ry = 1 y 9 = minl/;. Entonces L;,, ticue
a lo mds dos clementos DY? y D}? y, sin perder generalidad. D* € DY'. Si
D7 C D3 o hien D} = @ entonces definimos C; = D?. 5i @ # D3 ¢ DY'.
definimos

Uy = {I > v : L, tiene un elemento contenido en Dj}

Vy = {l > rp: L;, tiene un clemento contenido en Dy?}.

Debido a gque cada clementa de £;, (I > rp) estd contenido en D o en
D7, alguno de los conjuntos U'; y V5 es infinito. Supongamos, sin perder
generalidad, que Uy es infinito. Sean €y = D y ry = minl’s. Procediendo
como antes. ¢s posible encontrar un elemento DY de £, | tal qne D ¢ DY
v ol conjinto

Uy = {l > ry: £}, tiene un elemento contenido en D}

es infinito. Sean (3 = DP? y ry = minl’y. Sipmendo los aigumentos de

antes, encontramos ina subsucesion (7, )m de {5 ¥ 1na sucesion decrecicnte

(Codin tales que vy = 1 y paracadam e N. (', ¢ £, . Entonces, C,,, —
W= nm(fi Cen.

Notemos que para caclam € N, C,, NA # By Cp — W &£ @, Mis
win. (h C E,NF,y Fy -+ F. Entonees. O € ;N F. Abora Dien,
E~F - F Z K, porlogue Gog € K. Mas ain. por ol Teorema 70,
Cy € SB{K).
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Tenemos entonces que Cp es vn clomento de SB{K) que estd contenido
en el elemento minimal F de §B(K)}. Luego Cy = F. Esto implica que

F=CCENFCE,

y en partienlar f € E.. Esto contradice f) y prueba, asi, 4.4).

Para terminar la prucba de 4), basta definir j{z) = my. Ahora bien,
debido a que !a sucesion (£, ); es decreciente y a que j(1) > 1

EJ(J) ﬂFJ(,) C Ein FJ(i} C K.

Definamos aliora ry = §{1) y. paravadal > 2, ny == j(n; ., + 1). En vista
de a) — g} y 1), las sucesiones (F,, }; y (F.,); satisfacen las propiedades 1.-8.
del teorema y. ademds, £, M H) =@ v F, N H; = @ para cada l € N. Mas
alin, resultaque f, -+ Eyv F, -+ F. 3

En el siguiente resuitado mostramos que si SB(K) posee al menos dos
clementos minimales £y Frales que KN F # @y EUF # K entonces es
posible consegnir trindos arbitrariamernte cercanos a K.

Teorema 141 Seon i un continuo y i un subcontinuwo propio y no degen-
crado de H. Supongumos que m(K) i.ene of menos dos elementos E y F

teles que ENF £ yEUF / K. Ertonces para cada € > 0 existe un
triodo T € B, (K).

Demostracidn. Supongamos que cxiste £ > 0 tal que ningin 7" € B.{K)
es un triodo. Como £ U F # K., existe nn punto k € K — (EU F). Por el
Teorema 140, «xisten dos subeontinnos E' y /¥ de R, tales que:

a) EC E'y FCH,

b) E' Ky F'— I{ son no vacios,

¢) E'r Ky F'™ K son conexcs,

d) EErF CH.

e) kg E'UF',

f) siT = KUE'UF entonces T € B(K).
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Deacnerdocon Delecontimo T = KU E /' ostden B (K). Definanes
B a(F U)K Conwo ENF £#@, wilizuno a, y o), deducimos aue 13
o« un sitheontinuo de T ©Maés a in, es facil ver gue

T-8B:[K-—(FUF)U[E'"  R]U[F - K].

Alori bien, por b), ' — K y F'— K «on no vacios. Ademds, de acnerdo
con ¢t. K — (F'U F') es no vacio. Afirmamos ahora que:

1) los conjuntos E' — A, F' — K y K (£'UF') estdn mutuamente
separados.

En ¢fecto, de acuerdo con d)

Cla(E' - K)N(F' =K}« E'00F" -K)= 2

(E'-- K)NClp(F -K)c (E' K)\F=@.

Por tante, los conjuntos £ — K y F/ — K ¢stan mutuiumente separados.
Notemos ahora que

Clp(E' -~ K)N[K - (FUF) C E'r K- (BFLF) =@

v
(E'—K)NClp([K -(EUF)}) < (£ - K)nK =2.

Por tanto, los conjuntos £’ - K y K (E' U F’) estén mutuamente
separados. De la misma manera se prueba que los conjuntos F' — K y K —
(E'U F') estdn mutnamente separados. Fsto muestra 1).

Tenemos de lo antertor que I' es un triodo en B.(K), lo eual es absurdo. §

Ahora mostraremos que si SB(K) posee ol menos dos elementos mini-
males F y F tales que E'U F =: K entonces s postble encontrar una 2-celda

D en C(R) tal que K € D — o{D), o bien triodos arbitrariamente cercanos a
K.

Teorema 142 Seen R un confinuo y K un subcontinuo propio y no de-
genervdo de R. Supongamos quc m(K) tienn ol menos dos elementos E y
F tales que EUF = K. Entonces existe unu Z-celda D en C(R) tal que
K €D -o(D), o bien para cada € > 0, eniste un triodo T € B.(K).
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Demostracién. Supongamos que cxiste £ > 0 tal queningiin T € B.(K)
es un triodo. Fijemos wm punto e € £ - F'y un punto f € F —~ E. Por ol
Teorema 140, existen dos uibcontinios E' y F' de R tales que:

W ECEyFCF,

by E'- Ky F'—~ K son no vacios,

¢} B Ky FPN K son conexos,

D eg FyfedFE.

o) F'NF ¢ K,

HHKKCOE) ey HHK,KUF) < -

Definamos Fy = E' NNy Fy=: 7 " K. Notemos que
K=(EFNK)J(F NK) =EUFR, (6.3)

¥ que

EEnNFR=ErinK=EnF
yaque "M F C K. Envistadequer € Ey - F y f o Fy By Foy Fy
son subcontinuos propios de K. Afirmamos que:

1) si existe un subcontinno propio / de Fy tal que Eg N Fy € I
entonces existe una 2-celda T en C(R) tal que K € D — o(D)

Para ver 1), supongamons gune I cs un subeontino propio de Ey tal que
EonFy o L Definamos Ay = By, Ay, FgL Lo A - AjuA. By = A UE,
By = A;UF' 'y B =13, UB,. Esclaro que A, y As son sitbeontinuos propios
de A, que B: y Bj son subcontinnos popios de B,y gque A, € By, 4, € B,
y A C B. Notemos abiora (ue;

A]ﬂAg EQF(FQUL):(PJQ”FE])U(E@QL)=L,
Y que
Bi2By - (A JE)N (A UF)

(A NV Ag) U (AN EY) (A O FYU (E' 1 FY)
LU(FpNEYU(LNEYU (BN FYU(EsNFy) = L
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S e
FonE =FAKNE B, Iy L

EgnF =K 0KV F o L

Puesto que L es un subconiinuo de ff, por ol Toorema 97, existe una
2eelda D en C(K) talque K € D - o(D). Fsto prucna 1)

Supangamos ahora que no existe dicho snbeontinno L. Fitonces £,7 Fy
0 es conexa. Fijemos nna componente C e £y Fgvseaa, - [ » C{R) un
reo ordenaio de C o By Definamos et -+ (1R como alt) = FulUag(#).
I's claro que o os una funcién contima tal gue ) = Ay, a(l) = K y
{a) C ot) siempre que s <t Sea tg = min{t - [ a(t) - K}. Entonecs,
nft) = KA para cada t > tg. Ahora bien. par la continuidad de o, existe
<ty <t talgue I {adfy), K) < = Entonees, [ = «(t;} e un subeontinno
propio de Ky poderios por tanto tomar nn punte 7 € K - L. Cliraniente
re E, - Fy. Aftrmamos que:

21 41y () no intersecta » todas las componentes de ISy N Fy.
En efecto, si o (f)) intersecta a todas las componentes de FgNFy, entonces

o oft VO (F, T FR) es i snbeontinuo propio de Ay que conticne a BN Fy (es
propio pies 1o tiene al punto z), lo cual s absurdo. Esto prueba 2).

En visto de lo anterior, existe nna componente D de Fp N Fy tal que
(Y iz Sean D' e C(Ep) vy G e CiEy i talesque D Do (1) C G
y ’nG ¢ Hacemos L' = L UG, Entonces L' € (K} v

DL (XN L)yoWnGy={D'nkou{i’nmit)) - D' F C F.

Asique LC . DC D yL'nD C by Difinemos T = L'U D' U FY.
Aseguramos qite:

T-L.=(L'- )u(D L) (F -K).
En efecto, sen y € T - L. Fntonces

ye (L'—LYU(r -1y a1 —L).
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Supongamos. para efectos de la demostracién, que y € F' — L. Como
Fr=Fu(F-K)CLU(F - K)
vyd Loresultivgne y € F' — K. Esto prizeba gue
T—- Lol -Lyu(lY LYu(F - K).

La otra contencion es clara. Ahora bien, los conjuntos L/ —~ Ly F' — K
~on no vacios. (omo /7 es nia componente de Fy N Fy (e estd contenida
propianiente en ol subconjunto conexo D' de K, resulta que I ¢ Fy. En-
tonces existe un panto 3 € DY - Fy. Dadoque L' DY € Fy, y ¢ L'. De esta

mand ra, debide o gque L ¢ L', resulta que y € L. Fsto prueba que D' — L es
no vaeio. Afirmamos ahora que:

3} los conjuntos L' = L, D'~ Ly F' - K estin mutuamente separados.

En efecto, como L' ¢ K
Cip(l'-LYN(F - KYC KN ({F - K) - @,

de donde Clg(L' - LYN(F - K) = 2. Ahora bien, como Fy € L C L/,
(L'—LYNiy: ¢.ologuees lomismo, (L' - LINFNK = @ vaque Fy =
F'OV KL En vista de que L' C K, resulte en realidad que (L' — L) NF' = 2.
Luego
I =L NCI(F -KYC(L'-L)NF =@.
Esto prueba ne los conjuntos L' - L y F' — K estin mutuamente sepa-
rados. Corro IV . Ey _ K, sucede que

ClL(D -L)N(F' ~KYC KN(F - K) = 2,

de donde Clp(D' — L)yn(F — K) = @. Ahora bien, Fy C L, asi que
(LY - LYyn Fy - @. Esto significa que {/ — LN F NK = @y, como
I’ € K, lo anterior equivale & que (I - LYN F’ .= &. De csta manera

(D' — IYClg(F - K) (I = L)NF' = o.

Esto pmeba que los conjuntos IY - L v F' — K estdn mutuamente sepa-
rados. Poriiltimo, como L'N DY C FyC L

Clall - LY (D' - LYC LD - L) = @
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() I)CL(D ~LYC ‘. L * D=2

Esto prneba que los conjun'os L' — L v 1) L ostAn mutnamente sepa-
sl s De oste meanera, 3) se enmple.

D o anterior resulta que T es un triodo en /Y. Vids anin, como
T=LUDUJUF cKULI: NigK)

v R O N(g, L)  N(z,T), resnlta que 7' ¢~ v tricdo en B.(J(), lo cnal cs
ahisnirdo y teruina I priteba del teorema g

Combinande los Teoremas 141 y 142 tencinns ol signiecte resultado

Teorema 143 Sean R un continuo y K un subcontinuo propio y no de-
mrerndo de R. Supongamos que m(K) tinne ul menos dos elumentos E y
Fotales quc EC F # @. Entonces existr unu Z-c2lda D en C(R) tal que
K € D - o(D), o bicn, para cada € > 0, canste un tiiodo T € B (K).

JQué sucede si los clementos minimales de S73(K) no se intersectan?
Como consecuencia de! Teorema 135, si (K tiere al menos tres elemen-
tos ajinos dos i dos entonces es posible eneontrar triodos arbitrariamente
cercanos a K. Resta entonces considerar dos cases: cuandn m(K) tiene sola-
mente un clemento, v enando (K tiene ¢xactamente dos elementos ajenos.
El sigmiente teorema, presenta condiciones bajo [as cuales, en el caso de dos
minirmades ajenos, es posible encontrar triodos suhitariamente ecrcanos a K.

Teorema 144 Sean R un continuo y K wn subcontinuo propio y no degene-
rado de R, tel gue m(K) tiene eractamente dos ol nentos £ y F. Supongo-
mos giue KN F < @B, 51 existe un subcontinun prooio de K que contiene a
EUF entonees para cada € > 0, existe un trada T € B (K).

Demostracién. Supongamos que existe = - (0 tal que ningin T € B, (K)
o+ un triodo. Supongamos, ademéas, que existe un subcontinuo propio L de
K, tal gque EUF C L. Fijemos k € K — L. Pir ¢l Teorema 140, existen dos
subeontinuos By FY de R talis que:

W ECE,FCF,



6.3 TRIODOS Y 2-CELDAS. 145

b) E'— K y F' - K son no vacios,
¢} E'N Ky F'N K son conexos,
d} HIK,KUR)Y<ey HIK,KUF') <e,
e) k¢ E'UF,
f) E'NF =@.
Definamos C = LU(E'NK)U(F'NK). Como EUFCL, EC E'NK
y F ¢ F'n K, tenemos que 7 es un subcontinuo de K. Es claro que k ¢ C.
Consideremos ahora el conjunto T - - KUFE' UF'. Es claroque C C T y que:
T-C=(K-C)u(F'-K)U(F' - K)}.
Mas aiin, los conjuntos K -C, E'— K y F' — K son no vacios. Afirmamos
que:

1) los conjuntos K — ', E' - K v F'-- K estin mutuamente separados.

En cfecto, como E' N F' = @, los conjuntos £/ — K y F' — K estdn
mutnamente separados. Notemos ahora que

Cla(K - C)n(E' - K)C KNn(E -K) =@,
dc donde Clg{K - C)N(E'— K) = &. Ahora bien, como E'NK C C, resulta
que (K — C)NE' = 3. Luego

(K~-C)NCly(E' -K)C(K--C)NE = 2.

Esto prueba que los conjnntos K — 7y B — K estin mutuamente sepa-
rados. De manera similar se prueba que los conjuntos £ — C y F' — K estin
mutuamente separados. Asi, 1) se cumple.

Tenemos de lo anterior que T es wn triodo en R. Notemos ahora que:
T {(KUEYU(KUF)c N K)

yque K ¢ T Cc N(,T). Entonces T es un triodo en B.(K), lo cual es
absurdo y termina la priueba del teorema. g

Ahora mostraremos que si K es descompenible y SB(K) tiene exacta-
mente dos clementos minimales y ajenos, entonces es posible entontrar una
2-celda D en C(R) tal que K € D — o(D), o bien triodos arbitrariamente
cercanos a K.
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leorema 145 Scon 1! un contir uo y K un weiwantiniao projie y oo dog ne-
atto de £ *al a0 K) tiene  zactamen's o ley entos 15y 1S por-
wemos que Woos descomponible y que ENF ¢ Futoaces ecaste una 2 relda
Der ClH) te! que K €D —0o(D), o bien jrir i >0, txistc 10 1e.0do
¢ B (R).

Demostracién. Supongamos que existe = >t tal queningtin 7" € 1§ (R')
= n triodo, Entondes, por el Teorema 14

1} no existe un subcontinuo propic ¢ A que conticne a K U F.
Afirmomos gue:

2 slexisten 4,8 € CK) ~ {K} tal=gque K = AURB Y E C
(.1 - BYU(B - A) entonces existe nuin 2-colda D en C(X) tal gne
KNoD oD).

I efecto, supongamos que »xisten A, /5 - (K — {K} tales que K =
AUBy EC{A- BYu(B—-A). Yaque 1 By B — A sou conjuntos
~eperide . y K oes conexo, podirmos suponer gque £ C A -- B, Tomcmos
Le ChYtalgue AC LC Ky HK,L) <  Esclaroyue K = LU B,
e conde - [, £ %, Consideraremos ahora s cassenque FNL £ @ y
oL

Suporoomoes primero que F N L = @, FEntonees. dado que K = L U B,
resnlta ¢ ne F 2B - L. Sea C la componente e B — L «ite contiene a F.
Parel Toawremi 137, Cp(CYNL # @, Asi que 1..1C12(C) ¢s un subcontinno
ce U que conticne & £y a FL Luego, por 1), N = L JCIg(C). Entonces
I Lo O, porloque, B — L +s conexo.

Definamos M = (Mg(B—L) Porel parradoanterior, M s un subcontinuo
de B. Ahora bien, como EC L—B, F¢ B L v A C B, tenemos que
EFEo L MyFCAM- L Portanto L v \J -ont ~ubcontimios propios de
K tales que LU M = K. Ademds H(K,l) < por lo qu-, de acuerdo con
ol Teoretna 139, L™ A es conexo. Ahora birn. por 2 Teorema 140, existen
dos subcontinuos K"y F' de R tales que:

a) EC Ky FOF,
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b) E'— K y F' — K son no vacios,

& ECF =g,
dy FnW=2yFNL=g.
Hagamos A: = L, Ap =M, A = AJUA), By = AJUFE', By = ApUF'y
B'=BiUBy Esclarogque A' = K, A|, Ay # A" By,B, # B, A C By y

A, C By, Notemos ahora que:

Bg = Bl n Bg

(LUEYN(MUF)
(LOMYU(F' RLYU(E'NM)U(E'NF)
LM

Entonces Iy == LN M = Ay N A € C{A’). Por tanto, aplicando el
Teorema 97. existe una 2-celda D en C(R) tal que K = A’ € D — o{D). Esto
termina la pricba para el caso en que FN L = @.

Supongamos ahora que F N L £ @, Entonces, por 1), L U F no es un
subcontinuo propio de K. Por tanto K = LU F. Mids ain, dcbido a que
FclL-Fyaque HL K) < g, por el Teorema 139, L N F es conexo.
Ahora hien. por el Teorema 140, existen dos subcontinuos £’ y F' de R tales
ques

ay K C B FC F,
b) /- Ky F' — K son no vacios,

¢) #'n Ky F'n K son conexos y no vacios,
dy E'C F'=@.

Afirmamos que-
21) F'N L es conexo y no vacia.
Para ver 2.1), notemos primero que K = LU (F'NK) Miés ain,

H(L,K)< ¢ypora)yd), ECL-(FNK). Entonces, de acuerdo con el
Teorema 139, LO{F' N K) = F'N L es conexo y no vacio. Esto prueba 2.1).
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Hogamos ahore 4, LA = FLA 00 L By =ATUE 3y F
v -0 UB, Exvlarogue V =K, A A AV BB, #8, A CH vy
A, By Notemos que, por 2. ) v d)

By Iy By= (Lo FYU(E 17 - LnF ¢ C(A).

Cmo EFCEnLCcA yl"'r F = suedegne A - By £ @. Debido
aque el subconjunte F de F' = Ag) no uvsti contenido en L, Ay - By # @.
Tomindo un punto en £ — K resnlta que /3. - (LU B) # @ y, tomando
un piuto en Fo- K resulta gue By — (s L f3) # @, Por tanto, aplicaido
el Toorerma 98, existe una 2-celda Den ((R tal que K = A’ € D - o(D).
Esto termina la prucha de 2).

De manera similar tenemos que:

3) si existen A,B € C(K) — (K} tales quve K = AUB y F C
(A-- BYU (B — A), entonees existe ua 2-celda D en C(X) tal que
K e D-oD).

Ahora hien, como K es descomponible, existen 4, B € C(K) — { K} tales
que K - AU SiEN(Ar B) = @, entonces £ C (A— B)U (B -- A)
y 2) gariutiza una 2-celda D en C{R) tal gue K € D - o(D). Llegamos
a ln misma conelusién si F N (AN B) - ¢*. Supongamos, por tanto, que
En{AnNB)# ey FN{ANEB: # @. Entonces, AL EUF es un snbeontinuo
de K que no es propio, de acuerdo con 1). Tuego, K = AUE U F.

St E € A centonces K = AU F. Aloru bien, debido a que A es un
subecontimio propio de K, F - A # @. Esto significa que A y F son dos
subcontinuos propios de K, tales que A - 1UF y E C A~ F. Luego,
por 2), existe una 2-celda D en C(R) tal qne A € D — o(D). Llegamos a la
misn: conelusion si 7 C A. Snpongamos. por tanto, que K- Ay F— A son
no vicios.

Tenemos entonces que K =-: AUEUF, /N A /A@y F—A#©. Ahora
bicn, por el Teorema 140, existen dos subcontimos £’y F' de R tales que:

a) EC E'y FC F,
b E'-- Ky F'— K som no vacios,
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¢) ENF =@,

Hagamos Ay = AUE, Ay = AUF, 3y = AAUFE' By = A, UF y
C=BiUB, Esclarogne Ay JAs= K, A1C K, A, CK, B CC,B:,CC,
A1 € By y Ay € By. Notemos ahora que

ANAy=AL(ENF)=A
y que .

BinBy = (AiNAU{ANFYU(ANE)YU(E'NF)
= AU(ANFYU(ENFIYU{ANEYU(FNE"
= A
yaque ANF C A ArE'y ENF =@ = FN E'. De esta manera,
AiNA, =B NB, =A e C(K). Por tanto, de acnerdo con el Teorema

97, existe una 2-celda D en C(R) tal que A € D — o(D). Esto termina la
prueba. i

Combinando los Teoreinas 143 y 1435, tenemos ¢l siguitiente resultado, que
generaliza al Teorema 102.

Teorema 146 Supongemns que K es un subcontinuo propio y descomponible
de un continuo R. Si m(K) tiene al menos dos elementos entonces existe
una 2-celda D en C(R) tal que K € D - o{D), o bivn para cada € > 0, existe
un triodo T € B, (K).

Por tanto, guedan a considerar los signientes casos:
1. K es indescomponible, m(K) == {E,F}y ENF = @.
2. m{K) posee solamente un clemento.

En el Teorema 148, probaremos que si K c¢s indescomponible y C(R) —
{K} es conexo por trayectorias, entonces s posible entontrar triodos arbi-
trariamente cercancs a K. Para esto, utilizarernos ¢l siguiente resultado.

Teorema 147 (Krasinkiewicz) (26, Teorema 1.50] Sean X wun continuo
indescomponible y A C 2% un continuo conero por trayectorias. Si UA = X
y ANC(X) # @ entonces X € A.



1 CAPITULO 6 COMPACTACIONES DE T A RECTA REAL.

‘Teorema 148 Neen IV an contnoto y K un vabvontin. o prop o y oo degs ne.
by do IE Sopmigenos que Noes mdesenopas b qre C(R) 0 {A g es
cangern pon Lo elaroes. Entonc s para cadn (), existe un triodo T ¢
- (Jr\-).

Demostracion. Afirmamoes jue:
D paravada e € K, exisie b, € SHIR ) tidgiea € b5, C KA.

Par vir esto tormemos un punto 2 € N Como C(R) — {R'} es conexo
con trevictonios v {el R o€ C(F) - {K} exaste une trayectoria o c F o -o
o Y ae o) o R Constleremos Ly funewn o 2 T — CLR) definida

wvicocods 0 como
Bty = Jallor

Utiliz, ndo b contimiidad de ¢ y e la funcion imérn (Teorema 28), resnlta
g 3o contine, \demds, J(0) = {a}. AT R v (s} T 3it) siempre
que s~ Sean ty o ok {te Ty C WY v B, o= 3{t). Es claro que
s Koo K Ademuis, para cada t o [O,io]

ety Jafhit])=pi1)  F.cC K. (6.4)
Nefinomos A 0 {0,8g]). De acverdo von (6.4). A € C(K). Alis aiin,
Vs e por trevoctonias y fu, = BlEg) L0\ Anora bien, st YA = K

ntanc s e o Teersma 147, Koo A0 Fao conifioa que K = «wt) para
dgmme + 0t 1 Esto eontradice o] hecho e que Lo trayectoria o no pasa

o AL tante LA £ Ky de esta manoras [, es un sulronjunto propio
i i

Notemos ahotie que, como 8 1) = R ¢ A1 < 1. Por tanto, la funcién
- F o eseontinue, y(bg) = Iy deac.ordo laelccibn dety, v (1) - K #
¢f pars cada t > 4., Esto pruchio que [, STR) y, @i 1) se cnmple.
Notemos que B, estioen la composante dio ¢ oo N (vor Defmicién 42).

Coraer K os indescomponible, por el feoremn 43, podemos tomar tres
pmutes ¢ by ¢ en distintas composantes de A De wnerdn con 1), existen
FELE. K € SB(K)talsque 1¢ E, C N,/ k C Kyce E. QK.
Batances boe @ K e ¢ Eyya,b ¢ E.. D 1riva uenta, por ol Teorema
13,
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2) los conjuntos E,, Ey y E, son ajenos dos a dos.

Tenemos, de lo anterior, que SB(R') posee tres elementos ajenos dos a dos.
Entonces, por ol Teorema 135, para cada £ > 0 existe un triodo T € B.(K).

Quedan, por tanto, por considerar los signientes casos:

1. K cs indescomponible, m{K)} = {E,F}, ENF =@ y C(R) - {K} no

es nnexo por trayectorias.

2. m(K) posce solamente un elemento.

En la siguiente seccién estudiaremos el segundo caso, cuando R es el
residuo de unie compactacién métrica de la recta real. El primer caso no

aparecerd en i prueba de que las compactaciones métricas «de la recta real
tienen hiptrespacio unico.

6.4 El Caso Conexo.

6.4.1 Introduccién.

En esta seecion. mostraremos que la clase de las compactaciones métricas de
la recta real, gne tienen residuo conexo v no degenerado, esta C-determinada.
A lo largo de esta seccidn, la letra X representard un continuo tal gue
X = VUDR, en donde V U R es una compactacién métrica del espacio
V = (-x.00). von residuo conexo y no degenerado R. Convendremos que
Ry y Ry son los respectivos residuos de las compactaciones Cly ([0, 00)) de
0,0c) € Vy ('l {{—00,0]) de (~o0,0] C V. Entonces R = R, UR; y, como
R es conexo, 1y N Ry # @.

6.4.2 Localizando 2-celdas o Triodos.

Por lo visto en I seccidn anterior, si K es un subcontinuo propio y descom-
ponible de R, v §B{K} tiene al menos «os elementos minimales, entonces es
posible encontiar una 2-celda D en C(X) tal que K € D — o{D), o bien exis-
ten triodos arbitrariamente cercancs a K. En esta subseccidn, veremos que la
misma conclusidn se tiene enando S B(K) posee justo un elemento minimal,
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cortenido propianiente en K, emando A es o0 1o dd 10 conicxe vy no degener-
dodr MLt compicctacion mé rica de la re toonia’ Par esto, o] sipniente
<altedo verd e cran ntilidac

Tewema 149 Svpongemos gue X = V 05 v woa conpactocidn mdtron
drowrite el Voo (=, ) con resideo o0 rno d generado B Pura
codu subcontinuo propin K de R definarios

M A{A T CRY)  eriste ura sucesion (A, . on DV tal g Ap s AL
Fntonces My v un subcongunto cermado /v (i) tal que F\(K) © M, .

Demostracion, Para ver que Fy(K) < Ay, tomemoes uie punto a ¢ AL
Cemo T es el 1esidio de la compactacion, ewaste ma steesidn (o), m V7
tel e gy, =9 0. Entonces ({e,})n es una sncesion en C(V) que converge a

{r} - C(K). Por tanto {a} € M. Esto prucha que Fyj(K) € M.

Para ver que Mg o3 cerrado, tometnos un cletnento B € Clegy (Mg ).
Fntonees existe una sucesién, (Ba),, en My tal qie B, -—» B. Como cada
I3 ¢ My, existe una sucesion, (AP),, en C'(1) ta. que A —» B,. Es claro
que 3 € C(K). Ahora bien, pars cada j € N. tomemos un elemento 4] tal
gue f{(BJ,AfJ) < ‘,’J. Definamos C; = A/ -

Veremos a continnacién que la sucesion (7)), converpe a I3, Para csto,
ceir o > 0.0 Como [3, -+ B, existe N € N tal que H(B,. B) <, pua cada
n N, SeadJ > Ntalque & < 5. Tomemos j > J. Entanecs, como

2J
y - Ny H(B, BB) < §. Ademds H(B;,(%) < . \hora bien, como j >/,
-_.1- < -‘7 < % Par tanto.
1 £ ToE
H(C, B) < H(C;,B) 4 H(B, B) - | -5 <;+5=¢

Do estis manera, (C,), es una sucesién en ( (1) tal que &, — B. Asi que
B ¢ M. Esto prueba que Ay es cerrado en ('/(F7). 1

L inelusidén define en M un orden parcial. A continuacidn, veremos
que M, admite clementos maximales con respecto a este orden parcial.

Teorema 150 Cade conjunto de la forma M, posec elementos marimales,
enn pospecto a o nclusion. Mds adn, s1 a0 © N entonces eziste un elemento
muranol 8 en My, tal quea € E.
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Demostracién. Tomemos un clemento a € K y definamos
Lo {Ac Mg :ae A}

Por el teorema anterior, {a} cs un clemento en My, que claramente ticne
al punto a. Entonces £, cs no vacio. Afirmainos que:

1) L, es cerrado en M.

En efecto, sea A € Cly, (L,). Fntonces existe una sucesién (A,)a en L,
tal que A, — A. Por tanto, para cada natural n, A, € Mg ya € A,. Luego
a € Ay, como My cs cerrado, A ¢ My. Esto prueba que A € £,. Como
consecuencia de esto, £, cs cerrado en Mg .

Tomemos ahora una funcién de Whitney 1 : C{K) — {0, (K)]. Como
L. es cerrado en My, y Mg es cerrado en C(K ), resulta que £, es cerrado
en C(K). Luego u{L,) es cerrado en [0, u(K)]. Ademds, debido a que {a} €
Le, 0 € p(L,). Entonces p(L,) es un subconjunto cerrado y no vacio del
compacta [0, p{K)]. De esta maneru, existe g = mdzu(L,).

Sea B € L, tal que u(F) = t5. Entonces E ¢ Mg yae E. S
existe F' € Mg tal que B € F cntonces ty = p(E) < p(F). Ademds
n€ ECFe Mg, porlogue F e L, Luego, u(F) <ty = u(F). De aqui

que p(£) = p(F). Por tanto, E - F. Esto muestra que £ es maximal en
MK. [ |

En el siguiente teorema, mostramos que los elementos maximales de M.,
cstan en SB(K).

Teorema 151 Supongomos que X = VUR es una compactacidon métrica de
la recta real V = (--00,00), con residuo conezo y no degenerado R. Sea K
un subcontinuo propio y no degenerodo de R. St E es un elemento mazimal
de My entonces E € SB(K).

Demostraciéon. Como E € M, existe una sucesién (F,), en C(V) tal
que E, — E. Para efectos de la demostracién, supongamos que E # K y
sea i 2 C(X) -+ [0, (X)) una funcién de Whitney. Definamos t, = p(E).
Es claro que 0 < tg < p(K).
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Sea - > 0 Por ol Teorema 26, existe 5 > 0 tal vne si A, 18 € C(X).
By pl) - il < gentonees H{A i+, lomen.os nn wmunero
too b < pRY tal quet -t < g0 Ya gue L osnees:6n de subcontinnos.
( wm.omy,, de C(V) converge a X y £, ¢ C{V7), eviste m. € 11 tal gue
Foo-mm ypllomy,mg]) >t Coma pif,) - tp. polemos suponer
ge p{k,) < t paa toda n € 40 Tomando nu arco ordenado de K, o
Cmm, o~ pesible cneontrar vn subeontinne £, e Votal que B, ¢ L,y
(‘1. = t. Pademos suponer, sin perder generalidad, que la sucesion (L),
Converge oonn subeontinmoe Lode X, Luego, t - jp{l. — p L). Por tanto,
i ohy =t Afirmamos que:

1 EIL

Para probar 1) notemos que. como cada £ esto contenido o L, al
tomar of limite, B C L. 81 £ = L, entonees ¢, p(47) = pil) = ¢, lo cual
contradicr o] hecho de que tg < 1. Luego E ¢ .

Tenemos de lo anterior, que ' C Ly p(f) - p{E} =t—t- < q. Portanto

IELY o Ahora blen, comoe E es un clemento maximal de My, L no
e estar contenido en K. Entonces, por of Teorenia 79, /2 € SB(K). 1

Fn ! sivaiente teorema, resolvemos el ciwo de un miniinal propio en la
<cmifront: v

Teorema 132 Supongamos quc X = VUK s vna compactecion midtrica de
I aete ol Vo= [ —oc, o), cor residuo conero y no degenerado R, Sea K
er subiu fiove propio y no degenerado de R to! que K ¢ My, S SB(K)}
posce solemeite un elemento monimel proppaine nte o ntenido en K entonces
jore cadr £ 200, (iste un triod) T € B, ().

Demostracidn. Suponganios que no hay ningin triodo T € B (K).
Supongamos también que E es el 1inico elemento minimal de SB(K) y que
£ # K. Fiiemos uu clemento ¢ € F y sei A/ un clemento maximal en Mg
tal que e € AF. Debido a que A € Mg, A os i subeonjunto propio de K.
Mds ain, por o] Teorema 151, M € SB(R1 Tawego, £ C M.
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[l ]
o

Tomemos M’ € C(K) tal que M ¢ M'C Ky H(M', K) < §. Fijemos
un punto = € ' -- M’ y sea N un elemento maximal en My, tal que z € V.
Entonces, £ € N — M’. Como \ es maximal en My, N € SB(K), segiin
el Teorema 151, Luego, & € N. Ahora bien, como N y M son elementos
maximales distintos en My, existe un punto m € M ~ N. Entonces, m ¢ E.
Consideraremos ahora los casos en que N N M’ es conexo, y N N M’ es
disconexo.

Supongamos primero que NN M’ es disconexo. Si N M’ posee al menos
tres componentes entonces es facil construir un triodo 7" con corazén M, tal
que T € B (M')y entonces T € B:(K). Supongamos, por tanto, que NNM’
posee justo dos componentes C y D, Entonces una de ellas, por ejemplo C,
contienc a . Sea N' e C(N) talque CC N y N'ND == @.

Debido a que C es una componente de NN M’ que estd contenida propia-
mente en el subconjunto conexo N’ de N, tenemns que N' — A’ # @. Mas
ann, V' N A = . Para ver eito notemos que, por un lado es claro que
C Cc NN M. Tomemos ahora un punto y ¢ N' N M’ y, supongamos que
y ¢ C. Entonces, y € NN M’ = CUD. Esto implicaquey € D, pues y ¢ C.
Luego, y € N'N D, lo enal es absurdo. Por tanto, N' N M’ C C. De esta
manera. N'M 4/ == . Esto muestra que N' N W' es conexo.

En vista de gne N’ — Al’ #£ @, podemos fijar un punto n € N’ — M'. Por
¢l Teorema 135, existe un subcontinio £’ de R tal que

x) EC FE,

h) £ - K ¢s no vacio,

¢} E'r K es conexo y estd en SB(K),
d) HK,KUE") <e¢,

¢y n,m ¢ E.

Definamos
T==MJUNJE

A=(E'NKYU (M NN,
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Como E'YK ¢ SBC), B E'n K. Po:santo 21 es nn conexo que
intersteta tanto & M’ como a VY. De aqui s deduct que ' es un continno.
Afirmamos gue:

1) H(T,K) < e.

En efecto, por nn lado T ¢ KU £ « N{t K) y por otro. K ¢
Vie, WY c N(e.T), yagque M' ¢ T. Per tunto HiT, K} < g. Esto prueha
1;. Afirmamos ahori que:

2} T es un triodo.

Eucfecto,come EC C=MNNy E ¢ 00K, A o conexo. Ademas,
n vista de que A C K,

T--A=(M -A)UN -4 -K).

Alora hien, debido aque me M — N, A ¢ M, NN C Nym¢gFE,
tesultagquem € M- A Comone N'-M' v n g E',sucedequen € N'— A,
Entonces M' — A, N' — Ay E' — K son no vacios. Afirmamos que:

2.1) los conjuntos A’ - A, N' - A v F' — K cstdn mutuamente
separados.

En efecto, como C-- M N' C A,

Clx (M — AN(N' =AY C M (N — A) =1

(M’ A)NClxIN' — A C (M - ANN -

Por tanto, los conjuntos M'— Ay N’ - A vstin mutuamente separados.
Ahora bien, como A ¢ K,

Clx(M' -~ AN (E ~K)CMN(E R)CKN(E - K)=0.
Debidoaque K NACE'NKC A
(M- AANCIx(E'-K)Yc (M' -ANE - &

Esto muestra que los conjuntos M’ —~ A v F' — K estan mutuamente
separados. De manera similar se pruecba gue los conjuntos N' - Ay B — K
estan mutuamente separados. Esto prueba 2.1).
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Tenemos, de lo anterior. que T es un triodo en 3. (K}, Esta contradiceion
concluye la prucha en el caso enque VO M’ es disconexo. Supongamos ahora
que N N M’ es conexo. Por el Teorema 138, existe un snbecontinuo £ de R
tal que

w) FKCFE,

h) E'- K ¢s no vacio,

¢) B'N K es conexo y estd en SB(K),
d) H(K,K JE') ¢,

e) z,m¢ E".

Definamos
T=MUNUE

A= (E'NKYJ(M O N).

Procediendo como en 1) y 2), resnlta gque T es un triodo con corazén A,
tal que T € B.(K). Esta contradiceion termina la prieba del teorema. 3

Ahora mostraremos que, cnando X = VUR ¢s una compactacién métrica
del espavio V' = (—0, ) cou residio conexo y no degenerado H, los sub-
continuos propios y no degenerados, A, de B que nos van a interesar, no son
elementos de My y, ademds, los elcmentos minimales de su semifrontera,
son subconjuntos propios de K.

Teorema 153 Supongamos que X = VUR yY = WUS son compactaciones
métricas de los espucios V. = W = {—nc.o0), con residuos conezos y no
degenerados R y S, respectivarnentc. Supongnmos, ademds, que C(X) y
C(Y) son homeomorfos y que h : (Y} - C(X) es un homeomorfismo.
Sean Ry y Ry lus respectivos residuos de las compactaciones Clex) ([0, 00))
de [0,00) CV y Cloxy {{—00,0]) de (—>0,0] C V. Stwe W es tal que

K = h{{w}) € C(R) - (FiI(R)L{R, Ry, Ry})
entonces:

1. K ¢ My
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2. los dementos anoraneles en SB{K), son ~ulvouy: ntos piopros de W

Demostracion. Para ver que 1. supongiunns, por el confrario, gue
- My Entonees existe una sicesion (K, 5 cn C0V) tab que A - K.
Aflrmamos que:

1) N e C(R)UC(H,).
In efeeto, como ol conjunto
U={AeCX}):AC N -{u}}.

¢ ablerto en C{X) v ticnea K, existe § > 0 tal que B.(K) C U. Sea N e N
t Vque N, € By(K) para cada v > N. Entonees, K, ¢ (X —{0pPNV =
{ x.0) .00} para cada n > N, Por tanto, es posible conseguir una
sabsucesicn (R, ), de (Kp)a tal que K, © (- ~.0 para cada m € N, o
bin, K, & {U.oc) para cada m € N. En ¢l primer caso, (K, ) o8 nna
scesion ol que K. C Clgxy ((=00,0}) = ¢ - x.0/ L Ry paracada m € N.
Luego, KN C Clgxy {({(—00,0]). Como KNV ¢, resulta que K ¢ Ry. De
e que K g C(f). En el segrindo caso. procediendo de manera similar,
resulta que & € C(Ry). Esto prueba 1).

Suponyamos que K € C(R;). Entonces, por hipitesis. K ¢ C(R)—{}.
tor tanto. existe un punto v € B — K. Sea I/ nn subconjunto abierto de X
lgue KN C Uy rd U Tomemns ¢ > 0 tal gue Ve, Ky C U ysean ¥V e N
“al gque paracada n > NV, K, € B(K). Entouces. X, ¢ N - K} C U para
vada n > V. Consideremos la componente, €. de [ ¢ue contiene a K.

Como Y s conexo en pequeno en w residta. por el Teorema 35, que
(Y es conexo ¢n pequeno en {w}. Luego, (C{X) es conexo en pequeno
1 Ay entonees, por el Teorema 37, existe M >+ N tal que K, ¢ C para
cada m > Af. Entonces, ¢ es un conjunto conexo ¢ue intersecta o [ y a
,>c}. Lucgo Ry ¢ C y, en particular, r ¢ C . U'. Esto es absurdo. Si
snponemos ahora que K € C{Ry) entonces, nn razonamicnto similar, produce
otra contradiccidn. De esta manera, 1. es cinto

Suponganios ahora qie 2. no es cierto. Entonces m(R) = {K}. Tomemos
un punto a € . Sca M un elemento maximal de Ay tal que @ € A, Por
¢l Teorema 151, M ¢ SB(K). luego M = K. Entonces K € My . Debido
i gue esto contradice 1., 2. es eerto. Esto ternuna la priueba del teorema. 1
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6.4.3 El Teorema.

Estamos por fin en condiciones de probar que las compactaciones métricas de
[ recta real que tienen residun conexo y no degenerado, estan C-determinadas.

Teorema 154 Las compactociones métricas el c spacio (- 00, 00) que tienen
restduo conero y no degenerado estdn C-determinadas.

Demostraciéon. Sean X = RUV y Y = § U W dos compactaciones
mdérricas de los espacios V' = W = (—00,00), ron residuos conexos y no
depenerados By S, respectivamente.  Supongamos que los hiperespacios
({ X}y C{Y} =on homeomorfos y sea h : C{Y'} — C{X) un homeomorfismo.

Consideremos los respectivos residuos R, y R, de las compactaciones
Cly ([0,2)) de Do) TV y Clx ((-x,0]) de (-e0,0] C V. Afirmamos
que:

1) si v € W entonces no existe una 2-velda D en C(X) tal que
h({w}) € D — o{D).

En cfecto, sent w ¢ Wy dofinamos K = h({w}). Si existe una 2-cclda D
en (X)) tal que K € D—o{D), entonces D' = h™ YD) es una 2-celda en C(Y)
tal que {w} € D' — o{D’'). Ahora bien, como w ¢ W, existe € > 0 tal que
N7 {ar}) © VL Mds win, por el Teorea 96, existe un triodo T € B ({w}).
Entonces T C V (g, {w}) ¢ W y, de csta manera. T es un triodo contenido
cn una recta. Fsto ey absurdo, asf que 1) se cumple. Afirmamos ahora que:

2) h(F (W) C F{VYU[C(R) - Fy(R)IL{X}.

Para ver esto, snpongamos que 2) no ¢s cierto y tomemos un punto w €
1. Hagamos K == h({w}). Entonces K € Fy(R) o bien K es un snhcontinuo
propio y no degenerado de X que intersecta a V.,

Como C(Y) es localmente conexo en {w}, teremos que C(X) es local-
mente conexo en K. Debido a que A es el residuo de la compactacion,
C(X) no es localmente conexo en ningino de los puntos de F(R). Luego
K ¢ Fi(R) y, do esta manera, K es un subcontinmio propio y no degenerado
de X que intersecta a V.
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SiV < K oentonees X = Clx (V) C N oael que K =2 X, Como esto
o5 absurdo, V no esta contenido en K. Dot tanto. existen o, b € V otales
que b < ay bel N K = @& Definamos Vi - [1,00), Vo = (—nc,b y
X - ViU RuV, Clarament« K es un subeontinmio 1o degenerado de X,
tal que KN(V,UV)) #£ @y el ¢ K. Por tanto. <de acnerdo con el Teorema
129, existe una 2-celda D en C(X) tal que A ¢ D - o{D). Esto contradice
1), asi que 2) se ¢nmple.

Puesto que { X'} es un puntc aislade del espacio Fi(VIU[C(R) — Fi(R)|U
{X'}, se sipue que:
3) (W) c R(V)YUIC(R) - F.(R)].

I

Probaremos ahora que:
4) h(F{(W)) c FA(V) J{R, R, R.}.

Para ver esto, siipongamos que 4) no es vierto y tomemos un punto w €
W. Hagamos K = h({w}). Entonces K ¢ ('(R) - (Fi(R)U{R, Ry, R.}).
Afirmamos que:

4.1} C(X) — {K} es conexo por travectorias.

En cfecto, por el Teorema 34, C(Y) - {{w}} es conexo por trayectorias.
Lucgo, C(X) — {h({w})} = C'(X) — {K} ¢s cunexo por trayectorias. Esto
prueba 4.1).

Definamos
My = {A € C(K} : existe una sucesion (A, }, on C(V) tal que A, — A}.

Por el Teorcma 153, K ¢ Mg y, ademis. los elernentos minimales en
SB(K) estiin contenidos propiamente ¢n K. Ahora bien, de acuerdo con
los Teoremas 146, 148 y 152, o bien existe una 2-celda D en C(X) tal que
K € D - o(D), o bien para vada € > {}, cxiste un triodo T € B.(K). De
acnerdo con la parte 1), el primer caso no se cnmple. Supongamos, por tanto,
que es posible encontrar triodos arbitrariamente cercanos a K.
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Sea § > 0 tal que N{é. {w}) C IV. Por la continmidad de h ! existe ¢ > 0
tal quc

B (BAK), € B{{w}).

Tomemos un triodn T € B, (K). Por el Teorema 48, existe una 3-celda
T en C(X) talque T € T ¢ B.(K). Entonces 7; = A7) es una 3-celda
en C(Y) tal que

%o ¢ h™ (B (K)) € Bs({w}).

Definamos Ty = U75. Entonces T; es nn suhcontimio de Y. Tomemos
un punto v € Ty y sea L € Ty tal que v € L. Entonces, L € Bs({w}),
por lo que L € N{4 {w}) C W, de donde, v ¢ W. Esto significa que Ty
es un subcontimio de W. Ahora bien, es claro gue 7y € C(7q), asi que
el hipcrespacio C(T) contiene nna 3-celda. Luego, Ty contiene un triodo.
Dado que Ty C W, resnita entonees que W contiene un triodo. Como esto
cs absurdo, 4) es cierto.

Afirmamos ahora que:
5) h(F(W)) C F.(V).

Para ver 5), snpongamos primero qiie R, ¢s degenerado. Entonces, R =
R, U Ry = R;. Mds anin, de acnerdo con 3), h {F(W)) N F(R) = @. Luego,
por 4}

h(F((W)) ¢ F(V) U {R).

Puesto que {R} es nn punto aislado del espacio #(V) U {R}, se sigue
que A (F(W)) C Fi(V). St Ry es degenerado, siguiendo un razonamiento
similar, obtenemos gue h {F;{WV)})) ¢ F(V).

Supongmos ahora que R; y R, son no degenerados. Entonces el conjunto
{R, Ry, Ry} es aislado con respecto al espacio Fi{V)U{R, Ry, R;}. Luego,
h(Fy(W)) C F\(V). Esto prucha 5).

Tomando cerraduras en 5), obtenemos que

Clexy (h (FI(W))) € Cleyxy (F1(V).
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Ahora bien:

ey UnCEL()) = b (Clgy FI(W))) B URA(S)) = B F(YS)

('f(»;_\-; (F;(V)) = F(Vyu i = 13(X).
Por tanto,
(:: [, (J"‘"_(l")) \ I"l(X).

1

Como b ' C(X) - C{Y) también es un homeomorfis:io, tenemos por

raneentos andlowns, ques
-— - o r Al
i RN F(Y

O, equuvalentemente, Fy(X) C h(F1(Y ) Eaotonces h (F1(Y)) = F1(X),
ceicues F(Y) es iomeomorfo a Fi (X)), Por tanto, ¥ es hotucomorfo o X. n




Capitulo 7

Arco-continuos
Indescomponibles.

7.1 Introduccién.

En el Capitulo 2, probhamos que los continuos hereditariamente indescom-
ponibles tienen hiperespacio vinico (ver Teorema 63). En 1997, Sergio Macias
estudié la dlasc de los continnos indescomponibles tales que todos sus sub-
continics propios y no degenerados son arcos y probd que dichos continuos
estian C-determinados (ver (21, Teorema 3]). En este capitulo probaremos
que dichios ront iiios tirnen hiperespacio inico. Para simplificar la escritura,
consideremns L1 sizniente definicidn.

Definicion 155 Un continue indrscomponible X es un arco-continuo in-
descomponible si todns los subcontinuos propios y no degenerados de X son
arcos

7.2 El Teorema.

Comeo menciomiunos, Sergio Macias prohéd o} signiente:

Teorema 156 [2{, Teorema 3] Los arco-continuos indescomponibles estdn
C-determundes.

Como miost16 Sam 3. Nadler, Jr., el arco ¥ la curva cerrada simple, son
los vinicos contimios cuye hiperespacio de subcontinuos se puede encajar en
el plano.
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Teorema 157 {Nadler) [26, Teorema .+ 9 ~ N s ur confhinvo cntonces
(X s poede cneajer en R iy sslos X oo a0 1oy 0 une curva cerrada
i

dvordemos que st A es wn subeontiimo oo continue X entonces
CiK,X) ={A€C X : I\ ~ 4}.
Teorema 138 Los mreo-continuos tndesrompo il tienen hiperespaceo inico.

Demostracion. Sean X un arco-contime ndescomponible y ¥ un con-
sinuo tales que (YY) es homeomorfo a ('{X'). Supongamos que b : C(Y) —
C'{X) o~ un hormeomorfismo, Afirmamos que

1} Y es atriddico.

Fu efecto, 1 Y contiene un triodo entow s (YY) y como consecucncin
sambicu C{X), contiencen una 3-celda. Liurgs N contiene un triodo (Teorema
19). Esto contradice ¢l heche de que todeos los subeontinuos propios y no

degencrades de X, son arcos. Por tanto ¥ oo~ atriddico. Afirmamos ahora
ques

2) X ¢ h{F(Y)).

Para probar 2) tomemos un punto y = Y Por el Teorema 34, C(Y) -
{{y}} es conexo por trayectorias, asi gque €0+ NV - {A({u})} e conexo por
trayectorias.  Ahora bicn, conio X es indescommpounible, C(X) - {X} no ¢s
conexo por travectorias (Teorema 58). Por tanto h{{y}) # X y, asf, 2) se
cumple. Afirmamos ahora quee:

3) paracaday € Y y cada £ > 0. exisle un arco .1 € B (A ({y})) tal
que Ay h({y}) estin contenidos ¢ diferentes composantes de X.

En cfecto, tomemos un punto y € ¥, -~ U y definamos K = h({y}).
Debido a gue X es un arco-continuo indescotnponible y a que por 2), X €
h(Fy(Y)), resulta que K es ym singular o un arco. Supongamos que K €
Fi(X). Entonees existe un punto z ¢ XN tul que K = {z}. Como las
compusitntes de X son densas y X tiene un muero infinito de ellas (Teorema
13), existe un punto a € B(z) tal que K v {n} estin contenidos en diferentes
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composantes de X. Sea A nn subcontinuo propio de X tal que {a} ¢ A €
B.(K). Es claro que A es un arco en X tal que A y K estdn contenidos en
diferentes composantes de X y A € B.(K).

Supongamos ahora que K ¢ F(X). Entonces K es un arco ab en X.
Afirmamos quee

3.1) no existe un arco ce en X tal que. en el orden natural del arco
e, e<a<b<e,

Para ver 3.1), supongamos que existe un arcoceen X tal quec <a < b <
e. Entonces existe una 2-celda D en C(X) tal que K = ab € [D — o(D)] (a
saber D = C(ee)). Lucgo 7 = h"}(D) es una 2-celda en C(Y') tal que {y} €
D' — o(D’). Entonces, por el Teorema 96, existen triodos arbitrariamente
cercanos a {y}. Esto contradice 1) y prueba 3.1).

De acuerdo con 3.1}, eada B € C(K, X) — { X} satisface una y sélo una
de las signientes condiciones:

i1} B = abp para alzniin punto b, € B tal que, en el orden natural del
aico aby, b < by.

ii) B = apb para almin punto ag € B tal que, en el orden natural del
arco agh, az < a.

Supongainos, sin perder generalidad, que cada elemento de C(K, X) —
{X} satisface i). Sea p: ('(X) -+ I ura funcién de Whitney normalizada.
Definamos ¢, = p(K). Es claro que 0 < ¢y < 1.

Ahora bien, X tiene un mimero infinito de composantes y cada una de
cllns es densa en X. Por tanto, para cada natural n, existe a, € Bi(a) tal
que {a} y {@.} estdn contenidos en diferentes composantes de X. Tomemos,
para cada natural n, un subcontinuo A, de X tal que a, € A, y p{An) = to.
Supongamos, sin perder generalidad, que A, — Ap para algtin Ag € C(X).
Entonces to = p{A,) — p(Ap), de donde p(Ag) = 5. Como 0 < ¢5 < 1 ==
#(X) y todos los subcontinnos propios y no degenerados de X son arcos, Ag
es un arco en X. Afirmamos que:

3.2} 0 € Ay y, ademds, Ag v K son comparables.
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En ofecto, debido o quea, — a, A, — A, v e, € A, parancadan ¢ R,
toemes gque 7 € A4y Supongam s ahora gue A v A ono sonu comparables.
ifmames B Ay K Comoa € Ay N AL B = 1n snb antinun de X
Shiora bien, debido o que X es indescomponibic v ol et o de gue Ag v
A 1o son comparahles, 4 es un subcontinue propin le X. Entonces I3 ¢
CIN.XY {XN} oy pori), B = ahy para alwin punto bg € 13 tal que, en o}

vlon netura! del ivco aby b < By Como consecneneia de esto, v el herho
Cegqre n o A resulta que Ag ¢ K o K ¢ 4, Esto es un absurdo, v asi,
2} se cunple

Fn ovista die 3.2} v el hecho de que p{ A1 — ta = p(A), resuita que

U, K. Esto«ignifica que A, -+ K, asf que existe A, € B (/). Pucsto que

el =t <l p(X), A osunarco en X Ademds, por la cleccidon de

oy v IV estin contenidos en diferentes composantes de X, Esto prueba
v, Alimamos ahoro que

4 h(Y) = XL

En ofecto sic por ol contrario. A(Y) # X entonces existe un subcontimo
sropie Y de Y oral que i(Yg) = AL Tomemos un punte y € Y =Ygy sea d > 0
Slque M(y) 7 Yy @, Por la continuidad de h ot en A({w}), existe £ > 0
cleae i V(B (BI{u1)) T Be({y}). De acuerdo con 3), es posible encontrar
snoareo VB (R({y})) tal gne Ay R({n}) estan contenidos en diferentes

smpesentes de X, Notemos que b YA € Bet{u}), asi que A~ {(AYNY, = @.

Caoni X ov indescomponible C{X) —{.X} no es conexo por trayectorias.
Lueso 7Y} - {h X))} = C'Y) — {¥i} 10 ts cunexo por trayectorias.
Afirmatuos que:

1.1) {y} ¥y R7'(A) sc encuentrin 1 la misma componente por
traycetorias de C'(Y) — {Yi.}.

Para ver esto, sean a, 8 1 [ — C(Y) arcos ordenados de {y} a Y y de
i Y(A) & Y, respectivamente. Entonces la funcién v @ I -- C(Y) definida
(OO
o (21), st <
¥(t) =
((2-2t), =i t<

1L
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es una travectotia en C(Y ) de {y} a b 1{A). Comoy ¢ Yoy h H{ANY, =@
resulta que Y, ¢ «{f). Esto prueba 1.1}, Como consecuencia immediata,
resulta que;

1.20 h{{y}) v A se encuentran en la misma componente por trayec-
tortas de C(X) -- {X}.

Entonces vxiste una trayectoria y = [ — C(X) — {X} de h{{y}) a A
Definamos A = (J). Como A y A({y}) estan contenidos en diferentes com-
posantes de AL resulta que YA = X. Luego. por el Teorema 147, X € A lo
enal es un absirdo. Esto prieba 4).

Ahora bien. debido a que X es indescomponible, C{X)—{X} no cs conexo
por trayectoriss { Teorema 58). Luego, de acuerdo con 4), C(Y)— {h~1(X)} =

(Y )~ {¥'} uo es conexo por trayectorias. Entonces, utilizando nuevamente
el Teorema 58

3) Y s indescomponible,
Afirmamos al:ora e
6} ¥ ¢+ nn arco-continuo indescomponible.

Pari probar ), tomemos un subcontimio propio y no degenerado A de
¥, Como (7(+1) es conexo por trayectorias, A = h ((C(A)) es un subconjunto
conexo par travectorms de C{X). SilJA - X entonces, por el Teorema 147,
X ¢ Aasigue X = h(3) pare algtin B ¢ C{A). De acnerdo con 4} y el hecho
de que b es una fncion inyectiva, resulta que B = Y. Entonces Y = A, lo
cual es un absurdo. Por tanto JA # X y. si hacemos Xp = U A, resnlta que
Xy ¢s un subcontinuo propio de X. Entonces Xy € Fi{X), o bien Xp es un
arco en X.

Notemos que h (C{A)) = A C C{UY) - C(X)) asi que
CA) Ch (X))

y. de esta mancra. X, € Fi{X). Por tanto Xo es un arco en X. Luego C{Xo)
se piede encajar en B2 Consecuentemente b 1 {C(X,)) se puede encajar en
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24y de aenerdo con la conten ién de arriba. ¢ (1) se pucde encajar en R?.
Futonees 41 es un arco o wna eurva cerrada sinnple. - egiin ol Teorems 157.

Supongiunnes gue A es una eurva cerrada siniple y fijemcs un punto a ¢ 1.
Sean L composante de ¥ oque contiene a A Por 'a densidad de &, existe
wr punto ¢ s tal que b ¢ 1 Es elaro gque a.b € k, asi que oxiste un
stbeentinun propio O de Y tal que e, b € O Luecgn AU C s un snbeontinuo
propio y no desencrado de Y, por lo gue AU ¢s un arco o una curva cerrnda
simple en Y. que cantiene a la wrva cerrada siinple A, Ertonces AUC - A
v on partienlar b ¢ A, Como esto es ahswudo. A 110 es una curva cerrada
simple en Y. Por tanto 4 es uwn arco en Y v, asi §) se cumiple,

Por G6), tenenios que Yoes un continue arco-continno idescomponible tal
que. por hipotesis, C(Y} es hoineomorfo o (’{.V'}. Fntonces, por el Teorema
130, ¥ ¢s homeomorfo o X. g



Capitulo 8

Abanicos Suaves y Z-conjuntos.

8.1 Introduccion.

En el presente capitulo estudiaremos ¢l problema de si los abanicos snaves
tienen hiperespacio tnico. Empezaremos con una serie de definiciones y
resiltados bdsicos sobre abanicos suaves. Luego, en la siguiente seccidn,
utilizaremos la nociéon de Z-conjunto, asi como el teorema de Torunczyk,
para posteriormente probar que los abanicos suaves no tienen hiperespacio
tmico. A lo largo de este capitulo, si X es un abanico y z,y € X entonces
Ty representard al arco en X con extremos x y y, cuando z # y y zy = {z}
si z = y. Por tanto, xy y yz denotan ¢! mismo conjunto

Definicion 159 Sean X un coniinuoe ronezo por trayectorias, t un nimero
cardinal y p un punto de X. Entonces p es un punto de orden r en X, st
p es el punio extremo comin de t arcos en X que se intersectan justo en p,
¥t es minimo con esta propiedad.

Por ejemplo, si X ¢s un n-odo simple con vértice p entonces p es un punto
de orden n en X. Si p es un punto de orden r en X entonces escribimos
ord, X = v

Definicién 160 Scan X un continuo coneczo por trayectorias y p un punto
en X. Entonces:

1. p s un punio extremo de X s1ord, X = 1.

2. p ¢s un punto de ramificacion de X siord,X > 3.
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El conjunto de los puntos extc mos de un continam ¢ nexo por trinyvertorias
V. se denotarit por F(X).

X.1.1 Abanicos Suaves.

Iln esta subseccidn, presentamos la definicion de nin abanico suave sl como
i1 teorema de caracterizecion de los abanicos suaves.

Definicion 161 'y dendroide 'ver Definiciiin 51} X ¢s5 un abanico si X
cre solamente uo ponto de ramificacion, Nomudo el vértice de X.

Sit es ol virtice de nn abanico X entonces. como se comenta en (7, p. 6},

}\:Uf:

ceE(X)

Definicidn 162 {0 gbunico X con vértier o n suave s para cualquicr

sucesiir (o,), en X tol yue a, —+ a € X, sv sique gue la svcesion de arcos
Fagly s copvergonte yta, — te.

St X = ). gy e es un abanico con viitice ! entonces decimos que dos

gimtos oy boestAn en la misma pata de Y. - existe un punto extremo e
Je X tol que ab ¢t

8.2 Z-conjuntos.

Fu el artienle [12°. Sam B. Nadler Jr. y Cinl Eberhart probtaron el siguiente
resnltado.

Teorema 163 [1.. Corulario 8 8] Los abosicus ~unve s estdr C-determinados.

Es natural presnuntarse si la clase de los abanicos snaves ticne hiperespacio
tinico. En este capitulo responderemos dicha pregunt a, pero antes escribire-
mos una seric de resultados y dofiniciones que utilizaremos més adelante.

Definicién 164 Fl cubo de Hilbert se difine vomo el espocio Q = [luen In,
rn donde pere coda v € 4, I, = [0,1].

Definicidn 165 ['n rontinuo X es homogéneo s: para cualesquiere dos
puntos p.g € X coste wn homeomorfismo f - X -+ X tal que f(p) = q.
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Teorema 166 (23] El cubo de Hilbert Q es homogéneo.

Recordemos que si 7 es un subcontimio de mn continio X entonces
C(P, X) denota ¢l conjunto de los subcontimos de X que contienen a P.
Algrnas veces el conjunto C(P, X) es homeomorfo al cubo de Hilbert ¢ y,
nna manera de hacer ver esto es utilizando ¢l teorema de Toruniczyk. Dicho
teorema estd hasaclo en las nociones de retracto absolute y de Z-funciones,
por lo que a continuacién las definimos.

Definicion 167 Un subconjunto A de un espacro X es un retracto de X
s1 existe una funcidn confinua v : X —» A tal que r{a) = a para cada o € A.
Un espacio métrico X es un retracto absoluto (ebreviado AR} si cada vez
que X sea homeomorfo a un subconjunto cerrado B de un espacio métrico Y
cntonces resulta que I3 es un retracto de Y.

En el articido [11; se proeba el siguiente resultado.
Teorema 168 [11, Teoremo 2] Pare cada P € ('{X), C(P, X) es un AR.

Si (Y, p) es un espacio métrico con métrica p, v f,g : ¥ — ¥, conside-
raremos la métrica

D{f.g) =sup{p(f(z).g(z)): z € X}.

La funcién identidad en Y seri denotada por 1y. Diremos que una funcién
g:Y — Y se ymede aproximar por funciones f : Y — Y si para cada e > 0,
existe uni funcién f: Y — Y tal gqne 1(f, g) <.

Definicién 169 Un subconjunto cermedo A de un continuo X es un Z4-
conjunto en X, s1 1x se puede aprozimor por funciones f : X — X {fales
que f(X)NA =@, Una funcién f: X — X es vna Z-funcion, st f(X) es
un Z-comgunto en X.

En otras palabras, un subconjunto cerrado A de un continno X es un
Z-conjunto en X, si para cada ¢ > 0 existe una funcién f, : X — X tal
que f(X)NA= 3y D(f, 1x) < e. Flsignientc resultado muestra que los
subconjuntos cerrados de Z-conjuntos, son Z-conjuntos.

Teorema 170 Supongamos que A es vn Z-conjunto en X. St B es un sub-
conjunto cerrado de A, entonces B es un Z-conjunto en X.
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Demostracion. Sei 2 > C. Como A ¢ /4 ¢ njunto en X, existe una
Amerin comtinng f o X - X telque D(f 1 v f(X)A = @. Fntonces
N, sy Dif,1x) <& asique I} s un Zoomjuntoen X. 9

Teorema 171 (Teorema de Torunczyk) ./ S pongomos que el espaco
métren g compacto X, es ur AR tal que 1y v pucde aprorimar por Z-
furciones. Entonces X es homeomorfo al vubo e [Tilhert Q.

A lo largo de cste ecapitulo, si los espacis X y Y son homeomorfos,
escribiremos X = Y. Recordemos que nn nren fibre, en un continuo X, es
un arce o C X tal que el interior de o 1 X s no vacio. El teorema de
Torunezyk sirve para dar una prueba muy clesante del itnportante teorema
de Curtis v Schori. ¢ue enunciamos a contimacion (ver [29, p. 39}).

Teorema 172 (Teorema de Curtis-Schori) { S/ X ¢s un continuo lo-
calmente conezo y sin arcos hhres entoners (N ) == ().

Curtis y Schori también probaron el siguicnte rosultaco.

Teorema 173 [5) Sean X un continun lorehncnte conexo y P € C(X).
St X — P es vn subconjunte no vacfo de X w »in arcos libres, entonces

C(P.X)=qQ.

A continnacidon, emmeiaremos otros critenios hajo los cuales Cp, X) es
un ciitbo de Hilhert.

Teorema 174 See¢ X un continuo. Supern _r]u.mu.s que para cada e > 0, enisten
AeClp. X) yf:Up. X)— Clp, A) tales que ('{p, A} es un Z-conjunto en
Clp, X)JD(f 1((px\)<e Entonces C(p. X} = Q.

Demostraciéon. Por ¢l Teorema 168, ¢'(p, X) es nunt AR. Mids anin, de
acucerdo con las Lipotesis del teorema, la identidad g, x) se puede aproximar
por Z-funciones. Por tanto, segin el teorema de Torndczyk, Clp, X) = Q. 1

Definicién 175 Sean X un continuo y ¢ 'ip, \X'). Decimos que A cubre
aps

{p} E Intc(p,xj {C(. 1)) .

Por tanto A € C(p, X) 1o cubre a p, si para cada £ > 0, existe B €
Cp.X)tlque BEL Ay H(i3,{p}) <.
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Teorema 176 (Eberhart) [11, Teorema 6] Supongamos que la identidad
1x pucde aprozimarse por funciones f : X — X tales que f(p) = p y f(X)
no cubre a p. Entonces C(p, X} = Q.

Demostracién. Sea ¢ > (). Por hipotesis, existe una funcién f : X — X
tal que f(p) =p, A= f(X)nocubreapy D(f,1x) < §. Como f(p) =p, la
funcién indnecida C(f) de f en C(X), manda C(p, X} en C(p, A). Es deir,

7 =Clfhicwx) : Clp, X) -+ C(p, A).

Afirmamos que:

1) D (f-:lC(p,X)) < E.

Para ver esto, tomemos B € C(p,X) y un punto y € f(B). Entonces
existe b € B tal que y = f(b). Como D(f,1x) < £, tenemos que d{y,b) =

d(f(b),b) < £y, conesto,y€ N (%,B). De aquf que f(B) C N (%,B). De
manera similar se pruebaque B C N (g,f(B)) y, asi, H (B,f(B)) < 5. Por
tanto, D ( T, le, x)) < ¢. Afirmamos shora que:

2) C(p, A) es un Z-conjunto en C(p, X).

Para ver esto, tomemos § > 0. Como A no eubre a p, existe B € Bs({p})N
C(p, X) tal que B ¢ A. Definamos g : C(p, X} — C({B, X} como g{D) =
DU B para D € C(p, X). Claramente g es una funcién continua tal que
D (g, 1(;(;,,;()) < §, pues B € Bs({p}). Ademss, como B -- A # &, la imagen
de g no intersecta a C(p, A). Por tanto, C(p, A) es un Z-conjunto en C(p, X).

En vista de 1) y 2) se sigue, por ¢l Teorema 174, que C(p, X) = ¢. 1

En la justificacién de que la familia de los abanicos suaves no tienen
hiperespacio 1inico, utilizaremos ademss los siguientes resultados:

Teorema 177 (De la Homogeneidad de Anderson) [2] Supongamos que
h: A — B es un homeomorfismo entre Z-conjuntos en el cubo de Hilbert Q.
Entonces h se puede extender a un homeomorfismo de @ en Q.
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Teorema 178 (De ln Suma de Handel) /15 Supongames que A= B =
= AN yque A0 B e3 un Z-conjunto 1 1. Entinces AU B = ()

En el atien]o [12], Eberhart 3 Nadler don un rode lo pari: el hiperespacio
vie Jos subeontitnos de nn abanico suave. Si X os un abanico suave con vértice
v E(XY {en s a € A} entonees definimos

NICX)] = {tz:r e X}

TC(X)]= U (i{fe,, ).

aEA

Teorema 179 [12, Teorcma 8.i] Sea X un abaiico suave con vértice t. En-
tances

1. C) =CR.X\)UT CX)] g TCY)] ¢ eerrado en C(X).
2. CX)NTICIX)] = N[CI X))y N{C(XY rsun Z-conjunto en C(t, X).

3. st X benec une cantidad infinita (respectivamente, exactamente n, 2 <

0 < xj de puntos extremos, entonces Cit. X)) = Q ‘respectivamente,
Clt. X)y=1")

4. MCX)) = (X x 1) /({t} x 1).

8.3 Abanicos Suaves e Hiperespacio Unico.

En 22, \. Tlanes probd que los abanicos no estdn C-determinidos. Por
tanto. no tienen hiperespacio inico. En L tesis de licenciatura de M. Boege
('3. Capitnlo 4'). sc pueden consultar el ejemplo y la prucha de Illanes con
mas detalic. Como ya mencionamos, en 12, se priueha qnesi X y ¥ son
abanicos suaves tales que C(XN} y C(Y) son Lhomeomorfas, entonces X y
Y son homeomorfos {ver {3, Capitulo 3] para una prueba detallada de este
resultado) (Qué mds podemos decir?, jsvrd cierto que los abanicos shaves
tienen huiperespacio inico? En esta seccion responderemos en negativo a
dicha presunti,

Consideremes ent R? los puntos ¢ = (1,0) v ¢ = (2,0). Definamos para
cada natural n, e, = (2,2) v sea X = o L (Upcnten). Es claro que X
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cs un abanico snave (ver Figura 8.1(a)). Sea E; el disco en R?, acotado
por la circinfercncia con centro en (0,0) y radio 1. Entonces, afirmamos
que el coutinio ¥y = Ey U X no es homeomorfo a X y satisface que C'(X) es
homeomorfo a C(Y;). Mds atin, si E, es la dendrita sin arcos que definimos en
(1.4) de la Subseccion 1.7.4, entonces afirmamos que el dendroide Y = E;UX
no os honeoniorfo a X y satisface gune C{X) es homeomorlo a C(Y3). En la
Figura 8.1(b) se muestra el continuo Y y en la Figura 8.2 el continno ¥5.

e

L ={2,1) E 2
X e,=(21/2) - N /,/- o
Yo =(2,1/m) \.,’./' ) N:e"
. : b e
(o) e=(20) \ /
. ) /
(a) (b)
Figura 8.1:
3
Lo
| .
|
Figura 8.2:

Teorema 180 Consideremos en R? los continuos X = teU (U, en ten), Y1 =
EiUX yY, = E;UX (ver Figuras 8.1 y 8.2). Entonces C(X) = C(Y,) =
C(Y2).

Demostracién. Tomemos i € {1,2}. Es claro que E, N X = {t}.
Notermos que:
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1) CY)) - C(X)uC(t YYUuC(E,).

Veremos que C; = C(t,Y;) J C(E;) es homeomorfo al cubo de Hilbert
). Pata esto, notemos que, de acuerdo ¢on ¢l 1eorna de Curtis y Schori
(Teorema 172)

2) C(E) = (.
Afirmamos ahora que:
3) Clt,Y.)= Q.
Para ver esto, tomemos € > (). De acuerdo con el Tearema 176, basta

mostrar que existe una funcién f; . Y, — Y, tal que D(fi, ly) < e, fi(t) =t
v fi(Y:) no cubre a t.

Supongamos primero que ¢ = 1. Definumos £ = {{z.y) € E; : y > 0},
v consideremos la proyeccién 7, : Ef — | -1,1] definida como m(z,y) = =
siempre que {z,y) € E;. Tomemos un mimero x, € (0,1) tal que E =
=1 ([z0,1]) € B-({t}). Sean F = Clg,(F\ - F.)y
Fo = m (o) U ([0, 1] > {0})).

Entonces Fo C E, y F = (I, — E.) U Fy {ver Figura 8.3).

Figura 8.3:
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Sear : E} — F unretraccién tal que r(E,) = Fy. Definamos f; : Y7 - ¥
COmo signe:
Y, siy € X,

fily) = .
T‘(y), sy c Er.

Como r es una retraccién, X N E, = {t} y t € F, f estd bien definida y
fi(t) = t. Ademis, f1(Y;) = X U F. Mostraremos ahora que D(f1,1y,) < €.
Para esto, basta con mostrar que d (y, f1(y)) < § para caday € E,. Tomemos
entonces y € £,. Luego, debido a que r(E,) = Fy C E., fily) = r(y) € E..
Por tanto, d(fi(y),t) < 5. También d{y,2) < £ asi que, por la designaldad
del tridngulo, d(y, fi{y)) < §. De esta manera, D{f1,1y,) <e.

Para probar que fi(Y;) = X U F no cubre a t, tomemos § > 0. Sea
z € (zg,1) tal que B = w7 {[z,1]) € Bs{{t}). Entonces B € C(t,Y1) y
B¢Z XUF = fi(Y1). Luego, fi1(Y1) no cubre a t. Esto termina la prueba de
3) para el casoi=1.

Supongamos ahora gue ¢ = 2. Consideremos la funcién proyeccidn = :
E; — [~1,1] dada por = ((z,y)) = r siempre que (z,y) € E,. Definamos
F = [~1,1] x {0}. Por construccién, F C E, y cada punto (z,0) € F, con
—1 < z < 1, tiene orden dos o tres en F,. Tomemos un punto zo € (0,1) tal
que ord(z, 0B =3y E. = 771 {[z0,1]) € Bz ({t}) (ver Figura 8.4).

Figura 8.4:

Definamos f; : Y5 —+ Y3 como sigue:

¥, si y € Cly, (Y, ~ E,)
foly) = .
m(y), siye€ E,
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Notemos gue [ esti hien def niday quie /.7 foAdemis, .Y XU
Ey CFE U =[E) Mostraremo - ahora i ) 1y < £, Para esto, hasta
conmnstrar guie J (4 fy{y)) < paracadr 2 /70 Tomenios cutonees y €
FooComoy.z(yyc F.o N (~1 {t}) resulta que d (4, 8) <y At foiy)) =
At 7(y)) - 4 Luego. por la designaldad del triingulo, ! (y. fa(5)) -2 &.
Fntonces., D(f2,1y,) <&

Para probar gque f{Y) no eubre a ¢, tomemos & > 0. Sea z ¢ (£p. 1) tal
que B o= (e 1 @ Bs({t}). Entonces. i CU Vo) y BY XU(E, -
PPYos(E Y ftY)) Luege, fo°Y2) no enbre a7, Esto terniina fa pracba de
3 para el cwo r 20 Por consizuiente, 3) s cierto. Afirmamos ahora que:

HOrY)CE)=CLE)=Q
En efoeto, consideremos la fincién g, -/, 1, . o1 donde f; es la funcién
que se definid en la parte 3). Claramente ¢, < £, > B g;(t) = ¢, N1, q0.) <
“v 4 (E.) no enbre a t. Por tanto, aplicado mievimente el Teorema 176,
resnlta gque O, F,) = Q) Més i, afirmarmos que:

5) (7(f, E) esun Z-conjunto en (", V.

Para ver esto, fijemos una sueesion (1,5, on X = {t} tal que e, — ty
L € e, poracada n € U1 Entonces, dadia noe M definamas f, 0 Ot Y,) —»
C8Y) Cir E)vomo fu(B) = BUte,. Fntonces,  f,), s una sieesidon de
funcinnes teles que f., —» ey, (conrespecto ata métrica DY y £, (C(8, ;)N
CUFY 7 Por tanto, C{E F) esun Z-coupmta vn C(t Y;). Esto prucba
3).

Como consectuencia de lo anterior, y del teorema de ls suma de Handel
(Teorcma 178), resulta gue:

6) C.=C(tY)ICE)= Q.

Definamos ahora

NC X)) ={ts 2z X}

et

TIC{X | = Clte) .0 | t(fen ).

n-
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Por el teorema de Eberhart y Nadler (Teorema 179), C(X) = C(t, X) U
T {C{X)]- Dehido a que X tiene una cantidad infinita de pnntos extremos,
por la parte 3. del Teorema 179,

) Ct.X) = Q.
Definamos ahora B = Freex) (C(t, X)). Notemos que:

C(X) = Ct. X)U[C(X) - C(t, X)]
= C(t, X) U Cic(x) (C(X) — C(t, X))

C(X) = C(t, X)UT[C(X)].

Por tanto, en vista de que T{C(X)] es cerrado en C(X) (parte 1. del
Teorema 179).

8) Cleixy (C(X) - C{t, X)) C T[C(X)].
Notemos ahora gue:
) N [("(X)] C Cf(-(x) (C(X) - C(t,X))

Para probar esto, tomemos A € N [C(X)]. Entonces, A = tz para algiin
r e X. Seae > 0. Siz =1t entonces tomemos y € B.(t) tal que y # ¢.
Claramente, {4} € B.(A) 0 (C(X)-C(t,X)). Siz # t, tomando y €
tr N B{t) tal que y # ¢, resulta que yz ¢ B,(4) N {C{X) - C(t,X}). Por
tanto, A € Cl-x, (C(X) — C(t, X)). Esto prueba 9). Afirmamos ahora que:

10) TC/(X)] = Clogn (C(X) - C(t, X)).

En cfecto, si esto no es asi, de acuerdo con 8), existe A € T[C(X)} -
Clegxy (C(X) - C(t, X)). Entonces, por 9), A ¢ N[C(X)]. Sin embargo,
puesto que

C(X) = C(t, X) U Clexx) (C(X) - Ct, X)),

se sigue que A € C(t, X)NT[C(X)] = N[C(X)]. De este absurdo se tiene
10). Afirmamos ahora que:
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i) B - N[C{X).
En efecto

B:: Frex(Ct X)) - Ccit, X)) (f:'(.Y) --C(t. X))
. Gl X) T (LX)
= N|C(X) .

Entonces, de acuerdo con el teorema de Naddlor y Eberhart (Teorema 179)
i CNemos ques

12) B es un Z-conjunto en C(t, X).
Afirmamos ahora que:
13} B es un Z-conjunto en &; = ('{+, Y, U C{E,).

Pura probar 13}, utilizaremos el hecho de gue {os continuos Yy y Y3 tienen
In propicdad de Kelley (ver Definicién 53). Afirmamos primero que:

13.1) existe una funcién de Whitney 12 C{Y)) - [0, c0) de manera
que, paru cada n € N, p(fe,,): et}

En cfecto, por el Teorema 179, T[C(X)] v» un subconjunto cerrado de
C(X). Ademds, C(X) es un subconjunto corrado de €'(Y,). Por tanto,
T[C(X)] es un snhconjunto corrado de (*(Y,) Claramente, T [C{X); es no
vacio. Si A € T[C(X) entonces existe 1 € ¥ tal que A € C(te,), o hien
A € C(te). Denotemos por 1(.4) ala lomutud de A, Entonces 0 < [{A)} < 1
y. paraerda n € N, (feq) = 1 = Ite). Definamos w = T[C(X)] -+ {0, 0c)
como

w(A) =([1).

Entonces w(A) = 0si ysilosi A € T[C(X})]VFA(X) y w(A) < (B}
stempre que A,B € T|C(X)] y A © /!, Na e dificil probar que w es
continua. Por tanto, w es una funcién Jde Whituey en T [C(X)]. Entonces,
par el Teorema 27, existe una funcién de Whitney g C(¥:) — [0, 00) que
extiende a w. Luego, para cada n e N,

p(ten) = witey) = l(te,) =1 - 1{ie] = w(te) == p(te).
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Esto prucba 13.1).

Por 13.1), existe nna funcién de Whitney i : C(Y;) — [0, 00) tal que, para
cadan € N. p(ten) = p(te). Consideremos la fincién L, : C(Y,)x[0, u(Y3)] —
C(Y,) dada por:

Lu(A.s) = U{KcClY}: AC Ky p(K) =5}, sip(d)<s
T Si p{A) > 5.

En la Seccién 1.8, mencionamos una serie de propiedades que tiene la
funcién L,. A saber, L,(A,0) = A para cada A € C(Y;) y L,(A,t) C
L,(A,s) siempre quet < sy A € C(Y,). También mencionamos que, cuando
el continwo ¥, tienc la propiedad de Kelley, la funcién L, es continta. Por
tanto, en miestra situacion, L, es continua.

Sea e > 0. Con la ayuda de la funcién L, veremos que existe nuna funcién
continua f, : C, — C, tal que Dl¢, f,) <ey fA{C)NB = @. Como L, es
uniformementec continua, existe 6 > 0 tal que si H{A,B) <y |51 — 52} < 8,
entonces

I3
H(Lf,(A,-ﬁ).L#(B,Sz)) < 5

Podemos suponer que & < 2u(te). Definamos, para cada A € C,,

f(A) =L, (A.,u(A) + g) .

Entonces,

A=L,(Ap(A)CL, (A,#(A) + g) = f(A).

Por tanto, si A € C(t,Y;) entonces f.(A) € C(t,Y:). Si A € C(E,)
tenemos dos posibilidades: o bien f.{(A) C E;, o bien f,(A)NX # @. En
vista de que E, N X == {t}, f.(A) € C; en cnalquier situacién. Esto significa
que f, es una funeion de C, en C;. Ademnds, por la eleccidn de &,

H (A, f(A) = H (Lp (A,u(4)) . L, (A,u(A) v g)) <,
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1 tdoque 1004 )« = Lacodwimidad I 7 o sioae de la continndad
vonforme de L,y o continuidad nmiforme de e

Ahota mostraremos que fA{C)NB = @. Pwa osto, tomen os un elemento
deCL S AriE - X)) £ @ entonees, diebido aope A C A(AL FLDN
{F --X) # i Por tanto, f,(A) € B (los clementos de B entdn contenidos
e XY Supenganies ahori gque AN(E, — N - . FEutonce.. A+ Y. Ay
cin A ¢ O X). Definamos eg = e St existen non € N UL {0}, tales que
RV

Afjte, ~{t} #@# A ien - {1

o atonees. debudo agne A < f{A) resulta e

FLO~Te, () £B#£ FOV e = {t)].

Luego, fAY ¢ B. Queda, por tanto, considerar o] caso en gue A sola-

wate inter~cta oouna pata de X, En dicha sitnaenn, A B. Entonces,

rxiste & 1O {0} ral que A C te,. Comsideraremos los casos en que
H{A) + > plten) v p(A4) + % < ufte,).

Saponzamos primern que ) 4-% > p(ie,) Como & < 2ulte) - pliey),

“cnenmos gue pl A} £ 0. Estoimplicagne A £ {1}, porioque ANte, - {t}] #

CSeav g o f = (X)) un aree ordenado dde Ll ate yaz o I — C{X) un
1eo mdenale de te, a X, Defiramos o : [ - (' X) oo

1
2

14

1 2t), St

1\

WA

a: {2t — 1), = _ f
Sea A€ o{I) tal que

() = p(A) + g

Entonces, K L, (A4, p(A1+ ;) = f(4  Alemds. K € fte, pnes
p(KY > pi(te,). Por tanto, K ¢ o ([0, %D Tueeo, K € ¢ (\;, l]), de donde
tr, C K. Entonees, existem € YU {0} tal que s £ 1y K7 ftey, - {1} # @,
Como tambicn K N {te, - {t}] # 9, A intcrsed i al menos a dos patas dis-
tintas de X. Lucgo. f{A) también imtersocta iy dichas patas.  LEntonces,

f{A) ¢ B.
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Supongamos ahora que p(A) + % < pftey). Sea m € N U {0} tal que
m # n. Entonces,

PA) < WA+ < plien) = plten) € p(AUTen).  (81)

Si A # {t}, entonces A [te, — {t}] # @. De aqui que te, C AU te,.
Luego, por (8.1),

u(A) < p{A) + —g < (AU tey).

Sea K € C(A, AUtep) tal que u(K) = p(A) + 5. Entonces, A C K C
f () y Knte., — {t}] # @. Como también KNlte, — {t}] # @, K intersecta
a dos patas distintas de X. Lnego, como ya hemos hecho ver, se sigie que

f(A) ¢ B.

Si A = {t}. entonces u{A) = 0. Sea K; € C(t,te,) tal que p(K;) = £.
Notemos que K, N {te, — {t}] # @, asi que te, C K Ute,,. Por tanto,

-

u(K1) < p(A) + g < plten) = u(tenm) < p(Ky Uten).

Sea K ¢ C(K,, K, Utey,) tal que p(K) = u(4) + g Entonces,
AgKI.C-.KCfE(A)

v K Nite, — {t}] # @. Como también K N [te, -- {t}] # D, K intersecta a
dos patas distintas de X. Luego, f.(A) ¢ B. Esto prueba que f(C;)NB = @.
Por tanto, B es un Z-conjunto en C;. De esta manera, 13) se cumple.

Ahora pensamos a C, y C(t, X) como cubos de Hilbert. Notemos que
g : B — B es un homeomorfismo entre Z-conjuntos del cubo de Hilbert.
Entonces, de acuerdo con el teorema de la homogeneidad de Anderson (Teo-
rema 177), 1g se puede extender a un homeomorfismo h, : C(¢t, Y )UC(E;) —
C(t, X). Definamos nna funcién g; : C(Y,} — C(X) como sigue:

A, siAeTIC(X)
h(A), si AeC(,Y,)UC(E)

g:i(A) =
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Futonces g, cicontimua en T C(X) v enn £} )OUCTE). Dado que

T'CX) Y CUY, UCE)] = [TC(N T~ AUl C(X ) - CE)
= N[C(NV st}
= N[C(X),
=B

y Ir,oes ung extension de la funcién continma 4. resulta que g, s contmna.
Mias ann:

14) g es inyectivin

Para ver esto, tomemos A € T[C(X: v 11 o O, Y;) UC(E,) tales gue
¢.(A) = ¢,(B). Entonces A = h;(B). Esto implica que A € Imh,, por lo gue
Ae O, X). De agnf que

AeT[C(X)NC{t,X) -N C(X)] =B

Ahora hien, debido a que h; es un homeomorfismo que extiende a 1y v
aque A ¢ B, resulta que B = A Esto pracha 14). Es claro que g, es
suprayectiva. Por tanto, g, es un homeoriorfisinn, y con esto probamos gue

CY) = C(X). 8

Como conseciencia del teorema anterior. los abanicos suaves no estdn
C-determinados con respecto a la familia de los dendroides.




Capitulo 9

Hiperespacio Casi Unico.

9.1 Introduccion.

Consideremos en R? los continuos

X, = {(I,seni) 0<zr< l}u({O} x [=2,1]) (9.1)

Yg:{(:r,sené) <z < I}U({O}x (-1, 1h U S, (9.2)

en donde S es un arco, con extremos (0, —1} y (1, senl), tal que SN X =
{(0, —1),(1, senl)}. El espacio Xy es el cldsico continuo seno de 1, pero con
la pata limite alarpada. El continio Yj es el lamado circulo de Varsowa. La
primera impresién que nno tiene es que los hiperespacios C(Xg) y C(Yp), de
dichos continuos Xp y Yo, no son homeomorfos. Sin embargo, C(Xp) y C(Yg)
son homeomorfos. Este nos ha parecido un resultado sorprendente y, en el
siguiente teorema probarcmos un resultado mds general.

Definicion 181 Un continuo X es irreductble con respecto a dos puntos
distintos a y b de X, si no existe un subcontinuo propio A de X tal que
a,be A

Notemos que el continmo Xg definido en (9.1) tiene dos puntos a y b, a
saber a = (1,senl) y b = (0,-2), tales que Xo es irreducible con respecto
a dichos puntos. Maés aiin, los espacios Cla, X} y C(b, Xo) son arcos en
C(Xp) vy el continmmo ¥} sc puede obtener de Xy, agregdndole un arco M tal

185
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qu M Xy = {a.h} v aybson los extremos de M. E) resndtado de este
¢ pitulo, enunem gie st X es an eeatinuo con kit e dichas propicdades
v ¥ ose obtiene de X, agregindole un arco que intorseet vsolisente a los dos
prmtos de iredneibilided @ v b de X entonees Lo Hipe rospacio - C(X )y ((Y)
s 1 homeomorfos. Mis precisame ite, probarcings o si uiente resultido.

Tearema 182 Ser X un continun fal que:

1) X o~ irreducihle «pire dos puntos a y /.
h) Cla. X} y C(b, X) son arcos en C(X),

0] stempr que X' = AUXUB see un contin in. que e obtic e anadéndole
a X dos arcos ajenos A y i3, tales que AN X = {a} r BNX = {b}.
dopde voos v catremo de A yboesun crivvine de B, roaulta gque X e
honvviorfo o X,

Defirmnos Y - X UM, donde M es un cortinuo il que AN X <. {a. b},
catn A - C(MY)- {Y}. Paracada A € A, ~enn A, y Ay los componentes
S ANX s quee e A ybe Ay Entoreds:

1. 4 MuUAd, . A,
2. la funcion f 1 A - C(X) vefinida como f(A) - A, es continua,

3. 5 M es un erco con extrerwos a y b, entunces (' (X) e~ homeomaorfo a
C{Y).

Demostracién. Sea A € C(M,Y) — {Y'} Hagamos B =: MU A, U As.
Por defimcion W, A, As € Aasi que B € A Supongames que B C Ay
‘omemos unpunto o € A - B Sea K la componsnte de A—J talquer € K.
Entonces, KU B s un subcontinuo de Y, A st contenido en A y o5 ajeno
1 B. Puesto que MJ C B, snucedc que KN A - o7y, por tarto, K ¢ X. Por
definicién, K C A, asi que K C AN X. Luego, (1 (i) C AN X, Mis aiin,
nor ol teoremi de los golpes en la frontera ([rorema 34), Clx(K)YN B # @.
Lucgo, Ol (R)NM # @, Clx(R )N A, # ¢ o hien O (K) 70 # ©. Debido
aque MNX = {o, b}, tenemos que Clix(K) A, # ¢ o blen Clx(R}N A, #
%. Sin perder generadidard, supongamoes que (7 (A N A, 4 @. Entonces,
(Tx(K) L A, os un subconjunto conexo de 4™ X gue conticne propiamente
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a la componente A, de AN X. Esto es absurdo, y por consiguiente, B = A.
Esto prieba L.

Para probar 2., sca A € A y considervmos una sucesién (A,), en A tal
que A, — A, De acuerdo con 1., para cada natural n, A, = M UA?U AL y
tamhién, A = M U A, U Ap. Afirmamos que:

1) A" o A,

En cfecto, supongamos que A7 --» I para algim B € C(X) tal que
B # A, Como a € A? para cada n ¢ N, surede que @ € B, asi que
B e C(a, X). Ya que A" C A, para cada n G N, se tiene que B C A. Por
tanto, B C AN X ya € B. Como A, cs la componente de A N X que
tiene a a, concluimos que B ¢ A,. Sin perder generalidad, podemos suponer
que Ay — C para algin C € C(b, X). Si CN A, # @ entonces, por la
irreducibilidad de X entre a y b, C Ut A, == X. Ahora bien, como A} C A,
para cada n € N, resnita que C C A. Por tanto, X = CUA, C A y entonces

Y =MUXNCA DemodoqueY = A Esto es absurdo, pues A € A. De
esta manera, CN A, = @.

Tomemos un punto z € A, — B. Como A? —» By A7 — C,
A, =MUATCA; - MUBUC.

También A, -» A, asique A= MU BUC. Ahora bien, 2 € A, C A =
MUBUC A, C =3y z¢ B. Por tanto, z € M. Puesto que A, C X,
tenemos que z € M N X = {a,b}. Siz -= a, entonces 2 € B lo cual es
absurdo. Si z = b, entonces z € C, lo cual también es absurdo.

De lo anterior concluimos que B = A,, asi que AT — A, o, equivalente-
mente, f{A,) — f(A). Esto prueba que f ¢s continua.

Para probar 3., supongamos que Af e¢s un arco con extremos a y b.
Definimos
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Co = Cleyy, ({AeCW.Y, 1 ¢ A,
Cy= Clgy {AcCtn Y} v g A},
C={AcC(Y):ab: A} v
A=C,UuC, UCuUC(A).

Es claro gque C(Y) =. C(X* U A. Afirmamos ques

2} A es una 2-celda en C(Y).
Pava ver 2). construiremos modelos veomdctricos para Cq, Gy, C v C(AS).
Consideremnos una fnncién de Whitney normahizada g C(Y) -- 1.
# Modelo Geométrico para (.
Tomemos arcos ordenados oy, -/ -+ ('(Y) de {a} a X y de {a} a

M, respectivamente. Es claro que a(7) = Clu. X} y que az(f) -« C(a. M).
Definamos una funcién a : I > I — C, comu:

als. t) =ay(s) <o it)

Es facil ver que & cs un homeomorfistoo. PPor tanto, C, es una 2-celda.
Notemos que en el enadrado:

a) la imagen bajo a, del lado que une o los puntos (0,0) y (1,0), es
¢l conjunto Cla, X 1.

b} la imagen bajo a, del lado que une a o~ puntos {(0,0) y (0,1), es
¢l conjunto Cle, M).

¢) la imagen bajo a, del lado que une o los puntos (1,0) y (1,1), es
el conjunto {X Uoeat) : t € [} {ts decir, crecer de X a Y por el
lado de a).

d) la imagen bajo a, del lade que nne a los puntos (0,1) y (1,1), es
¢l conjunto {AM Uay(t) 1t € 1} les decir, crecer de M a Y por €
lado de a).

Por tanto, una descripcién geométrica de ¢, s la que se muestra en la
Figura 9.1.
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MCACY, acA
de M a Y por a

M .Y
Ca
XCACY, acA
ac ACM acd, bra ;deXaYpora
{a} acACX X
Figura 9.1:

* Modelo Geométrico para C,.

Tomemos arcos ordenados 8,3 : 7 — C(Y) de {6} a X y de {6} a
M, respectivamente. Es claro que 8;(J) = C(b, X) y que B2(1) = C(b, M).
Definamos una funcién g8: I x I — C, como:

B(s.t) = Fi(s) U Ba(2).

Es facil ver que 8 es un homeomorfismo. Por tanto, C, es una 2-celda.
Notemos que en el cnadrado:

a) la imagen bajo 3, del lado que nne a los puntos (0,0) y (1,0), es
el conjunto C(b, X).

b) la imagen bajo f, del lado que nne a los puntos (0,0) y (0,1), es
el conjunto C(b, M).

c) la imagen bajo 8, del lado que une a los puntos (1,0) y (1, 1), es

el conjunto {X U By(t) : t € I} (es decir, crecer de X a Y por el
lado de b).

d) la imagen bajo §, del lado que une a los puntos (0,1) y (1, 1), es

el conjunto {M U B,(t) : t € I} (es decir, crecer de M a Y por el
lada de b).

Por tanto, una descripcién geométrica de C, es la que se muestra en la
Figura 9.2.
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MCACY, beA
de M a Y por b

A
Cb
XA Y, b
be AN bed, avd de X o Y por
{v} beACX X

Figura 9.2:

» Moddlo Geométricn para C(M ).

Debido o gque 1 o un arco, C(M) es un triinpulo con vértices en los
romtos {e} {b} ¥ M. En donde:

a) ¢l lado yue nne los vértices {a} y {b} s Fi{M).

B ol lado gue une los vértices {a} y M o Clu M) .

) ¢l lado ¢ue une los vértices {b} v M o O M).

Por torto. una deseripeion geométrica de (M) o= la que se muestra en
1+ Figura 9.3,

» Alndeln Geométrico para C.
Afirmamos que:
2.1) C =MLY U C(X,Y)
En cfecto, tormemos un elemento A € C. Sein ) y C; las componentes
de AN X tales que e ¢ Cy y b € (75, Considerersos también las componentes

D,y Dy de ANA tales quea € Dy y b € 1Dy, Supongamos que Oy NGy == @
v I MD; = @. Entonces a ¢ D-uch, b ¢ CLiid) ¥ (1 T']D_,)U(C: ﬂDl) C
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M biACX B ‘/{b}
. /
" i
acACM | F, (M)
S
{s}

Figura 9.3:
X N M = {a,b}. Por tanto,

(Cru D) N(Cr U Dy)

I

(C; M CQ) 9) (Cl N Dg) U (D] M CQ) U (Dl M Dg)
(C] ] Dz) U (Cg n D])
= .

Notemos gue CYyUC, C ANX y DU Dy C AN M. Mostraremos que
CiuCy = AN X. Para ver esto, supongamos que existe un punto z € ANX
tal que z ¢ C; U Cy. Entonces, z € A — (C; U C;). Sea K la componente
de A — (C, UC;) tal que z € K. Por el teorema de los golpes en la frontera
(Teorema 54). tenemos que Clx(K) N (C; U Cy) # @. Supongamos, sin
perder generalidad, gque Clx(K) N Cy # @. Entonces, Cly(K)YU C) es un
sitbconjunto conexo de AMX, que contiene propiamente a la componente Cy
de AN X. Esto ¢s absurdo, asi que AN X = €, UC,. De manera similar, se
priteba que AN M = Dy U Dy. Luego,

A= (ANX)U(ANM) = (C,U D) U(CU Dy)

es la unién de los subconjuntos cerrados, no vacios y ajenos G UD; y CoU Dy,
Esto contradice el hecho de gue A es conexo. Por tanto, C; N Cy # @ o bien
Dy D, # @. En el primer caso, debido a que X es irreducible entrea y b, y
aquea.be¢ CUCy; € C(X), resulta que Cy UC; = X. Luego A € C(X,Y).
En el segnndo caso, debido a que M es irreducible entre a y &, y a que
a.b € D1 U D; € C(M), resulta que Dy U Dy = M. Luego, A € C(M,Y).
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Fsto poebicgque ¢ CLX,Y)IU C(M,Y) Lot comtendidn es inmediata.
De esta manera, 2.1) os vierto.

Notemos que CLALYINC(A,Y) = {Y . I tinto, el modelo geomnétrico
pari (, lo obtendremos mediante los molelos voeomidtricos para C{ALY) ¥
(X, Y).

- Modelo Geométrico para (- 3, YY),

Consideremos ¢l subconjunto 7 de B¢, (e se obtiene removiendo del
tridngulo con vértices (p(A), piM)), ({3 ). 1. v {1.1). el lado que une a los
puntes (p(M). 1) y {1.1). Es claro que

T == {(z,y) R p(A1) 7 5 < y < 1}

Consideremos tambicn el conjunto A = (11 Y ~ {Y}. Por la parte 1.,
~ithbemos que cada elemento de 4 de A se puede eseribir como A == MU A U
Ar. Definamos una funcién g : A — 7 comuo:

9(A) = (WM U Au). 10 4))
Afirmamos que:
2.2} g esti bien definida.

Para ver esto, tomemos un elemento A € .l Fntonces 4 = W UA, U A,
Como M C MU A C ACY resulta que

pMY< u(MUA) < uid)- 1

asi que g(A) € 7. Por tanto, y estd bien defitnda.

2.3) g es inyectiva.

~ Para ver estu, tornemos dos elementos €' /7 ¢ 4 tales que C # D. En-
tonees € : MUC, UC,y D = MUD,U .. Testo ¢ue Cla, X) es un
arco en C(X), resulta que C, € D, o bien 13, & C,. Sin perder generalidad
suponeamos que C, C Dy, $1 G, € D, entonces pil M UC,) < p(MUD,) y
asf g(€7) # g(D). Si C, = D,, entonces ( = A/ UC, UC,y D = MUC,UD,.
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Ahora bien, como C(b, X) es un arco en C(X), Cy C Dy o bien D, C C;.
Luego C y D son comparables. Mis ain, como C # D, tenemos en reali-
dad que C € D o bien D ¢ C. En cualquier caso, p{C) # (D), y asi
g(C) # g(D)). Esto pruecha 2.3).

2.4) g es continua.

En efecto, tomemos un elemento A € A y sea {A,),, una sucesién en A
tal que A, — A. Entonces para cada natural n, A, = M U A} U A} v,
por supuesto, A = M U A, U A,. De acuerdo con 2., AT — A,, asi que
MUAZ — MUA,. Por consiguiente, p(MUA?) — u(MUA,). Esto implica
que
g(An) = ((M U AZ), p(An)) — (u(M U Aq), u(A)) = g(A),

y, asi, ¢ es continua.

2.5) g es suprayectiva.

Para ver esto tomemos un punto (s,t) € 7. Entonces u(M) < s <t < 1.
Como (M) < s, existe un elemento C, € C(a, X} tal que u(MUC,) = s, asf
que M UC, CY. Por consigniente, C, € X. Debido a que X es irreducible
entre a y b, se sigue entonces que b & C,.

Recordemos que B, : I — C{X) es un arco ordenado de {b} a X en
C{X). Definamos B3 : I -+ C(X) por 33(r) = M UC, U SB;(r). Entonces, 33
es una funcién continma. Notemos que p (35(0)) = p(MUC, U {b}) =5y
w(F(1)) = p(MUC,UX)} = p(Y) = 1. De manera que existe ry € I tal que
g (Ba(re)) = t. Sea C = By(ro} = M UC,UBi(rg). Como p(C) < 1, tenemos
que C #Y, asi que C, U 3 (rp) # X. Por la irreducibilidad de X entre a y
b, Ca N B1(re) = @. Entonces, CN X = C, U Bi(r0). De modo que CNX
es la unién de dos cerrados y conexos ajenos, C, ¥ Bi(ro), uno tiene a a y el
otro a b. Asi que C, y 31(ro) son las respectivas componentes de C N X que
contienen a a y a b. De esta manera,

9(C) = (M U C,), u(C)) = (s, 8).

Por tanto, g es supraycctiva.

2.6) g~! es continua.



1 CAPITULD 9 HIPERESPACIO CASI UNICO.

Para ver esto, sean (s.t) € 7 y (85,71, una sucesior en 7 tal que
it e (st Tomemes A = MUA L L A al que g s ) A
Dot eada n ¢ 0%, tonwemos A, = MUATU A, o Atalqueg (sa.fn) - A
1 vtomees, p{ 310 = 6, p(A) = ¢y para cada nataral o p(M LAY =:

Cvoplelh) st Supongamos e AY — A pina algun 73, ¢ O, X))
Crane e XY o8 un arco en C(X), By € 1, o hien A, € By, Entouces,
Ao By o MO A obien MUA, (0 MU Bg. S perder generadidad. podemes
suponer que Ay — By, para algin B € Cih, X). Como C{, X) ¢s un wrco
v (XY B C Avoblien Ay C By Sea B - M 1y J By Entonces, A, =
AT A - MU UBy =B Méas atn, s, p{MUAL - p(M By,
v do gue pl MU R - s

Ahore hien. como los conjuntos M U A, v M U By son comparables y
Lo b s o (MWL By, tesulta quee V4, = MU By Entonces,
Vi bido a gqne les conjuntos By y Ap son coinparables, sucede que A y 13 son
vraparehies. Conw A, — B, &, = p(A,) - niB). asi que y(B) = t. Esto
wplica que A =2 B Luego, g7 (sp,ta) = A, -+ A - g7, f). Por tanto,
s contimue

Comno conseenenein de lo anterior, A = C(M.Y) - {Y} ¢« homeomorfo a
T Asi que lacompactacidn unipuntual de A gue es Cr M, YY), es honteornorfa
» 1 compactaeién unipuntual de 7, que es ol semidisco §; en BY que tiene
qor didmetre ©un areo gue une a los puntos (M, (M) y (1,1). Esto
dgnifica que ] modcelo geométrico de C{M, ¥’} v un semidisco, en donde:

1) el didmetro del semidisco es el congnnto {M Ua (t) : t € T} (es
decir, crecer de M a Y por el lado de ©).

Y el areo del semidisco es el conjunto { M U 3(¢) 1 € I} (es decir,
crecer e AT a 'Y por el lado de h).

Por tanto. una descripeién peométrica fle C(M,Y) es o que se muestra
cn la Figura 9.4

- Modelo Geométrico para ('[N, Y).

Siguitndo un razonamiento similar al desarroliado para C(X, V), resnlta
que un nodelo gromdtrico para C(X,¥) ¢s un semidisco, €n donde:
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de M a Y por b

/ ’ C(M,Y) \\

M de MaYpora Y
Figura 9.4:

a) el didmetro del semidisco es el conjunto {X U az(t) : t € I} {es
decir, crecer de X a 'Y por el lado de a).

b} el arco del semidisco es el conjunto {X U Ba{t) : t € I} {es decir,
crecer de X a Y por el lado de b).

Por tanto, una descripcién geométrica de C(X,Y) es la que se muestra
en la Figura 0.5.

de X a Y por b

-~

- -

e C(X,Y) \

X E;XAaYp-c;a Y

Figura 9.5:

En la Figura 9.6, mostramos que los modelos geométricos de Cg, Gy, C(M),
C{(M,Y) v C(X,Y) se pueden pegar de modo que A es un tridngulo con
vértices {a}, {b} y X, tal que:

a) el lado que wne los vértices {a} y {b} es Fy(M).
b) el lado gne une los vértices {e} y X es C{a, X).
¢) el lado que une los vértices {b} y X es C(b, X).

Esto prueba 2). Noternos ahora que:

3) C(X) A = Cla, X) UC(b, X).
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X N
G \ N
~ . \‘ i/
;o
Cla.X) cuf“@cb\cmx;‘ € X) c\ cib,X
AP '
o \
mw\\f :
{a} P (M) {0} [} F(M) {s)
Figura 9.6:

En cfeeto, por la definicidn de A y por 2 17,

CIX)NA = (C(X)NC) U(C(X) G L (C(X) N CAN)) U
U(C(X)NCM,Y)) 1 (C{X) 1C(X.Y))
o= Cfa, X)L C{b, X).

Fijemos dos puntos o', b € M tales que. vn ¢l orden natural del arco A,
n<a <V <b Sean X' =daJXUbl. Pur La hipiesis ¢) del teorema. X'
¢» homeomorfo a X. Sea f: X — X’ un homconmcerfismo. De acuerdo con
la hipdtesis 2} del teorema, X’ es irreducibic entre f{a) y f(b). Mostraremos
que:

4) fla) =o'y f(b) =¥, obien, f(n) Wy f(b)=:d.
En efecto, supongamos que 4.1) no es ciert. Entonces, sin perder gene-

ralidad, f(a) £ o' y f(b) # a'. Notemos que s cumple una y sélo una de las
siguientes afirmaciones

i) flo), f(b) € d'a—{/},

i) fla)e da—{a'}y f(b) € X,
ni) fle) e o'u—{a'} y f(h) € B¥,
iv) fla) € Xy f(b) e t¥,
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v) fla), f(b) € Y,
vi) fla), f(b) € X
Esto implica que f(e) y f(b) pertenecen al signicnte respectivo subcon-
tinuo propio de X'
i) a
ii) (a)a uX,
iil) fla)au X Ubf(b),
) Xub,
v) by
vi) X.

v

Esto contradice el que X' es irreducible entre f(a) y f(b) y prueba 4).
Supongamos, por ejemplo, que f{a) = &' y f(b) = ¥'. Entonces X' es irre-
ducible entre a’ y ¥'.

Definamos M’ = a't/ ¢ M y consideremos los conjuntos:

Cor = Clory({A € ClaY) : 0/ ¢ A}),
Cy =Clery ({Ae CV,Y) - d' ¢ A}),
C={AcCY):ad,V A}y
A= CoulyUul'u C(;M’)
Entonces, C(Y) = C(X') UA’ y, por el trabajo que hemos realizado,

cambiando X por X’ {observemos que X' tiene propiedades andlogas a las
de X) resulta que:

5) A’ es un tridngulo, homeomorfo a A, con vértices {a’ b {v)}y X,
en donde:

el lado que une a los vértices {a'} y {b'} es Fy(M"),

el lado que une a los vértices {a’'} y {X'} es C(e’, X),

el lado que une a los vértices {V'} y {X'} es C(¥, X),

C(X)nN =C(d, XYuCH, X").

L N
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Afirmuanios ques
6) Inteeny(A) = A" = [Cld/, XUy X)L

Para probar 6), notemos priniero que

[Cla, X'YUC(Y, XN N Inte v (N) = @. (9.3)

En efecto. supongamos que existe A € [Cla’. X') U C(¥, X")|NIntepy(A).
fomemes 1 > 0 tal gue Bg{A) <o A’ y supongamos, ~in perder generalidad,
e A€ Cle’, X'). Si A= {a'} entonces, tomando un clemento ¢ € a'a—{a'}
vl que dedm{o’e) <, resulta que {c} € Bs(A). Lueso, {c} € A’, lo cual es
ui ahsurdo.

Suponsamos que {e'} © A ¢ X’. Como X' es irreducible entre o' y ¥,
it A, Tomemos un punto ¢ € (ANa‘a) — {«'.a} tal que diam(a’c) <
ve'ec © A Noternos que A — {«} posee justo «dos componentes Cy y Cs en
donde, sin perder generalidad, o' € Cy. Sva 3 = Cy U {c}. Entonces, B es
an snbeontinuo de A tal que B € By(A). Luego, B2 A'. Esto es absurdo,
va gne £ es un subeontinue propio de X que no posce ni a ¢’ ni a b’

Supongamos por ltimo que A = X', Tomemos un punto ¢ € (AN
w'e) — {un' ¢} y un punto e € (ANbY) — {41}, tales que didm(a‘c) < 9
v digm{c!"" . 9. Notemnos que A — {c.e¢} poser justo tres componentes
(1.Cy y (5. Podemos nombrarlas de manera que o' € Cy y ¥ € C3. Sea
R = Cyt {c.e}. Entonces, B es un subcontinnoe de A tal que B € Bs(A).
Lvego, 13 € A'. Esto es absurdo, ya que B es un subcontinuo propio de X
gleno pu~ee ni a 7' ni a ¥. Esto preba (9.3). Por tanto,

Integn(AYC V' = [Cla’. XY OV X))
Para probar la otra contencidn, notemos primero que, debido a que
C(XYNA =C(a', X") L. N,
yaque CY) = C(X')UA, resulta que

ClY)— C(X") = A — [C(+'. XY Uit X')
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Ahora bien. C(Y) — C(X') es abierto en C(Y'). Luego,
N - [Cl, XYLC, X))
es un subconjunto abierio de C(Y'), contenido en A’. De aqui que
A - [C(a', XY UCH, X)) C Intop(A).
De esta manera, resulta que
Intepy(N) = AN = [Cle', X' YU CH, X")].

Esto pruel:a 6).

Como con-ecuencia inmediata de 6), tenemos que:
7) From{A') = Cld, XYuCWl, X).
De mnanera andloga se muestra que:

8) Infc(y)(A] =h- [C(ﬂ., X) J C(b, X)]

9) FT’()(Y)(A) = C(a, X) ¥ C(b, .X)
Afirmamos que:
10) A" C AL

Para ver csto, sea A € A’. Como C(M') C C(M) C A supongamos, para
efectos de la demostracién, que A € Co UCy UC' v que A € M. En cualquier
cago, debido a que A 1o estd contenido en M e intersecta a M, a € A o bien
be A. Sia.bec Aresulta, por definicién, que A€ CCA. Sia€ Ay b¢ A,
entonces A € C, C A. Finalmente, sib€ Ay a ¢ A, resultaque A€ C, C AL
De esta manera se cumple 10).

Sea I' = A — Intcyyy(A'). De acuerdo con 10) y los modelos geométricos
de A y A’. T es un hexdgono con vértices {a}, X, {b}, {¢'}, X' y {d'}, en
donde
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~ el lade que une a los vértices {u} v .\ os Cla, X)),
¢l lado que une a los vértices X v {1} s J(h, X),

- cllado gue une a los vértices {1} v {1/} 5 Fy(blY),

¢l lado que une a los vértices {#} y X' e c¥, X",

ol lado qne une a los vértices X' v {0} o~ C(a’, X'),

- ¢l lado que une a los vértices {a'} y {a} s Fy{o’a).

N

C(a,X) / X' . C(bX)

Cla’ X’} Corx) |
2
{a}  {a} By (b} (b}

'\

Figura 9.7
Noternos que, por 6},

T = A~ {N-[Cla,X") <, X))
= (A - AYU{AN[C(2". X" UG, X))}
= (A= AV U[C(, X'y Ui, X))

Exs devir,

T=(A-A)U[C(,X) UCH, X").

Afirmamos que:

11) C(X") = C(X)UT.

(9.4)
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Para ver esto, sea A € C(X’). Como C(Y) = C(XYUA = C(X)UA,
resulta que A € C(X)U A. Supongamos que A € A. Si A € A’ entonces, de
acuerdo con 5) y (9.4)

AeCX)NA =C(, X)UCWH, X") CT.

SiAé¢ A, entonces A € A—A’ C T, segiin (9.4). Por tanto, A € C{X)UI".
Esto prueba que C(X') ¢ C(X)UT. Para ver la otra contencidn, sea A €
C(X)UT. Debidoaqgue C(Y) =C{(XVYUN =C(X)UA, Ae C(X)YUA".
Supongamos, para efectos de la demostracién, que A € A’. Entonces, A €
C{X)N A" obien A e IT'NA’. No es dificil probar gne C(X)N A’ = @, asi
que A € I'N A". Ahora bien, por (9.4)

A€ Cd, X)) U, X" c C(XY,

asi que A € C(X'). Esto prueba que C(X)UT C C(X’) y, asi, 11) se cumple.
Afirmamos ahora que:

12) C(X)NT = Cla, X) UC(b, X).

En efecto, tomando en cuenta que C{X) N A’ = @ resulta, por 3) y {9.4)
que

CX)NT = {(A-A)NCX)u{[Cle,X)uCl, X)NC(X)}
CX)NA

Cla, X)UC(b, X).

H

Ahora bien, de acuerdo a los modelos geométricos de A y I', T es un
hexdgono contenido en el tridngulo A y dichos poligonos comparten los lados
Cla,X) y C(b,X). Por tanto, es posible encontar un homeomorfismo h :

A — T que no mueve al conjunto C(e, X) U C(b, X), la unién de los lados
compartidos.

Notemos que C(Y) = C(X)U A y que C(X') = C(X) UT. Definamos
una funcién & : C(Y) = C(X’) como sigue:
A, 1A€Cl C(X)-A
KA) = si o (C(X) - A)
h(A), siAcA

Es facil ver que & es un homeomorfismo, asi que C(Y') = C(X’). Debido
a que X' = X, resulta que C(X') = C{X). Por lo tanto, C(Y) = C(X). »
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9.2 El Circulo de Varsovia.

Consideremos de mievo los continuos Xy y Yo, descritos en {9.1}) y (9.2).
Como conseenencia del teorema anterior, sabemos que C{X,)) es homeomorfo
a C(Yp). Como caso particular del siguiente teorema, si W oes un continuo
tal que C'(Xy) = C[{W) entonces W = X;, v hien 1V = };,. Por tanto, Y}
os esencinlmente ol inico continuo no homeomorfo a Xy, que impide gue X
tenpa hiperespiacio 1inico.

Teorema 183 Supongamos que Xy = V L R es una compactacién métrica
el espacio V.= [a,20), cuyo 1esiduo es un awrvo R = ce. Supongamos que
S beesunarco tal que SNX, = {c} ysea X = X308, SiY es un continuo
tel que C{X) y C(Y) son homeomeorfos, entorices Y es homeomorfo a X o
b Y s homesmorfo o X U1, en donde T ¢ 5 un arco eon extremos a y b
tal que X N'T = {a,b}.

Demostracién. Supongamnos que ¥ es un continuo tal que C(X) =
CIYYy sea b CLY) = C(X) nn homeomortisnio. Afirmamos que:

1} Y s atriddico.

En cfecto si, por el contrario, ¥ posee un triodo entonces C{Y') tiene una
3-celda. Entonces (°(X) posee una 3-celda, lo cual implica que X contiene
un triodo. Debido a que esto es absurdo, 1) s¢ cumple. Afirmamos ahora
[SLEIEN

2) Y no es localmente vonexo.

Parit ver esto, supongamos que Y es localmente conexo. Entonces C(Y')
es localmente conexo. Luego C'(X) es localmente conexo, y por consiguiente,
también X. Esto es absurdo, luego 2) es cierto. Afirmamos ahora que:

3} siy € Y cntonces no existe nn 2-celda D en C(X) tal que h{{y}) €
D - oD}.

Para probar 3) sea y € Y. Supongamos que existe un 2-celda D en C(X)
tal que i1({y}) € D -o{D). Hagamos D' - /;" (D). Es claro que D’ es nna 2-
celda en C{Y) tal que {y} € T — o(D'). Por tanto, aplicando el Teorema 96,
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existen triodos arbitrariamente cercanos a {y}. Esto contradice 1) y prueba

Afirmamos ahora que:
4y h(Fi(Y)) C R(X)UC(a, X)UCHh, X)UCCle, R).

En efecto, supongamos que 4) no es cierto y tomemos un punto y € Y
tal que

K =h{{y}) ¢ Fi(X)UCla, X)UC(b, X) UCle, R).

Entonces I satisface una y sélo una de las siguientes condiciones:

i) K ¢s un subcontinno no degenerado de V tal que a ¢ K,
it) I es un subcontinuo no degenerado de RU S tal que b,e ¢ K,
) KN(V—-{a})#@y RCKN(RUS)C RUS,
vy RCKC RUS,
v Ke C(R, X1)y Kn(V - {a}) ¥ @.

Si K es de la forma i) o bien ii) entonces es claro que existe una 2-celda
D en C(X) tal que K € D — o(D) contradiciendo asi 3). Supongamos que K
s de la forma iif). Entonces existen x € S — {b,c} y f € V — {a} tales que
K = RUczU{f,00). Definamos A; == RUcz, A2 = RU[f, c0), B; = A;Uzb,
Bg=A2U[f,ﬂ]y B = B, U B,.

Es claro que A; y A; son subcontinuos propios de K = A; U Ay, que B,
y D35 son subcontinnos propios de B = X, que A C B; y que Ay C Bs.
Notemos ithora que

AiNA; ={(RUcz)N(RU{f,c0)) = RU(cxN[f,0)} =R

BlﬂBg = (AlﬂAg)U(Alﬂ[f,a])U(:rbﬂAg)U(.'rbﬁ[f,a])
= R,

asf que A, N Ay = BN By = R € C{X). Entonces, por el Teorema 97, existe
una 2-celda D en C(X) tal que K € D — o(D). Esto contradice 3).
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Supongarnos aliora que K esdela forniaiv). Entonces existe z € S—{b, ¢}
tal que K =+ R Ucez. Definamos A; = i, A, e, By = X, Ba = Sy
B I3, CB.. Esclaro que Ay v Ap son subeontinuos propios de K = A U A.,
gue 13 y B, son subcontinuos propios de X - 1y i) By, que Ay € By y que
Ay C By Ademids Ay Ay ={c}y BinNN, - XS = {c}. Entonces, por
vl Teorema 97, existe una 2-celda D en (X)) tal que K ¢ D — o(D). Esto
contradice 3}.

Supongamos por iiltimo que es de la forma v}. Entonces existe f € V--{a}
tal gue K = RU[f,20). Fijemos un punto g € (f,oc ) y sean 4) = RU|g, oc),
Ay = [9.f], B = AAUSy I3 = AU |[f,a]. Entonces, es claro que 4, y
Az son siubcontinuos propios de I{ = A, U Aj, que /37 y B3 son subcontinuos
propios de X = ByUB,y, que A} C By y que A, C I$;. Ademas AyNA; = {g}

-

y BiNB, = {g}. Entonces, por el Teorema 97, existe una 2-celda D en C'(X)
tal gue K € D — o(D). Esto contradice 3), v prueba asi 4).

Eis claro que:

~ Cf{a, X) es un arco ordenado de {u} a X en C{X),
-~ C(b, X} es un arco ordenado de {6} a X en C{X),
- C(e, R} es un arco ordenado de {¢} a R en C(X),
Cla, X)N F(X) = {a},

~ (R(X)UC(a, X)) NCH,X) = {{5}, X},

- (R{XYUC(a, XYUCH X)) Ct,R) ={e}.

IPor tanto,

R(XYUC{@X)UCHh.X}UC(e, R)

es un continuo homeomorfo a X UPUQ, en doude I? y @ son arcos ajenos, los
extremos de Psonay b, unextremode Q es e, PNX = {a,b} y QNX = {e}.
Entonces, de acuerdo con 4), podemos vansiderar que Y es un subcontinuo
de X UPUQ. Mds arin, por 1) ¥ 2), ¥ ¢s un subcontinue no localmente
conexo y atriodico de X U P13 Q.

Alora bien, si Y es un subcontimio no localmente conexo de X U P U@,
entonces Y s homeomorfo a nno de los signientes continuos:
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i) X.

i) X,

v} XUP,

v) XU@,
vi) XUPUQ

Si Y = X, entonces Y es una compactacién métrica de un semirayo con
residuo no degenerado. Entonces Y tiene hiperespacio inico {Teorema 118).
Debido a que C{X) = C(Y), lo anterior implica que X es un también una
compactacién métrica de un semirayo con residuo no degenerado. Esto es
absurdo, por lo que Y no es homeomorfo a X;.

Notemos que X U es un triodo con corazén Ry que XUQ C XUPUQ.
Por tanto, los continnos X UQ y XU PN contienen triodos. De esta manera,
como Y es un subeontinuo atriédico y no localmente conexo de X U P U Q)
necesariamente Y es homeomorfo a X, o bien Y es homeomorfo a X U P.
Esto termina la demostracién. §

De manera similar, se prueba el siguiente teorema.

Tecrema 184 Supongamos que X, = V U R es una compactacidn métrica
del espacio V = [a,00), cuyo residuo ¢s un arco R = ce. Supongamos que
S =ac es un arco tal que SNX; = {a,c} ysea X =X, US. S§iY esun
continuo tal que C(X) y C(Y') son homeomorfos, entonces Y es homeomorfo

a X obienY es homeomorfo a X, UT, en donde T es un arco con extremos
ey f tal que X, NT = {c}.

Por tanto, esencialmente el tinico continuo no homeomorfo al circulo de
Varsovia Yy, que impide que ¥ tenga hiperespacio 1inico, es el continuo Xj.




L6 CAPITULO 9 HIPERESPACIO CASI UNICO.

DEDICATORIA DICK.

A todos aquelios que participaron en escs ploriosos seminarios de los
jiweves por la noche. A todas aquellas decepoiones, porque griwcias a ellas
este trabajo llegd nosn fin, A quien solo me ntilizo como descanso emocional
»sadida de pase, o guien nunca le interesé, o quien sélo estuvo por el mo-
mento, A Philip K. Dick, por st forma magra v esquizofrénica de haceme
ver el mmndo, A L chica de los cabellos oscuros, Wroclaw. A esas decep-
Ciones e me llevaron a refugiarme cada ver mds y mids en el mundo de los
Hiperespacios. Muchis gracias.



Bibliografia

1] G. Acosta, Hiperespacios y la propiedad de Kelley, Tesis de Licenciatura
en Matematicas Aplicadas, Universidad Auténoma de Coahnila, Saltillo
Coahuila. 1994,

[2] R.D. Anderson, Topological properties of the Hilbert cube and the infinite
product of open intervals, Trans. Amer. Math. Soc. 126 (1967), 216-220.

(3} M. Boege. C-determinacién en abanicos, Tesis de Licenciatura en
Matemadticas, Universidad Nacional Auténoma de México, México D.F.,
1998.

(4] D. W. Curtis y R.M. Schori, 2% and C(X) are homeomorphic to the
Hilbert cube, Bull. Amer. Math. Soc. 80 (1974), 927-931.

(5] D. W. Curtis y R. M. Schori, Hyperspaces of Peano continua are Hilbert
cubes, Fund. Math. 101 (1978}, 19-38.

(6] R. E. Chandler, Hausdorff Compactifications, Marcel Decker, Inc. New
York and Basel, 1976.

[7] J. J. Charatonik, On Fans, Dissertationes Math. (Rozprawy Mat.) 54
(1967).

[8] J.J. Charatonik, Open Mappings of Universal Dendrites, Bull Pol. Acad.
Sci. 28 (1980), 489-494.

[9] R. Duda, On the hyperspaces of subcontinue of a finite graph I, Fund.
Math. 62 (1968), 265-286.

[10] R. Duda, Correction to the paper "On the hyperspace of subcontinua of
a finite graph I”, Fud. Math., 69 (1970), 207-211.

207



203

RSy

-

12
3]

14]

21

(22]

23]

[24]

BIBLIOGRAFiA

C'. Eberhart, Interoals of Continua «hol oro Hilbert cubes, Proc. Amer.
Math, Sec. 63 (1978), 22)-224.

(. Ebcrhart y S, B. Nadler Jr., Hypirspriees of cores and fans, Proc.
Amer. Math. Soc. 77 (1979), 279-258.

J. T. Goodykoontz, Jr., Connectedness i kb inen ond local connected-
ness im 2% and C(X), Pac. J. Math. 13 (1971), 387.397.

J. T. Goodykoontz, Jr., More on conncetedness im klemnen and local
connectedness m C(X), Proc. Amer. Math. Soe. Vol. 65, No. 2 (1977),
307-361.

M. Handel, On certain sums of Hilbert cubes, General Topology Appl. 9
(1978), 19-28.

J. Hocking y Gi. 5. Young, Topology, Dover Publications Inc., New York,
1988.

W. Hurewicz y H. Wallinan, Dimension Theory, Princeton University
Press, ’rinceton, New Jersey, 1948,

A. Dllanes, Cells and cubes in hyperspaces. Fund. Mat. 130 (1988), 57-65.

A. llanes, Semi-boundaries in hyperspaces, Top. Proc. Vol. 16 (1991),
63-87.

A. lllancs y S.B. Nadler, Jr., Hyperspuces: Fundamentals and Recent
Aduvonces, Marcel Dekker, Inc., New York and Basel, 1999,

A. llanes, Chainable continua are not (-determined, por aparecer en
Topology Appl.

A. Illanes, Fans are not C-determaned, por aparecer en Colloq. Math.

Ott-Heinrich Keller, Die homoimorphie der kompakten konvecen Men-
gen wm Hilberstshen raum, Math. Ann., 105 (1931), 748-758.

S. Macias, On C-determined continua. Glasnik Mat., 32, No. 52 (1997),
250-262.




BIBLIOGRAFiIA 209

[25] A. Mercado, Propredades topoldgicas de continues, Tesis de Licenciatura
en Matemadticas Aplicadas. Universidad Auténoma de Coahuila, Saltillo
Coahuila, 1998.

[26] S. B. Nadler, Jr., Hyperspaces of Sets, Marcel Dekker, Inc., New York
and Basel, 1978.

{27] S. B. Nadler, Jr, Continuum Theory, Marcel Dekker, Inc., New York
and Basel, 1992,

{28] R. H. Sorgenfrey, Concerning triodic continua, Amer. J. of Math., 66
(1944), 439-460.

[29] H. Torunczyk, On CE-images of the Hilbert cube and characterization
of Q-manifolds, Fund. Math., 106 {1980), 31-40.

[30] H. Whitney, Regular families of curves I, Proc. Nat. Acad. Sci., USA,
18 (1932), 255-278.

{31] G. T. Whyburn, Analytic Topology, Amer. Math. Soc. Collog. Publ.,
Vol. 28 (1942).




	Portada
	Prólogo 
	Contenido 
	Capítulo 1. Nociones Preliminares 
	Capítulo 2. Continuos con Hiperespacio Único 
	Capítulo 3. 2-Celdas y Triodos 
	Capítulo 4. Compactaciones de [0, ∞) 
	Capítulo 5. Dobles Compactaciones 
	Capítulo 6. Compactaciones de la Recta Real
	Capítulo 7. Arco-Continuos Indescomponibles 
	Capítulo 8. Abanicos Suavez y Z-Conjuntos 
	Capítulo 9. Hiperespacio Casi Único 
	Bibliografía 



