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Capítulo 1 

Introducción 

En la década pasada una serie de experimentos realizados en circuitos eléctri­
cos muy pequeños (~ /lm) abrieron una nueva línea de investigación en 
la Física: el estudio del transporte electrónico en "sistemas mesoscópicos". 
Aquellos primeros experimentos mostraron efectos de interferencia cuántica, 
vistos hasta esa fecha únicamente en el vacío, por ejemplo el efecto Aharonov­
Bohm'[l, 2). Aunado a estos experimentos el estudio de la matriz de dis­
persión cobró un gran auge debido a su relevancia en el entendimiento del 
proceso de transporte en los nuevos sistemas mesoscópicos. En esta tesis, 
presentamos precisamente un estudio de la matriz de dispersión enfocado al 
transporte electrónico en dichos sistemas. 

Los sistemas mesoscópicos son circuitos eléctricos del orden de unas cuan­
tas micras; de hecho, el término mesoscópico se aplica a estos sistemas para 
hacer referencia a sus tamaños típicos, intermedios entre las dimensiones mi­
croscópicas y macroscópicas. U na característica esencial de estos circui tos es 
la conservación de la coherencia de fase de la función de onda de los elee­
trones en todo el sistema; es decir, l~ > L, donde l~ es la longitud que recorre 
un electrón a través de la muestra sin que su función de onda pierda la co­
herencia de fase y L el tamaño característico del sistema. Usualmente se 
habla de coherencia en ondas que viajan libremente; en nuestro contexto, los 
electrones son dispersados y se habla de coherencia en el sentido siguiente: 
el cambio en la fase de la función de onda de los electrones al ser dispersados 
elásticamente está, en principio, bien determinado, en otras palabras, existe 
una memoria en la fase de la función de onda, aún cuando los electrones son 

1 El efecto Aharonov-Bohm establece que si un haz de electrones se divide coherente­
mente en dos haces de electrones y luego se recombinan en un detector de manera que el haz 
dividido encierre un flujo magnético ~, la función de onda adquiere un fase d := 21r~/~o, 

donde ~o = h/e con e = 1. 
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4 Introducción 

Figura l.l: Fotografía del circuito eléctrico utilizado para observar el efecto 
Aharonov-Bohm. El campo magnético se aplica perpedicularmente al anillo, el 
cual está fabricado con Au policristalino. El ancho de los alambres con que está 
formado el anillo es de 38 nm, mient.ras que el diámetro de éste es de 829 nm. 
Figura tomada de [I J. 

dispersados. Esta propiedad de los sistemas mesoscópicos es precisamente la 
que hace posible observar efectos de interferencia cuántica. En los circuitos 
electrónicos comunes es imposible ver tales efectos, pues las dispersiones in­
elásticas destruyen la coherencia de fase. 

La conducción electrónica se divide en dos regímenes para su estudio. 
En el llamado régimen difusi\'o, los electrones sufren una serie de colisiones 
elásticas con las impurezas del material. sin perder la coherencia de fase; es 
decir, l~ > L > 1, donde 1 es el camino libre medio elástico. Para minimizar 
cualquier contribución fonónica que pudiera destruir la coherencia de fase, 
los experimentos se realizan a temperaturas muy bajas (~ mK). En la figura 
l.1 se muestra el circuito utilizado en uno de los primeros y más importantes 
experimentos en el campo de la Física ;\Iesoscópica; en este experimento 
se logró observar el efecto Aharonov-Bohm, mencionado anteriormente. El 
anillo que se muestra en la figura está hecho de Au policristalino. En un metal 
policristalino el camino libre medio, 1, es del orden de cientos de Angstroms, 
mientras que la longitud de coherencia, l~, puede llegar a ser del orden de 
micrones. 

'1 
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Figura 1.2: Ejemplo experimental de un punto cuántico. La cavidad balística 
(región oscura en forma de estadio) fabricada en GaAs/ AlxGal_xAs se encuentra 
conectada a dos puntos de contacto con un ancho de O.14I'm. Figura tomada de 
[3). 

Al otro régimen de transporte se le conoce como régimen balístico (14) > 
1 > L). En éste, al contrario del difusivo, lo electrones viajan libremente 
a través de la muestra y la dispersión electrónica se debe principalmente 
a las fronteras del sistema. Los llamados "puntos cuánticos" o "cavidades 
balísticas" son ejemplos de sistemas electrónicos que trabajan en este régimen 
-en la mayor parte de la tesis nos ocuparemos de estos sistemas- que en los 
últimos años han cobrado mucho interés por el estudio de sus propiedades 
de transporte. En la figura 1.2 se muestra una cavidad balística en forma de 
estadio conect.ada a dos puntas de prueba [3J. La microestructura está fabri­
cada en Ga.·\s/AlxGal_xAs con un camino libre medio de aproximadamente 
2.6 11m. 

Desde el punto de vista teórico Landauer [5, 6J Y Büttiker [7J trataron el 
transporte electrónico en sistemas mesoscópicos como un problema de dis­
persión y de forma natural la matriz de dispersión, S, del sistema pasó a ser 
fundamental en la descripción de la conducción electrónica2 

Un hecho importante es que experimentalmente no se tiene control sobre 
la configuración con que las impurezas se encuentran en un sistema desorde-

20tra cantidad, relacionada con la matriz de dispersión, muy utilizada en el estudio del 
transporte electrónico en los sistemas mesoscópicos es la matriz de transferencia [8]-[13]. 
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/ .. 5unK 

.,(V) 

Figura 1.3: En esta gráfica se muestran las fluctuaciones en la condnctancia como 
función del voltaje de compuerta, Va en un transistor MOS. En este experimento 
Va controla la densidad de electrones. Figura tomada de [4J. 

nado, por lo c¡ue los sistemas pueden ser "macroscópica mente iguales, pero 
microscópicamente distintos". Esto les da un cameler estocástico a los sis­
temas mesoscópicos: por ejemplo, en un sistema desordenado el efecto de 
interferencia depende no sólo del número de dispersores, sino de la distan­
cia relativa entre los dispersores, es decir, de la configuración particular de 
los dispersores en el sistema, de manera c¡ue de una muestra a otra pueden 
presentarse fluctuaciones en la conductancia. Experimentalmente, esas fluc­
tuaciones se observan aplicando un campo magnético a una sola muestra, 
esto es, la aplicación del campo cambia la fase de los electrones, provocando 
c¡ue la relación de la fase entre las diferentes trayectorias de los electrones 
varíe aleatoriamente. Esto equivale estadísticamente a cambiar la configu­
ración de los dispersores (se tiene otra muestra del sistema). En la figura 
1.3 mostramos un ejemplo experimental donde las fluctuaciones en la con­
ductancia se deben a que se varía la densidad de electrones en el sistema. 
Para el éaso de las cavidades balísticas, las fluctuaciones en la conductancia 
se deben fundamentalmente a la dinámica caótica de estos sistemas. En los 
sistemas mesoscópicos se habla de dispersión cuántica caótica en el sentido 
que el sistema clásico ec¡uivalente presenta una dinámica caótica definida, 
por ejemplo, por su exponente de Liapunov; ejemplos de estos sistemas son 
el billar de Sinai y el estadio de Bunimovich [141. 

Esta "esto casticidad" en los sistemas mesoscópicos nos lleva a plantear el 

b 
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problema del transporte electrónico desde un punto de vista estadístico. Es 
aquí donde entra la necesidad de llevar a cabo un análisis estadístico de la 
matriz de dispersión asociada a estos sistemas, por medio de ensembles de 
matrices de dispersión. 

La teoría de matrices aleatorias (RMT, Random Matrix Theory) intro­
ducida por Wigner y Dyson [15] en los años cincuentas en conexión con el 
estudio de las propiedades estadísticas de las resonancias en problemas de 
dispersión en núcleos, también ha servido para estudiar las propiedades de 
transport.e en sistemas mesoscópicos con bastante éxito, tanto en el régimen 
difusivo como en el balístico. Pero R~IT no sólo se ha aplicado con éxito a 
estos nuevos sistemas, sino también a problemas de dispersión de ondas en 
cavidades de microondas [16], o bien, en problemas de dispersión de luz en 
medios in homogéneos [17]; es decir, las aplicaciones de la teoría de matri­
ces aleatorias abarcan sistemas que van del orden de magnitud de lO-15m 
(núcleos atómicos) a lO-3m (cavidades de microondas). Sin embargo, todos 
estos sist.emas con órde\1es de magnitud muy distintos presentan una carac­
terística común: todos ellos presentan dispersión caótica. La conexión entre 
RMT y los sistemas clásicamente caóticos está dada a través de una conje­
tura [18. 14], la cual propone que el espectro de los sistemas clásicamente 
caóticos presenta las mismas propiedades de fluctuación que las predichas 
por la teoría de matrices estocásticas. En el capítulo siguiente veremos al­
gunos ejemplos de aplicaciones de RMT al transporte en cavidades balísticas, 
realizadas en el pasado [19, 20]. 

Dent.ro de la t.eorÍa de matrices aleatorias existen diferentes puntos de 
vista para el estudio de las propiedades estadísticas de la matriz de dispersión. 
El enfoque microscópico desarrollado por el grupo de Heidelberg [21, 22] parte 
de un modelo estadístico de la matriz Hamiltoniana para construir la matriz 
de dispersión del sistema. Otro enfoque no hace referencia al Hamiltoniano 
del sistema, sino que lleva a cabo suposiciones a nivel mismo de la matriz de 
dispersión [23] y bajo un criterio de máxima entropía [24]-[28] se obtienen 
resultados que dependen únicamente de parámetros físicamente relevant.es 
al problema. A este enfoque se le conoce como de "máxima entropía" o de 
"teoría de la información". Más adelante presentaremos con mayor detalle 
este punto de vista, pues en la tesis adoptamos un enfoque muy cercano a 
éste. Cabe mencionar que los modelos micróscopico y de máxima entropía 
son equivalentes [29]. 

El punto de vista del análisis estadístico de la matriz S sin pasar por 
el Hamiltoniano de los sistemas ha tenido gran éxito; sin embargo, este en­
foque ha estado restringido al estudio de funciones de S a una sola energía: 
F(S(E)). Un análisis completo de la matriz de dispersión debería incluir 
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el estudio de funciones de S a diferentes energías, es decir, funciones de la 
forma: F(S(E¡), S(E2 ) ••. S(En ))· 

En esta tesis presentamos un primer avance al estudio de propiedades 
estadísticas de funciones de la matriz de dispersión a diferentes energías, 
dentro de un enfoque cercano al informático. También, para el caso de una 
sola energía. llevamos a cabo un análisis sobre las condiciones bajo las cuales 
las predicciones teóricas para la distribución de S concuerdan con la simu -
lación numérica de un sistema unidimensional desordenado. Este estudio 
está relacionado con una propiedad fundamental para el estudio estadístico 
de S por medio de ensembles: la ergodicidad del ensemble de matrices de 
dispersión. 

La tesis está estructurada de la siguiente manera. Después de esta in­
troducción. en el capítulo siguiente damos algunos conceptos básicos sobre 
la matriz de dispersión, así como algunas de sus propiedades. Además, en 
conexión con el problema del transporte electrónico en los sistemas mesoscópi­
cos, presentamos brevemente los enfoques microscópico y de máxima en­
tropía. desarrollados en el pasado. Debido a que haremos uso de la distribu­
ción de la matriz de dispersión, conocida desde hace tiempo como kernel de 
Poisson. en diferentes partes de la tesis. en este mismo capítulo 2 veremos 
detalladamente la deducción de tal distribución. 

U na vez "istos algunos aspectos básicos de la matriz de dispersión y su es­
t.udio estadístico por medio de la teoría de matrices aleatorias, en el capítulo 
3 presentamos IlIl primer est udio realizado a una función de más de un pun­
to, como dijimos, dentro de un enfoque cercano al informático: calculamos 
la distribución de la función de dos puntos o energías conocida como tiempo 
de retardo. para los 3 tipos de ensembles que veremos más adelante. Aunque 
ésta distribución ha sido calculada por otro método [301 para un solo tipo de 
ensemble, sobresale la sencillez con que derivamos nuestros resultados para los 
diferentes ensembles. La motivación física para estudiar el tiempo de retardo 
es su relevancia para el transporte electrónico de sistemas mesoscópicos de 
corriente alterna, de modo que pudimos aplicar nuestros resultados al cálculo 
de la distribución de capacitancias de un modelo de capacitor mesoscópico. 
Este fue un primer avance en las aplicaciones de la teoría de matrices es­
tocásticas a sistemas de corriente alterna, anteriormente se habían estudiado 
sólo sistemas de corriente directa. 

En el capítulo 4 damos un paso más en el análisis funciones de S a diferen­
tes energías. Específicamente mostramos cómo las propiedades estadísticas 
de la matriz de dispersión a n energías con procesos de dispersión directos 
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caracterizados por3 (8) # O pueden reducirse al caso más simple: (8) = O, 
donde los procesos directos están ausentes. Utilizamos este resultado para 
extender la distribución del tiempo de retardo que obtuvimos en el capítulo 
3 al caso de (8) # O. También, presentamos una verificación numérica para 
la distribución del tiempo de retardo y la función de auto correlación de la 
matriz 8. Este resultado es relevante, pues implica que futuros cálculos de 
propiedades estadísticas de funciones de la matriz de dispersión pueden lle­
varse a cabo para el caso de (8) = O, que resulta en general ser el más simple 
de estudiar, y luego extenderlos al caso de (8) # O, utilizando el resultado 
de este capítulo 4. Desde el punto de vista del transporte electrónico, resulta 
de interés estudiar procesos de dispersión con (8) # O debido a que pueden 
considerarse sistemas más complejos que los caracterizados por (8) = O. 

Nuestro estudio de las propiedades de la matriz de dispersión finaliza con 
una función de una energía: la distribución de la matriz de dispersión llamada 
kernel de Poisson, deducida en el capítulo 2. Este trabajo está motivado por 
algunas discrepancias encontradas en la literatura con el kernel de Poisson. 
Mediante la simulación de un sistema unidimensional desordenado, veremos 
que tales desacuerdos están relacionados con la propiedad de ergodicidad del 
ensemble de matrices de dispersión. Finalmente, en el capítulo 6 damos las 
conclusiones de los diferentes problemas tratados en la tesis. 

Por último, las publicaciones relacionadas con la conducción electrónica 
en sistemas mesoscópicos se han incrementado enormemente, en las referen­
cias [31, 32] se hace una revisión de varios trabajos, tanto experimentales 
como teóricos. También son recomendables las referencias [33, 34], así como 
[35]. 

3 A lo largo de la tesis, indicaremos con ( ... ) el promedio sobre el ensemble de las 
diferentes cantidades que utilicemos, a menos que se indique explícitamente otro tipo de 
promedio. 



Capítulo 2 

La matriz de dispersión y su 
relevancia para el transporte 
electrónico en los sistemas 

, . 
mesoscoplCOS. 

En este capítulo definimos y damos algunas propiedades de la matriz de dis­
persión s, cantidad fundamental en la teoría de la dispersión y objeto de 
estudio a lo largo de toda la tesis. Como mencionamos en la Introducción, la 
mat.riz de dispersión es una cantidad relevante para la descripción del trans­
porte electrónico cuántico en los sistemas mesoscópicos. Por otra parte, de­
bido a la configuración azarosa de los dispersores en un sistema desordenado 
o la dinámica caótica de una cavidad balística mesoscópica, se hace necesario 
un estudio estadístico del transporte electrónico, lo que a su vez trae como 
consecuencia la necesidad del estudio de las propiedades estadísticas de la 
matriz de dispersión. 

El análisis estadístico de la matriz S se lleva a cabo utilizando un conjun­
to representativo o ensemble de matrices S. En este capítulo daremos una 
breve descripción de los tipos de ensembles utilizados, así como dos de los 
enfoques con que las propiedades estadísticas de S han sido estudiadas, am­
bos dentro del marco general de la teoría de matrices aleatorias: el enfoque 
microscópico y el de la teoría de la información o de máxima entropía. En 
la tesis, adoptaremos un punto de vista basado en la teoría de la informa­
ción, pero el enfoque microscópico nos será de utilidad para la verificación 
numérica de nuestros resultados. Para finalizar el capítulo, dumos breve­
mente algunos ejemplos donde el punto de vista de máxima entropía ha sido 
aplicado al transporte electrónico con éxito. 

11 



La matriz de dispersión y su relevancia para el transporte 
12 electrónico en los sistemas mesoscópicos. 

···r··----~ 
a --

d b-.. J ... ____ ----; 
a" 
b' 

Figura 2.1: Sistema dispersor bidimensional: La parte sombreada representa a la 
región desordenada del sistema y conectada a ésta se encuentran dos conductores 
perfectos. 

2.1 La matriz de dispersión S. 

Empecemos definiendo la matriz de dispersión, S. En la figura 2.1 se mues­
tra un sist.ema dispersor bidimensional. Esta figura podría representar, por 
ejemplo, un conductor mesoscópico: supongamos que la parte sombrea­
da de la figura es la región desordenada donde los electrones se dispersan 
elásticamente y a cada lado de esta región se conectan dos conductores per­
fectos l. Sin considerar interacciones electrón - electrón2

, lo que reduce el 
problema al de una sola partícula y, por simplicidad, sin considerar el espín, 
la función de onda satisface la ecuación de Schriidinger: 

[ 
f¡2 (82 82 

) ] - 2m 8X2 + 8y2 + V(x, y) w(x, y) = Ew(x, y), (2.1) 

donde V (x, y) es el potencial en la región desordenada. Con la condición de 
frontera W = O en las paredes del sistema, la solución a la Ec. (2.17) fuera 
de la región desordenada puede escribirse como: 

w;(x, y) oc sin(I<nY) exp(±iknx), (2.2) 

donde ](n = n; con n = 1,2, ... N. Los números de onda ](n Y kn satisfacen 
la relación: 

(2.3) 

1 La figura 2.1 también podría representar una cavidad balística mesoscópica, en cuyo 
caso, la parte sombreada representa la región donde los electrones viajan libremente, pero 
son dispersados elásticamente por las paredes de la cavidad. 

2En la actualidad se producen sistemas de muy baja densidad electrónica que hacen 
posible que en una muy buena aproximación esta interacción sea despreciable [31). 



2.2 Un ejemplo de la matriz S: potencial Ó. 13 

con E = t¡2k2 /2m. Si J{n < k, entonces k~ es real y exp(±iknx) representa 
una onda viajera. En este caso se dice que existen N canales abiertos. Para 
una onda incidente con momento k. N = int(kdlrr). 

Utilizando la linearidad de la Ec. de Schrodinger y lejos de la zona de 
dispersión donde las ondas evanecentes:¡ son despreciables, podemos desa -
rrollar la función de onda en el conductor izquierdo como una combinación 
lineal de ondas viajando hacia la derecha (+) y hacia a la izquierda (-): 

\lI" (x, y) = an 0: (x, y) + bn 1/;;; (x, y); 

similarmente para el conductor perfecto derecho: 

(2.4) 

(2.5) 

Ahora. definimos la matriz de dispersión S de dimensión 2N x 2N como 
la matriz que relaciona las ondas entrantes al sistema con las salientes: 

(2.6) 

donde a, b, a' .// son vectores de dimensión N formados con los coeficientes 
de las expansiones (2.4) y (2.5), resl)('ctivamente. 

La matriz S puede escribirse de la forma 

[ 
r t'] S = t r' , (2.7) 

donde r, t (1". t') de dimensión N x N son los amplitudes de reflexión y trans­
misión de la onda incidiendo por la parte izquierda (derecha) del conductor. 

Para fijar ideas, en la sección siguiente obtenemos la mat.riz de dispersión 
para un sistema sencillo, pero ilustrativo: un potencial Ó con una barrera de 
potencial infinito. Este ejemplo, además, nos será de utilidad más tarde para 
verificar numéricamente algunos de nuestros resultados. 

2.2 Un ejemplo de la matriz S: potencial 8. 

Para dar un ejemplo de la matriz de dispersión que definimos en la sección 
anterior, calculamos ésta para un sistema formado por un potencial Ó coloca­
do en x = O Y una barrera de potencial infinito en x = -a, Fig. 2.2. En este 
caso la matriz de dispersión S es de dimensión 1 x 1 (un canal) y corresponde 
a la amplitud de reflexión r del sistema. 

3Soluciones de la forma (2.2) con kn imaginario. 
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Figura 2.2: Sistema descrito en el texto para ejemplificar la matriz de dispersión. 

La ecuación de Schrodinger para el sistema está dada por: 

[d~2 + e] W(x) = uoó(x)W(x) 

con k2 = 2mE /ñ2 y la solución de (2.8) puede escribirse como: 

W(x) = { Asenk(x + a) para - a < x < O 
e-,h + Se,kx para x > O, 

(2.8) 

(2.9) 

donde los valores de A y S quedan determinados por la continuidad de la 
función de onda en x = O Y la discontinuidad de su derivada: 

[~: e:: = uoW(O). (2.10) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante de las condiciones de frontera 
anteriores, encontramos que la matriz de dispersión está dada por la relación 
[33]: 

S(k) = 
(sen ka + .!Lcoska) + i.!Lsenka uo HO (2.11) 
(senka + .!Lcoska) - i.!Lsenka· 

HO HO 

Como podemos ver, S es una cantidad compleja de modulo 1. Ésta es una 
propiedad general de las matrices de dispersión llamada unitandad y es con­
secuencia de que el flujo de la onda incidente es igual al flujo de la saliente. 
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También vemos que para 110 --t O. S = _e2ika y para 110 --t 00, S --t -1; en 
ambos límites. el valor que toma S es el correcto. 

Con este ejemplo sencillo es posible estudiar otras características impor­
tantes de la matriz S, por ejemplo sus polos (ceros del denominador de la 
Ec. 2.33). En la Ref. [33] se estudia con detalle las propiedades de S para 
es te sis tema. 

2.3 Propiedades generales de la matriz S. 

Una característica común a todos los sistemas que trataremos es que el flujo 
de las ondas incidentes es igual al flujo de las ondas salientes. Esta conser­
vación de flujo se refleja en la unitaridad de la matriz S: 

SS! = l. (2.12) 

Ahora bien, si el sistema es invariante ante inversiones temporales, es 
decir, si el Hamiltoniano conmuta con el operador de inversiones temporales, 
entonces S. además de ser unitaria, es simétrica: 

(2.13) 

En la tesis no trataremos sistemas con espín, así que sólo mencionamos 
que cuando s~ consideran partículas con espín 1/2, entonces la función de 
onda es un espinor y la matriz de dispersión S de 4N x 4N satisface la 
relación [24, 331: 

(2.14) 

donde 

E= [
a O] [O -1] O a con a = 1 O . (2.15) 

2.4 El transporte electrónico cuántico visto 
como un problema de dispersión. 

Como mencionamos en la Introducción, Landauer [5, 61 fue uno de los pio -
neros en el tratamiento del transporte electrónico como un problema de dis­
persión. Posteriormente, este enfoque fue desarrollado en muchos otros tra­
bajos [7, 31]. 

Landaner modeló un conductor mesoscópico como un sistema formado por 
una región desordenada (región con dispersores colocados al azar) y conecta­
dos a ésta dos condnctores perfectos (i.e., conductores sin dispersores). A su 
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Figura 2.3: Modelo utilizado por Landauer para la descripción del transporte 
electrónico en un sistema mesoscópico. La región sombreada representa la zona 
desordenada. 

vez, estos conductores se conectan a dos reservorios de electrones con poten­
ciales químicos J.LI y J.L2, Fig. 2.3. En la región desordenada, los electrones se 
dispersan elásticamente, de modo que la coherencia en la fase de la función de 
onda se conserva, dejando que la dispersión inelástica ocurra en los reservo­
rios. Bajo el modelo anterior y a primer orden en (111 - /12), la conductancia 
G definida como el cociente entre la corriente 1 y el voltaje V = e(JlI - J.L2) 
medido dentro los reservorios [6], está dada por: 

(2.16) 

donde T es el coeficiente de transmisión dado por la traza: T = tr(ttl) y t la 
matriz de amplitudes de transmisión, Ec. (2.7). Ésta es la llamada fórmula 
de Landauer-Büttiker. Como vemos, bajo este enfoque, la matriz de disper­
sión pasa a ser una cantidad fundamental para la descripción del transporte 
electrónico. La teoría de la dispersión ha sido aplicada con éxito en sistemas 
que se encuentran a baja temperatura (~ mK) y cuyo transporte electrónico 
se lleva a cabo utilizando corriente directa o bajas frecuencias, además de que 
las interacciones electrón-electrón pueden considerarse despreciables [31]. 

Por otra parte, en los sistemas mesoscópicos desordenados, los electrones 
sufren una serie de dispersiones debido a las impurezas del material, provo­
cando que cantidades como el coeficiente de transmisión sean muy sensibles 
a cambios en la energía o a la configuración particular de los dispersores en 
el sistema. En el caso de las cavidades balísticas, la transmisión también 
es muy sensible a cambios en la energía y a las paredes de la cavidad. Por 
ejemplo, en la Fig. (2.4), tomada de la Ref. [33], se muestra el coeficiente 
de transmisión T en función del vector de onda, k: como vemos, T varía 
fuertemente con el vector de onda. Este tipo de comportamiento nos lleva 
a plantear el problema del transporte desde un punto de vista estadístico y 
así, por ejemplo, preguntarnos por el promedio y varianza del coeficiente de 
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'.0 I.~ 2.0 2.5 3.0 3.~ 4.0 

kW/Tr 

Figura 2.4: El coeficiente de transmisión como función del vector de onda, k. Dicho 
coeficiente resulta de la solución de la ecuación de Schriidinger con condiciones de 
frontera de Dirichlet para la cavidad que se muestra en la esquina superior [33J. 

transmisión ell UII cierto intervalo de energía. 

El cálculo de cantidades estadísticas como el promedio o varianza de 
T implica el conocimiento de las propiedades estadísticas de la matriz de 
dispersión. La teoría de matrices aleatorias, introducida hace ya algunos 
años en otro contexto, ha servido para el estudio estadístico de la matriz S 
en el problema del transporte electrónico. 

Existen diferentes puntos de vista en el estudio de las propiedades es­
tadísticas de S, dentro de RMT. Uno de ellos se conoce como enfoque mi­
croscópico: ell éste, la matriz de dispersión se construye a partir del Hamilto­
niano del sist~ma en cuestión y para estudiar las propiedades estadísticas de 
S se propone un modelo estadístico para dicho Hamiltoniano. Otro punto de 
vista hace suposiciones estadísticas a nivel mismo de la matriz de dispersión, 
sin pasar por el Hamiltoniano del sistema. Debido a que el modelo de aprox­
imación microscópica nos será útil para la verificación númerica de nuestros 
resultados, enseguida damos algunas características generales de este en­
foque. 
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cavidad caótica 

~ 

d 

~ 
; 

conductor perfecto 

Figura 2.5: Sistema dispersor: Cavidad caótica conectada a un conductor perfecto. 
La línea punteada dentro de la cavidad representa una trayectoria clásica de un 
electrón que entra en la cavidad. 

2.5 Teoría de matrices aleatorias para S: 
enfoque microscópico. 

Desarrollado principalemente por el grupo de Heidelberg [21, 22], el enfoque 
microscópico parte del Hamiltoniano del sistema dispersor, para de ahí cons­
truir la matriz de dispersión. Como en la mayor parte de la tesis trataremos 
con sistemas de cavidades balísticas, supongamos que la matriz de dispersión 
S proviene de una cavidad balística: en la figura 2.5 se muestra una cavidad 
caótica balíst.ica bidimensional con paredes impenetrables y conectada a ésta 
1111 conductor perfecto de ancho d. 

En el conductor perfecto de la figura 2.5, la ecuación de Schródinger está 
dada por: 

h2 [{)2 ()2 ] 
-- () 2 + () 2 IJ1(x, y) = EIJ1(l:, y), 

2m x y 
(2.17) 

donde E = t,? k2 /2m. La condición de frontera IJ1 = O en las paredes del 
conductor da lugar a los canales abiertos (Ec. 2.3). Supongamos que hay N 
canales. Ahora, si Hin de dimensión ,\1 X M es la matriz Hamiltoniana de la 
cavidad sin el condu(:t.or perfecto conectado, es decir, la cavidad vista como 
un sistema ce1'1'ado, la matriz de dispersión S del sistema completo puede 
escribirse C0ll10 [21, 22, 30]: 

donde 

S(E) = _ 1 - iI~, 
1 + 1./, 

/( = W 1 Wt 
E- Hin 

(2.18) 

(2.19) 
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y VV, la matriz de dimensión N x Al que acopla los N canales del conductor 
perfecto con los NI niveles de la cavidad caótica. De esta forma, tenemos una 
expresión para la matriz de dispersión S de dimensión N x N en términos 
de los niveles de energía de la cavidad (vista como un sistema cerrado), y el 
acomplamiento entre los canales del conductor y los niveles de la cavidad. 

En este punto el grupo de Heildelberg introduce un modelo estadístico 
para H;n Y Ir con el fin de estudiar las propiedades estadísticas de S: como 
típicamente \1' varía poco respecto al espaciamiento medio entre niveles de 
H;n, los elementos de W se consideran independientes de la energía, suponien­
do además que los elementos de W son variables independientes con distribu­
ción Gaussiana. Esta última suposición implica que no hay acoplamiento 
entre los .IV canales. En cuanto a la matriz Hin se propone que sus ele­
mentos pertenezcan a algunos de los ensembles GOE, GUE o GSE, que a 
continuación descrihimos. 

En los años cincuenta, la Física Nuclear se encontraba en apogeo y había 
un gran interés por el estudio de las propiedades estadísticas de los espec­
tros de niveles encontrados en experimentos de dispersión de neutrones por 
núcleos pesados. Con esta motivación Wigner introdujo la teoría de matrices 
aleatorias [15J. La idea de Wigner fue considerar un conjunto de matrices 
Hamiltonianas, es decir, un ensemble de matrices, cuyos elementos siguen una 
distribución (Gaussiana) de probabilidad. Así, estudiando las propiedades es­
tadísticas de los eigenvalores y eigenfunciones de este conjunto de matrices 
aleatorias, \\'igner logró describir con éxito algunas propiedades estadísticas 
de los espectros de energía: por ejemplo, la distribución de espaciamientos 
de niveles y fluctuaciones en el espectro de niveles de energía. 

Dependiendo de la simetría ante inversiones temporales del problema, 
Wigner consideró tres tipos de ensembles Gaussianos: para partículas con 
espín entero. el Ensemble Gaussiano Ortogonal (GOE por sus siglas en In­
glés) y etiquetado por fJ = 1 se utiliza para sistemas con invariancia ante 
inversiones temporales, el Ensemble Gaussiano Unitario (GUE, fJ = 2) se 
aplica a sistemas en los que se rompe la invariancia ante inversiones tem­
porales y finalmente, para partículas con espín semientero y sin invariancia 
ante rotaciones del espín, el Ensemble Gaussiano Simpléctico (GUE, fJ = 4) 
es el apropiado cuando el sistema es invariante ante inversiones temporales. 

La relevancia de la teoría de matrices aleatorias de los años cincuenta 
en el problema del transporte se debe a que las propiedades estadísticas de 
los espectros de niveles obtenidos de esta teoría son las mismas que las de 
diferentes sistemas cerrados que presentan una dinámica caótica4

, por ejem-

4Siempre y cuando la escala de tiempo sea mayor que el llamado tiempo ergódico: 
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plo, los llamados billares cuánticos5
. Cabe mencionar que las correlaciones 

espectrales resultan ser independientes de las características microscópicas 
de los sistemas y dependen únicamente de propiedades muy generales, como 
su simetría ante inversiones temporales. Esta característica de "universali­
dad"llega a reflejarse en algunas propiedades de transporte, las fluctuaciones 
en la conductanciaG, por ejemplo. 

Regresando a la matriz S, Ec. (2.18), y con las suposiciones estadísticas 
anteriores para W y Hin, el grupo de Heidelberg simula las fluctuaciones 
estocásticas de S, considerando un ensemble de matrices de dispersión donde 
los elementos de W se mantienen fijos y los elementos de Hin corren sobre 
algunos de los ensembles Gaussianos: GOE, GUE o GSE. 

Finalmente, la matriz S, Ec. (2.18), puede escribirse explícitamente en 
términos de los eigenvalores de Hin Y los elementos de W por medio de la 
matriz K (conocida como "R-matrix"en Física Nuclear [15]): 

con 

S(E) = _ 1 - iK 
1 + iK 

/( =" "I~.'~b 
ab 7 E~ - E' 

(2.20) 

donde las ,~a's, llamadas amplitudes reducidas, conectan los estados de la 
cavidad con los canales en el conductor y los E~'s son los niveles de energía de 
la cavidad (sin el conductor conectado). La matriz J( en su forma más general 
consta de dos partes: la resonante dada por la Ec. (2.20) y otra parte, K O, 

conocida como "de fondo" que describe la influencia de resonancias lejanas 
de la región de interés, esta matriz /(0 se supone constante y su efecto se 
considera por medio de las propiedades estadísticas de las amplitudes ,~a de 
la Ec. (2.20). 

Las ecuaciones (2.18) y (2.20) nos serán de utilidad para la verificación 
númerica de algunos de los resultados que presentamos en los siguientes 
capítulos de la tesis. Esto se hará generando numéricamente las variables 
,~ y E ~, como veremos posteriormente. 

Tf' = L2/VF l, donde L es el tamaño típico del sistema, 1 el camino líbr~ medio y VF la 
velocidad de Fermi. Para un cavidad balística, Te ..... L/VF 

5En las Refs. [14, 33] se muestran algunos ejemplos de diferentes sistemas con dinámica 
caótica que presentan propiedades estadísticas similares en su distribución de espaciamien­
to de niveles. 

6Para un sistema mesoscópico desordenado la variancia de la conductacia G , depende , 
únicamente de la simetría (3, i.e., varG::::: t~h{:J-I. Estas "fluctuaciones universales"de la 
conductancia han sido observadas experimentalmente (31). 
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2.6 Teoría de matrices aleatorias para S: 
enfoque de la teoría de la información. 

Otro punto de vista en el estudio de las propiedades estadísticas de la matriz 
de dispersión se conoce como enfoque de la teoría de la información o de 
má.xima entropía. En éste, como en el micróscopico, se considera un ensemble 
de matrices de dispersión, pero a diferencia del enfoque microscópico no se 
hace ninguna suposición estadística para el Hamiltoniano del sistema, sino 
que las suposiciones estadísticas se llevan a cabo a nivel mismo de la matriz 
de dispersión. 

Como veremos más adelante, bajo el enfoque de la teoría de la información 
fue posible encontrar la distribución de la matriz de dispersión [25, 27, 28), 
haciendo uso de hipótesis muy generales: analiticidad de S, estacionaridad 
y ergodicidad del ensemble de matrices dispersión. A la distribución de S 
se le conoce como kernel de Poisson y tiene la característica de que el único 
parámetro que entra en ésta es el promedio de S. El kernel de Poisson 
describe procesos de dispersión en los que existen dos escalas diferentes de 
tiempo: una asociada a procesos de dispersión de respuesta rápida, llamados 
procesos directos y otra asociada a procesos retardados o también llamados 
procesos equilibrados. Cuando los procesos de dispersión directa están pre­
sentes, la matriz de dispersión se caracteriza por que su promedio es distinto 
de cero, cuando estos procesos están ausentes el promedio de S es nulo. 

Los enfoques microscópico y de la teoría de la información son equi­
valentes [29]. sin embargo éste último da una forma mucho más sencilla de 
estudiar las propiedades estadísticas de S, pues no hace uso de los detalles 
microscópicos del sistema, sino únicamente de parámetros físicamente rele­
vantes al problema. Por otra parte. al considerar el Hamiltoniano del sistema, 
el enfoque microscópico tiene la ventaja de poder estudiar funciones de S que 
dependen de dos o más valores de la energía, por ejemplo funciones de au­
tocorrelación [21, 37]. En este sentido, en el siguiente capítulo presentamos 
un avance dentro de un enfoque cercano al de la teoría de la información, 
presentando un estudio para una función de dos puntos O energías conocida 
como tiempo de retardo. 

Con el fin de introducir las ideas utilizadas en el enfoque de la teoría de la 
información, siguiendo las Refs. [26, 34] en la sección siguiente presentamos 
la deducción de la distribución de S (kernel de Poisson) para el caso más 
sencillo de matrices de dispersión de un canal. También nos interesa pre­
sentar explícitamente la deducción del kernel de Poisson porque las hipótesis 
involucradas en él serán tema de estudio en el capítulo 5. 
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ImS 

e 
ReS 

Figura 2.6: Círculo unitario sobre el que S se mueve con el cambio en la energía. 

2.7 El kernel de Poisson para un canal: 
muestreo de S sobre el eje de la energía. 

Consideremos una matriz de dispersión 7, S (E), de dimensión 1 X l. Como 
vimos en el capítulo anterior, S es unitaria y para el caso de un canal podemos 
escri birla como: S = exp iO( E). En el plano complejo (ImS-ReS), S se 
"mueve" sobre el CÍrculo unitario conforme la energía cambia, Fig. 2.6. Ahora, 
supongamos que nos preguntamos por la probabilidad de encontrar S = 
exp(iO(E)) con O en el intervalo (O, O + dO) Y que ésta puede escribirse como: 

dP(S) = p(O)dO. (2.21) 

Por otro lado. calculemos el promedio de la k-ésima potencia de S sobre 
la energía, utilizando una Lorentziana de ancho 1 y centrada en Eo, como 
función de peso. Como veremos enseguida, la conveniencia al escoger una 
Lorentziana como función de peso se debe a la sencillez con que se realizan 
los promedios de funciones cuyos polos se encuentran en el semi plano inferior; 
además, como también veremos adelante, no perdemos generalidad en nuc­
stros resultados al utilizar esta función, pues bajo ciertas condiciones estos 
no dependerán de la función de peso utilizada. Así, el promcdio de Sk está 
dado por: 

k _ J l/rr ]k S (Eo,1) - (E _ EoF + 12 [S(E) dE. (2.22) 

Para calcular el promedio, Ec. (2.22), hacemos las siguientes hipótesis: 

7Esta matriz de dispersión puede provenir de diferentes tipos de sistemas: por ejemplo 
una cavidad balística (Fig. 2.5), un sistema desordenado (Fig. 2.1), o bien, un sistema 
ordenado. 
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i) En el plano complejo de la energía, S es analítica en el semi plano 
superior8

, es decir, las únicas singularidades de S (polos de S), ocurren en el 
semi plano inferior (causalidad). 

Utilizando la hipótesis anterior y que los polos de la Lorentziana se en­
cuentran en Eo + iJ Y Eo - iI, tenemos que la integral, Ec. (2.22), está dada 
por: 

(2.23) 

de igual forma 
S(Eo, 1) = S(Eo + iJ). (2.24) 

Por lo tanto. 

(2.25) 

Es decir, el promedio de la k-ésima potencia de S es igual al promedio de S 
elevado a la k-ésima potencia. Como veremos enseguida, este resultado tiene 
como consecuencia que todos los coeficientes de la serie de Fourier para p( O) 
queden determinados por el valor de S y por lo tanto p( O) queda determinada 
de manera única. 

Utilizando la Ec. (2.21). el promedio de Sk con S = eiD está dado por: 

Sk = ! S"dP(S) 

= ! eikDp(O)dO, 

lo que implica, utilizando el resultado de la Eq. (2.25), que 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

Esta expresión determina todos los coeficientes de la serie de Fourier de p(O): 
escribiendo p(O) como 

(2.29) 
k=-oo 

8S(E) cuenta con un punto ramal E = O: en el plano complejo de k, donde E = k2 /2m, 
S(k) cuenta con ceros en el semiplano superior y polos en el semi plano inferior. Debido 
a que E <X k'1. tenemos dos valores posibles de k (±k) para E, por lo que para mapear 
una hoja del plallo-k SOn necesarias dos hojas de Riemanm en el plano de la energía. El 
corte se realiza de E == O a E ~ oo. De esta forma, el semiplano superior del plano-k 
se mapea en la primera hoja de Riemann del plano-E y el semiplano inferior del plano-k 
en la segunda hoja de Riemann del plano E. Para realizar la integral (2.22) supongamos 
entonces que ésta se lleva a cabo lejos del punto ramal. 
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con ak = a:k , ya que p(e) es real, tenemos que el coeficiente a_k está dado 
por 

I /02. ik8 1 -k 
a_k = -2 e p(IJ)dIJ = -2 5 , 

Ti o 11" 
(2.30) 

o bien, utilizando (2.25): 

(2.31 ) 

Finalmente, sumando la serie. Eq. (2.29), con ao 

distribución p(IJ) [38]-[26]: 
1/27r, llegamos a la 

1 1-1512 

p(e) = 27r 15 _ 512' (2.32) 

donde 5 = exp (iIJ). Este es el resultado que hemos venido mencionando, 
conocido como kernel de Poisson. para un canal. 

Así, la distribución. p(IJ), propuesta al inicio de la sección existe y es 
única. Cabe resal tar el hecho de que 5 es el único parámetro relevante en la 
distribución de la fase de 5; en otras palabras, ésta es la IÍnica información 
del sistema que necesitamos para encontrar la distribución completa de la 
fase de 5. 

El promedio S en la Ec. (2.32) depende del centro Eo y el ancho 1 de 
la Lorentziana. Pero si hacemos la siguiente idealización: snpongamos que 
5(E) tiene sus polos en todo el intervalo de energía (-00, (0), de modo que 
podemos hacer 1 -t oo. Entonces, en este caso, 5 se vuelve independiente9 

de Eo e l. 
Antes de pasar a la distribución de 5 sobre el ensemble, veamos nn ejem­

plo en el que verificamos el resultado anterior, Ec. (2.32). 

2.7.1 Verificación del kernel de Poisson utilizando un 
potencial 8. 

Consideremos nuevamente el sistema que presentamos en la sección 1.2, Fig. 
2.2. Como vimos en aquella sección, la matriz de dispersión está dada por la 
expresión: 

(sen ka + .!!..coska) - i.!!..senka 
5(k) = 

(sen ka + .!!..coska) + i.!!..senka uo Ue (2.33) 
_=--,-_-,--.,----,--,--.,--_.,---.,- Uo Ue 

9En la práctica, la independencia de S con la función de peso también se logra conforme 
el mímero de fPsonancias en 1 va en aumento. De hecho, en la siguiente sección la función 
de peso con la que realizaremos nuestro análisis corresponde a una Ucaja": peso constante 
e igual a l/JE en un intervalo de energía JE. 
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Figura 2.7: Aquí. mostramos algunas (17) de las lOO resonancias utilizadas en el 
muestreo de S para el sistema con el potencial 8. Los valores de 6 indicados con 
puntos fueron obtenidos de la Ec. (2.33) con S = e;D. 

Con el fin de verificar el kernel de Poisson, muestreamos la matriz S sobre 
el eje de la energía: sobre un intervalo de 100 resonancias (Fig. 2.7), a partir 
de ka = 10.000, construimos un conjunto de valores 11; (aproximadamente 70 
por resonancia), utilizando la Ec. (2.33) y S = eiD. Dividiendo el intervalo 
(D,21l') en 20 clases. contamos el número de fases 11; que caían en cada clase, 
construyendo de esta manera la distribución que se muestra en la figura 2.8, 
donde la línea continua corresponde al kernel de Poisson, Ec. (2.32), con 
S extraída del mismo conjunto de valores de S de la simulación numérica. 
Como podemos observar, el acuerdo es excelente. 

2.8 El Kernel de Poisson para un canal: 
muestreo de S sobre el ensemble. 

Hasta ahora hemos realizado nuestro estudio estadístico de S sobre el eje de 
la energía; pero nuestro interés principal es hacer el estudio sobre un conjunto 
de matrices de dispersión independientes, todas a la misma energía: es decir, 
un ensemble de matrices S. Con este propósito, en esta sección aplicamos 
el resultado del kernel de Poisson, Ec. (2.32), a un ensemble de matrices S. 
Para ello hagamos las siguientes hipótesis: 

ii) S(E) es una función estacionaria de la energía: el promedio realizado 
sobre el ensemble: (S(E)) es independiente de la energía 10 

lOEn sistemas de dispersión reales esta hipótesis puede sólo aproximarse localmente: 
(S(E)) '" (S(E + 6E)) con 8E « E. 
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Figura 2.8: Distribución de la fase () para el potencial ó. Los puntos corresponden 
al resultado de la simulación numérica, mientras que la línea continua corresponde 
al kernel de Poisson (Ec. 2.32) con S extraída de la simulación numérica. 

iii) El ensemble de matrices S es ergódico: el promedio sobre la energía, 
S, es igual al promedio sobre el ensemble, (S). En la Ref. [41] la ergodici­
dad (o Teorema de Slutsky) se demuestra para funciones estacionarias cuya 
correlación tiende a cero conforme aumenta la separación entre las energías 
a las que se evalúa dicha correlación. En el contexto de la Física Nuclear, en 
[40] se demuestra la ergodicidad del ensemble de matrices S. 

Utilizando la hipótesis de ergodicidad: S = (S) y el resultado (2.25), 
tenemos que: 

(2.34) 

de manera que la distribución de (), ahora sobre el ensemble, está dada por: 

1 1 - I(S)12 
p(s)(II) = 2" IS - (S)12 (2.35) 

Nuevamente, la distribución de la fase está unívocamente determinada por 
un parámetro: (S). En [26] se muestran algunos ejemplos donde se verifica 
numéricamente la distribución anterior, Ec. (2.35). 
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2.9 El kernel de Poisson para N canales. 

Veamos ahora la generalización de la Ec. (2.35) al caso multicanal. Para ello 
consideremos matrices de dispersión S de dimensión N x N. 

Como en el caso de un canal donde el "movimiento" de S con la energía 
estaba restringido al círculo unitario, en el caso multicanal S se "mueve" sobre 
la superficie determinada por la condición de unitaridad sst = J, en el plano 
generalizado formado por los ejes ReSll, ImSll, ReS12, ImS12, ... , ReSNN, 

ImSNN· 
Por otra parte, la condición de analiticidad se generaliza como [25, 27, 28]: 

[Sal,bl (E)]'" ... [Sa"b, (EW' = [Sal,bl (E + iI)r' ... [Sa"b, (E + iI)t' , 
(2.36) 

la cual bajo la hipótesis de ergodicidad: S = (S) se expresa como: 

(2.37) 

Ahora, como en la Ec. (2.21), supongamos que la diferencial de proba­
bilidad dPW(S) puede escribirse de la forma: 

(2.38) 

En esta última ecuación hemos introducido la cantidad dJL(S), llamada me­
dida invariante. Como veremos enseguida, esta cantidad es una medida razo­
nable para el conjunto de matrices S que pertenecen a un ensemble, pues da 
un peso igual a todas las matrices S que satisfacen la transformación que 
definen a dicho ensemble. Así, el promedio de S evaluado con la medida 
invariante es igual a cero; es decir, la medida invariante describe adecuada­
mente a la dispersión en ausencia de procesos directos. 

Antes de continuar con la generalización del kernel de Poisson al caso 
multicanal, hagamos un paréntesis para dar algunas características de dJL(S). 

La medida invariante para las matrices de dispersión surge del enfoque 
propuesto por Dyson para el estudio de las propiedades estadísticas de S en 
problemas de dispersión en Física Nuclear. En este enfoque, alternativo al de 
Wigner, no se hace referencia al Hamiltoniano del sistema y las propiedades 
de S se estudian considerando diferentes tipos de ensembles de matrices S que 
dependen de la simetría ante inversiones temporales. La medida invariante da 
un peso igual a todas las matrices que satisfacen las constricciones de alguno 
de los tipos de ensembles. Esta noción de "iguales probabilidades" para las 
matrices S se introduce precisamente por medio de la medida invariante y se 
expresa formalmente como [24, 25, 28]: 
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(2.39) 

donde fJ = 1,2 o 4 etiqueta al tipo de ensemble, como en los ensembles 
Gaussianos, mientras que S' está dada por S por medio de una relación de 
automorfismo que define a cada ensemble. Se definen tres tipos de ensembles 
llamados ensembles circulares. 

En el ensemble circular ortogonal (COE, de sus siglas en Inglés) etique­
tado por fJ = 1 , S' está dada por la relación: 

(2.40) 

donde U es una matriz unitaria fija y arbitraria. Este ensemble se aplica a 
sistemas que son invariantes ante inversiones temporales. 

En el ensemble circular unitario (CLE, fJ = 2), S' se relaciona con S por 
medio de: 

S' = l;SF, (2.41 ) 

donde U Y V son matrices unitarias arbitrarias y fijas. Este caso es apropiado 
para sistemas sin invariancia ante inversiones temporales. 

Por último, en el ensemble circular simpléctico (CSE, fJ = 4), S' está 
dada por: 

S' = rsf/ (2.42) 

donde [¡ = r;T[JTE y E dada por la Ec. (2.15). Este ensemble se utiliza para 
partículas con espín 1/2. 

Por otra parte, si exp( iq,j) son los eigenvalores de la matriz unitaria S, la 
medida invariante está dada por [38, 24]: 

d¡J.(S) = TI Ic~} - eO, IBdJl(U) TI Il</J;, 
j<k 

(2.43) 

siendo U la matriz que diagonaliza a S: (U-1SU)nm = Ónmexp(iq,n), U 
es ortogonal, unitaria o simpléctica, dependiendo del ensemble: fJ = 1,2,4, 
respectivamente. 

Regresando a la generalización del kernel de Poisson, teníamos que la 
diferencial de probabilidad dP(s)(S) estaba dada por el producto de la pro­
babilidad P(S)(S) y la medida invariante dJl(S): 

(2.44) 

con dJlp(S) dada por la Ec. (2.43). En cuanto a la distribución p\~l(S) con 
S satisfaciendo las condiciones de analiticidad y ergodicidad, ésta se conoce 
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desde hace algún tiempo [38, 28J Y está dada por: 

(3) '-1 [det(I - (8)(8)I)JIPN+2-P)/2 
p(S) (8) = \'p I det(I - 8(8)1) IPN+2 P , (2.45) 

donde \fp es una constante de normalización. La Ec. (2.45) se conoce co­
mo kernel de Poisson y, como podemos ver, para N = 1 se reduce a la 
distribución encontrada en la sección anterior, Ec.(2.35). Sin embargo, a 
diferencia del caso de un canal, la distribución dada por la Ec. (2.45) no es 
única, es decir, las condiciones de analiticidad y ergodicidad no fijan p~~~(8) 
nnívocamentl'. Pero el kernel de Poisson dado por (2.45) tiene la carac­
terística de ser la distribución [39J que maximiza la entropía S, o minimiza 
la información I = -S, definida la entropía como [27, 28J: 

S[PJ = - ! pIS)lnPIS)(8)d¡L(8). (2.46) 

El kernel de Poisson ha sido aplicado con éxito al transporte electrónico, 
tanto en sistemas donde los procesos de dispersión directos son importantes 
COIllO en sistplllas donde tales procesos están ausentes. Enseguida damos 
brc\'cmente algunos ejemplos donde el kernel de Poisson ha sido aplicado con 
éxito. 

2.10 Ejemplos de aplicaciones del kernel de 
Poisson a cavidades. 

2.10.1 Aplicaciones a sistemas sm procesos directos, 
(5) = O. 

Como hemos mencionado, la dispersión en ausencia de procesos directos se 
caracteriza por (8) = O, en este caso dPg¡(8) = d¡Lp(8). Es decir, las 
propiedades estadísticas de 8 están descritas por alguno de los ensembles 
circularcs: 8 = 1, 2 o 4, que definimos en la sección anterior. Existe una gran 
cantidad de trabajos sobre aplicaciones de los ensembles circulares al estudio 
del transporte [32J-[36J. Por ejemplo, para una cavidad balística conectada al 
exterior por dos alambres con N canales abiertos, como las que se muestran 
en la figura 2.9, la media y la varianza del coeficiente de transmisión, T, 
están dadas por [19J: 

(T)f! - N/2 
N 

= -Ó1P 4N + 2 
1 

----+ --Ólf!, 
N-+co 4 

(2.47) 
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Figura 2.9: Comparación de los resultados de la simulación numérica (triángulos 
y cuadros) con las predicciones teóricas para el valor medio y varianza de T. Los 
triángulos indican el caso de campo magnético nulo que corresponde al ensem­
ble fJ = 1, mientras que los cuadros indican campo magnético distinto de cero, 
correspondiente al caso CUE (fJ = 2). Figura tomada de [19J. 

var(T) = 

= 

N(N + 1)2 1 
~-;--c-':-;-;;c;:;-;:';--~ -t - e o E 
(2N + 1)2(2N + 3) N->oo 8 

NZ 1 
-t - CUE 

4( 4Nz - 1) N->oo 16 

(2.48) 

(2.49) 

Como vemos, en el límite N -+ 00, var(T) depende únicamente de la simetría 
fJ. A este resultado se le conoce como fluctuaciones universales de la con­
ductancia. En la figura 2.9 se comparan los resultados teóricos, dados por 
las ecuaciones anteriores para el promedio y varianza de T con los de la 
simulación numérica. Los resultados numéricos se obtuvieron resolviendo la 
ecuación de Schriidinger con condiciones de frontera de Dirichlet para las seis 
cavidades diferentes que se muestran en la figura 2.9. Estas cavidades tienen 
un "tope" (curvatura en la parte inferior de las cavidades) para asegurar que 
no haya procesos directos, de modo que (S) = O. Como vemos el acuerdo es 
muy bueno en todos los casos que se muestran en la figura. 

2.10.2 Aplicaciones a sistemas en presencia de proce­
sos directos, (5) =1= O. 

La presencia de procesos directos se caracteriza por valores de (S) "O. Con 
la distribución de S dada por el kernel de Poisson es posible encontrar la 



2.10 Ejemplos de aplicaciones del kernel de Poisson a cavidades31 

3 
") .. "" lb) .. - lo) nghllelct 

no twrier wnh bamef no batrier 

~ 
1 • 
o 

low ¡;!d 3 

O hlghfielcl 
ld) 

C:/ •• 
. . o o., 10 o., 1 o o., 

T T T 

Figura 2.10: Para un canal, los cuadros indican los resultados de la simulación 
numérica bajo diferentes intensidades del campo magnético. Campo magnético 
bajo significa un radio de ciclotrón. r" más grande que el tamaño de la cavidad 
("c = 55W). mientras que para campo magnético alto Tc=1.4W. Figura tomada 
de [20J. 

distribución completa del coeficiente de transmisión, T. Recordemos que T 
está dado por Tr(tt!). Para el caso de un canal, la distribución de la trans­
misión W(T) se calcula en [20J. En la figura 2.10 se muestran los resultados 
de [20J. dono" se comparan los resultados teóricos con los de la simulación 
numérica para las cavidades que se muestran en la misma figura: la línea con­
tÍll1la corresponde a la predicción teórica, mientras que los cuadros indican 
los resultados numéricos. El acuerdo es muy bueno en todos los casos. 

Se ha a\'anzado mucho en el estudio de las propiedades estadísticas de 
S utilizando RMT. así como en las aplicaciones al transporte electrónico en 
los sistemas mesoscópicos. Sin embargo, dentro del enfoque de la teoría de 
la información. el estudio de S ha estado restringido a funciones estadísticas 
de S de un solo punto o energía y sus aplicaciones a sistemas de corriente 
directa. 

En el siguiente capítulo veremos un primer avance hacia las aplicaciones 
de RMT a sistemas de corriente alterna y para ello será necesario el estudio 
estadístico de una función de dos puntos, llamada tiempo de retardo. 
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Capítulo 3 

Función de S a dos energías: el 
tiempo de retardo y su 
aplicación a la capacitancia de 
un condensador mesoscópico. 

El estudio de la~ propiedades estadísticas de S ha tenido un gran avance. 
Por ejemplo, en el capítulo anterior presentamos la distribución completa de 
la matriz de dispersión conocida como kernel de Poisson, así como algunas 
de SIlS aplicaciones al transporte electrónico en cavidades mesoscópicas. Sin 
embargo, dentro del enfoque de la teoría de la información, dicho estudio 
ha estado restringido a funciones a una sola energía y sus aplicaciones, a 
sistemas mesoscópicos de corriente directa. 

En este capítulo presentamos un estudio realizado a una función de S 
de dos puntos: el tiempo de retardo y su aplicación a sistemas de corriente 
alterna. Los resultados de este capítulo se encuentran en la Ref. [42J, de la 
cual se anexa una copia al final de la tesis. 

En general, estamos interesados en las propiedades estadísticas de fun­
ciones de S a dos energías cualesquiera: F(S(E¡), S(E2 )). Este caso ha 
escapado del enfoque de la teoría de la información para su estudio, no así 
para el punto de vista microscópico que describimos en el capítulo pasado, 
donde, por ejemplo, se ha calculado la función de autocorrelación de las ma­
trices de dispersión [21, 37J. En cuanto al tiempo de retardo, r, algunas de 
sus propiedades estadísticas han sido ya estudiadas. Por ejemplo, en [43J 
se calcula la distribución de r para un sistema unidimensional desordenado, 
utilizando un enfoque llamado "invariant imbedding"; en [30], se calcula la 
distribución de r para una cavidad, utilizando métodos supersimétricos. 

33 
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Como un primer avance en el estudio de funciones de 8 a dos energías, 
utilizando un enfoque basado en el de la teoría de la información, en la 
sección siguiente analizamos la función más sencilla de dos puntos: el tiempo 
de retardo, T. En ausencia de procesos directos ((8) = O), calculamos su 
distribución ll'(T) para el caso de un canal. La motivación física para estudiar 
el tiempo de retardo se debe a su relevancia para el transporte electrónico en 
los sistemas mesoscópicos de corriente alterna, como veremos posteriormente. 

3.1 Distribución del tiempo de retardo para 
un canal, W(T). 

El tiempo de retardo T es una cantidad relacionada con la noción del tiempo 
que permanece una partícula en cierta región. En el problema de la dispersión 
de ondas, una forma de medir el tiempo de retardo es tomar la diferencia 
entre los centroides de las onda dispersada y una que no sufre tal dispersión, 
haciendo la medición en puntos muy lejanos de la región dispersora. Midiendo 
de esta forma T, Wigner introdujo el tiempo de retardo para problemas de 
dispersión para matrices de un canal [44]. Más tarde Smith [45] expresó T 

en términos de la matriz de dispersión para N canales': 

t. [. ( l 8S(E))] 
T = 27T.V Re -¡Tr 8(E) 8E ' (3.1) 

donde t. es el espaciamiento medio entre niveles y N el nlÍmero de canales. 
Para el caso de un canal. utilizando 8 = e;O(E), el tiempo de retardo se reduce 
a la expresión: 

(3.2) 

Ésta es la cant.idad cuyas propiedades estadísticas estamos interesados en 
estudiar, en particular su distribución, W(T). Para ello consideraremos un 
ensemble de matrices 8 con (8) = O, es decir, en ausencia de procesos direc­
tos. En el capítulo siguiente trataremos el caso de la presencia de procesos 
directos. 

Pero antes de entrar propiamente en el cálculo de la distribución de T, 

veamos algunas características de la función O'(E) = 80(E)/8E, Ec. (3.2), 
que nos serán de utilidad. 

1 Como en [-16], introducimos el tiempo de retardo adimensional, T. 
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En el capítulo pasado, vimos que S puede escribirse en términos de la 
matriz K como [Ec. (2.18)]: 

S(E) = _ 1 - iK(E). 
1 + ¡[((E) 

Para un canal S = eiO(E), mientras que [( está dada por, de;a Ec. (2.20): 

[((E) = L r.\ 
.\ E.\ - E 

(3.3) 

y las anchuras r.\, por: 

(3.4) 
1=1 

donde fJ = 1,2, o 4 etiqueta el tipo de ensemble. Los polos E.\ de [((E) 
siguen una de las distribuciones de los ensembles Gaussianos (ortogonal, uni­
tario o simpléct.ico) y las amplitudes 11') son variables independientes con 
distribución Gaussiana, de manera que las r.\ 's siguen una distribución X2 
con .8 grados de libertad. 

Por otro lado, la función 8'(E) permanecerá invariante si sumamos una 
constante: 26 a la fase 8(E). Esta invariancia puede expresarse en términos 
de la matriz [((E): de la Ec. (2.18) vemos que [((E) puede escribirse de la 
forma: 

[((E) = tan 8(:) ; 

definiendo la función h(E) como: 

h(E) = IJ'(E) 
- 2 ' 

tenemos que h(E) es invariante ante la transformación: 

J( _ [( + tanrp 
<P - 1 - [( tan rp , 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

con rp constant.e. Por este motivo, Wigner [47, 48] llamó a la función h(E) 
"derivada invariante". De est.a última ecuación, observamos que los polos de 
la [( transformada, [(<1>, se encuentran en: 

[( = cotrp. (3.8) 

Este resultado se muestra esquemáticamente en la figura 3.1. A nivel de la 
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Figura 3.1: Indicados con círculos, los polos de la función transformada K~ se 
encuentran en las intersecciones de cot</> con la función K(E). 

matriz de dispersión, la transformación (3.7): 0/240/2 + </> implica que: 

(3.9) 

Ahora, veamos el valor de h(E) en los polos. Para esto, expresemos la 
función h(E) en términos de K(E), haciendo uso de la Ec. (3.5): 

y sustituyendo la Ec. (3.3): 

K'(E) 
h(E) = 1 + K(EF 

h(E) = L.\ (E,"El' 2 ' 

1+ (L.\ E~~E) 

(3.10) 

(3.11 ) 

encontramos que h(E) evaluada en el polo E.\ está dada por el inverso de la 
anchura: 

(3.12) 

Por último, la integral h(E) desde un polo, digamos E" al siguiente, E2 , es 
igual a 1r: 

(3.13) 

Esto implica que dada h(E) y un polo de K(E), los demás polos quedan 
determinados, es decir, si integramos h(E) desde el polo E.\, el siguiente polo 
E.l+l se encontrará en el punto donde la integral de h(E) sea igual a 1r. En 
la figura 3.2 se representan estos resultados. 
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hlE) 

Figura 3.2: Representación de la función h(E). En los polos, h(E) es igual al 
inverso de las anchuras r~ y el área bajo la curva h(E) entre un polo y el siguiente. 
es igual a 1r. 

Una vez ,"istas algunas características de h(E), pasemos al cálculo de la 
distribución de T. En general, de la ecuación (3.1), vemos que la distribución 
de T depende de la distribución conjunta p(II(E), II/(E)). Para el caso de un 
canal, utilizando las Ecs. (3.5) y (3.6), la distribución conjunta está dada 
por el promedio: 

]1(11,11/) = (6(11- 2tan- 1 K(E))8(1J' - 2h(E))) 
1 
2(8(11- 2tan- 1K(E))8(1J' /2 - h(E))), 

(3.14) 

(3.15) 

donde, indicamos con ( ... ) el promedio sobre las variables aleatorias2 E~. 
Usando la identidad: 8(x- ¡(x)) = Lo ~}~(-;,~)/, donde ¡(x;) = O, reescribimos 
la primera función 6 como: 

1 
6(0 - 2tan-1K) = Oi L 8(E - E~) (3.16) 

--~~----~----~~~ ~ 
2Podemos yerificar que la definición utilizada para la distribución conjunta (Ec. 3.14) 

es una buena definición. Por simplicidad tomemos, el caso de una sola variable aletaria 
con distribución dada por: p(x) = (8(x - f(y))), si 9 es la distribución normalizada de 
y, entonces f p(x)dx = f g(y)dy f 8(x - f(y))dx = 1, es decir, p(x) está normalizada; los 
momentos -los cuales definen a una distribución- de x están bien definidos; calculemos el k­
ésimo momento: (XO) = f xOp(x)dx = f g(y)dy f xk8(x - f(y))dx. Integrando respecto de 
x, encontramos que (xO) = Jlf(y))kg(y)dy. Así, en principio, podemos calcular cualquier 
cantidad estadística, utilizando la definición de distribución como en la Ec. (3.14). 
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con O(E>.) = O. La suma de la ecuación anterior es igual a la densidad 
microscópica de niveles: P = L>.Ii(E - E>.). Ahora, como los polos de K,p se 
encuentran en K = cot</>, Ec. (3.8), y 

K(E) = tan O(E) = cot ('Ir -O(E)) 
2 2 

(3.17) 

entonces, definiendo la densidad de niveles: 

P,p = L Ii (E - E>.(</») (3.18) 
>. 

y utilizando la Ec. (3.17), la distribución conjunta p(O, 0' ), Ec. (3.14), puede 
escribirse como: 

1 
p(O, (JI) = 2()' (P<;' ó((J1/2 - h)), (3.19) 

Finalmente, integrando sobre la energía la ecuación anterior y denotando 
por e, a la densidad media de niveles tenemos: 

(3.20) 

donde hemos usado que h(E>.) = l/r >., Ec. (3.12), y denotado por Q,p a la 
distribución de los inversos de las anchuras l/r >.. 

En este punto aplicamos una conjetura propuesta por Wigner [47, 48J 
respecto a los niveles de energía o polos E>. y a las anchuras o residuos, r>.. 
La conjetura propone: 

Las distribuciones estadísticas del espaciamiento de niveles y de los 
residuos permanecen invariantes ante la transformación (3.7). 

La afirmación anterior es una conjetura que verificamos numéricamente, 
tanto para los niveles de energía como para los residuos, en los casos de 
interés: niveles de energía E>. con distribución dada por alguno de los en­
sembles Gaussianos f3 = 1,2 o 4 y I'>.'s con distribución Gaussiana. En todos 
los casos, la propuesta de la conjetura fue verificada, dentro de las barras de 
error estadístico. 

En términos de la distribución Q<p, la conjetura implica que: 

(3.21 ) 

es decir, la distribución de los inversos de las r's no depende de </>. Esto 
significa, de la Ec. (3.20), que O y ()' son variables independientes, de manera 
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que la distribución conjunta puede escribirse como el producto de las dis­
tribuciones d~ (j y (J': p((j, ()') = g((j)P((jI). Como la fase (j está distribuida 
uniformemente en el intervalo (O, 21T), pues (S) = O, entonces g((j) = 1/21T, 
de manera que: 

p((j, (JI) = ~ P((jl). 
21T 

De esta forma. usando la Ec. (3.21): 

P((jl) = :(jl Q((j' /2 = l/r~) 

(3.22) 

(3.23) 

Sólo resta encontrar la distribución de los inversos de las anchuras. Co­
mo hemos mencionado, las r.'s siguen una distribución X2 con fi grados de 
libertad. Sea lt. por ejemplo, una variable aleatoria con distribución X2: 

(fi/2)N2 J..::1 ~ 
X

2 (u) = U ' e - , u 
8 r(fi/~ , (3.24) 

y calculemos la distribución de su inverso: l/u. Haciendo el cambio de 
variable u -t l/u con du -t du/u2 , encontramos que la distribución de 1l-

1
, 

Q fi, está dada por: 

Q (
-1) (fi/2l/

2 _m _~! 
fi u = r (fi /2) u 2 e 'u . 

Reescribiendo ahora la Ec. (3.23) como: 

P((j1/2) = ~;,Q((j1/2 = l/rA) 

e introduciendo el tiempo de retardo adimensional, T: 

.6. [J(j 
T = 21T [JE' 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

en ambos lados de la Ec. (3.26),tenemos finalmente, sustituyendo (3.25) en 
(3.26), que la distribución del tiempo de retardo está dada por: 

(3.28) 

lJtilizando métodos supersimétricos y para fi = 2, Fyodorov [30J calcula 
la distribución de T, la cual concuerda con nuestro resultado. Como una 
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verificación a la distribución w(,) que encontramos, realizamos una simu­
lación numérica para cada uno de los ensembles: (J = 1,2 Y 4. La simulación 
se llevó a cabo generando un ensemble de tiempos de retardo, utilizando la 
ecuación (3.11): los eigenvalores E~ son el resultado de la diagonalización 
de matrices de dimensión 200 x 200 cuyos elementos siguen una distribución 
Gaussiana3 , de acuerdo con cada uno de los ensembles, (J. En cuanto a las 
amplitudes 'Y~ en la Ec. (3.11), éstas, como dijimos anteriormente, también 
siguen una distribución Gaussiana. En la figura 4.2 comparamos los resulta­
dos de la simulación numérica con los teóricos, Ec. (3.28). Como podemos 
ver, el acuerdo es muy bueno en todos los casos. 

3ean un generador de números al azar se puede crear un conjunto de variables, z' s, con 
distribución Gaussiana, utilizando la transformación [49]:z = AJ( -2lnYl COSY2. donde 
Yl y Y2 son variables al azar con probabilidad uniforme en el intervalo (0,1); bajo esta 
transformación z sigue la distribución: p(z) = (2" A)1/2exp( _Z2 /2A'). 
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Figura 3.3: Verificación de la distribución w(r), Ec. (3.28), para los casos ortog­
onal, unitario y simpléctico: (a), (b) y (c), respectivamente. La línea punteada 
corresponde al resultado teórico y los cuadros, con su barra de error por muestra 
finita, al resultado de la simulación numérica. En todos los casos el acuerdo es 
muy bueno. 
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Placa macroscópica 

", 

Placa mesoscopica ", 
;. .. _--_ ................................. _--..... . 

Figura 3.4: Condensador mesoscópico formado por una placa mesoscópica conec­
tada a un reservorio con potencial químico JlJ y, en un segundo plano, una placa 
macroscópica (línea punteada) conectada a un reservorio con potencial químico Jl2. 
La placa mesoscópica se encuentra conectada capacitivamente a la macroscópica. 

3.2 Aplicación de w(r): Distribución de la ad­
mitancia de un capacitor mesoscópico. 

ena de las motivaciones físicas para el estudio del tiempo de retardo se 
debe a su relevancia en el transporte electrónico en sistemas mesoscópicos de 
corriente alterna. En varios trabajos realizados por Büttiker y colaboradores 
[50, 51] se presentan las ideas que relacionan la matriz de dispersión con 
diferentes cantidades del transporte en circuitos mesoscópicos de corriente 
alterna. Aquí, daremos sólo algunos de los conceptos básicos que dan lugar 
a la relación entre T y la admitancia de un condensador mesoscópico [50]. 

Comúnmente se considera que el campo eléctrico se anula exáctamente 
en la superficie de un conductor y como consecuencia, la capacitancia de 
un condensador es una cantidad que depende únicamente de la geometría 
del sistema y no de las propiedades en sí de éste. Sin embargo, esto no 
es totalmente cierto ya que el campo eléctrico penetra al conductor una 
distancia del orden de la longitud de apantallamiento de Thomas-Fermi4, la 
cual es generalmente despreciable para un sistema macroscópico, pero puede 
no serlo para un sistema de las dimensiones de un sistema mesoscópico. Esta 
penetración no despreciable del campo eléctrico lleva a una revisión de la 
capacitancia de un condensador mesoscópico. 

4Para un potencial que varía poco en comparación con la longitud de onda del electrón, 
la aproximación de Thomas-Fermi supone que el potencial químico en un punto es pro­
porcional a la densidad de electrones en ese punto. Bajo esta aproximación, la longitud 
de apantallamiento de Thomas-Fermi, lB, es proporcional a la densidad de estados, D: 
1, = l/k./ con k,z = 47J'D(EF) {52]. 
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La capacitancia usual, que llamaremos "capacitancia geométrica", Ceo 
relaciona la carga eléctrica en las placas del capacitor con el voltaje en­
tre ellas; para un capacitor mesoscópico surge una cantidad más compleja 
llamada "capacitancia electroquímica", C~, que relaciona la carga con el po­
tencial electroquímico. Esta nueva capacitancia es la que depende de las 
propiedades del conductor con que están hechas la placas, por medio de la 
densidad de estados en ellas. En [50] se presentan diferentes sistemas para 
los que se calcula C~ y se muestra explícitamente el efecto de la longitud de 
apantallamiento. 

El sistema que estudiamos (Fig. 3.4) consiste de un capacitor formado 
por una placa mesoscópica y una macroscópica, cada una de ellas conectada 
a reservorios con potenciales químicos Jll y Jl2, respectivamente. La placa 
mesoscópica está conectada al reservorio por medio de un conductor perfecto. 
Para aplicar nuestros resultados para w(r) de la sección anterior, suponemos 
que la placa mesoscópica es una cavidad balística como las' que presentamos 
en el capítulo anterior, donde la teoría de matrices aleatorias ha sido aplicada 
con éxito, además, el conductor perfecto conectado a la placa mesoscópica 
contiene un solo canal abierto. 

Las placas del capacitor están acopladas sólo capacitivamente, por lo que 
no existe la posibilidad de transporte por corriente directa. Si aplicamos al 
capacitor un voltaje oscilante U(w), Büttiker encuentra que la admitancia 
gl(w), definida como fJJ(w)JóU(w), donde I(w) es la corriente, está dada por 
[50, 51]: 

I(W) _ g(w) e 
9 -1+_w~_.9(W)=-iW ~+"', (3.29) 

a primer orden en w. Las cantidades gl(W) y g(w) denotan las admitancias 
para el sistema interactuante (en la aproximación de Thomas-Fermi) y el 
sistema no interactuante, respectivamente. A temperatura cero, g(w) está 
dada en términos de la matriz de dispersión S (E), asociada a la cavidad 
balística y el conductor perfecto: 

g(w) = -iwe2 {~Tr [St(E)BS(E)]} + ... 
211'Z BE 

=-iwe2 NrJ6.+.··, (3.30) 

donde N es el número de canales, 6., el espaciamiento medio de niveles de la 
cavidad y r. el tiempo de retardo adimensional: 

(3.31 ) 
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Figura 3.5: Distribución de la capacitancia adimensional '" = C~/CQ para difer­
entes valores de 11. 

Sustituyendo (3.30) en (3.29), expresamos la admitancia en función del tiem­
po de retardo como: 

gl (w) = -iwC,a + ... , 
donde a es el cociente de las capacitancias: 

con 

(3.32) 

(3.33) 

7} = ;~ . (3.34) 

" Podemos verificar que en el límite macroscóscopico, recuperamos la expresión 
conocida para la admitancia: en este límite, el espaciamiento medio de niveles 
de la cavidad mesoscópica, .0., tiende a cero por lo que 11 -+ O, entonces, a 
primer orden en w, gl (w) "" -iwC,. 

Ahora, apliquemos nuestro resultado para w( T) de la sección anterior para 
calcular la distribución de la admitancia o equivalentemente la distribución 
de a, Ec. (3.33), para el caso de Un canal. Despejando T de la Ec. (3.33), 
tenemos: 

r¡a 
T= ---o 

l-a 
Haciendo el cambio de variable dado por la Ec. anterior en W(T), Ec. 
encontramos que la distribución de a, pral, está dada por: 

(3.35) 

(3.28), 

(3.36) 
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donde O :S o < 1. En la figura 3.5 se muestra p(a) para distintos valores 
de 1], como podemos ver, conforme disminuye el valor de 1], el ancho de la 
distribución disminuye, es decir, la distribución de a se aproxima al caso 
macroscópico: para 1] « 1, p( a) -) <Í (1 - a). 

En este capítulo hemos calculado la distribución de una función de dos 
puntos: el tiempo de retardo, para un canal y cualquier simetría: f3 = 1,2 
Y 4 . Este fue el primer avance hecho en el estudio de funciones de más de 
un punto, utilizando un enfoque cercano al de la teoría de la información: 
para calcular la distribución del tiempo de retardo fue necesario recurrir a 
la invariancia de los eingenvalores de la energía y los residuos de la matriz 
K ante la transformación (3.7) y no únicamente a suposiciones estadísticas 
a nivel mismo de la S, como es la filosofía del enfoque de la teoría de la 
información. Cabe mencionar que posteriormente a este trabajo, Brouwer 
et. al. [53] lograron la extensión de la distribución w( r) al caso multicanal, 
para (S) = O. así como la demostración de la conjetura de Wigner. 

Por otra parte, nuestro interés se centra no sólo en funciones a dos en­
ergías, sino en funciones de la matriz de dispersión a n energías y aunque, el 
problema general de funciones a dos energías cualesquiera está aún abierto, 
en el capítulo siguiente presentamos un resultado aplicable a funciones a n 
puntos que permite reducir el problema de la dispersión con procesos directos 
al caso donde dichos procesos están ausentes. Este resultado nos servirá para 
extender la distribución del tiempo de retardo que recién encontramos para 
(S) = O al caso (S) '" O. 
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Capítulo 4 

Reducción del problema de 
dispersión con (S) =1- O a (S) O 
para funciones de S a una y . , 
varIas energIas. 

En el capítulo pasado estudiamos una función de la matriz de dispersión 
a dos puntos. continuando con el estudio de funciones de S a más de una 
energía, presentamos enseguida un resultado aplicable a funciones de n pun­
tos: mostramos cómo el análisis de las propiedades estadísticas de la matriz 
de dispersión en presencia de procesos directos puede reducirse al caso más 
sencillo: dispersión en ausencia de dichos procesos. 

Como mencionamos anteriormente, el enfoque de la teoría de la informa­
ción describe dos escalas de tiempo distintas: una asociada a procesos de 
dispersión de respuesta rápida, caracterizados por un valor de S promedio 
distinto de cero, y otra asociada con tiempos de respuesta lentos. El prob­
lema de la dispersión con (S) " O es de interés físico, en particular en el 
problema del transporte en sistemas mesoscópicos, porque su solución per­
mite la descripción de sistemas de mayor complejidad que aquellos sistemas 
de dispersión donde los procesos directos están ausentes, caracterizados por 
(S) = o. 

El resultado principal que presentamos en este capítulo nos será de uti -
lidad para extender la distribución del tiempo de retardo para un canal y 
(S) = O del capítulo al caso de (S) "O. Para verificar dicha extensión, 
construimos numéricamente, como en el capítulo anterior, un ensemble de 
tiempos de rNardo provenientes de matrices de dispersión con (S) = 1/2 Y 
comparamos la distribucion de T obtenida del ensemble con la distribución 

47 
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teórica, W(S)=1/2(T). También. verificamos numéricamente nuestro resultado, 
utilizando la función de autocorrelación C(E) para matrices S de dimensión 
2 x 2 con simetrías f3 = 1 Y 2; veremos que con la aplicación de nuestro 
resultado podemos ir de C(E) con (S) = O a C(E) con (S) = 1/2. Al final 
de la tesis se encuentra una copia de la Ref. [54J, donde se presentan los 
resultados de este capítulo. 

4.1 Relación entre matrices de dispersión con 
y sin procesos directos. 

Como hemos mencionado, el problema de la dispersión con procesos directos 
es relevante para el problema del transporte electrónico, pues permite la 
consideración de sistemas más complejos que aquellos donde (S) = O. Por 
ejemplo, supongamos que tenemos una cavidad conectada a un conductor 
perfecto ~ .. dentro de este último se encuentra una barrera de potencial, Fig. 
4.1. Si un grupo de electrones incide por el lado izquierdo de la barrera, una 
parte de ellos podrá atravesarla por tunelaje y entrará en la cavidad, pero 
otra parte de los electrones se "reflejará" en la barrera. A estos electrones que 
no entran en la cavidad se dice que sufren procesos directos de dispersión, 
contribuyendo a que (S) sea distinto de cero. 

En el capítulo 2, mostramos algunos ejemplos de sistemas más complejos 
donde los procesos de dispersión directa son importantes, Fig. 2.10, por lo 
que (S) f= O. También en ese capítulo. vimos que la diferencial de proba­
bilidad para la matriz S en presencia de procesos directos puede escribirse 
como: 

(4.1) 

donde dJlp(S) es la medida invariante de cada uno de los ensembles circulares 

y P~~~ (S) está dado por el kernel de Poisson. 
La reducción del problema con (S) f= O a (S) = O tiene la ventaja de 

tratar con una densidad de probabilidad constante: 

(4.2) 

es decir, la distribución de la matriz de dispersión está dada por alguno de 
los ensembles circulares: f3 = 1,2 o 4. 

Desde hace tiempo [38J se conoce un grupo de transformaciones que ma­
pea matrices S en presencia de procesos directos a matrices S' sin tales pro­
cesos. La transformación, por ejemplo para f3 = 1, es la siguiente [38, 27, 55J: 



4.1 Relación entre matrices de dispersión con y sin procesos 
directos. 

a-
b- -a' 

49 

Figura 4.1: Un ejemplo de un sistema dispersor donde se producen procesos direc­
tos ((S) f= O). SI es la matriz de dispersión asociada a la barrera de potencial y 
So a la cavidad. 

S' = R (S - (S)) (I - (S)' S)-1 (R't l 
, (4.3) 

donde la matriz R satisface la relación: 

R(I - (S)(S)')R' = J. (4.4) 

Una transformación de la forma dada por la Ec. (4.3) puede obtenerse 
utilizando el ejemplo anterior de la cavidad con una barrera de potencial en 
la entrada. Siguiendo [29] deducimos enseguida tal transformación. 

En la figura 4.1 se muestra una cavidad balística cuya matriz de dispersión 
(sin considerar la barrera de potencial) es So. Para esta matriz (So) = O, 
es decir, suponemos que no tenemos procesos directos de dispersión y a la 
barrera de potencial le asociamos una matriz fija 8 1, 

Nuestro propósito es encontrar la matriz de dispersión S del sistema com­
pleto: es decir, cavidad y barrera de potencial. Para ello, debemos de combi­
nar adecuadamente las matrices 80 y 81. Estas dos matrices relacionan a los 
vectores de :\ componentes: a, b, a' y b' , Fig. 4.1, a través de las ecuaciones: 

a' = Sob' , (4.5) 

(4.6) 

donde So es una matriz de dimensión N x N y SI de dimensión 2N x 2N: 

S = [TI t; 1 
1 t" 1 TI (4.7) 
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Como hemos designado usualmente. TI y tI de dimensión N x N, así como 
1'; y t;, son las amplitudes de reflexión)" transmisión, respectivamente. 

De la Ec. (4.6) tenemos el siguiente sistema de ecuaciones: 

b t' , 
1'la + la 

b' = tlQ + TIa', 

(4.8) 
(4.9) 

eliminando las amplitudes a' y b' de estas dos últimas ecuaciones, haciendo 
uso de la Ec. (4.5), encontramos que: 

(4.10) 

pero por definición, la matriz que relaciona las amplitudes entrantes a con 
las salientes b es la matriz de dispersión S del sistema completo: 

b= Sa, (4.11) 

por lo tanto, la regla de combinación para las matrices So y SI está dada 
por: 

S = 1'1 + t;So (1 - T;SO)-I tI' 

Despejemos ahora So de la Ec. (4.12): 

SOl = [1';t;-I(S - ,.¡) +t¡J(S - 1'¡Jt;, 

(4.12) 

(4.13) 

sustituyendo la relación: 1'; = _t;-lldt;, obtenida de la unitaridad de SI 
(SISI = 1), en la Ec. (4.13). encontramos finalmente: 

So = t;-I (S - 1'¡) (1 - d S( t1 . (4.14) 

Como podemos observar. esta transformación. Ec. (4.14), es de la misma 
formal que la Ec. (4.3). La Ec. (~.14) será fundamental para el análisis que 
presentamos en la sección siguiente. 

4.2 Reducción del problema de dispersión con 
(8) ~ O a (8) = O. 

En el capítulo 2 introdujimos la medida para las matrices S, dJLP(S), invarian­
te ante cada una de las transformaciones de simetría {3, que definen a cada 

I Para ¡3 = 1, como es el caso de la Ec. (4.3), t; = tI . 
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tipo de enspmble. Como la medida invariante da igual peso a todas las 
posibles matrices S del ensemble, el promedio de S pesada con dJifJ(S) es cero. 
Cuando el promedio de S es distinto de cero, la densidad de probabilidad está 
dada por el kernel de Poisson (capítulo 2): 

(,3) _¡ [det (I - (S) (S) t) J(fJN +z-fJ)/z 

p(S)(S) = VfJ I det(I _ S(S)t) IfJN+2 fJ ' (4.15) 

donde VfJ es una constante de normalización y N el número de canales. 
Ahora consideremos la transformación que obtuvimos en la sección ante­

rioL Ec. (4.14), o bien la Ec. (4.3). Esta última transformación se utilizó en 
[55J con el fin de simplificar el análisis de funciones de S a una energía para el 
caso de (S) t= O; se buscaba una transformación cuyas matrices de dispersión 
resultantes tuvieran una densidad de probabilidad constante, reemplazando 
así, a la densidad de probabilidad dada por el kernel de Poisson. En la mis­
ma referencia [55J. y en [38], se demuestra que si la distribución a una sola 
energía de S está dada por la Ec. (4.15) entonces la distribución de S' está 
dada por la medida invariante dJifJ(S'), de modo que (S') = O. También se 
demuestra que la distribución de S' es independiente de la matriz R. Para 
la transformación (4.14) esto implica, identificando a r¡ con (S) [29J, que 
la distribución de So está dada por la medida invariante dJ1fJ(So), de modo 
que (So) = O. y además es independiente de t¡ y t;. En otras palabras, con 
r¡ = (S), la Ec. (4.14) transforma el problema de dispersión con procesos 
directos (S) t= O) a uno sin procesos directos (S) = O), donde las matrices 
de dispersión son funciones estocásticas estacionarias a una energía. 

Supongamos ahora que para cada energía E, aplicamos la transformación 
(4.14) a S(E). con el mismo valor de (S) en cada transformación. Bajo estas 
condiciones demostramos enseguida la siguiente afirmación: 

Enunciado 4.2.1 Las propiedades estadísticas conjuntas de las matrices 
tmnsformadas So(E¡), So(Ez), So(E3), etc. son precisamente aquellas aso­
ciadas con el problema de dispersión en ausencia de procesos d¡"eclos, ca­
racterizados por (So) = o. 

Es decir, la transformación (4.14) relaciona a S(E) con SotE), está ultima con 
promedio cero, donde las matrices de dispersión son funciones estocásticas 
estacionarias de la energía [41J. 

A continuación. damos la demostración del enunciado anterior para el 
caso del enselllble circular ortogonal (f3 = 1). En este ensemble, las matrices 
S son unitarias y simétricas. La demostración para los otros ensembles (f3 = 2 
Y 4) es similar al caso que presentamos. 



Reducción del problema de dispersión con (S) f. O a (S) = O para 
52 funciones de S a una y varias energías. 

Supongamos que (S) es diagonal y real 2. Como hemos visto, la matriz de 
dispersión S puede expresarse en términos de las amplitudes lA y los niveles 
de energía EA, por medio de la matriz K, como [Ec. (2.18)]: 

S(E) = [1 + iK(E)][1 - iK(EW1
, 

donde K(E) está dada por [Ec. (2.20]: 

K (E) = '\' IAalAb . 
ab L: EA - E 

Las amplitndes IAa son variables reales descorrelacionadas con distribución 
Gaussiana y las energías EA siguen la estadística del ensemble Gaussiano Or­
togonal con espaciamiento medio entre lIiveles~. Por otra parte, el promedio 
de S está dado por la relación [56]: 

(4.16) 

donde 

(4.17) 

De la misma forma que S puede expresarse en términos de K(E), para So 
tenemos: 

SotE) = [1 + iKo(E)][1 - iKo(EW 1 (4.18) 

con 
(SO(E))ab = (1 - Y~a)(1 + Y~tlóab. (4.19) 

Despejando Ko(E) de la Ec. (4.18) : 

Ko = i(1 - 50)(1 + 50)-1 (4.20) 

y sustituyendo la transformación (4.14) con S(E) dada por la Ec. (2.18) y 
TI = (S), encontramos que: 

(}( ) -1/2j' -1/2 o llb = Yaa \abYbb . (4.21) 

Es decir, bajo la transformación (4.14), las IAa's se ven afectadas sólo por la 
constante Y;;al/2 : IAa -t Y;;al/2,Aa, que es justamente el factor necesario, Ec. 
(4.17), para hacer: (So(E)) = O, pues Y2a = 1, Ec. (4.19). 

Entonces, bajo la transformación (4.14), las IAa's varían únicamente por 
una constante y los niveles de energía permanecen invariantes. Por lo tanto, 
las propiedades estadísticas de la matriz transformada SotE) son las mismas 
que las de S(E), pero sin procesos directos. De esta forma, el enunciado 4.2.1 
queda demostrado. 

2En la referencia [56J se demuestra que el caso de (5) arbitraria puede reducirse al de 
(5) diagonal y real , es decir, se reduce al caso que suponemos. 
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4.3 Distribución del tiempo de retardo para 
(5) -=J O. 

En esta sección, aplicamos el enunciado 4.2.1 para extender la distribución 
del tiempo de retardo que obtuvimos en el capítulo 2 para (S) = O al caso de 
(S) f. O. Como verificación, comparamos los resultados de una simulación 
numérica del problema con nuestro resultado teórico. 

De la transformación (4.14) con TI = (S), sin el factor t;¡tl que resulta 
irrelevante para la distribución de So [55], tenemos que: 

So(S) = (S - (S))(1 - (S)' S)-I. (4.22) 

Ya que estamos interesados en el tiempo de retardo, el cual es proporcional 
a dO/dE Y para un canal S = e;9, resulta conveniente despejar S de la Ec. 
(4.22): 

S = (1 + So(S)T1 (So + (S)). (4.23) 

Derivando ambos lados de esta ecuación respecto a la energía, utilizando 
So = e;oo, tenemos: 

con 

dO 1 - I(S)12 dOo 
dE = 11 + (S)'e;o012 dE' 

()' = 1(110)11'0 , 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

De las ecuaciones anteriores, vemos que para calcular la distribución del 
tiempo de retardo es necesario encontrar la distribución conjunta de 00 y Oh: 
Pofi(Oo, Oh). Pero en el capítulo pasado, vimos que 00 y Oh son estadísticamente 
independientes, de modo que4

: 

( 4.27) 

donde Po((lh) es básicamente la distribución del tiempo de retardo que en­
contramos en pi capítulo pasado. 

Regresando a la distribución de O', pfs)((I'), de la Ec. (4.25) escribimos 
ésta como: 

30' Y 00 indican dO/dE y dOo/dE, respectivamente. 
'Indicamos con el subíndice cero a las distribuciones con (5) = O. 



Reducción del problema de dispersión con (5) # O a (5) = O para 
54 funciones de 5 a una y varias energías. 

(6[11'- f(lIo)li~l) 

11 6([11' - f(lIo)II~)ldp(lIo, II~) 

y usando la Ec. (4.27): 

(4.28) 

( 4.29) 

Pfs)(II') = 2~ 11 6(11' - f(lIo)li~)Pt(II~)dllodll~. (4.30) 

Integrando respecto a II~, usando la igualdad: 6(a - bx) = 6(a/b - x)/Ibl, 
tenemos que: 

(4.31 ) 

donde f(lIo) > O, Ec. (4.26). 
Introduciendo, como anteriormente, el tiempo de retardo adimensional: 

r = ~II'. (4.32) 271 . 

en la Ec. (4.31), encontramos que la distribución del ticmpo de retardo, 
wfs) (r), está dada por: 

P 1 f' 1 P 
w(S)(r) = 27r Jo f(Oo) wo(r/f(lIo))dOo , (4.33) 

donde wg es justamente la distribución del tiempo de retardo que encon­
tramos en el capítulo 3 para el caso de (5) = O, Ec. (3.28). Entonces 
sustituyendo w~ en la ecuación anterior, tenemos finalmente: 

B ;Jf2 

w(P)(r) = (2) r2'I!(Oo)ll+~ e-f;J(Oo)dOo (4.34) 
(S) 27rr(~)T2+Uo 

con f(Oo) dado por la Ec. (4.26). De esta forma, el cálculo de la distribución 
del tiempo de retardo para un "alor arbitrario de (5) ha quedado reducido 
a cuadraturas. 

Notamos quc la Ec. (4.34) se reduce correctamente a la distribución 
que encontramos en el capítulo pasado para (5) = O, pues en este caso 
1(110 ) = 1, Ec. (4.26). También, hemos verificado numéricamente que nuestro 
resultado concuerda con el presentado en [30], donde los autores encuentran 
analíticamente la distribución de r para el caso f3 = 2. 



4.3 Distribución del tiempo de retardo para (5) -1 O. 55 

P=1 

P=2 

P=4 

Figura 4.2: Distribución del tiempo de retardo para los 3 ensembles (f3 = 1,2 Y 4) 
con (5) = 1/2. Los puntos con su barra de error por muestra finita son el resul­
tado de la simulación numérica. El resultado teórico, derivado de la integración 
numérica de la Ec. (4.34) 1 se indica con cruces. Como vemos el acuerdo es muy 
bueno en los 3 casos. 



Reducción del problema de dispersión con (S) # O a (S) = O para 
56 funciones de S a una y varias energías. 

Como una verificación más a la distribución que encontramos, Ec. (4.34), 
realizamos una simulación numérica del problema. De la misma forma que 
como explicamos en el capítulo anterior, construimos un ensemble de tiempos 
de retardo a partir de las resonancias EA, para cada uno de los ensembles 
Gaussianos. y las amplitudes "(Aa con distribución Gaussiana. Escogimos el 
valor de (S) = 1/2 para llevar a cabo nuestra verificación. Para conseguir 
este promedio de S. la ,-arianza de la distribución Gaussiana de las ,,('s está 
por (Ec. 4.16): 

(4.35) 

de modo quP (S) = 1/2. Los resultados se muestran en las figura 4.2. para 
f3 = 1,2 Y 4. Como vemos el acuerdo es muy bueno en todos los casos. 

También. verificamos el enunciado 4.2.1 para matrices S de dimensión 2 x 
2 y simetrías (3 = 1 Y 2. utilizando una función a dos energías cualquiera: la 
función de autocorrelación, C(E). Nuevamente, construimos numéricamente 
dos ensembles de matrices S de dimensión 2 x 2, uno con promedio (S) = O 
y el otro con (S) = (1/2)1. donde 1 es la matriz unidad, y calculamos la 
función de autocorrelación: 

( 4.36) 

para ambos ensembles. En la figura 4.3 se muestran los resultados: con 
círculos el caso de (S) = O Y con rombos el caso de (S) = (1/2)1. A este 
último caso ((S) = (1/2)1) aplicamos la transformación (4.14). El resultado 
de esta operación se muestra con cuadros en la misma figura 4.3. Como 
podemos ver. el resultado de la aplicación de la transformación es consistente 
con el caso de (S) = O. "erificándose así el enunciado (4.2.1). 

En resumen, en este capítulo hemos encontrado que el estudio de las 
propiedades estadísticas de la matriz de dispersión, entendida ésta como 
una función estacionaria de la energía, en presencia de procesos directos, 
caracterizados por (S) # O, puede reducirse al problema de dispersión en 
la ausencia de procesos directos, que es mucho más sencillo de tratar. Esto 
implica que futuros estudios de las propiedades estadísticas de funciones de S 
pueden concent.rarse en el análisis del caso de la ausencia de procesos directos 
((S) = O) y extendersc al caso de (S) # O, por medio del resultado que hemos 
encontrado en este capítulo. 

Por otra parte, hemos visto cómo las propiedades estadísticas de funcioncs 
de S a una energía han sido descritas adecuadamente por el kernel de Poisson 
(capítulo 2) y en el caso de la función de dos puntos: el tiempo de retardo, 
por un enfoque cercano al informático (capítulos 3 y 4). Sin embargo, en 
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Figura 4.3: El cuadrado de la función de autocorrelación erE) para el elemento 
SlJ. Los CÍrculos y diamantes corresponden al caso (S) = O Y (S) = 1/2, respec­
tivamente. Los cuadros corresponden a la aplicación de la transformación (4.14) 
al caso (S) = 1/2: el resultado es consistente con el caso (S) = O, para ambas 
simetrías, {J. 
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la literatura existen algunos ejemplos donde la distribución de la fase de la 
matriz de dispersión no concuerda con la dada por el kernel de Poisson. En 
elcapítulo siguiente investigaremos las posibles causas de tales discrepancias. 



Capítulo 5 

Ergodicidad y el kernel de 
Poisson en un sistema 
desordenado unidimensional. 

En este capítulo trataremos una propiedad fundamental para la teoría de 
ensembles de matrices de dispersión, 5. y sus aplicaciones: la ergodicidad 
del ensemble de matrices 5. Como a lo largo de toda la tesis, enfocaremos 
nuestro estudio al transporte electrónico, aunque la propiedad de ergodicidad 
trasciende a todas las aplicaciones de la teoría de ensembles de matrices de 
dispersión. En la Mecánica Estadística, la propiedad de ergodicidad permite 
sustituir promedios de cantidades de interés físico realizados sobre un ensem­
ble (resultado teórico) por promedios temporales (resultado experimental). 
En nuestro caso, el hecho de que un ensemble de 5 sea ergódico nos permite 
igualar promedios sobre la energía con promedios sobre el ensemble: S = (8). 

En el capítulo 2, dedujimos de manera explícita la distribución de matrices 
8 de un canal, conocida desde hace tiempo como kernel de Poisson. Bajo las 
hipótesis utilizadas en la deducción vimos que la distribución de 8 es única 
y depende sólamente del parámetro (5). 

Como hemos visto en la tesis. el uso de ensembles de matrices de disper­
sión ha tenido gran éxito en la descripción de propiedades de transporte en 
los sistemas mesoscópicos [32, 33, 34J Y en la teoría de reacciones nucleares, 
en el pasado. Sin embargo, en la literatura [57, 58, 59J han surgido algunos 
trabajos cuyos resultados no concuerdan con la teoría de matrices aleatorias. 
Por ejemplo, en [57, 58J se muestran las distribuciones de la fase de la matriz 
de dispersión de dimensión 1 x 1 para un sistema desordenado unidimensional 
de longitud infinita y, como veremos en el capítulo, estas distribuciones son 
diferentes a las que se derivan del kernel de Poisson. Precisamente, en este 

59 
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capítulo inwstigamos cuáles de las hipótesis involucradas en la deducción del 
kernel de Poisson para matrices de un canal no se satisfacen, dando lugar a 
discrepancias como las que se presentan en [57, 58]. Para llevar a cabo este 
estudio, utilizamos un sistema unidimensional desordenado, como el utilizado 
en [58]. 

5.1 Hipótesis utilizadas para la deducción del 
kernel de Poisson. 

En esta sección recordamos las hipótesis involucradas en la deducción del 
kernel de Poisson para matrices 5 de dimensión 1 xl, que presentamos en 
el capítulo 2. Las hipótesis son las siguientes: 
i) En el plano complejo de la energía. 5 es analítica en el semi plano superior. 
Con esta suposición. encontramos que la distribución de 5 está dada por el 
kernel de Poisson [Ec. (2.32)]: 

l 1 -ISI2 
p(9) = 2rr 15 _ 512' (5.1) 

donde 5 = pxp (i9) y S es el promedio de la matriz de dispersión sobre el eje 
de la energía. 
Las otras dos hipótesis utilizadas son: 
ii) 5(E) es una función estacionaria de la energía: el promedio realizado 
sobre el ensemble: (5(E)) es independiente de la energía1 

iii) El ensemble de matrices 5 es ergódico: el promedio sobre la energía, S, 
es igual al promedio sobre el ensemble, (5). En la Ref. [41] la ergodicidad 
(o Teorema de Slutsky) se demuestra para funciones estacionarias cuya cor­
relación tiende a cero conforme aumenta la separación entre las energías a 
las que se e\'alúa dicha correlación. 

Bajo estas dos hipótesis (ii y iii), tenemos que la distribución de 5 sobre 
el ensemble está dada por [Ec. (2.35)]: 

1 l-I(5W 
p(s)(9) = 2rr 15 - (5)12' 

donde (5) indica el promedio de 5 sobre el ensemble. 

(5.2) 

Como hemos señalado, la distribución dada por el kernel de Poisson de­
pende únicamente de un parámetro: el promedio de la matriz de dispersión. 

1 En sistemas de dispersión reales esta hipótesis puede sólo aproximarse localmente: 
(S(E» '" (S(E + óE» con óE « E. 
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5.2 Discrepancias con el kernel de Poisson. 

Bajo las hipótesis i, ii Y iii, la distribución completa de S está unívocamente 
determinada en función de su promedio. En el capítulo 2, llevamos a cabo 
una verificación numérica de esta distribución. Sin embargo, existen algunos 
ejemplos en la literatura [57, 58) que no concuerdan con el kernel de Poisson. 

Dos de los modelos de sistemas desordenados unidimensionales en los que 
se han encontrado discrepancias son: un sistema unidimensional con poten­
cial aleatorio Gaussiano, V(x), con valor medio igual a cero y correlación 
(V(x)V(x' )) <X 6(x - x'). Este sistema se conoce como "sistema desordena­
do con potencial de ruido blanco". El otro modelo consiste de un conjunto 
de barrera~ y pozos de potencial con altura y profundidad fijas, V, pero 
con anchura aleatoria, Xi. A este modelo se le llama "proceso telegráfico 
aleatorio" [58) y se reduce al de ruido blanco en el límite en que el ancho de 
los potenciales tiende a cero y la altura y profundidad de estos mismos tiende 
a infinito, manteniendo constante el producto de estas cantidades: es decir, 
(Xi) V2 = D con (Xi) -+ 0, V -+ 00 y D constante2

. 

Veamos un ejemplo específico de las discrepancias mencionadas. En la 
Ref. [57), Kim calcula la distribución de la fase, O, de la matriz de disper­
sión para un sistema con potencial de ruido blanco. Esto lo lleva a cabo 
mediante la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales estocástica~ 
derivadas de la ecuación de Schriidinger. En la figura 5.1 se muestran algu­
nas de las distribuciones, p(O), obtenidas por Kim para diferentes valores del 
parámetro e = k~, donde k es el el vector de onda incidente y ~ la longitud 
de localización. Podemos observar que conforme el valor de k~ disminuye, 
la distribución p(O) va tomando formas más complicadas (varios puntos de 
inflexión, por ejemplo) que la alejan de una posible descripción mediante el 
kernel de Poisson3 . 

El propósito de las siguientes secciones será investigar cuáles de las hipótesis 
utilizadas en la deducción del kernel de Poisson no se están cumpliendo y dan 
lugar a las discrepancias como las mencionadas arriba. 

2En cuanto a los métodos de estudio empleados en estos sistemas se encuentran el 
"invariant embedding approach", métodos supersimétricos y diferentes métodos numéricos 
[57,59J. 

3Para valores grandes de k{(- 1000), Kim obtiene una distribución prácticamente 
constante para p(8). En el caso del kernel de Poisson, la distribución constante de la fase 
se obtiene en el caso particular de S = o. 
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Figura 5.1: Distribución de la fase de la matriz de dispersión para diferentes valores 
de e = k~, donde k es el vector de onda incidente y ~ la longitud de localización. 
Figura tomada de la Ref. [57]. 

5.3 Sistema desordenado unidimensional: Pro­
ceso telegráfico aleatorio. 

El modelo que adoptamos para nuestro estudio y que describimos abajo con 
más detalle, es el mismo utilizado en [581: el proceso telegráfico aleatorio, 
pero a diferencia de [58], donde la energía de la onda incidente es menor que 
la altura de las barreras de potencial, aquí utilizamos una energía para la 
onda incidente mayor que la altura de los potenciales; hicimos esto con el 
propósito de tener mayor libertad para escoger el intervalo de energía donde 
realizar el muestreo de S. 

El sistema que analizaremos consiste de un conjunto de barreras de poten­
cial con altura fija V y pozos de profundidad - V, colocados alternadamente, 
Fig. 5.2, mientras que las anchuras de los potenciales, Xi, varían al azar 
siguiendo una distribución de Poisson con valor medio a( = (Xi)). 

En [57, 581 el sistema es infinitamente largo, de manera que el sistema des­
ordenado refleja totalmente a una onda incidente. Simulamos numéricamente 
esta situación haciendo que la longitud, L, del sistema sea mucho mayor que 
la longitud de localización, 1;, de modo que el coeficiente de transmisión sea 
mucho menor que l. 

Los parámetros de entrada que tenemos a nuestra disposición en la simu-
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Figura 5.2: Sistema desordenado unidimensional: proceso telegráfico estocástico. 
La altura de los potenciales está fija (± V), mientras que las anchura, Xi, varía 
aleatoriamente con valor medio a. 

lación son: el ancho medio de los potenciales, a, y la energía de la onda 
incidente, E = 1i2 k 2 12m, donde k es el vector de onda incidente. Por con­
veniencia utilizaremos los parámetros adimensionales ka y f = E IV. La 
simulación numérica se llevo a cabo combinando las matrices de dispersión 
de cada una de los potenciales. 

En las siguientes secciones presentamos algunos de los resultados de la 
simulación del sistema descrito, bajo diferentes situaciones físicas; es decir, 
bajo diferentes valores de ka y energía, f. 

5.4 Distribución de S sobre el ensemble. 

En esta sección presentamos los resultados de la distribución de la fase, e, 
derivada de la simulación numérica de un conjunto de sistemas desordena­
dos independientes, es decir, un ensemble de sistemas telegráficos. Para los 
diferentes casos que estudiamos, comparamos esta distribución con el kernel 
de Poisson, Ec. (5.2), con (S) extraída de la simulación. 

Antes de comparar los resultados de la simulación numérica con el kernel 
de Poisson, veamos algunas características generales del sistema descrito en 
las sección anterior. Estas características muestran un acuerdo cualitativo 
con algunos resultados ya conocidos, lo que da una mayor confianza a la 
simulación numérica. 
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ka=3000 \l ka = 640 O ka = 12.5 O 
( 1(5)1 k( 1(5)1 k( 1(5)1 k( 

1.02 0.74 1345 0.75 288 0.73 6 
1.1 0.53 2800 0.53 630 0.53 II 
1.5 0.27 9425 0.24 2200 0.24 37 
2.1 0.18 20600 0.17 4800 0.17 90 

3.15 0.09 55140 0.08 15080 0.08 215 
3.6 0.06 75440 0.07 16840 0.07 285 

Tabla 5.1: Valores de I(S)I y k~ a la energía f para los 3 casos: ka = 3000,640,12.5, 
donde a = (Xi). Estos datos se muestran de manera gráfica en la figura 5.3. 

5.4.1 Características generales del sistema telegráfico. 

En la figura 5.3 (tabla 5.1) mostramos el módulo de (S) como función de la 
cantidad adimensional 4 k(. La figura muestra tres casos diferentes de ka, 
donde a = (Xi): 12.5, 640 y 3000, cada uno de ellos a las energías <: 1.02, 
1.1, 1.5, 2.0, 3.15 Y 3.6. 

a) Primero veamos el comportamiento de (S) a una energía fija. En la 
figura 5.3 podemos observar que a una f dada, el valor de (5) es prácticamente 
constante para cada uno de los tres valores de ka. Este comportamiento se 
explica con mayor detalle en el apéndice A, pero básicamente se debe a que 
S depende de los anchos de los potenciales, de la forma S = S( {senkx;}), 
de manera que cuando ka es suficientemente grande (para nuestro sistema 
esto significa ka2:lO), los valores posibles de kXi cubren rápidamente el in­
tervalo completo (O, 21T), haciendo (S) independiente de la anchura de los 
potenciales, es decir de ka. Este razonamiento para explicar el por qué (S) 
se mantiene constante a una energía dada, se sostiene mientras ka sea su­
ficientemente grande (ka2:lO), para ka~lO el valor de (S) disminuyeS En 
la figura 5.4 mostramos esquemáticamente el comportamiento de (S) men­
cionado anteriormente. Los valores para ka corresponden a una energía fija 
de ( = 1.1. 

b) Ot.ra característica que encontramos a una energía fija y para ka's 
grandes (2:10) es que el cociente (la sr mantiene constante: sobre la línea 
horizontal de la Fig. 5.4, el cociente f,la "" 1 es aproximadamente constante. 

·'Calculamos la longitud de localización utilizando la relación [60J: (InT) = -L/~ 
5Efectivamente, como veremos más adelante, por ejemplo para ka = 2 a la energía 

€ = 1.1, encontramos que el valor de (S), (Ec. 5.7) es menor que el encontrado a la misma 
energía, pero con ka = 12.5 (Ec. 5.5) y ka = 640 (Ec. 5.6). 
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Figura 5.3: 1(8)1 vs k{ para diferentes valores de ka: 3000,640 Y 12.5 a las energías, 
" 1.02, 1.1, 1.5, 2.0, 3.15 Y 3.6 (Tabla 5.4.1). Las líneas punteadas horizontales 
resaltan el comportamiento casi constante de 1(8)1 a una energía fija, para los 
valores de ka mencionados. 

La explicación de este comportamiento es fundamentalmente la misma que la 
dada arriba cuando (S) se mantiene constante: el cociente (/a está relaciona­
do con el coeficiente de transmisión T del sistema por medio de la relación 
(InT) = -Na/{, donde N es el número de barreras de potencial. Es pre­
cisamente el InT la función que depende, como (S) en el caso anterior, de 
la anchura de los potenciales de la forma {senkxi} (En el apéndice A se da 
una explicación con mayor detalle). Continuando a una energía fija, si dis­
minuimos el ancho medio a de los potenciales de manera que ka.:'SlO, el valor 
de k{ aumenta conforme ka disminuye. La curva de la figura 5.4 refleja tal 
comportamiento. Este aumento en la longitud de localización para valores 
de ka pequeños se debe a que el coeficiente de reflexión de cada dispersor 
tiende a cero, provocando un aumento en el coeficiente de transmisión del 
sistema, lo que a su vez provoca un aumento en la longitud de localización 
(ver apéndice A). 

c) Ahora veamos qué pasa cuando la energía varía. Para una ka fija, 
en la figura 5.3 vemos que cuando € aumenta, el valor de de (S) disminuye, 
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Figura 5.4: Esquema del comportamiento de 1(8)1 contra k~ a una energía fija: 
, = 1.1 . 

tendiendo a cero conforme la energía de incidencia aumenta. Para (S) = O, el 
kernel de Poisson, Ec. (5.2), predice una distribución constante (1¡27f) para 
la fase de S. Esta distribución uniforme de la fase para altas energías con­
cuerda con la aproximación conocida como "random phase approximation" , 
la cual supone justamente en el límite de altas energías que la distribución 
de la fase de S es constante. Esta aproximación se utiliza frecuentemente 
con el fin de simplificar algunos cálculos algebráicos [591. 

Por último mencionamos el hecho siguiente: cuando el cociente ~¡ a va 
en aumento. el valor de (S) disminuye; esto ocurre tanto en el caso de una 
energía fija (con ka~lO, Fig. 5.4), como cuando f aumenta (ka fija, Fig. 5.3). 
Este compon amiento de (S) Con tj a nos sugiere la idea que cada potencial 
"visto"por la función de onda, contribuye a la "aleatorización"de la fase de 
la matriz de dispersión, de modo que cuando la longitud de localización, 1;, 
es mucho mayor que el ancho medio, a, de los potenciales, la fase de S se 
distribuye uniformemente en el intervalo (O, 27f). 

U na vez dstas algunas de las características de nuestro sistema, pasemos 
ahora a la comparación de algunas de las distribuciones obtenidas de la simu­
lación numérica con las correspondientes distribuciones dadas por el kernel 
de Poisson pora un canal, Ec. (5.2): 

1 1-1(8)12 
p(s)(Ii) = 27f IS - (S)I2' 

donde las (5)'s son extraídas de la simulación numérica. 
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Figura 5.5: Distribución de la fase () a la energía, = 2.1. Los valores de P(X2 ) 

son: 14.9 y 18.8, para ka = 12.5 Y 640, respectivamente. 

5.4.2 Comparación de la distribución de S sobre el en­
semble con el kernel de Poisson. 

En las figuras (5.5) y (5.6) mostramos las distribuciones de la fase, n, de S, 
a dos energías distintas, para los casos de ka = 12.5 Y ka = 640. Los valores 
de (S) correspondientes a esas figuras con su respectivo error por muestra 
finita son (los siguientes valores de (8) corresponden a los puntos indicados 
con las letras A, B, C y D en la Fig. 5.3): 
1)< = 2.1 

C: (8) = 
D: (8) = 

2)< = 1.1 

A: (8) = 
B: (8) = 

(0.14 ± 0.02) - i(0.03 ± 0.02) para 

(0.17 ± 0.02) - i(0.03 ± 0.02) para 

(0.54 ± 0.02) - i(0.05 ± 0.02) para 

(0.55 ± 0.02) + i(O.OO ± 0.02) para 

ka = 12.5, 

ka = 640. 

ka = 12.5, 

ka = 640. 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

Como podemos ver en ambas figuras, (5.5) y (5.6), el acuerd06 entre la 
distribución obtenida de la simulación numérica y el kernel de Poisson es 

6Para cuantificar este acuerdo, calculamos la función P(X2 ). En todas las distribuciones 
que presentamos, el intervalo (0,21r) se divide en 20 clases. 
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Figura 5.6: Distribución de la fase () a la energía f = 1.1. Los valores de P(X2 ) 

son: 20.4 y 8.0, para ka = 12.5 Y 640, respectivamente. 

muy bueno, dentro de las barras de error estadístico por muestra finita. De 
hecho, todas las distribuciones correspondientes a los puntos de la Fig. (5.3) 
tienen nn hnen acnerdo con el kernel de Poisson respectivo. 

Pero veamos ahora uno de los casos que hemos venido anunciando: un 
caso donde tenemos un desacuerdo con el kernel de Poisson y veamos bajo 
qué circunstancias ocurre esto. 

A una energía fija, digamos f = 1.1. hacemos que la longitud de locali -
zación disminuya más y más; esto se logra disminuyendo la anchura media, 
a, de los potenciales: nos movemos hacia la izquierda sobre la línea hori­
zontal con f = 1.1 de la figura 5.3 (ver también el esquema de la Fig. 5.4). 
Disminuyendo ka a valores menores que 10 (a la misma energía, f = Ll), el 
valor de (S) disminuye. Por ejemplo, para ka = 2, k( = 3 y 

(S) = (0.29 ± 0.02) - i(0.25 ± 0.02) para ka = 2 (5.7) 

Como indicamos, este valor de (S) es menor que el obtenido en (5.5) y (5.6) 
a la misma energía. En la Fig. 5.7 se muestra la distribución del kernel de 
Poisson con el valor de (S) anterior. Como podemos observar, para este valor 
de k(, el kernel de Poisson no concuerda más con la distribución obtenida 
de la simulación 7 • Si seguimos disminuyendo aún más la anchura de los 

7 Cabe mencionar que la distribución obtenida de la simulación númerica tiene una 
forma similar a uno de los casos reportados en [57), para k€ = 0.1, Fig. 5.1. 
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potenciales, es decir, seguimos disminuyendo el valor de ka, la longitud de 
localización incrementa su valor (Fig. 5.4) Y nuevamente recuperamos el 
acuerdo con el kernel de Poisson: en la Fig. 5.8 para ka = 0.3 a la energía 
f = 1.1 tenemos que k~ "" 8 Y encontramos nuevamente un acuerdo con el 
kernel de Poisson (para este caso (5) = 0.02 - iO.09). 

Los resultados mencionados arriba, todos ellos obtenidos de muestreos 
sobre ensembles, nos llevan a concluir que el parámetro k~ juega un papel 
decisivo para la descripción adecuada de distribución de 5 por medio del 
kernel de Poisson: si el valor de k~ es suficientemente pequeño8 

("" 3) el 
kernel de Poisson no describe adecuadamente la distribución de la fase de la 
mat7iz de dispersión. 

La pregunta que surge ante este desacuerdo es: ¿cuál o cuáles de las 
hipótesis (analiticidad, estacionaridad y ergodicidad) que dan lugar a la dis­
tribución del kernel de Poisson no se satisfacen cuando la longitud de lo­
calización es pequeña? Para responder a esta pregunta recurrimos al estu-

8Este resultado recuerda al comportamiento encontrado por Kim: las distribuciones de 
la fase (Fig. 5.1) se ven más alejadas de una posible descripción por el kernel de Poisson 
conforme el valor de k~ disminuye. 
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Figura 5.8: Distribución de (J a la energía: f = 1.1 . P{X2 ) = 8.8 . 

dio estadístico de la matriz de dispersión sobre el eje de la energía, donde 
únicamente requerimos de la analiticidad de la matriz S. 

5.5 Distribución de S sobre la energía. 

Con el fin de averiguar cuáles de las hipótesis utilizadas en la deducción 
del kernel de Poisson no se cumplen, provocando las diferencias entre los 
resultados de la simulación numérica y el kernel de Poisson (Fig. 5.7), en esta 
sección presentamos un estudio estadístico de S sobre la energía, utilizando 
una sola muestra para cada caso que presentamos. 

Recordemos que en un principio, el kernel de Poisson obtenido de un 
muestreo sobre la energía, Ec.(5.1), se dedujo utilizando sólamente la analiti­
cidad de la matriz S. Para un sistema desordenado finito como el que estamos 
utilizando, S es analítica (en [61) Y [62) se hace un estudio de los polos de 
la matriz de dispersión para un barrera de potencial y una conjunto finito 
de barreras, respectivamente). Se conoce a las resonancias que se encuen­
tran justo arriba del potencial como '"barrier-top resonances" [63). Como en el 
capítulo 2 donde mostramos algunas de las resonancias para el problema con 
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Figura 5.9: Evolución de la fase de S como función de la energía para un miembro 
del ensemble. El caso que mostramos es: ka = 640 Y ventana en la energía centrada 
en € = 2.1. Aquí se muestra sólamente una fracción de la ventana completa. 

el potencial 6 a fin de tener una imagen del espacio muestral, en la figura 5.9 
tenemos algunas de las resonancias que surgen del sistema telegráfico. Es­
tas resonancias pertenecen al espacio muestral de un caso que veremos más 
adelante: ka = 640 con una ventana en la energía centrada en f = 2.1. 

Para lleyar a cabo el muestreo de 5 sobre el eje de la energía debe­
mos tener cuidado con el tamaño del intervalo, aE, sobre el que se realiza 
este llluestrro: fJE debe ser pequeño, de manera que el promedio (5) pueda 
considerarse constante en todo el intervalo9 ; es decir, con esta tílt.ima carac­
terística queremos aproximarnos a la propiedad de estacionaridad. Con las 
condiciones anteriores en mente, escogimos como tamaño del intervalo aE 
un 10% de la energía de la onda incidente, obteniendo como resultado, en 
todos los casos que estudiamos, una variación de aproximadamente 10-17% 
en el valor de (5), dentro del intervalo aE. Entonces, bajo el criterio anterior 
consideramos que 5 es aproximadamente estacionaria. 

Enseguida presentamos los resultados del promedio S sobre la ventana 
en la energía. 6E. La ventanas que utilizamos en los diferentes casos están 
centradas en las energías que empleamos en la sección anterior (f = 2.1 Y 
1.1) para los ensembles. También, calculamos numéricamente la varianza de 
S sobre 25 llluestras independientes y finalmente, utilizando una caja COlllO 

9Si además queremos que S sea independiente de la función de peso, entonces óE debe 
ser suficientemente grande para tener un buen muestreo de S y lograr tal independencia. 
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función de peso lO calculamos la distribución de S. Primero veamos los resul­
tados que encontramos para el caso ll 

(= 2.1 . 

1) Distribución de S en la vecindad de f = 2.1 
a) Para ka = 12.5, kf.. '" 90 Y la "entana liE contiene aproximadamente 35 

resonancias. Promediando S sobre 25 muestras independientes del sistema 
desordenado 12, encontramos que. 

(S) = 0.116 + iO.002 (5.8) 

y varianza 
liS = 0.050 + iO.031, (5.9) 

donde liS Jval'(ReS) + iJvar(ImS). En la figura (5.10) mostramos la 
distribución de la fase () de S de nna de las 25 muestras; como podemos 
observar, el acuerdo entre la distribución de la simulación y el kernel de 
Poisson, Ec. (5.1), con S extraído de la simulación numérica, es muy bueno. 
También, comparando los promedios sobre ensemble (5.3) y sobre energía 
(5.8), vemos que éstos concuerdan, dent.ro de la fluctuación estadística. 

b) Para ka = 640, la densidad de potenciales es menor que en el caso 
anterior y la longitud de localización aumenta. El número de resonancias 
para este caso es aproximadamente 1200 y kf.. '" 4800 , mientras que: 

(S) = 0.164 - iO.002 (5.10) 

con 
8S = 0.004 + iO.003. (5.11) 

Para una de las muestras del sistema desordenado, en la figura (5.11) se 
presentan la distribución de la fase obtenida de la simulación numérica y el 
kernel de Poisson; como en el taso anterior, el acuerdo es muy bueno. Nueva­
mente, observamos que los promedios de S sobre ensemble y energía, (5.10) 
y (5.4), respectivamente, coinciden, dentro de la fluctuación estadística. 

Hagamos notar un hecho importante: a la misma energía, f = 2.1, la 
fluctuación (5.11) obtenida para el caso de ka = 640 con kf.. = 4500 es 
un orden de magnitud menor que la fluctuación (5.9), para ka = 12.5 con 
kf.. '" 90. Es decir, cuando el valor de la longitud de localización aumenta, el 

IOFunción de peso constante e igual a l/óE en un intervalo de energía ,sE. 
I1 Etiquetamos la ventana ,sE o intervalo de energía sobre el realizamos el muestreo por 

su valor en en centro del intervalo; así, f = 1.1 corresponde al intervalo: (1.05,1.15) . 
12Todos los resultados que presentaremos se realizaron sobre 25 muestras independientes. 
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Figura 5.10: Distribución de la fase () para los valores: ka = 12.5 Y ventana en la 
energía centrada en l = 2.1 . 
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energía centrada en f = 2.1 . 
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Figura 5.12: Distribución de la fase f! para los valores: ka = 640 Y ventana en la 
energía centrada en f = 1.1 . 

tamaño de las fluctuaciones {¡S disminuye. Este comportamiento es relevante 
para el muestreo sobre el ensemble hecho en la sección anterior, pues nos 
indica que conforme el valor de k( disminuye, la ergodicidad, expresada por 
la igualdad: S = (5), pierde sentido, ya que las fluctuaciones (¡S son cada 
vez mayores. 
2) Distribución de S en la vecindad de f = 1.1 

Ahora, veamos qué pasa cuando disminuimos la energía de la onda inci­
dente. 

a) Para ka = 640, k( = 630 Y 6E contiene aproximadamente 200 reso­
nancias. En este caso: 

(S) = 0.540 - iO.001) (5.12) 

con 

JS = 0.002 + iO.002. 

En la Fig. (5.12) mostramos la distribución de la fase de S para una muestra 
del sistema desordenado; como podemos ver, el acuerdo es excelente entre la 
distribución numérica y la dada dada por el kernel de Poisson. Pero veamos 
qué sucede en el caso de menor longitud de localización. 

b) Para ka = 12.5, k( "" 11 Y la ventana JE contiene sólamente del orden 
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de 10 resonalKias. Para este caso tenemos que: 

(5) = 0.451 - iO.051 (5.14) 

con 

65 = 0.063 + iO.045. (5.15) 

Como en el easo anterior de f = 2.1, vemos que la fluctuación 8S aumentó 
al disminuir el valor de k~. Para una de las 25 muestras del sistema des­
ordenado, en la figura 5.13 mostramos la distribucion de B. Ahora vemos 
que tenemos un total desacuerdo entre la distribución numérica y la dada 
por el kernel de Poisson. Sin embargo, hay que recordar que hemos estado 
utilizando una caja como función de peso, suponiendo que el muestreo de 
S es independiente de la función de peso, lo que había sucedido hasta el 
present.e caso. El kernel de Poisson, Ec. (5.1), se dedujo, en un principio 
(capít.ulo 2). utilizando como función de peso una Lorentziana, de manera 
que COn esta función de peso el resultado debe ser válido. Para verificar esto 
último, aplicamos una función de peso Lorentziana a los mismos datos que 
dieron lugar a la distribución de la figura 5.13. El resultado se muestra en 
la figura 5.14 y como podemos observar, ahora tenemos un acuerdo entre las 
distribución numérica y el kernel de Poisson. La deducción inmediata de este 
resultado es que el número de resonancias (~ 10) no es suficiente para llevar 
a cabo la sustitución de la de la función de peso Lorentziana por la de una 
caja. Pero más allá de esto. el resultado anterior implica que nos estamos 
alejando de la hipót.esis (ii) de estacionaridad; es decir, bajo esta hipótesis S 
es independiente de la función de peso y en este caso con k~ "" 11 no se está 
satisfaciendo tal independencia. Pudiera pensarse en aumentar el número 
de resonancias dentro del intervalo bE, aumentando el tamaño de éste, pero 
también hay que recordar que el tamaño de bE está restrigido por la misma 
condición de est.acionaridad. 

En la sección anterior 1.4, muestreamos la matriz de dispersión sobre 
un ensemhle y encontramos que cuando k~ disminuía lo suficiente (~ 3), el 
kernel de Poisson se alejaba de la distribución de S obtenida de la simulación 
numérica. En esta sección hemos encontrado que la disminución del valor 
del parámet.ro k~ implica que nos estamos alejando de las condiciones bajo 
las cuales el kernel de Poisson se dedujo, en particular nos alejamos de la 
hipótesis de estacionaridad, lo que implica un alejamiento de la ergodicidad 
del ensemble 13 : al utilizar un ensemble de matrices S se espera que S sea igual 

13Cabe mencionar que recientemente hemos estudiado la distribución de la fase de S 
para un canal. utilizando los nh"eles de energía, E>.. correspondientes a un GOE para 
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a (S), independientemente de la función de peso utilizada en el muestreo, pero 
en cambio hemos "isto quc las fluctuaciones de S aumentan al disminuir kf,. 

En resumen. una de las propiedades fundamentales que surgen por la 
utilización dr ensembles en el estudio de cantidades estadísticas de interés 
físico es la llamada propiedad de ergodicidad. Bajo las hipótesis de analiti­
cidad, estacionaridad y ergodicidad para la matriz S, tenemos un resultado 
conocido como kernel de Poisson que nos da, de manera única para el caso 
de matrices S de 1 x 1. la distribución de la matriz de dispersión sobre el 
ensemble. Sin embargo. existen algnnos ejemplos en la literatura cuyos resul­
tados no concuerdan con el kernel de Poisson. Con esta motivación, en este 
capítulo inycstigamos cuáles de las hipótesis involucradas en la deducción del 
kernel de Poisson se estaban violando, dando lugar a tales discrepancias. 

Hemos encontrado que las diferencias con el kernel de Poisson surgen para 
valores pequeiios de k~. Esto mismo ocurre en la ref. [57], donde podemos 
observar que las discrepancias con el kernel de Poisson se hacen cada vez más 
notorias conforme kf, disminuye (Fig 5.1). 

Mediante PI estudio estadístico de S(E) sobre el eje de la energía encon­
tramos que conforme el "alar de k~ aumenta nos acercamos más hacia la 
condición ideal de estacionaridad y por tanto, hacia las condiciones en las 
que el ensemble de matrices S es ergódico: nos acercamos a las condiciones 
de aplicabilidad del kernel de Poisson. 

En un esquema sencillo resumimos el comportamiento descrito arriba: 
en la figura 5.15 mostramos la fluctuación óS (digamos la parte real) como 
función del parámetro k~. a una energía dada. Como podemos observar, 
conforme k~ aumenta ÓS disminuye. cobrando mayor sentido la igualdad: 
S = (S) . 

Como vemos, la propiedad de ergodicidad no siempre se sat.isface bajo 
cualquier condición, por lo que la suposición de que un ensemble sea ergódico 
debe considerarse con cuidado. Para las cavidades balísticas que hemos trata­
do en la tesis existe evidencia numérica [341 que los ensembles de matrices S 
satisfacen aproximadamente la propiedad de ergodicidad. 

construir la matriz de dispersión, Ecs. (2.18), (2.20). Bajo las mismas condiciones de 
estacionaridad donde encontrarnos un desacuerdo con el kernel de Poisson en el caso del 
sistema telegráfico: para el caso de S construida a partir de un COE no encontramos 
discrepancias COIl el kernel de Poisson. Las causas de este comportamiento distinto entre 
el caso telegráfico y la matriz S obtenida de un COE, bajo las mismas condiciones de 
estacionaridad, aún no son claras: pero creemos que la localización en el sistema telegráfico 
juega un papel importante para tal diferencia. 
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Figura 5.15: Disminución de las fluctuaciones 85 con el aumento en la longitud de 
localización. 



Capítulo 6 

Conel usiones. 

Desde el surgimiento del estudio del transporte electrónico en los sistemas 
mesoscópicos por medio de la matriz de dispersión, el análisis de las propieda­
des estadísticas de S y sus aplicaciones al transporte mediante ensembles 
de matrices S ha tenido gran éxito. En particular, uno de los enfoques 
que ha contribuido en el estudio estadístico de la matriz de dispersión y 
SIlS aplicaciones al transporte electrónico, es de la teoría de la información. 
Este enfoque se distingue de otros, por ejemplo el micróscopico, por emplear 
únicament.e información muy geueral y físicamente relevante: conservación 
de flujo, analiticidad de S, simetría ante inversiones temporales y el prome­
dio (5). Est.a característica de no entrar en los detalles microscópicos de los 
sist.emas hace que el análisis de las propiedades estadísticas de S se simpli­
fique. en comparación con otros enfoques. Sin embargo, el punto de vista de 
la teoría de la información ha estado restringido a funciones de S a una sola 
energía y por tanto sus aplicaciones. 

En est.a te,;is. realizamos un avance hacia el estudio de funciones de ma­
trices de dispersión a más de una energía, dentro de un enfoque cercano al 
informático. Para llevar a cabo tal avance fue necesaria una mayor informa­
ción que la utilizada para funciones· de un punto. Se obtuvo tal información 
de una conjetura de Wigner sobre la invariancia de la distribución de los 
residuos y el espaciamiento de niveles energía pertenecientes a alguno de los 
ens('mbles Gallssianos (GOE, GUE y GSE), ante la transformación (3.7). 
Con esta información, en el capít.ulo 3 logramos estndiar una función a dos 
energías: el tielllpo de retardo. Pudimos calcular la distribución del tiempo 
de retardo para las 3 simetrías, f3 = 1,2 y 4. Además, debido a la relevancia 
de esta cantidad en el transporte electrónico en sistemas de corriente alterna, 
presentamos una primera aplicación de la teoría de matrices estocástieas a 
este tipo de sistemas: aplicamos nuestro resultado para calcular la distribu-
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ción de la admitancia de un condensador mcsoscópico. 
Otro avance, en el en el sentido expuesto arriba, fue la reducción del 

problema de dispersión con procesos directos, caracterizados por (S) # O, 
a uno sin tales procesos ((S) = O) para funciones de S a n energías. En el 
pasado, tal reducción se conocía únicamente para funciones de S a una sola 
energía. Estc resultado que presentarnos en el capítulo 4 implica que futuros 
cálculos de las propiedades estadísticas de S pueden reducirse al caso más 
sencillo: ausencia de procesos directos \1 dc ahí extcnderse al caso de (S) # O, 
utilizando el resultado del capítulo ~. 

Por otro lado, motivados por algunas discrepancias encontradas en la li -
teratura con el kernel de Poisson, en el capítulo 5 estudiamos las hipótesis de 
las cuales se deduce éste. Utilizando un sistema unidimensional desordenado 
corno en los que se han visto tales difencias: un sistema telegráfico aleatorio, 
encontramos que las discrepancias surgen de la pérdida de estacionaridad y 
por tanto de la ergodicidad del ensemble de matrices S, cuando la longitud 
de localización del sistema disminuye suficicntemente. Este estudio nos lleva 
a tener cuidado con suponer de antemano la satisfacción de la ergodicidad 
para un sistema desordenado. ~lientras las condiciones de analiticidad, esta­
cionaridad y ergodicidad se satisfagan para el ensemble de matrices S. (,1 
kernel de Poisson describirá ad"cuadamente las propiedades estadísti('as dI' 
las mat.rices de dispersión. Pero el problema no está cerrado aún, como InelJ­
cionamos, tenemos un ejemplo (COE) que bajo las mislllas condiciones de 
estacionaridad donde el kernel de Poisson nO concuerda con la distribución 
numérica de S para el caso desordenado, para el COE, el kernel de Poisson sí 
describe adecuadalllente la distribución de S. Creemos que la loealización ('11 

el sistema desordenado juega un papel muy importante para t.al diferencia. 
En esta tesis hemos llevado a cabo algllnos avances en el estudio de fUII­

ciones de S a más de una energía, dentro de un enfoque basado en el de la 
teoría de la información. Sin embargo, alÍn queda abierto el problema general 
de la distribución de funciones de S a cualquier energía, por ejemplo, la dis­
tribución conjunta de S a dos energías cualquiera l

: w(S) = w(S(E1),S(E2)) 

o aún más, la distribución a n energías: w(S) = w(S(E.), S(E2 ), oo., S(E,,)). 
El problema no es trivial y en este momento no sabelllos quP ot.ra illl(mlladón 
estadística sea necesaria para resolverlo, pero esperamos que el est.udio '111(' 

hemos realizado ayude a la solución del problellla general. 

1 Como mellduuamo!::i en el capítulo 3, dent.ro del enfoque microscópico se hall logrado 
estudiar funcioJlcs a cualesquiera dos energías; por ejemplo, en [21, 37J se calcula la fllllcióu 
de autocorrelación de la matriz S(E). 



Capítulo 7 

Apéndice A. 

7.1 (8) constante a una energía fija (ka» 1). 
Consideremos una función F que depende de N variables aleatorias! Xi, así 
como del parámetro E, es decir. 

F = F( {senkxi}, E), (7.1) 

donde k2 ex E. Si las variables Xi siguen una distribución de Poisson con valor 
medio a, entonces el promedio de F sobre las variables aleatorias está dado 
por: 

(F) = roo F({senkxi},E) ñ .:-x,/adxi Jo i a 
(7.2) 

= roo F({senkaXi},E) ñ .:-x;/adxi . 
Jo a i a 

(7.3) 

En general, (F) será una función de ka, N y E: (F) = ¡(ka, N, E), pero 
si el valor de ka es grande2 , es decir, ka » 1, entonces el argumento de la 
función seno: ka~, con (Xi) = a, cubrirá rápida y completamente el intervalo 
(0,2,,), haciendo (F) independiente de ka. De esta forma tenemos que (F) 
es una función de N y E: 

(F) = ¡(N, E). (7.4) 

Por otra parte, la matriz de dispersión del sistema telegráfico es una 
función de la forma (7.1). Para exhibir esta afirmación, escribimos la matriz 

1 Para el sistema telegráfico, estas variables corresponden a las anchuras de las barreras 
y pozos de potencial que forman al sistema. 

2Para el sistema telegráfico que estamos simulando, esto significa ka.2:.10. 
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onda incidente 

1 

r 

,-------,T 
I 
O 

I 
X 

Figura 7.1: Barrera de potencial con matriz de dispersión S" Ec. (7.6). 

de dispersión S, de una barrera de potencial, como aquéllas que forman al 
sistema telegráfico. 

Sean x y V, el ancho y la altura de la barrera de potencial, respectiva­
mente (figura (7.1). Entonces la matriz de dispersión 

S, = [T' t,] 
tI r; 1 

asociada a la barrera está dada por: 

S - 2kk' 
e-ikx [ _ieikxk2-k'2senk'x 

, - cosk'x - ik~t::'senk'x 1 

donde k12 ex: k2 
- V. 

(7.5) 

_ie-ikXk2~k" senk'x ] , 
2kk 

(7.6) 

La matriz de dispersión total S del sistema telegráfico será una combi­
nación de las matrices de dispersión, de la forma de S" de cada uno de los 
potenciales que constituyen al sistema, por lo que S es una función de la 
forma (7.1). Entonces, aplicando el argumento anterior para F a S, tenemos 
que para ka » 1: 

(S) = f(N, €) (7.7) 

Por otro lado, si (S) se vuelve independiente de N para N -t 00, entonces: 

(S) = f(€); (7.8) 

hemos verificado númericamente tal independencia, agregando potenciales a 
una muestra del sistema telegráfico, manteniendo la densidad de potenciales 
fija: notamos que (S) no variaba a partir de un cierto número de potenciales, 
en cada caso estudiado. Este comportamiento se puede entender físicamente 
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·<S>I a:; = 1.1 

ka=12.5 ka= 640 ka= 3000 

0.8 
\ \ 

~ka=2 
OL--+-+-----+-------+--------k' 

5 10 600 3000 ' 

Figura 7.2: Esquema del comportamiento de I(S)I a una energía fija. 

si consideramos que la longitud de localización de nuestro sistema es mucho 
menor que la longitud del sistema, de modo que al agregar potenciales en un 
extremo del sistema, la función de onda no se ve afectada por la inclusión de 
estos potenciales. 

7.2 ~ constante a una energía fija (ka» 1). 
Otra cantidad que depende de las variables aleatorias Xi de la misma forma 
que P, Ec.(i.1), es el coeficiente transmisión T = It12; de hecho, la amplitud 
de transmisión t es parte de la matriz S (por ejemplo, ti en la Ec. (7.5» y, 
como acabamos de ver, S es de la forma de la Ec. (7.1). A su vez, T está 
relacionada con el cociente aj( por medio de la relación: 

(InT) = 
L 

~ 
a 

N­
( 

(7.9) 

(7.10) 

donde hemos utilizado que a = Lj,V, siendo N el número de barreras de 
potencial. Aplicando el resultado de la sección anterior. Ec. (7.4), a la 
cantidad (InT). tenemos que: 

(InT) = N ¡(e). (7.11 ) 

Como en la sección anterior para S, ahora la cantidad (InT)jN es indepen­
diente de N cuando N -) oo. Finalmente, usando las Ecs. (7.10) y (7.11): 

¡(e) = { (7.12) 
a 

Este es el comportamiento de (ja en la línea horizontal en la figura 7.2, 
que encontramos numéricamente. 
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7.3 Aumento de ~ con la disminución de an­
chura media de los potenciales (ka « 1). 

Ahora veamos el caso contrario a las secciones anteriores: consideremos que 
la anchura de los potenciales es pequeña, de modo que ka « 1. Utilizando 
nuevamente el ejemplo de una barrera de potencial con matriz de dispersión 
dada por la Ec. (7.6), tenemos que la amplitud de reflexión para esta barrera 
está dada por: 

. k'Z_k''l k' _ 12kFsen x 
TI - k' k" . 

cosk'x - i ;;;k: senk'x 
(7.13) 

Suponiendo que k'x « 1, hacemos la siguiente aproximación para TI: 

. k'-k" k' k2 k12 ¡-- X -
r "" 2kk' I'"V i k'x 

I ~ 1 _ 'k'+k"k/ ~ 2kk' . 
z 2kk' X 

(7.14) 

Es decir, a una energía fija, el coeficiente de reflexión RI = !TI 12 -t O conforme 
el ancho de la barrera disminuye, o bien, la transmisión TI = 1 - h 12 -t 1. 

Si consideramos ahora un conjunto de potenciales donde cada uno de 
ellos tiene un coeficiente de reflexión « 1, entonces el coeficiente de la re­
flexión total del sistema está dada por la suma de cada una de las reflexiones 
de los potenciales. Está aproximación se le conoce como "weak-scattering 
limit" [11]. 

Regresando al sistema telegráfico, el resultado anterior implica que la 
transmisión total T aumenta conforme el ancho medio de los potenciales, a, 
se hace cada vez más pequeñ03 y como la longitud de localización está dada 
por: 

(7.15) 

entonces cuando T aumenta, la longitud de localización también aumenta, 
provocando el comportamiento representado por la curva de la figura 7.2. 

3Para el sistema telegráfico esto sucede apartir de ka.:slO. 



Bibliografía 

[1] \Vebb, R .. -\., Washbllrn. S .. et. al., Physiea A, 140, 175 (1986). 

[2] Schwarzchild Bertram, Physics Today, enero, 17 (1986). 

[3] C. M. Mareus, R. i\1. Wester\'elt, P. F. Hopkins y A. C. Gossard, Phys. 
Re\'. B, 48. 2460 (1993). 

[4] A.B. FOIrler, .J •• J. Wainer y R. A. Webb, IBM J. Res. Dey., 32, 372 
(1988). 

[5] Landauer. R., Phil. :--Iag., 21, 863, (1970). 

[6] Landauer. R., Rey. :--Iod. Phys., 71, S306 (1999). 

[7] Biittiker :--1., IB~I .J. Res. Dey., 32, 317 (1988). 

[8] P. A. :\1ello, P. Pereyra y N. Kumar, Annals of Phys., 181,290 (1988). 

[9] Pier A. :--Iello, Phys. Rev. Lett., 60, 1089 (1988). 

[10] Piel' A. :--Iello yA. Douglas Stone, Phys. Rey. B, 44, 3559 (1991). 

[11] Pier A. :--Iello y Ste\'en Tomsovic, Phys. Rey. B, 46, 15963 (1992). 

[12] Víctor A. Gopar. :\Ioisés MartÍncz y Pier A. Mello, Phys. Rey. B, 50, 
2502 (1994). 

[13] Víctor A. Gopar, Moisés MartÍnez y Pier A. Mello, Phys. Rey. B, 51, 
16917 (1995). 

[14] O. Bohigas, Chaos and Quantum Physies editado por M.-J, A Voros y 
J. Zinll-Justin (:'Iiorth-Holland, Amsterdam), p. 87 (1990). 

85 



86 BIBLIOGRAFÍA 

[15J Una recopilación de los trabajos de Wigner y Dyson se encuentran en : 
C. E. Porter, Stastical Theory of Spectra: Fluctations (Academic Press, 
1965 ). Ver también: Rev. :\1od. Phys., T. A. Brody, J. Flores, J. Bruce 
French, P. A. Mello, A. Pandey, Samuel S. M. Wong, 53, 385 (1981). 

[16J H.-J. Stockmann y J. Stein, Phys. Rev. Lett., 64, 2215 (1990). 

[17J Isaac Freund y Michael Rosenbluh, Phys. Rev. Lett., 61, 2328 (1988). 

[18J O. Bohigas, M.J. Giannoni y C. Schmit, Phys. Rev. Lett. 52, 1 (1984). 

[19J H.U. Baranger y Pier A. Mello, Phys. Rev. Lett. 73, 142 (1994). 

[20J H.U. Baranger y Pier A. :\1ello, Europhys. Lett. 33, 465 (1996). 

[21J J. J. M. Verbaarschot, H. A. Weidenmüller y M. R. Zirnbauer, Phys. 
Rep. 129, 367 (1985). 

[22J Thomas Guhr, Axel Mueller-Groeling, Hans A. Weidenmüeller, 
Phys.Rept. 299, 189. (1998). 

[23} T. J. Krieger, Ann. of Phys., 42, 375 (1967). 

[24} F. J. Dyson, J. Math. Phys., 3, 140 (1962). 

[25J P. A. Mello y T. H. Seligman, Nuclear Physics, A 344, 489 (1980). 

[26J G. Lopez, P.A. Mello y T. H. Seligman, Z. Phys. A, 302,351 (1981). 

[27J Pedro Pereyra Padilla, Tesis Doctoral, Universidad !\'acional Autónoma 
de México (1983). 

[28} Pier A. Mello, Pedro Pereyra y Thomas H. Seligman, Ann. Phys. 161, 
254 (1985). 

[29J P. W. Brouwer, Phys. Rev. B, 51, 16878 (1995). 

[30} Y.V. Fyodorov y H.-J. Sommers, Phys. Rev. Lett. 76, 4709 (1996). 

[31} C.W.J. Beenakker y H. van Houten, Sol. State Phys., 44, 1 (1991). 

[32} C.W.J. Beenakker, Rev. Mod. Phys., 69, 731 (1997). 

[33J Mello, P. A., Mesoscopic Quantum Physics editado por E. Akkermans, 
G. Montambaux, J.-L. Pichard y Zinn-Justin (EIsevier Science, 1994). 



BIBLIOGRAFÍA 87 

[34] Pier A. Mello y Harold Baranger, Waves Random Media, 9, 105 (1999). 

[35] Supriyo Datta, Electronic Transport in Mesoscopic Systems (Cambridge 
University Press, 1997). 

[36] Víctor A. Gopar, Moisés ~Iartínez, Pier A. i\Iello y Harold Baranger, .J. 
Phys. A: Math. Gen., 29,881 (1996). 

[37] C. Lewenkopf y H. A. Weidenmüller, Ann. Phys., 212, 53 (1991). 

[38] L.K. Hua, Harmonic Analysis of Functions of Several Complex Variables 
in the Classical Domains, (Amer. Math. Soc., Providence, R. 1. 1963). 

[39) C. Ibarra y P. Pereyra, J. Phys. A: Math. Gen., 18, L539 (1985). 

[40) J. B. French, P. A. Mello yA. Pandey, Physics Letters, 80 B, 17 (1978). 

[41) A.M. Yaglom, An Introduction to the Theory of Stationay Random 
Functions (Prentice-Hall, 1962). 

[42) Víctor A. Gopar, Pier A. Mello y Markus Büttiker, Phys. Rev. Lett. 77, 
3005, (1996). 

[43) A. M. Jayannavar, G.Y. Vijayagovindan, y N. Kumar, Z. Phys. B 75, 
77 (1989). 

[44) Eugene P. Wigner, Phys. Rev., 98, 145 (1955). 

[45) Felix T. Smith, Phys. Rev., bf 118, 349 (1960). 

[46) M. Bauer, P. A. Mello y K. W. McVoy, Z. Phys. A, 293, 151 (1979). 

[47) Eugene P. Wigner, Ann. ~Iath. 53, 36 (1951). 

[48) Eugene P. Wigner, Ann. Math. 55, 7 (1952). 

[49) C. E. Porter y N. Rosenzweig, Suomalaisen Tiedeakatemian Toimituksia, 
(Ann. Acad. Sci. Fennicae) AV! 44 (1960). 

[50] M. Büttiker, J. Phys. Cond. Matt. 5, 9361 (1993). 

[51) M. Büttiker, H. Thomas and A. Pretre, Phys. Lett. 180A, 364 (1993); Z. 
Phys. B 94, 133 (1994); M. Büttiker, A. Pretre and H. Thomas, Phys. 
Rev. Lett. 70,4114 (1993). 



88 BIBLIOGRAFÍA 

[52] Charles Kittel, Introduction to Solid State Physics, sixth edition. (John 
Wiley & Sons, New York, 1986). 

[53] P.W. Brouwer, K. !vi. Frahm y C. W. J. Beenakker, Phys. Rev. Lett. 78 
(1997). 

[54] Víctor A. Copar y Pier A. Mello, Europhys. Lett., 42, 131 (1998). 

[55] Friedman W. y Mello P. A., Ann. Phys., 161, 76 (1985). 

[56) Engelbrecht C. A. y Weindenmüller H. A., Phys. Rev. C, 8, 859 (1973): 
Hofmann H. !vi., Richert J., Tepel J. W. y Weindenmüller H. A., Ann. 
Phys. 90. 403 (1975); Nishioka H. y Weindenmüller H. A., Phys. Lett. 
B., 157, 101 (1985). 

[57] Kihong Kim, Phys. Rev. B, 58, 6153 (1998). 

[58] P. L. Sulem, Physica 70, 190 (1973). 

[59) A. M. Jayannavar, C.Y. Vijayagovindan, y N. Kumar, Z. Phys. B 75, 
77 (1989): R. Rammal y B. Doucot, J. Physique 48, 509 (1987); Alain 
Comtet y Christophe Texier, cond-mat/9707046; Christophe Texier y 
Alain Comtet, Phys. Rev. Lett. 82, 4220, (1999). 

[60] P. W. Anderson, D. J. Thouless, E. Abrahams, D. S. Fisher, Phys. Rev. 
B, 22, 3519 (1980). 

[61) H. M. Nussenzveig, Nuclear Physics, 11,499 (1959). 

[62] Castón Carda Calderón, Roberto Romo y Alberto Rubio, Phys. Rev. 
B, 56, 4845 (1997). 

[63] W. A. Friedman y C. J. Coebel, Ann. Phys. 104, 145 (1977); K. W. 
McVoy, Escuela Latinoamericana de Física 1977, Notas de Física, 1 93 
(1978). 



VOLUME 77, NUMBER 14 PHYSICAL REVIEW LETTERS 30 SEYrEMBER 1996 

Mesoscopic Capacitors: A Statistical Analysis 
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The capacitance oC mesoscopic samples depcnds on Iheir geomelry and physical propcrties, described 
in lenns oC characteristic times scales. The resulling ae admittance shows sample 10 sample flucluations. 
Their distribulion is studied here-Ihrough a random·malrix model-for a ehaOlic cavily capacilively 
coupled 10 a hackgale: il is observed from lhe distribulion oC scauering time delays Cor ¡he cavilY, which 
is found analylieally for lhe orthogonal. unitary, and sympleclic univel'Sll.lily c1asses, one mode in Ihe 
lead connecling the cavity lo Ihe reservoir and no dirut scallering. The results agree wilh numericlll 
simulalions. (50031·9007(96)01262·8J 

PACS numbcrs: 7J.23.Ps, OS.4.5,+b 

The elementnry notíon of capacitance of a system of 
conductors, as a quantity detennined solely by the geome­
try, has to be revised if the electric field is nal com­
pletely screened at tbe surface of Ihe conductors. In fact. 
tbe penetratíon distance of tbe field ís of the order of 
me Thomas-Fermi screening length, which may be appre­
ciable for a mesoscopic conductor: tbe standard descrip­
tion of a capacitor in terms of tbe geomelric copadtance 
C~ (tbat relates the charge Q on tbe plate to the voltage 
U across the capacitor) gives way. in tbe mesoscopic do­
main, to a more complex entity CJLO tbe elutroch~mical 
capad/onu (thal relates Q to !he electrochemical poten· 
tial of the reservoirs), which depends on the properties of 
the conductors 11}. This fact, in tum, has important con­
sequences for the ac current induced in Ihe system when 
tbe electrochemieal potentials are subjecl 10 a nonzero­
frequency time variation [11. 

The e1ectrochemicaJ nature of tbe capacitance has 
becn relevant to a number of experiments [2] and has 
been discussed theoretically by several aUlhors (1,3,4]. 
Remarkably, íl has been found that the resulting ac 
admittance can be described in terms of characteristic lime 
scales related to energy derivatjves of scanenng matrix 
elements. 

lt is weU known that, as a resuh of quantum ¡nterfer­
ence, the dc conductance of mesoscopic structures shows 
slrong fluclualions as a funclion of the Fermi energy or 
the magnetic field, as weU as from sampre to sample. A 
statislical analysis of this phenomenon has b«n done, for 
diffusive transport in disordered slruclures, using micro­
scopic perturbalive and macroscopic random-matrix the­
ories [5], and for ballistic microstructures-cavities in 
which impurilY scattering can be neg!ecled so that only 
scattering from Ihe boundaries is important-whose elas­
sica! dynamics is chaotic. using semiclassica!, field theo­
retie and random-matrix approaches (6,7]. 

An exlension of lhe aboye random-malrix sludies lo 
¡nelude the ac admiuance of mesoscopic structures is Ihe 
subject of the present investigatíon. 

0031-9001 /96/11( 14)/3005(4)$10.00 

In this Lener we shalJ confine our discussion to the 
geometry shown in Fig. 1. In this system there ¡s, of 
course, no de transport, bUI there may be an ac currenl, 
determined by the admittanee [1,3] 

g'(w) = g(w} • -iwC
JL 

+ .. ', (1) 
1 + (i/wC.)g(w) 

writlen in the Thomas-Fermi approximation and to lowest 
order in Ihe frequency w. Here, g(w), g'(w) denote the 
admittanee for Ihe noninteracting and interacting system, 
respectively, tbe fonner being given, for zero temperature, 
by 

g(w) _ -Wi,,¡_I_. T{St(E)aS(E)]j + ... 
217't iJE 

... -iwe2NT/t:J. + .... (2) 

Here, S(E) is the N x N seauering matrix for the system 
fonned by (he cavity and the lead, N being the number 
oC propagatíng modes, or open channels. in the lead; t:J. 
is the mean leve! spacing for Ihe cavity (the inverse of 
the level density). Following [8], we have introduced the 
dimensionfess time de/ay 

& dO 
T=217'NñE' (3) 

where exp(iO) "" deIS. We then write g'(w) oC Eq. (1) 

(4) 

" 
AG. 1. Mcsoscopic capacilor: A cavity (thick linc) is 
con~dcd via a perfccl lead lo rescrvoir I and capacilively 
couplcd 10 a macroscopic back gate (Ihin line) connectcd to 
rcservoir 2, The cavily i" balli"lic. and ils cla!\.~iclll dynamics 
is chaolic. 

© 1996 The American Physical Society 3005 
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where lhe dimensionless capacitanee a is given by 

a = e/e, "" _T_ 
P T + 1J 

and 

e, 
~ - #«'/IJ.). 

(5) 

(6) 

Notice lhat, for a maeroscopie eavilY, 1J « l. so that 
a"" I and gl(W) "'" -¡wer • 

The on~-mergy statislical distribulion of ¡he S matrix 
for ballislie cavilies larger (han (he Ferrni wavelenglh has 
been modeled suceessfully through an "equal a priori 
probabilily" ansatz (known as a "circular ensemble") 
16,7). when Ihe classical dynamics is chaotic and direct 
processes though the microstructure can be neglecled. so 
Ihat, as a result, Ihe averaged S vanishes, S "'" O. lt 
is clear, Ihrough. that Ihe time delay T of Eq. (3) is a 
rwo-tnergy function and thus requires more infonnation 
for its statistical slUdy. The distribution of T. W(T), has 
been sludied for a one-dimensional disordered system 
within the invariant imbedding forrnalism in (9]. In 
anolher approach, an underlying Hamiltonian described 
by a Gaussian ensemble was assumed and the problem 
analyzed using supersyrnmelry techniques: the two-point 
correlation funetion for the S matrix elements was derived 
in (10]; phase-shift times for unitary symmetry. N and S 
arbitrary were studied in (11]. Reference (12) finds an 
approxim¡lIion to .I'(T). We concentrate. in what follow~. 
on W(T) for arbilr.lI)' syrnmetry (orthogonal. unitary, and 
sympleclic. identified as f3 .... l. 2, and 4. respectively). 
N ¡::a I and S ",. O: we show Ihat Ihis case can be Ireated 
using an old conjecture by Wigner (13.14). We believe 
Ihal ¡he simplicity of the argumenl is appealing and gives 
an interesling perspeclive to Ihe problem and a unified 
poinl of view for arbilrary p. We also remark thal. 
for ballistic cólvilies. the case of jusI one apeo channeJ. 
N ¡::a l. is ver}' relevant from un experimenlal point or 
view, since cases of small N huye been realized in ¡he 
lahorator}' liS]. We find below 

(fi/2)M e-M' 
wp(~) - r(fi/2) T!p H I/2' (7) 

where O ~ T < x. For f3 ... 2, Ihis result agrees with 
thal of Ref. (II). The maín result of lhe present papero 
i.e .• (he p dependent dislribulion of the dimensionle.~s 
capacitanee a (a is related lo Ihe ac admiuance via 
Eq. (4». Ihen follows as 

() (/3/2)13/2 (1 - a)p/2 -pn-aI/2qa 
PP.q a ... n/3/2) 1JIP+2)/2aIP+41/2 e 

(8) 

for O S a s 1. A plot of PI.'1(a) for various vulues 
of 1J is presented in Fig. 2. For u maeroscopic cavity. 
11 - O and PP.'1(a) - S(I - a). We now derive the 
distribulion of time delays. Eq. (7). 

We write S for N = I as 

3006 

S(E) = I + iK(E) = e;6IEI. 
1 - iK(E) 

(9) 

For pure resonance scauering the K function can be given 
the sum·over-resonance fonn (J3.14) 

K(E)-2:~, 
A EA - E 

(10) 

where the "widths" r A for a given symmetry class f3 can 
be wriUen in tenns of real amplitudes y~i) as 

p 

r A "" ~)y~r)]2. (11) 
¡"I 

The quantity 6'(E)/2 := h(E} was studies extensively 
by Wigner (13,14]; it is called the "invariaRt derivative," 
because it remains invarianl under the lranSronnalion 

K_K+tan~ 
4> - 1_ Klanf$' (12) 

t/J being conslant; since K = tan(8/2), (12) takes 0/2 
100/2 + ifJ. and hence S to ~"~Se;·. 80th K and its 
lransforrns have Ihe fonn K ... lan J~ h(E) dE. e being 
different for differenllransforrns. Slarting from one pale 
El of K, one can obtain Ihe next one by detennining the 
abscissa E2 so Ihat the area under h(E) between El and 
E2 is 'fr. Moreover, al a pale EA wehave r A = l/h(EA). 
These relations are shown in Fig. 3. The levels and 
widlhs of the transfonns of K can be obtained by a similar 
conslruction, slarting al another abscissa. 

From (9) and (10) we nnd the energy average of S(E) 

-- 1-1 
S(E) - S(E + il) - --. (13) 

1 + t 
where 1- x (16) and t - "r/~. For S(E) - O (cir­
cular ensemble. ¡nvariant under (12}1. we ha ... e , = l. In 
,his ca.-.e (referred lo in Rers. 113.14] a. .. that of a "nor­
malized" R funetion) Wigner propases Ihe conjecture: "it' 

'1" o.os 

p. (a) 

" , 11=1.0 

11=0.1 

a 

FlG.2. The probabilily density of a-the ratio of the elee­
trochemieal 10 the geomelrie eapacillmce-for lhe orthogonal 
case (Eq. (8)]. for a number of values of 7]. 
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AG. 3. The ¡nvarianl derivative h(E). The EA are (he poJes 
of K(E) and the rA (he corresponding widths. Replicas of 
K wilh the same widlh distribution (according 10 Wigner's 
conjecture) are generated via lhe transformation (12) and used 
10 subdivide Ihe atea between liuccessive leve1s iolO n Slrips. 

stalislical distributions ollevel spacings and residues are 
invariam under the translormation (12). 

The aboye stalement is a "conjeclure," nol a "theorem," 
and il is not clear, a priori, for what dislributions, if any. 
il is fulfilled. Wigner, in his papers, proposes il for "most 
statislical distributions." The conjecture. in relation with 
the residue dislribution, was verified numerically for the 
case in which (he energy levels entering Eq. (lO) are con­
slrucled from a Gaussian orthogonal. unilary, ar symplectic 

ensemble, and the 'Y~i) of Eq. (11) as independent Gaussian 
variables: the residue distribution was found 10 remain 
invarianl, wilhin ¡he slalistical error bars of the numeri­
cal simulation. On lhe olher hand, Ihe conjecture is 
seen, in our numeneal studies, 10 be violated for a spec­
trum of st¡¡tistically independent energy levels following a 
Poisson distribution. 

Call Q(h) the probabilily density of the inverse 
widlhs h(EA) = hA and P(h) (he probability density 
of h aeross the energy a}l.is, irrespeelive of whether 
we are al resonanee or nol; P(h) is related 10 w(r) as 
w(r) C> (Tr/il)P(Trr/il). Assuming the aboye conjec­
lure. Ref. (14] shows that 

'fT 

P(Io) - ht. Q(Io). (14) 

This relation can be understood by means of a very simple 
argument. Considero for one given K, the following levd­
average: 

1 M 

(f(h», - - ¿ f(h,). 
m .1-1 

(15) 

for an arbilrary funclion f. From Fig. 3 we see thal we 
cannot replace Ihe sum in Ihis equation by an integral. 
However, using the transformation (12) we can construcl 

"replicas" of K, all having lhe same distribution of hA; we 
do this n times. in such a way that the area between two 
successive leve1s is subdivided inlo n strips of area Tr / n 
each. Now we have a fine mesh. the sum over which can 
be appro}l.imaled by an integral, using a density nh/Tr, 
since Ihe base of one of the aboye strips. al Ihe place 
where h is Ihe local value of Ihe curve, is Tr/nh. We 
Ihen arrive al (he aboye relation (14). 

If we use. in (14), the variable u - Tr/hil (and denote 
(he distributions with a hal), we have 

P(u) - uQ(u). (16) 

On the Jeft-hand side (LHS) u can be thought of in terms 
of r ofEq. (3) as u == I/r; al resonance, u takes the value 
UA = TrrA/il, which is Ihe relevant variable on Ihe right­
hand side (RHS) of Eq. (16). Thus, knowing the distri­
bution of widths Q(u), Eq. (16) allows finding P(u) [17]. 

For Ihe three universalily classes f3 = 1,2.4 and in 

dependent Gaussian variables y~). the distribulion Q(u) 
is the X2 distribulion function with f3 degrees of free­
dom. 

Qp(u) _ (fJ/2)P/2 u'p-2)/"l,-'P/2l.. (17) 
f(fJ/2) • 

Eq. (16) (hen gives P(u), from which we find Ihe distri­
bution of time delays wp(r) of Eq. (7). We nOlice the re­
markable fact that, while wp(r) cenainly depends on the 
distribulion of widlhs. orher charac/~ristics 01 the spec­
tmm become lumped logether in the invariance property 
contemplated in Wigner's conjecture. 

A numerical verificalion (using the simulation e}l.­
plained aboye in relation with Wigner's conjeclure) of 
wp(r) of Eq. (7) is shown in Fig. 4 for Ihe Ihree sym­
metry c1asses f3 == 1,2,4: in all cases the agreement is 
seen lo be very good. 

To summarize, we have found the slatistical distribu­
lion of capacitances PP . .,(a), Eq. (8), a being defined in 
Eqs. (4) and (5). for Ihe system shown in Fig. 1, whose 
essential element is a mesoscopic capacitor. The plate 
coupled 10 the back gale is a chaotic cavily; the e}l.peri­
menlally relevanl situation of one open channel (N == 1) 
is considered and thc possibility of direct reneclion by (he 
cavily is neglecled. The essenlial ingredient tha1 is needed 
is Ihe slalislical distribulion Wp(T). Eq. (7), of lime de­
lays T associaled wilh the scauering from the cavity. It is 
shown Ihat wp(r) can be obtained in a very simple way 
from a conjecture by Wigner. whose validilY, in lum, is 
verified numerically ror the three symmelry c1asses: or­
lhogonal. unitary. and sympleclic. The resulting wp{r) 
compares very well with the results of numerieal simula­
tions, ror Ihe ¡hree c1asses. Thc Slatistical analysis of the 
admiuance of mesoscopic conductors provides addilional 
infonnalion on such syslems nOI conlained in Ihe inves­
tigalion of dc tr.:msport propenies, and Ihus points lo an 
interesting avenue of future research. 
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FIG. 4. Th<: distribution W p( r) of time delays for one channel 
and in the absence of direct processes. (or lhe (a) orthogonal. 
(b) unifary. and (el symplCClic uniyersalilY c1asses. The doned 
curves are proportionaJ 10 the theoretical probabilily density 
given by Eq. (7). The points wilh the finite-sample error bar 
are lhe results o( the numerical simulalÍon described in (he lext: 
200-dimensional m31rices were used in the three cases. The 
agreemenl is exeellenl. 
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Abstract. - We show that the study oí the statistical propertics oC the scattering matrix S fOl 

quantum chaotic scattering in the presence oí direct processes (characterized by S'¡' 0, S bejng 
the average S-matrix) can be reduced to the simpler case where direct processes are absent 
(5 = O). Our result is verified witb a numerical simulation oC the two-energy autocorcelation 
for two-dimensional S-matrices. It is also used to extend \Vigner's time delay distribution for 
one-dimensional S-matrices, recently found Cor S = O, to tlle case S '=F Oi this extension is 
verified numericaUy. As a consequence oC our result, future calculations can be restricted to the 
simpler case oC no direct processes. 

The problem of chaoUe wave scattering is of great interest in nuclear, molecular and 
mesoscopic physics, in optics and in the microwave domain. Common features have been 
found for system 5izes spanning 5uch a large range becau5e of the generaJity of the phenomena 
involved. 

In quantum-mechanical scattering problems with a chaotic c1assical dynamics one aims at 
studying the statistical properties of the scattering matrix S. Recently, this study has been 
further motivated by experiments on quantum electronic transport in mesoscopic systems [1], 
where a cavity is connected to L leads, the l-th lead supporting N, open channels or modes. 
The dimensionality of the S-matrix in this problem is n = Ef=l N,. 

The one-energy statistical distribution of the S-matrix has been described successfully by 
an infonnation-theoretic roodel that incorporates precisely the physical infonnation that is 
relevant for a wide class of systems [2)-[4). That information specifies: 1) General properties: 
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i) flux conser'flution (giying risr lo llllitarity oC t.11(' S-matrix), ii) cClUsality and thc rclated 
analytical prOIH'rtics of S(E) in the comp!ex-cIlPrgy plallP, ami ¡ii) thc presence 01' absence of 
time-reversal and spin-rotatioll syllllllE'try, lhat detprmines the unillersality class: orthogonal, 
unitary or symplcctic (designatcd as 3 ~ 1.2,4) 15J, 16J and rcstriets further the structure 
of S: unitary sylllmetric. uuita!"y or ullitary sclf-dua}, respect.ively. 2) A specific property: 
lhe ensemble .werage (S), idelltificd with lhe t'lIergy average 5, also kllOWIl as the optical 
S-matrix [7L whieh controls thp prpsrIlc(> of prompt, or dirccl processcs in the scattering 
problem. In this procedure OH" COllstructs thc statistiral distributioll of S usiug oIlly the 
aboye physical illformatioll ---expl'cssihle entirely in terlllS of S it.self - without ever im'oking 
any statistical assnmption for the underlying Hamiltolliall, that lIever ent.ers the allalysis. 
The resulting S-Illatrix rlistrilmtioll. kllOWIl as Poi.-;sou's kenleI, reproduces wel1 the statisticaJ 
scatterillg propprties of ballistk caviti('s with a ,haotic dilssicill dYUillllics {4]. 

The joillt stat.ist.ical distrihutioll of t.he S-mcltrix at two (}7' mon! ene7yies has cscaped, so 
far, an analysis within t.hc philosophy descrilwd ahm'(' (sonlP aspccts of the two-point problem 
have heeIl studied assuming an lIt1drrlyillg Hamihonian tlC'seribed b.v a Gaussian euselllble, as 
in refs. 18J, 19]). An approach roming dose to that philosophy w¡c, initiated in ref.110J, with a 
study of the simplest. quantity of a t.wo-point. dJafiH'trr: th(' stat.i:·akal dist.ributioll of thp time 
delay --that iu\'olves the cnprg.\· d('ri\'atin' of S· arising: in the scattcring proccss [l1J. Tite 
physical moti\'ation in ref. [10] was "he stud.\· of the electrochemical capacitance of a mesoscopic 
systcm [12]: a cavit-y was attached to OIlP lead supporting om' OpCII chanllcl (so t.hat S = eiO 

is a. 1 x 1 matrix), for arbitrary tJ aud S = O. It was based 011 a cOlljccture by \Vigner [13], 
that assumes iu\'ariance of the statistirs of poles amI rcsidues of the rc1ated K -matrix llIuler 
the sallle transfonnation S -+ pió/'!. Sr: iÓ

/
1 t.hat defines the invariant one-poillt measurc [14] 

which, in the ollc-challJle¡ casP. is <!fJ/2rr. That stllcly was g('lIeralizpd to an arbitrar)' lIulIlber 
of dmnlle)s in I"('[s. [15], [16], again for S = O: \Viglll'r's conject.ul"P was fonnulatcd amI prO\'('<I 
as the illvariauC(' of the k-point probauility distriuutioIl of S undel" the trallsforJllat.ion that 
defines the im'ariant measure for lhe universality c1ass {J. 

Of physical importance is the case S :j:. O; it corresponds to situations where direct processes 
are not negligible. For example, the case S = O may describe chaotic cavities with ballistic 
point contacts. while the coupling to leads cOlltaining hlllncl barrirrs produces direct rcflection 
ami thus S 'f:. O [-t], [17J. A more ('omplex cOllluillation of direct processes is descrihed in [4]. 

In the presellt artic1e \ .... e find él transformat.ion that relates the k-poillt distribut.ioll of the 
n-dimensional S-matrix for the case S '1 O 1,0 tohat for S = O, thlls relatillg the prohlcllls in t-he 
presence and in the absence of dircct processcs. In ref. [18L the problcIIl with a nondiagonal 
S was reduced to that with a diagonal alld real S. Here we show that the problcm can be 
reduced further to one characterized by S = O. That transformation, used in the past in 
relation with olle--point functions [19], contains only S and its average S. It is used here to 
extend to S i' O the time-delay distribution of ref. IIOJ aJl(1 is verified by comparing our results 
with some knowll ones and with numerica1 simulations. It is also verified numcrical1y for the 
two-point correlation functioll of 2 x 2 S-matrices. We believe that our result is appealing 
because of its conceptual simplicity and may open the way for further studies in this field. 

We first sununarize the information-theoretic model of refs. [2]-[4]. The starting point is the 
measure dp<Pl(S) ror n x n S-matrices, that remains invariant under the symmetry operation 
for the universality class (315], 16J, 114J. The ensemble average of S vanishes for the invariant 
measure, and so does the prompt component. An ensemble for which (S) = S '1 O contains 

more information than the invariant-measure: it can be constructed as P;'(S)dJ"(.o)(S) anrl 

the information associated with it is defined as J P-;' (S) In~' (S)JdI'IPI(S). We assume to be 
far from thresholds and recall that S(E) is ana/ylic in the upper half of the complex-energy 
plane (causality) 120J. The study of the statistical properties of S is simplified by idealizing 
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S(E), for real E. as a stutwnal1/ mndo11l lunction satisfying the condition of ergodicity, which 
in t.urn impli<':, tlJe equh·alenc(, of (,llí'rgy and ensemble averages [21). \Ve thus have the 
analyticity-elYOlllcity rf'C¡lIirel1lt'llb (AE), that imply (S~bS:d"') :::;::: (Sab)P (Scd)q···, so that 
averages of prodlU·tS of S-matrix l'lements 110t involving complex conjugation can be written 
in l('rms of tll(' lIIatrix (5) = S. Thp one-ellergy probability density of S 

,.!) 1'-1 ["('t(J - sst)jl¡Jn+2-¡J)/2 
J";; (S) = J 1 dpt(J _ sst) l¡Jn+2-¡J (1) 

with l J a nonnalir.ation ('onstant. is known as Poisson's kernel: it. satisfies t.he AE requirc­
ments [2] ami thl' assoeiat('d inforJllation is lrss thal1 or ('qual to that of any other probability 
densit~· satisf.\"il1g: AE fOI" th(' S¡.HIlf' S [31. In ec¡. (1), the elcments of S are assumed to be 
complex numlH'l"s fOI" ,j = 1. 2 ami c¡uaternions (sec ref. [51, p. 126) for {3 = 4. 

No\\' consich'1" the transformatioll 

(2) 

\"IH'n' 1"1, ti, 1"~. 1; are thl' 1l x n blm'ks of t,he auxiliary scatt.ering matrix 

- [TI t~ 1 SI - , 
ti r~ 

(3) 

which has th(' :-;yllllIl('tr~· associatt'fl with the lIniversality c1ass {3. The transformation (2) can 
be intrrpreted as follo""s [16]. Imagine hUIlching the L Icacls into a "sllperlead" containing 
1/. inroming and n outgoing wan's. Along t.he superlf!ad, between the cavity and infinity, we 
cOllncct a fictitiolls scatterer described by SI: since there are u incoming and n outgoing waves 
OH eithcr siue oC the scatterer, SI is 2u-dimensional. The resulting scattcrillg matrix is the So 
of cq. (2). Ouo eau pro,'c [2], [16]. [17], [19] the statcrncnt: if the one-euergy distribution of S 
is POiSSOll'S m(>ilSllre (1) and WP identify TI in the transformation (2) wit.h S, the one-energy 
distribution of 511 is the hn-ariant measure dJl(¡j)(So); I.e. eq. (2) with rl = S transCorms the 
problem with dirpct processes lo one without. (So = O), as far as the ollc-cnergy distribution 
goes. Also, Ollt' ran show [2], [191 that the distributioll of the res111tillg So is independent of 
the choice oC ti and t;, as long as they belong to a unitary matrix SI_ 

Now suppos,' that al eVf711 energy E we subjeet S(E) to the transforrnation (2), always 
with the same S. 'Ve pro\"e belmv the following statement: the joint statistical properties 
01 the tmnslo77/led So(EJl, So(E,), etc, are preeisely the ones assoeiated wit/¡ the problem 
witllOut direct ]J7'Ocesses, charncte";zed by So = O. In other words, the aboye transformation 
relates S(E), ullderstood as a stationary random lunction DI energy, for a problem with direct 
processes to ol1e without. 

We provc tite aboye staternent for S unitary and symrnetric ({j = 1), the proof for the other 
syrnmetries being similar. Consider first the case of S diagonal and real. S can be written in 
terms of the real amplitudes 1>.0·S and the energy levels E;>..'s, as 

S(E) = [1 + iK(E)1I1 - iI«EJr', 

where the ](MlIlatrix is given by 

I< (E) = '" "('."(>b ab Lo- E;>.. _ E· , 

(4) 

(5) 
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The 1'>'0 's are uncorrelated Gaussian variables and the E>. 's follow the statistics oC the Gaussian 
orthogonal ensemble [5], [6], with average spacing Ll. 5(E) is given by [18] 

S(E)ab = (1 - Yaa)(1 + Ybb)-18ab , (6) 

where Yaa = " (-rXa) /Ll. Just as S and K are related by eq. (4), the transformed So, eq. (2), 
can be written in terms of a matrix Ko given by 

Ko = i(1 - So)(1 + SO)-I. 

Substituting the transformation (2) into (7), with S given by (4), we finally find 

(KO)ab = Y;;1/2 K aby;.I/2. 

(7) 

(8) 

Thus, the 1'.\0 '5 are rescaled by a constant h..\a --t y~1/2'Y>.a), which is the appropriate ane 
to ensure So(E) = o. Therefore, under the transformation (2), the ')'>'0 '5 retain their Gaussian 
distribution, while the energy levels E, 's are unchanged. We conclude that the statistical 
properties of the transformed random function SotE) are the same as those of a statistical 
S(E) matrix without direct processes. This proves our statement for 5 diagonal and real. The 
case of arbitrary 5 can now be reduced to the above one using the results of ref. [18]. 

As a first application, we extend to 5 i' O the time-delay distribution found in ref. [lO] 
Cor ane spatial channel, S = O and arbitrary /3. We consider eq. (2) foe n = 1, with TI = S; 
omitting the unimportant phase factor ti jtl, we have 

So(S) = (S - 5)(1 - 5' S)-I, (9) 

where So and S can be written as So = exp[iOoJ, S = exp[iO]. 
We are interested in the time delay [11] O' = dO/dE; we express it in terms of 00 and 

O~ = dOo/dE as 

(lO) 

To find the distribution of O' we need the joint distribution of 00 and 0ó, p!,8)(Oo,O~), which, 
being the one for no direct processes, factorizes as [15], [16] 

p!,8)(Oo,O~) = p!,8)(0~)/2". 
It is convenient to express eqs. (lO) and (11) in terms of the variables u, uo defined as 

u = 2,,/0' Ll, uo = 2" /O~Llo, 

(11) 

(12) 

where L\ and ..10 denote the average leve) spacing Coc the problems described by S and So, 
respectiveJy. The above prooC shows that Ll = Llo, since thc cncrgy levels E>. are unchanged 
by the transformation (2). Thus, using (12) and Uo = 2" /00' Ll, eq. (10) becomes 

u = uo/ ¡(Oo). (13) 

The joint distribution of the statistically independent variables 00 , Uo (see eq. (11», nceded to 
find the distribution oC U , is given by 

(14) 

where pJ~)(uo) was obtained in eqs. (16), (17) of ref. [lO] (and denoted there by P(u)) as 

p.(~)(u ) = (f3/2)P/2 uP/2e-(~/2)u, (15) 
o o r(f3/2) O • 
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Fig. 1. - (a) The distribution oC time delays Cor one channel and io the presence oC direct processes 
(S = 1/2), Cor {3 = 1. The crosses are proportiooal to tite theoretical probability dcnsity oC eq. (17), 
tllat was integrated numerically. The points with the finite-sample error bar are the results oC the 
oumerical simulation dcscribed in the texto The agrcement is cxcellent. (b) The square oC the 
autocorrelation Cunetion oC the SIl element oC a two-ehannel S-matrix Cor f3 = 2 as a CunetioIl oC tite 
en~ separation, obtaioed Crom a Ilumerical simulation. The opeo cirdes ami diamonds correspond 
to S = O and (1/2)1, respectivcly. The squares are the result oC applying tlle transConnatioll (2) to 
the data Cor S = (1/2)1: they are seco to be consistcllt with the correlation Cor S = O. 

From (13)-(15) we write the distribution of u, pr)(u) = (8 [u -110/ f(Oo))), as 

/3/2 271' 

pr)(u) = 2~ ! f(Oo)P¿~)(f(Oo)u)dOo = 2~:~~/2) uJ /
2 !. (f(00)]1+~/2 e-?u!(Oo)dOo. 

(16) 
For the dimensionless time delay T = l/u = O' t:J/2" we finaIly find the probability density 

(17) 

The calculation of W!f\T) for arhitrary S and {J is thus rcduced to quadratures (f(00) is 

known, eq. (10)] and the result coincides with our previous one [lO] for S = O. 
Equation (17) is compared in fig. l(a} with a nUlllcrical SiJlllllatioll that gcnerates an 

ensemble oC one-dimensional B's from resollances sampled from an unfolcled Gaussian ensemble 
for /3 = 1, the coupling amplitudes to the channel beillg illdependcllt Gaussian variables whose 
variance ensures S = 1/2. The agrcernent is very good. Such a comparison was also mnde for 

/3 = 2,4, although it is not illustrated here. For {3 = 2, ref. [9] gives W~)(T) in analytical fonu 
in terms oC Dessel functions: we could not prove allalytically the equivalence with our result; 
howcver, numerically the two are indistinguishable. 

As a Curthcr verification of our statement, consider the autocorrelation function CS(E) = 
(Si. (O)SlI (E»" - (Si, (O))" (SlI (E))s· The quantity ICS(E)I' was calclllated by gencrating 
numerically two enscmbles of 2 x 2 S-matrices, with S = O alld (1/2}1, rcspectivcly, 1 being 
the unit matrix. To the data for S = (1/2)1 the transformation (2) was applied: the results 

shown in lig. 1 (b) are seen to be consistent with ICS=o(E)I'· 
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Summarizing, \Ve have found a transformation that relates the S-matrix S(E), understood 
as a stationary random function oC energy, for a problem with direct processes (S 1:- O) to ane 
without (8 = O). An application was made to extend Wigner's time-delay distribution for 
one-channel S-matrices, Crom S = O to S :f:. O. A number of numerical simulations were made 
as a verificatiou of OUT transformation. OUT result implies that future work 00 the statistical 
properties of the S-matrix can be restricted to the simpler case 8 = 0, and extended to the 
case S '1 O -corresponding to more complex scattering systems with direct processes- using 
the procedure described in this papero 
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