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Capitulo 1

Introduccion

En la década pasada una serte de experimentos realizados en circuitos eléctri-
cos muy pequefios (~ um) abrieron una nueva linea de investigacién en
la Fisica: el estudio del transporte electrénico en “sistemas mesoscdpicos”.
Aquellos primeros experimentos mostraron efectos de interferencia cudntica,
vistos hasta esa fecha inicamente en el vacio, por ejemplo el efecto Aharonov-
Bohm!'{1, 2]. Aunado a estos experimentos el estudio de la matriz de dis-
persién cobré un gran auge debido a su relevancia en el entendimiento de)
proceso de transporte en los nuevos sistemas mesoscopicos. En esta tesis,
presentamos precisamente un estudio de la matriz de dispersion enfocado al
transporte electrénico en dichos sistemas.

Los sistemas mesoscOpicos son circuitos eléctricos del orden de unas cuan-
tas micras; de hecho, el término mesoscépico se aplica a estos sistemas para
hacer referencia a sus tamanos tipicos, intermedios entre las dimensiones mi-
croscopicas v macroscépicas. Una caracteristica esencial de estos circuitos es
la conservacion de la coherencia de fase de la funcidén de onda de los clec-
trones en todo el sistema; es decir, I, > L, donde [, es la longitud que recorre
un electrén a través de la muestra sin que su funcién de onda pierda la co-
herencia de fase y L el tamano caracteristico del sistema. Usualmente se
habla de coherencia en ondas que viajan libremente; en nuestro contexto, los
electrones son dispersados y se habla de coherencia en el sentido siguiente:
el cambio en la fase de la funcién de onda de los electrones al ser dispersados
eldsticamente estd, en principio, bien determinado, en otras palabras, existe
una memoria en la fase de la funcidn de onda, aun cuando los electrones son

1E] efecto Aharonov-Bohm establece que si un haz de electrones se divide coherente-
mente en dos haces de electrones y luego se recombinan en un detector de manera que el haz
dividido encierre un flujo magnético @, la funcién de onda adquiere un fase & = 27$ /g,
donde ®y = hfe con c = 1.
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Figura 1.1: Fotografia del circuito eléctrico utilizado para observar el efecto
Aharonov-Bohm. El campo magnético se aplica perpedicularmente al anillo, el
cual estd fabricado con Au policristalino. El ancho de los alambres con que esta
formado el anillo es de 38 nm, mientras que el didmetro de éste es de 829 nm.
Figura tomada de [1].

dispersados. Esta propiedad de los sistemas mesoscopicos es precisamente la
que hace posible observar efectos de interferencia cuantica. En los circuitos
electrénicos comunes es imposible ver tales efectos, pues las dispersiones in-
eldsticas destruyen la coherencia de fase.

La conduccidn electrénica se divide en dos regimenes para su estudio.
En el llamado régimen difusivo, los electrones sufren una serie de colisiones
eldsticas con las impurezas del material, sin perder la coherencia de fase; es
decir, Iz > L >, donde { es el camino libre medio eldstico. Para minimizar
cualquier contribucién fonénica que pudiera destruir la coherencia de fase,
los experimentos se realizan a temperaturas muy bajas (~ mK). En la figura
1.1 se muestra el circuito utilizado en uno de los primeros y mds importantes
experimentos en el campo de la Fisica Mesoscopica; en este experimento
se logré observar el efecto Aharonov-Bohm, mencionado anteriormente. El
anillo que se muestra en la figura esta hecho de Au policristalino. En un metal
policristalino el camino libre medio, {, es del orden de cientos de Angstroms,
mientras que la longitud de coherencia, {4, puede llegar a ser del orden de
micrones. 4



Figura 1.2: Ejemplo experimental de un punto cudntico. La cavidad balistica
(region oscura en forma de estadio) fabricada en GaAs/Al,Gaj_,As se encuentra
conectada a dos puntos de contacto con un ancho de 0.14pm. Figura tomada de

[3]-

Al otro régimen de transporte se le conoce como régimen balistico (I, >
!l > L). En éste, al contrario del difusivo, lo electrones viajan libremente
a través de la muestra y la dispersion electrénica se debe principalmente
a las fronteras del sistema. Los llamados “puntos cudnticos” o “cavidades
balisticas” son ejemplos de sistemas electrénicos que trabajan en este régimen
—en la mayor parte de la tesis nos ocuparemos de estos sistemas— que en los
ultimos anos han cobrado mucho interés por el estudio de sus propiedades
de transporte. En la figura 1.2 se muestra una cavidad balistica en forma de
estadio conectada a dos puntas de prueba [3]. La microestructura estd fabri-
cada en GaAs/Al,Ga_,As con un camino libre medio de aproximadamente
2.6 pm.

Desde el punto de vista tedrico Landauer {5, 6] y Biittiker [7] trataron el
transporte electrénico en sistemas mesoscopicos como un problema de dis-
persién v de forma natural la matriz de dispersién, S, del sistema pasé a ser
fundamental en la descripcién de la conduccién electrénica®.

Un hecho importante es que experimentalmente no se tiene control sobre
la configuracion con que las impurezas se encuentran en un sistema desorde-

?Qtra cantidad, relacionada con la matriz de dispersién, muy utilizada en el estudio del
transporte electrénico en los sisternas mesoscépicos es la matriz de transferencia {8]-[13].
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Figura 1.3: En esta grifica se muestran las fluctuaciones en la conductancia como
funcién del voltaje de compuerta, Vi en un transistor MOS. En este experimento
Ve controla la densidad de electrones. Figura tomada de {4].

nado, por lo que los sistemas pueden ser “macroscépicamente iguales, pero
microscopicamente distintos”. Esto les da un caracter estocastico a los sis-
temas mesoscopicos: por ejemplo, en un sistema desordenado el efecto de
interferencia depende no sélo del nimero de dispersores, sino de la distan-
cia relativa entre los dispersores, es decir, de la configuracién particular de
los dispersores en el sistema, de manera que de una muestra a otra pueden
presentarse fluctuaciones en la conductancia. Experimentalmente, esas fluc-
tuaciones se observan aplicando un campo magnético a una sola muestra,
esto es, la aplicacion del campo cambia la fase de los electrones, provocando
que la relacion de la fase entre las diferentes trayectorias de los electrones
varie aleatoriamente. Esto equivale cstadisticamente a cambiar la configu-
racién de los dispersores (se tiene otra muestra del sistema). En la figura
1.3 mostramos un ejemplo experimental donde las fluctuaciones en la con-
ductancia se deben a que se varia la densidad de electrones en el sistema.
Para el caso de las cavidades balisticas, las fluctuaciones en la conductancia
se deben fundamentalmente a la dindmica cadtica de estos sistemas. En los
sisternas mesoscépicos se habla de dispersion cuantica cadtica en el sentido
que el sistema cldsico equivalente presenta una dindmica cadtica definida,
por ejemplo, por su exponente de Liapunov; ejemplos de estos sistemas son
el billar de Sinai y el estadio de Bunimovich [14].

Esta “estocasticidad”en los sistemas mesoscdpicos nos Heva a plantear el

6



problema del transporte electrénico desde un punto de vista estadistico. Es
aqui donde entra la necesidad de llevar a cabo un andlisis estadistico de la
matriz de dispersion asociada a estos sistemas, por medio de ensembles de
matrices de dispersidn.

La teorfa de matrices aleatorias (RMT, Random Matriz Theory) intro-
ducida por Wigner y Dyson [15] en los afios cincuentas en conexién con el
estudio de las propiedades estadisticas de las resonancias en problemas de
dispersién en nicleos, también ha servido para estudiar las propiedades de
transporte en sistemas mesoscopicos con bastante éxito, tanto en el régimen
difusivo como en el balistico. Pero RMT no sélo se ha aplicado con éxito a
estos nuevos sistemas, sino también a problemas de dispersién de ondas en
cavidades de microondas [16], o bien, en problemas de dispersién de luz en
medios inhomogéneos [17]; es decir, las aplicaciones de la teoria de matri-
ces aleatorias abarcan sistemas que van del orden de magnitud de 10~**m
(niicleos atomicos) a 10%m {cavidades de microondas). Sin embargo, todos
estos sistemas con ordepes de magnitud muy distintos presentan una carac-
teristica comun: todos ellos presentan dispersion caédtica. La conexién entre
RMT ¥ los sistemas clasicamente cadticos estd dada a través de una conje-
tura [18. 14], la cual propone que el espectro de los sistemas clisicamente
cadticos presenta las mismas propiedades de fluctuaciéon que ias predichas
por la teoria de matrices estocasticas. En el capitulo siguiente veremos al-
gunos ejemplos de aplicaciones de RMT al transporte en cavidades balisticas,
realizadas en el pasado [19, 20].

Dentro de la teoria de matrices aleatorias existen diferentes puntos de
vista para el estudio de las propiedades estadisticas de la matriz de dispersién.
El enfoque microscopico desarrollado por el grupo de Heidelberg {21, 22] parte
de un modelo estadistico de la matriz Hamiltoniana para construir la matriz
de dispersion del sistema. Otro enfoque no hace referencia al Hamiltoniano
del sistema, sino que lleva a cabo suposiciones a nivel mismo de la matriz de
dispersién [23] y bajo un criterio de médxima entropia [24]-[28] se obtienen
resultados que dependen tnicamente de pardmetros fisicamente relevantes
al problema. A este enfoque se le conoce como de “maxima entropia” o de
“teoria de la informacién”. Mas adelante presentaremos con mayor detalle
este punto de vista, pues en la tesis adoptamos un enfoque muy cercano a
éste. Cabe mencionar que los modelos micréscopico y de méxima entropia
son equivalentes [29)].

El punto de vista del analisis estadistico de la matriz S sin pasar por
el Hamiltoniano de los sistemas ha tenido gran éxito; sin embargo, este en-
foque ha estado restringido al estudio de funciones de S a una sola energia:
F{S(E)). Un andlisis completo de la matriz de dispersién deberia incluir
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el estudio de funciones de S a diferentes energias, es decir, funciones de la
forma: F(S{E;), S(Es)...S(Ey)).

En esta tesis presentamos un primer avance al estudio de propiedades
estadisticas de funciones de la matriz de dispersion a diferentes energias,
dentro de un enfoque cercano al informdtico. También, para el caso de una
sola energia. llevamos a cabo un analisis sobre las condiciones bajo las cuales
las predicciones tedricas para la distribucién de S concuerdan con la simu -
lacién numérica de un sistema unidimensional desordenado. Este estudio
estd relacionado con una propiedad fundamental para el estudio estadistico
de S por medio de ensembles: la ergodicidad del ensemble de matrices de
dispersion.

La tesis estd estructurada de la signiente manera. Después de esta in-
troduccion. en el capitulo siguiente damos algunos conceptos basicos sobre
la matriz de dispersion, asi como algunas de sus propiedades. Ademas, en
conexion con el problema del transporte electrénico en los sistemas mesoscépi-
cos, presentamos brevemente los enfoques microscépico y de maxima en-
tropia. desarrollados en el pasado. Debido a que haremos uso de la distribu-
cién de la matriz de dispersién, conocida desde hace tiempo como kernel de
Poisson. en diferentes partes de la tesis. en este mismo capitulo 2 veremos
detalladamente la deduccién de tal distribucién.

Una vez vistos algunos aspectos basicos de 1a matriz de dispersién y su es-
tudio estadistico por medio de la teoria de matrices aleatorias, en el capitulo
3 presentamos un primer estudio realizado a una funcién de mas de un pun-
to, como dijimos, dentro de un enfoque cercano al informatico: calculamos
la distribucién de la funcién de dos puntos o energias conocida como tiempo
de retardo, para los 3 tipos de ensembles que veremos mas adelante. Aunque
ésta distribucién ha sido calculada por otro método [30] para un solo tipo de
ensemble, sobresale 1a sencillez con que derivamos nuestros resultados para los
diferentes ensembles. La motivacidn fisica para estudiar el tiempo de retardo
es su relevancia para el transporte electrénico de sisternas mesoscopicos de
corriente alterna, de modo que pudimos aplicar nuestros resultados al célculo
de la distribucién de capacitancias de un modelo de capacitor mesoscépico.
Este fue un primer avance en las aplicaciones de la teoria de matrices es-
tocédsticas a sistemas de corriente alterna, anteriormente se habian estudiado
sélo sistemas de corriente directa.

En el capitulo 4 damos un paso mas en el andlisis funciones de S a diferen-
tes energias. Especificamente mostramos cémo las propiedades estadisticas
de la matriz de dispersién a n energias con procesos de dispersién directos



caracterizados por® (S} # 0 pueden reducirse al caso mas simple: (S} = 0,
donde los procesos directos estdn ausentes. Utilizamos este resultado para
extender la distribucion del tiempo de retardo que obtuvimos en el capitulo
3 al caso de {S) # 0. También, presentamos una verificacién numérica para
la distribucién del tiempo de retardo v la funcién de autocorrelacién de la
matriz S. Este resultado es relevante, pues implica que futuros calculos de
propiedades estadisticas de funciones de la matriz de dispersién pueden lle-
varse a cabo para el caso de (S) = 0, que resulta en general ser ¢l més simple
de estudiar, y luego extenderlos al caso de (S) # 0, utilizando el resultado
de este capitulo 4. Desde el punto de vista del transporte electrénico, resulta
de interés estudiar procesos de dispersién con {S) # 0 debido a que pueden
considerarse sistemas més complejos que los caracterizados por {(S) = 0.

Nuestro estudio de las propiedades de la matriz de dispersién finaliza con
una funcién de una energia: la distribucién de la matriz de dispersién [lamada
kernel de Poisson, deducida en el capitulo 2. Este trabajo esta motivado por
algunas discrepancias encontradas en la literatura con el kernel de Poisson.
Mediante la simulacién de un sistema unidimensional desordenado, veremos
que tales desacuerdos estdn relacionados con la propiedad de ergodicidad del
ensemble de matrices de dispersién. Finalmente, en el capituio 6 damos las
conclusiones de los diferentes problemas tratados en la tesis.

Por ultimo, las publicaciones relacionadas con Ia conduccion electrdnica
en sistemas mesoscopicos se han incrementado enormemente, en las referen-
cias [31, 32] se hace una revisién de varios trabajos, tanto experimentales
como tedricos. También son recomendables las referencias [33, 34], asi como
{35].

3A lo largo de la tesis, indicaremos con {...) el promedio sobre el ensemble de las
diferentes cantidades que utilicemos, a menos que se indique explicitamente otro tipo de
promedio.



Capitulo 2

La matriz de dispersion y su
relevancia para el transporte
electrénico en los sistemas
mesoscopicos.

En este capitulo definimos y damos algunas propiedades de la matriz de dis-
persion S, cantidad fundamental en la teoria de la dispersion y objeto de
estudio a lo largo de toda la tesis. Como mencionamos en la Introdunccién, la
matriz de dispersién es una cantidad relevante para la descripcién del trans-
porte electrénico cuantico en los sistemas mesoscopicos. Por otra parte, de-
bido a la configuracién azarosa de los dispersores en un sistema desordenado
o la dindmica caética de una cavidad balistica mesoscépica, se hace necesario
un estudio estadistico del transporte electrénico, lo que a su vez trae como
consecuencia la necesidad del estudio de las propiedades estadisticas de la
matriz de dispersion.

El andlisis estadistico de la matriz S se lleva a cabo utilizando un conjun-
to representativo o ensemble de matrices S. En este capitulo daremos una
breve descripcién de los tipos de ensembles utilizados, asi como dos de los
enfoques con que las propiedades estadisticas de S han sido estudiadas, am-
bos dentro del marco general de la teoria de matrices aleatorias: el enfoque
microscépico y el de la teoria de la informacién o de mdxima entropia. En
la tesis, adoptaremos un punto de vista basado en la teoria de la informa-
cién, pero el enfoque microscépico nos serd de utilidad para la verificacién
numeérica de nuestros resultados. Para finalizar el capitulo, dumos breve-
mente algunos ejemplos donde el punto de vista de maxima entropia ha sido
aplicado al transporte electrénico con éxito.

11



La matriz de dispersién y su relevancia para el transporte
12 electrénico en los sistemas mesoscépicos.

Figura 2.1: Sistema dispersor bidimensional: La parte sombreada representa a la
region desordenada del sistema y conectada a ésta se encuentran dos conductores
perfectos.

2.1 La matriz de dispersion S.

Empecemos definiendo la matriz de dispersién, S. En la figura 2.1 se mues-
tra un sistema dispersor bidimensional. Esta figura podria representar, por
ejemplo, un conductor mesoscépico: supongamos que la parte sombrea-
da de la figura es la regién desordenada donde los electrones se dispersan
eldsticamente y a cada lado de esta regién se conectan dos conductores per-
fectos !. Sin considerar interacciones electrén - electrén?, lo que reduce el
problema al de una sola particula y, por simplicidad, sin considerar el espin,
la funcién de onda satisface la ecuacién de Schrédinger:

R (& &
o (2 + ) + Vi) W@ = B¥). (2
donde V{z,y} es el potencial en la regién desordenada. Con la condicién de
frontera ¥ = 0 en las paredes del sistema, la solucién a la Ec. (2.17) fuera
de la regién desordenada puede escribirse como:

Uz, y) o sin(K,y) exp(tik,z), (2.2)

donde K, = % conn =1,2,...N. Los nimeros de onda K, v k, satisfacen
la relacién:
=K+ k2 (2.3)

La figura 2.1 también podria representar una cavidad balistica mesoscépica, en cuyo
caso, la parte sombreada representa la regién donde los electrones viajan libremente, pero
son dispersados eldsticamente por las paredes de la cavidad.

2En la actualidad se producen sistemas de muy baja densidad electrénica que hacen
posible que en una muy buena aproximacidn esta interaccién sea despreciable {31].
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con E = h*2?/2m. Si K, < k, entonces k2 es real y exp(+ik,z) representa
una onda viajera. En este caso se dice que existen N canales abiertos. Para
una onda incidente con momento k., N = int(kd/7).

Utilizando la linearidad de la Ec. de Schrodinger y lejos de la zona de
dispersion donde las ondas evanecentes® son despreciables, podemos desa -
rrollar 1a funcién de onda en el conductor izquierde como una combinacién
lineal de ondas viajando hacia la derecha (+) y hacia a la izquierda (-):

V(2 y) = ant'}:(:r, y) + bnTIJJ(I, y); (2.4)

similarmente para el conductor perfecto derecho:

Va(z,y) = a0 (x,9) + b1 (2, ). (2.3)

Ahora. definimaos le matriz de dispersién S de dimensién 2N x 2N como
la matriz que relaciona las ondas entrantes al sistema con las salientes:

)-<[3)

donde a,b.a'. ¥ son vectores de dimensién N formados con los coeficientes
de las expansiones (2.4} v (2.3), respectivamente.,
La matriz S puede escribirse de la forma

r ¥ .
S:[tr’]’ (2.7)

donde r, ¢ {r'. ") de dimensién V x N son los amplitudes de reflexién y trans-
misién de la onda incidiendo por la parte izquierda (derecha) del conductor.

Para fijar ideas, en la seccién siguiente obtenemos la matriz de dispersion
para un sistema sencillo, pero ilustrativo: un potencial 4 con una barrera de
potencial infinito. Este ejemplo, ademas, nos serd de utilidad mas tarde para
verificar numéricamente algunos de nuestros resultados.

2.2 Un ejemplo de la matriz S: potencial 6.

Para dar un ejemplo de la matriz de dispersién que definimos en la seccién
anterior, calculamos ésta para un sistema formado por un potencial § coloca-
do en z = 0 v una barrera de potencial infinito en z = —a, Fig. 2.2. En este
caso la matriz de dispersién S es de dimensién 1x 1 (un canal) y corresponde
a la amplitud de reflexion r del sistema.

3Soluciones de la forma (2.2) con ky, imaginario.
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Figura 2.2: Sistema descrito en el texto para ejemplificar la matriz de dispersion.

La ecuacién de Schrodinger para el sistema esta dada por:

[Ei:i? + kz] U(z) = uod{x)¥(z) (2.8)

con k? = 2mE/h* y la solucién de (2.8) puede escribirse como:

\I,(I)___{Asenk(z+a) para —a<z <0

e %= 4 Sei** para r >0, (2.9)

donde los valores de A y S quedan determinados por la continuidad de la
funcién de onda en £ = 0 y la discontinuidad de su derivada:
—o+
d\p]"—“
— = 1o (0). (2.10)
[dﬂ? r=0"
Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante de las condiciones de frontera
anteriores, encontramos que la matriz de dispersién esta dada por la relacién
[33]:
senka + £coska) + i£senka
S(k) = —( L ) uo (2.11)

(senka + Xcoska) — itsenka
0 g

Como podemos ver, S es una cantidad compleja de modulo 1. Esta es una
propiedad general de las matrices de dispersién llamada unitarided y es con-
secuencia de que el flujo de la onda incidente es igual al flujo de la saliente.
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También vemos que para up — 0, § = —e*** y para 14y = 00, § ~ —1; en
ambos limites, el valor que toma S es el correcto.

Con este ejemplo sencillo es posible estudiar otras caracteristicas impor-
tantes de la matriz S, por ejemplo sus polos (ceros del denominador de la
Ec. 2.33). En la Ref. {33] se estudia con detalle las propiedades de S para
este sistema.

2.3 Propiedades generales de la matriz S.

Una caracteristica comun a todos los sistemas que trataremos es que el flujo
de las ondas incidentes es igual al flujo de las ondas salientes. Esta conser-
vacién de flujo se refleja en la unitaridad de la matriz 5:

SSt=1. (2.12)

Ahora bien, si el sistema es invariante ante inversiones temporales, es
decir, si el Hamiltoniano conmuta con el operador de inversiones temporales,
entonces S, ademais de ser unitaria, es simétrica:

§= 3T (2.13)

En la tesis no trataremos sistemas con espin, asi que sélo mencionamos
que cuando se consideran particulas con espin 1/2, entonces la funcién de
onda es un espinor y la matriz de dispersién S§ de 4N x 4N satisface la
relacién {24. 33]:

S =3x8"%. (2.14)

Ez[g 2] conaz[? _01] (2.19)

2.4 El transporte electrénico cuantico visto
como un problema de dispersion.

donde

Como mencionamos en la Introduccién, Landauer [5, 6] fue uno de los pio -
neros en ¢l tratamiento del transporte electrénico como un problema de dis-
persién. Posteriormente, este enfoque fue desarrollado en muchos otros tra-
bajos [7, 31]. ,
Landauer model6 un conductor mesoscpico como un sistema formado por
una region desordenada (region con dispersores colocados al azar) y conecta-
dos a ésta dos conductores perfectos (i.e., conductores sin dispersores). A su



La matriz de dispersién y su relevancia para el transporte
16 electrdnico en los sistemas mesoscépicos.

"y 178

Figura 2.3: Modelo utilizado por Landauer para la descripcién del transporte
electrénico en un sistema mesoscépico. La region sombreada representa la zona
desordenada.

vez, estos conductores se conectan a dos reservorios de electrones con poten-
ciales quimicos gy y pa, Fig. 2.3. En la regién desordenada, los electrones se
dispersan elasticamente, de modo que la coherencia en la fase de la funcién de
onda se conserva, dejando que la dispersion inelastica ocurra en los reservo-
rios. Bajo el modelo anterior y a primer orden en (y; — p), la conductancia
G definida como el cociente entre la corriente I y el voltaje V = e(u; — ua)
medido dentro los reservorios [6], estd dada por:

e2

G=—T, (2.16)
h

donde T es el coeficiente de transmisién dado por la traza: T =tr(tt!) y ¢ la
matriz de amplitudes de transmisién, Ec. (2.7). Esta es la llamada férmula
de Landauer-Biittiker. Como vemos, bajo este enfoque, la matriz de disper-
sién pasa a ser una cantidad fundamental para la descripcion del transporte
electrénico. La teoria de la dispersion ha sido aplicada con éxito en sistemas
que se encuentran a baja temperatura (~ mK) y cuyo transporte electrénico
se lleva a cabo utilizando corriente directa o bajas frecuencias, ademas de que

las interacciones electrén-electron pueden considerarse despreciables [31].
Por otra parte, en los sistemas mesoscépicos desordenados, los electrones
sufren una serie de dispersiones debido a las impurezas del material, provo-
cando que cantidades como el coeficiente de transmision sean muy sensibles
a cambios en la energia o0 a la configuracion particular de los dispersores en
el sistema. En el caso de las cavidades balisticas, la transmisién también
es muy sensible a cambios en la energia y a las paredes de la cavidad. Por
ejemplo, en la Fig. (2.4), tomada de la Ref. {33], se muestra el coeficiente
de transmisién 7' en funcién del vector de onda, k: como vemos, T wvaria
fuertemente con el vector de onda. Este tipo de comportamiento nos lleva
a plantear el problema del transporte desde un punto de vista estadistico y
asi, por ejemplo, preguntarnos por el promedio y varianza del coeficiente de
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Figura 2.4: El coeficiente de transmisién como funcién del vector de onda, k. Dicho
coeficiente resulta de la solucién de la ecuacion de Schrodinger con condiciones de
frontera de Dirichlet para la cavidad que sc muestra en la esquina superior [33].

transmision en un cierto intervalo de energia.

El cdlculo de cantidades estadisticas como el promedio o varianza de
T implica el conocimiento de las propiedades estadisticas de la matriz de
dispersién. La teoria de matrices aleatorias, introducida hace va algunos
ailos en otro contexto, ha servido para el estudio estadistico de la matriz S
en el problema del transporte electrénico.

Existen diferentes puntos de vista en el estudio de las propiedades es-
tadisticas de S, dentro de RMT. Uno de ellos se conoce como enfoque mi-
croscopico: en éste, la matriz de dispersion se construye a partir del Hamilto-
niano del sistemna en cuestién y para estudiar las propiedades estadisticas de
S se propone un modelo estadistico para dicho Hamiltoniano. Otro punto de
vista hace suposiciones estadisticas a nivel mismo de la matriz de dispersién,
sin pasar por el Hamiltoniano del sistema. Debido a que el modelo de aprox-
imacién microscopica nos serd util para la verificacién nimerica de nuestros
resultados, enseguida damos algunas caracteristicas generales de este en-
foque.
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cavidad cadtica

//x |

d

conductor perfecto

Figura 2.5: Sistema dispersor: Cavidad caética conectada a un conductor perfecto.
La linea punteada dentro de la cavidad representa una trayectoria cldsica de un
electrén que entra en la cavidad.

2.5 Teoria de matrices aleatorias para S:
enfoque microscopico.

Desarrollado principalemente por el grupo de Heidelberg (21, 22], el enfoque
microscopico parte del Hamiltoniano del sistema dispersor, para de ahi cons-
truir la matriz de dispersién. Como en la mayor parte de la tesis trataremos
con sistemas de cavidades balisticas, supongamos que la matriz de dispersién
S proviene de una cavidad balistica: en la figura 2.5 se muestra una cavidad
cadtica balistica bidimensional con paredes impenetrables y conectada a ésta
un conductor perfecto de ancho d.

En el conductor perfecto de la figura 2.5, la ecuacién de Schrédinger estd
dada por:

Ko o
“om [a? * })]ﬁ] ¥(z,y) = E¥(z.y), (2.17)

donde E = h*k%*/2m. La condicién de frontera ¥ = 0 en las paredes del
conductor da lugar a los canales abiertos (Ec. 2.3). Supongamos que hay N
canales. Ahora, si H;, de diinensién M x M es la matriz Hamiltoniana de la
cavidad sin el conductor perfecto conectado, es decir, la cavidad vista como
un sisteme cerrado, la matriz de dispersién S del sistema completo puede
escribirse como (21, 22, 30]:

1—1iK

= - 2.18
S(E) 141K’ ( )

donde )
K=W_——w! (2.19)

E_Hin
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y W, la matriz de dimensiéon N x Af que acopla los NV canales del conductor
perfecto con los M niveles de la cavidad cadtica. De esta forma, tenemos una
expresion para la matriz de dispersién S de dimensién N x N en términos
de los niveles de energia de la cavidad (vista como un sistema cerrado), y el
acomplamiento entre los canales del conductor y los niveles de la cavidad.

En este punto el grupo de Heildelberg introduce un modelo estadistico
para Hi, y 11" con el fin de estudiar las propiedades estadisticas de S: como
tipicamente 11~ varia poco respecto al espaciamiento medio entre niveles de
H;., los elementos de W se consideran independientes de la energia, suponien-
do ademas que los elementos de W son variables independientes con distribu-
ciéon Gaussiana. Esta ultima suposicién implica que no hay acoplamiento
entre los N canales. En cuanto a la matriz H;, se propone que sus ele-
mentos pertenezcan a algunos de los ensembles GOE, GUE o GSE, que a
continuacién describimos.

En los afios cincuenta, la Fisica Nuclear se encontraba en apogeo y habia
un gran interés por el estudio de las propiedades estadisticas de los espec-
tros de niveles encontrados en experimentos de dispersion de neutrones por
nucleos pesados. Con esta motivacién Wigner introdujo la teoria de matrices
aleatorias [13]. La idea de Wigner fue considerar un conjunto de matrices
Hamiltonianas, es decir, un ensemble de matrices, cuyos elementos siguen una
distribucién (Gaussiana) de probabilidad. Asi, estudiando las propiedades es-
tadisticas de los eigenvalores y eigenfunciones de este conjunto de matrices
aleatorias, Wigner logré describir con éxito algunas propiedades estadisticas
de los espectros de energia: por ejemplo, la distribucién de espaciamientos
de niveles v fluctuaciones en el espectro de niveles de energia.

Dependiendo de la simetria ante inversiones temporales del problema,
Wigner consideré tres tipos de ensembles Gaussianos: para particulas con
espin entero. el Ensemble Gaussiano Ortogonal (GOE por sus siglas en In-
glés) y etiquetado por § = 1 se utiliza para sistemas con invariancia ante
inversiones temporales , el Ensemble Gaussiano Unitario (GUE, 8 = 2) se
aplica a sistemas en los que se rompe la invariancia ante inversiones tem-
porales y finalmente, para particulas con espin semientero y sin invariancia
ante rotaciones del espin , el Ensemble Gaussiano Simpléctico (GUE, 8 = 4}
es el apropiado cuando el sistema es invariante ante inversiones temporales.

La relevancia de la teoria de matrices aleatorias de los anos cincuenta
en el problema del transporte se debe a que las propiedades estadisticas de
los espectros de niveles obtenidos de esta teoria son las mismas que las de
diferentes sistemas cerrados que presentan una dindmica cadtica?, por ejem-

4Siempre y cuando la escala de tiempo sea mayor que el llamado tiempo ergédico:
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plo, los llamados billares cudnticos®>. Cabe mencionar que las correlaciones
espectrales resultan ser independientes de las caracteristicas microscépicas
de los sistemas y dependen tinicamente de propiedades muy generales, como
su simetria ante inversiones temporales. Esta caracteristica de “universali-
dad”llega a reflejarse en algunas propiedades de transporte, las fluctuaciones
en la conductancia®, por ejemplo.

Regresando a la matriz S, Ec. (2.18), v con las suposiciones estadisticas
anteriores para W y H;,, el grupo de Heidelberg simula las fluctuaciones
estocasticas de S, considerando un ensemble de matrices de dispersién donde
los elementos de W se mantienen fijos v los elementos de H;, corren sobre
algunos de los ensembles Gaussianos: GOE, GUE o GSE.

Finalmente, la matriz S, Ec. (2.18), puede escribirse explicitamente en
términos de los eigenvalores de H;, v los elementos de W por medio de la
matriz K (conocida como “R-matrix”en Fisica Nuclear [15]):

1-iK
S(E) = +iK
con .
_ Tra¥2b
K, = ; E—E (2.20)

donde las +,,’s, llamadas amplitudes reducidas, conectan los estados de la
cavidad con los canales en el conductor y los Ey’s son los niveles de energia de
la cavidad (sin el conductor conectado). La matriz K en su forma méds general
consta de dos partes: la resonante dada por la Ec. (2.20) y otra parte, K°,
conocida como “de fondo”que describe la influencia de resonancias lejanas
de la regién de interés, esta matriz K? se supone constante y su efecto se
considera por medio de las propiedades estadisticas de las amplitudes v,, de
la Ec. {2.20).

Las ecuaciones (2.18) y (2.20) nos seran de utilidad para la verificacién
nimerica de algunos de los resultados que presentamos en los siguientes
capitulos de la tesis. Esto se hard generando numéricamente las variables
v, ¥ E,, como veremos posteriormente.

7. = L*fupl, donde L es el tamaiio tipico de! sistema, ! el camino libre medio y vf la
velocidad de Fermi. Para un cavidad balistica, 7, ~ Lfvp

5En las Refs. (14, 33) se muestran algunos ejemplos de diferentes sistemas con dinamica
cadtica que presentan propiedades estadisticas similares en su distribucién de espaciamien-
to de niveles.

SPara un sistema mesoscdpico desordenado la variancia de la conductacia G, depende
tinicamente de la simetria f, ie., varG = %’g‘%ﬁ"'. Estas “fluctuaciones universales”de la
conductancia han sido observadas experimentalmente {31].
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Otro punto de vista en el estudio de las propiedades estadisticas de la matriz
de dispersién se conoce como enfoque de la teoria de la informacién o de
maxima entropia. En éste, como en el micrdscopico, se considera un ensemble
de matrices de dispersion, pero a diferencia del enfoque microscdpico no se
hace ninguna suposicion estadistica para el Hamiltoniano del sistema, sino
que las suposiciones estadisticas se llevan a cabo a nivel mismo de la matriz
de dispersion.

Como veremos més adelante, bajo el enfoque de la teoria de la informacién
fue posible encontrar la distribucién de la matriz de dispersién [25, 27, 28],
haciendo uso de hipdtesis muy generales: analiticidad de S, estacionaridad
y ergodicidad del ensemble de matrices dispersién. A la distribucién de S
se le conoce como kernel de Poisson y tiene la caracteristica de que el 1inico
parametro que entra en ésta es el promedio de S. El kernel de Poisson
describe procesos de dispersion en los que existen dos escalas diferentes de
tiempo: una asociada a procesos de dispersion de respuesta rapida, llamados
procesos directos y otra asociada a procesos retardados o también llamados
procesos equilibrados. Cuando los procesos de dispersion directa estdn pre-
sentes, la matriz de dispersion se caracteriza por que su promedio es distinto
de cero, cuando estos procesos estan ausentes el promedio de S es nulo.

Los enfoques microscépico y de la teoria de la informacién son equi-
valentes [29]. sin embargo éste Wltimo da una forma mucho mas sencilla de
estudiar las propiedades estadisticas de S, pues no hace uso de los detalles
microscopicos del sistema, sino unicamente de parametros fisicamente rele-
vantes al problema. Por otra parte. al considerar el Hamiltoniano del sistema,
el enfoque microscépico tiene la ventaja de poder estudiar funciones de S que
dependen de dos o mas valores de la energfa, por ejemplo funciones de au-
tocorrelacién {21, 37). En este sentido, en el siguiente capitulo presentamos
un avance dentro de un enfoque cercano al de la teoria de la informacion,
presentando un estudio para una funcién de dos puntos o energias conocida
como tiempo de retardo.

Con el fin de introducir las ideas utilizadas en el enfoque de la teoria de la
informacién, siguiendo las Refs. [26, 34] en la seccién siguiente presentamos
la deduccién de la distribucién de S (kernel de Poisson) para el caso més
sencillo de matrices de dispersién de un canal. También nos interesa pre-
sentar explicitamente la deduccién del kernel de Poisson porque las hipétesis
involucradas en él serian tema de estudio en el capitulo 3.
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Figura 2.6: Circulo unitario sobre el que § se mueve con el cambio en la energia.

2.7 El kernel de Poisson para un canal:
muestreo de S sobre el eje de la energia.

Consideremos una matriz de dispersién’, S(E), de dimensién 1 x 1. Como
vimos en el capitulo anterior, S es unitaria y para el caso de un canal podemos
escribirla como: S = expi#(F). En el plano complejo (ImS-ReS), S se
“mueve” sobre el circulo unitario conforme la energia cambia, Fig. 2.6. Ahora,
supongamos que nos preguntamos por la probabilidad de encontrar § =
exp(i0(E)) con & en el intervalo (8,6 + df) y que ésta puede escribirse como:

dP(S) = p(8)dd. (2.21)

Por otro lado. calculemos el promedio de la k—ésima potencia de S sobre
la energia, utilizando una Lorentziana de ancho / y centrada en Ep, como
funcién de peso. Como veremos enseguida, la conveniencia al escoger una
Lorentziana como funcién de peso se debe a la sencillez con que se realizan
los promedios de funciones cuyos polos se encuentran en el semiplano inferior;
ademas, como también veremos adelante, no perdemos generalidad en nue-
stros resultados al utilizar esta funcién, pues bajo ciertas condiciones estos
no dependerdn de la funcién de peso utilizada. Asi, el promedio de S* esta
dado por:

Para calcular el promedio, Ec. (2.22), hacemos las siguientes hipétesis:

7Esta matriz de dispersién puede provenir de diferentes tipos de sistemas: por ejemplo
una cavidad balistica (Fig. 2.5), un sistema desordenado (Fig. 2.1), o bien, un sistema
ordenado.
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i) En el plano complejo de la energia, S es analitica en el semiplano
superior®, es decir, las inicas singularidades de S (polos de S}, ocurren en el
semiplano inferior (causalided).

Utilizando la hipétesis anterior ¥ que los polos de la Lorentziana se en-
cuentran en Ep+ il y Eg — i1, tenemos que la integral, Ec. (2.22), estd dada
por:

S¥(Ey, I) = SH(Ep + il); (2.23)
de igual forma L
S(Ey, I) = S(Ey + il). (2.24)
Por lo tanto.
SK(Eo, 1) = [5(Eo, 1)) (2.25)

Es decir, el promedio de la k-ésima potencia de S es igual al promedio de S
elevado a la A-ésima potencia. Como veremos enseguida, este resuitado tiene
como consecuencia que todos los coeficientes de la serie de Fourier para p(8)
queden determinados por el valor de Sy por lo tanto p(#) queda determinada
de manera inica.

Utilizando la Ec. (2.21). el promedio de S* con S = e est4 dado por:

S = [ SkdP(S) (2.26)
= [ e*p(8)do), (2.27)

lo que implica, utilizando el resultado de la Eq. (2.25), que

[ e*?p(8)do = [ [ e“’p(o)der. (2.28)

Esta expresion determina todos los coeficientes de la serie de Fourier de p(6):
escribiendo p(6) como

p(6) = i axe'*? (2.29)

k=-00

86(E) cuenta con un punto ramal E = 0: en el plano complejo de k, donde E = k*/2m,
S(k) cuenta con ceros en el semiplano superior y polos en el semiplano inferior. Debido
a que E o k7. tenemos dos valores posibles de k (£k) para E, por lo que para mapear
una hoja del plano-k son necesarias dos hojas de Riemanm en el plano de la energia. El
corte se realiza de E = 0 a E = oco. De esta forma, el semiplano superior del plano-k
se mapea en la primera hoja de Riemann del plano-E y el semiplano inferior del plano-k
en la segunda hoja de Riemann del plano E. Para realizar la integral (2.22) supongamos
entonces que ésta se lleva a cabo lejos del punto ramal.
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con ax = a’,, ya que p(@) es real, tenemos que el coeficiente a_; estd dado
por
1

a_p = —
21

fo T e 0)df = 1g (2.30)

27
o bien, utilizando (2.25):

ey = =~SF. (2.31)

/!

Finalmente, sumando la serie. Eq. (2.29), con a, = 1/27, llegamos a la
distribucién p(#) [38}-]26]:

Ki=

1 1—|§P
p(f) = Em,

donde § = exp(i8). Este es el resultado que hemos venido mencionando,
conocido como kernel de Poisson. para un canal.

Asi, la distribucion, p{#), propuesta al inicio de la seccién existe y es
dnica. Cabe resaltar el hecho de que S es el tnico pardmetro relevante en la
distribucién de la fase de S; en otras palabras, ésta es la iinica informacién
del sistema que necesitamos para encontrar la distribucién completa de la
fase de S.

El promedio S en la Ec. (2.32) depende del centro Ep y el ancho  de
la Lorentziana. Pero si hacemos la siguiente idealizacidn: supongamos que
S(F) tiene sus polos en todo el intervalo de energia (—o0, o), de modo que
podemos hacer I — co. Entonces, en este caso, S se vuelve independiente’
de Ey e I.

Antes de pasar a la distribucién de S sobre el ensemble, veamos un ejem-
plo en el que verificamos el resultado anterior, Ec. (2.32).

(2.32)

2.7.1 Verificaciéon del kernel de Poisson utilizando un
potencial 4.

Consideremos nuevamente el sistema que presentamos en la seccion 1.2, Fig.
2.2. Como vimos en aquella seccion, la matriz de dispersion esta dada por la
expresion:

(senka + Ecoska) + iLsenka

= - 2.33
S(k) (senka + Zcoska) — i=senka (233)

9En la practica, la independencia de 5 con la funcién de peso también se logra conforme
el niimero de resonancias en [ va en aumento. De hecho, en la siguiente seccidn la funcién
de peso con la que realizaremos nuestro analisis corresponde a una “caja”: peso constante
e ignal a 1/4F en un intervalo de energia §E.
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Figura 2.7: Aqui. mostramos algunas (17) de las 100 resonancias utilizadas en el
muestrea de S para el sistema con ¢l potencial 8. Los valores de 8 indicados con
puntos fueron obtenidos de la Ec. (2.33) con § = €.

Con el fin de verificar el kernel de Poisson, muestreamos la matriz S sobre
el eje de la energia: sobre un intervalo de 100 resonancias (Fig. 2.7), a partir
de ka = 10. 000, construimos un conjunto de valores #; (aproximadamente 70
por resonancia), utilizando la Ec. (2.33) y S = €*. Dividiendo el intervalo
(0,27} en 20 clases. contamos el mimero de fases §; que caian en cada clase,
construyendo de esta manera la distribucién que se muestra en la figura 2.8,
donde la linea continua corresponde al kernel de Poisson, Ec. (2.32), con
S extraida del mismo conjunto de valores de S de la simulacién numérica.
Como podemos observar, el acuerdo es excelente.

2.8 El Kernel de Poisson para un canal:
muestreo de S sobre el ensemble.

Hasta ahora hemos realizado nuestro estudio estadistico de S sobre el eje de
la energia; pero nuestro interés principal es hacer el estudio sobre un conjunto
de matrices de dispersién independientes, todas a la misma energia: es decir,
un ensemble de matrices S. Con este propdsito, en esta seccion aplicamos
el resultado del kernel de Poisson, Ec. (2.32), a un ensemble de matrices S.
Para ello hagamos las siguientes hipdtesis:

it) S{F) es una funcién estacionarie de la energia: el promedio realizado
sobre el ensemble: {S{E)) es independiente de la energia!®

10Fn sistemas de dispersién reales esta hip6tesis puede sélo aproximarse iocalmente:
(S(E)) = (S(E + 6E)) con §E « E.
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Figura 2.8: Distribucion de la fase € para el potencial 4. Los puntos corresponden
al resultado de la simulacién numeérica, mientras que la linea continua corresponde
al kernel de Poisson (Ec. 2.32) con § extraida de la simulacién numérica.

iii) El ensemble de matrices S es ergddico: el promedio sobre la energia,
S, es igual al promedio sobre el ensemble, (S). En la Ref. [41] la ergodici-
dad (o Teorema de Slutsky) se demuestra para funciones estacionarias cuya
correlacion tiende a cero conforme aumenta la separacion entre las energias
a las que se evalia dicha correlacién. En el contexto de la Fisica Nuclear, en
[40] se demuestra la ergodicidad del ensemble de matrices S.

Utilizando la hipétesis de ergodicidad: § = {S) y el resultado (2.25),
tenemos que:

(S*) = (S)F, (2.34)

de manera que la distribucién de 8, ahora sobre el ensemble, esta dada por:

1-[{S)]?
7 2.35
p(S)( ) 977 IS (S)|2 ( )
Nuevamente, la distribucién de la fase estd univocamente determinada por
un parametro: {S}. En {26] se muestran algunos ejemplos donde se verifica
numéricamente la distribucién anterior, Ec. (2.35).
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2.9 El kernel de Poisson para N canales.

Veamos ahora la generalizacion de la Ec. (2.35) al caso multicanal. Para ello
consideremos matrices de dispersién S de dimensién N x N.

Como en el caso de un canal donde el “movimiento” de S con la energia
estaba restringido al circulo unitario, en el caso multicanal S se “mueve”sobre
la superficie determinada por la condicién de unitaridad SSt = I, en el plano
generalizado formado por los ejes ReSy;, ImSy;, ReS)p, ImSy,, ..., ReSyw,
IITISN N-

Por otra parte, la condicién de analiticidad se generaliza como [25, 27, 28]:

[Sahbl (E)]m T [Sak-bk(E)]nk = [Sfu bl(E + 2‘I)]m [ 2 by (E + ""I)]nk
{2.36)

la cual bajo la hipétesis de ergodicidad: S = (S) se expresa como:

((Say )™ - (Sappe)™) = (Sarp)™ -+ (Sar )™ (2.37)

Ahora, como en la Ec. (2.21), supongamos que la diferencial de proba-
bilidad dP((g\)(S) puede escribirse de la forma:

dPE(S) = P9 (S)dus(S). (2.38)

En esta iltima ecuacién hemos introducido la cantidad dp(S), llamada me-
dida invariante. Como veremos enseguida, esta cantidad es una medida razo-
nable para el conjunto de matrices S que pertenecen a un ensemble, pues da
un peso igual a todas las matrices S que satisfacen la transformacién que
definen a dicho ensemble. Asi, el promedio de 5§ evaluado con la medida
invariante es igual a cero; es decir, la medida invariante describe adecuada-
mente a la dispersidn en ausencia de procesos directos.

Antes de continuar con la generalizacion del kernel de Poisson al caso
multicanal, hagamos un paréntesis para dar algunas caracteristicas de du(S).

La medida invariante para las matrices de dispersién surge del enfoque
propuesto por Dyson para el estudio de las propiedades estadisticas de S en
problemas de dispersién en Fisica Nuclear. En este enfoque, alternativo al de
Wigner, no se hace referencia al Hamiltoniano del sistema y las propiedades
de § se estudian considerando diferentes tipos de ensembles de matrices S que
dependen de la simetria ante inversiones temporales. La medida invariante da
un peso igual a todas las matrices que satisfacen las constricciones de alguno
de los tipos de ensembles. Esta nocién de “iguales probabilidades” para las
matrices S se introduce precisamente por medio de la medida invariante y se
expresa formalmente como [24, 25, 28]:
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dp®(S) = dy?(S"), (2.39)

donde 8 = 1,2 o 4 etiqueta al tipo de ensemble, como en los ensembles
Gaussianos, mientras que S’ estd dada por S por medio de una relacién de
automorfismo que define a cada ensemble. Se definen tres tipos de ensembles
llamados ensembles circulares.

En el ensemble circular ortogonal (COE, de sus siglas en Inglés) etique-
tado por 8 =1, 5§ estd dada por la relacion:

S =USsuT, (2.40)

donde U es una matriz unitaria fija v arbitraria. Este ensemble se aplica a
sistemas que son invariantes ante inversiones temporales.
En el ensemble circular unitario (CUE. 8 = 2), S se relaciona con S por
medio de:
S =USV, (2.41)

donde U y V son matrices unitarias arbitrarias y fijas. Este caso es apropiado
para sistemas sin invariancia ante inversiones temporales.
Por dltimo, en el ensemble circular simpléctico (CSE, B = 4), S’ estd
dada por: )
S'=USU, (2.42)

donde 7 = ETUTE y T dada por la Ec. (2.15). Este ensemble se utiliza para
particulas con espin 1/2.

Por otra parte, si exp(i¢;) son los eigenvalores de la matriz unitaria S, la
medida invariante estd dada por [38, 24]:

du(S) = [] le? — e |°du(U) qub,-, (2.43)

j<k

siendo U la matriz que diagonaliza a S: (U™'SU)um = Snmexp (ig,), U
es ortogonal, unitaria o simpléctica, dependiendo del ensemble: 8 = 1,2, 4,
respectivamente.

Regresando a la generalizacién del kernel de Poisson, teniamos qgue la
diferencial de probabilidad dPs(S) estaba dada por el producto de la pro -
babilidad p(sy(S) y la medida invariante du(S):

dPE(S) = §)(S)dps(S). (2.44)

con dyug(S) dada por la Ec. (2.43). En cuanto a la distribucién p((g))(S) con

S satisfaciendo las condiciones de analiticidad y ergodicidad, ésta se conoce
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desde hace algin tiempo {38, 28] y estd dada por:

95y = v, [det(I — (SHSY)|EN+2-P)12
P{S) R [det(I — S(S)f) |,6N+2_ﬂ )

(2.45)

donde Vj es una constante de normalizacién. La Ec. (2.45) se conoce co-
mo kernel de Poisson y, como podemos ver, para N = 1 se reduce a la
distribucién encontrada en la seccién anterior, Ec.(2.35). Sin embargo, a
diferencia del caso de un canal, la distribucién dada por la Ec. (2.45) no es
tinica, es decir, las condiciones de analiticidad y ergodicidad no fijan pgg(S)
nnivocamente. Pero el kernel de Poisson dado por (2.45) tiene la carac-
teristica de ser la distribucién [39] que maximiza la entropia S, o minimiza
la informacion Z = —&, definida la entropia como [27, 28]:

Slp] = = [ pisynpis) (S)du(S). (2.46)

El kernel de Poisson ha sido aplicado con éxito al transporte electrénico,
tanto en sistemas donde los procesos de dispersion directos son importantes
como en sistemas donde tales procesos estan ausentes. Enseguida damos
brevemente algunos ejemplos donde el kernel de Poisson ha sido aplicado con
éxito.

2.10 Ejemplos de aplicaciones del kernel de
Poisson a cavidades.

2.10.1 Aplicaciones a sistemas sin procesos directos,
(SYy=0.

Como hemos mencionado. la dispersién en ausencia de procesos directos se
caracteriza por {S) = 0, en este caso dP((g))(S) = dug(S). Es decir, las
propiedades estadisticas de S estdn descritas por alguno de los ensembles
circulares: 8 =1, 2 0 4, que definimos en la seccién anterior. Existe una gran
cantidad de trabajos sobre aplicaciones de los ensembles circulares al estudio
del transporte [32]-[36]. Por ejemplo, para una cavidad balistica conectada al
exterior por dos alambres con N canales abiertos, como las que se muestran
en la figura 2.9, la media v la varianza del coeficiente de transmisién, T,
estdn dadas por [19]:

1
_.._._) ——
4N + 2 Nooo 4

(TY; —N/2 = -6 818, (2.47)
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Figura 2.9: Comparacién de los resultados de la simulacién numérica (tridngulos
y cuadros) con las predicciones tedricas para el valor medio y varianza de T. Los
tridngulos indican el caso de campo magnético nulo que corresponde al ensem-
ble § = 1, mientras que los cuadros indican campo magnético distinto de cero,
correspondiente al caso CUE (8 = 2). Figura tomada de [19].

N(N +1)? 1
. _ Z 9
varl) = N TN T3 aans COF (2.48)
N? 1
= —— CUE (2.49)

4{(d4N2—1)  Noowo 16

Como vemos, en el limite N — oo, var(T') depende inicamente de ia simetria
8. A este resultado se le conoce como fluctuaciones universales de la con-
ductancia. En la figura 2.9 se comparan los resultados tedricos, dados por
las ecuaciones anteriores para el promedio y varianza de T con los de la
simulacién numérica. Los resultados numéricos se obtuvieron resolviendo la
ecuacion de Schrodinger con condiciones de frontera de Dirichlet para las seis
cavidades diferentes que se muestran en la figura 2.9. Estas cavidades tienen
un “tope” (curvatura en la parte inferior de las cavidades) para asegurar que
no haya procesos directos, de modo que (S) = (. Como vemos el acuerdo es
muy bueno en todos los casos que se muestran en la figura.

2.10.2 Aplicaciones a sistemas en presencia de proce-
sos directos, (S) # 0.

La presencia de procesos directos se caracteriza por valores de {S) # 0. Con
la distribucién de S dada por el kernel de Poisson es posible encontrar la
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Figura 2.10: Para un canal, los cuadros indican los resultados de la simulacién
numérica bajo diferentes intensidades del campo magnético. Campo magnético
bajo significa un radio de ciclotrén, r., mds grande que el tamafio de la cavidad
(re = 55W). mientras que para campo magnético alto r.=1.4W. Figura tomada
de [20].

distribucién completa del coeficiente de transmisién, 7. Recordemos que T
estd dado por Tr(tt?). Para el caso de un canal, la distribucién de la trans-
misién W(T') se calcula en [20}. En la figura 2.10 se muestran los resultados
de [20]. donde se comparan los resultados tedricos con los de la simulacién
numérica para las cavidades que se muestran en la misma figura: la linea con-
tinua corresponde a la prediccidn tedrica, mientras que los cuadros indican
los resultados numéricos. El acuerdo es muy bueno en todos los casos.

Se ha avanzado mucho en el estudio de las propiedades estadisticas de
S utilizando RMT. asi como en las aplicaciones al transporte electrénico en
los sistemas mesoscépicos. Sin embargo, dentro del enfoque de la teoria de
la informacién. el estudio de S ha estado restringido a funciones estadisticas
de S de un solo punto o energia y sus aplicaciones a sistemas de corriente
directa.

En el siguiente capitulo veremos un primer avance hacia las aplicaciones
de RMT a sistemas de corriente alterna y para ello serd necesario el estudio
estadistico de una funcion de dos puntos, llamada tiempo de retardo.
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Capitulo 3

Funcion de S a dos energias: el
tiempo de retardo y su
aplicacion a la capacitancia de
un condensador mesoscopico.

El estudio de las propiedades estadisticas de S ha tenido un gran avance.
Por ejemplo, en el capitulo anterior presentamos la distribucién completa de
la matriz de dispersién conocida como kernel de Poisson, asi como algunas
de sus aplicaciones al transporte electrénico en cavidades mesoscépicas. Sin
embargo, dentro del enfoque de la teoria de la informacién, dicho estudio
ha estado restringido a funciones a une sola energia y sus aplicaciones, a
sisternas mesoscopicos de corriente directa.

En este capitulo presentamos un estudio realizado a una funcién de S
de dos puntos: el tiempo de retardo y su aplicacién a sistemas de corriente
alterna. Los resultados de este capitulo se encuentran en la Ref. [42], de la
cual se anexa una copia al final de la tesis.

En general, estamos interesados en las propiedades estadisticas de fun-
ciones de S a dos energias cualesquiera: F(S(E}),S(E2)). Este caso ha
escapado del enfoque de la teoria de la informacién para su estudio, no asi
para el punto de vista microscépico que describimos en el capitulo pasado,
donde, por ejemplo, se ha calculado la funcién de autocorrelacién de las ma-
trices de dispersién (21, 37]. En cuanto al tiempo de retardo, 7, algunas de
sus propiedades estadisticas han sido ya estudiadas. Por ejemplo, en [43]
se calcula la distribucién de 7 para un sistema unidimensional desordenado,
utilizando un enfoque llamado “invariant imbedding”; en [30], se calcula la
distribucién de 7 para una cavidad, utilizando métodos supersimétricos.

33
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Como un primer avance en el estudio de funciones de S a dos energias,
utilizando un enfoque basado en el de la teoria de la informacion, en la
seccion siguiente analizamos la funcion mads sencilla de dos puntos: el tiempo
de retardo, . En ausencia de procesos directos ({S) = 0). calculamos su
distribucién w(7) para el caso de un canal. La motivacién fisica para estudiar
el tiempo de retardo se debe a su relevancia para el transporte electrénico en
los sistemas mesoscopicos de corriente alterna, como veremos posteriormente.

3.1 Distribucion del tiempo de retardo para
un canal, w(r).

El tiempo de retardo 7 es una cantidad relacionada con la nocién del tiempo
que permanece una particula en cierta region. En el problema de la dispersion
de ondas, una forma de medir el tiempo de retardo es tomar la diferencia
entre los centroides de las onda dispersada v una que no sufre tal dispersién,
haciendo la medicién en puntos muy lejanos de la regién dispersora. Midiendo
de esta forma 7, Wigner introdujo el tiempo de retardo para problemas de
dispersion para matrices de un canal [44]. M4ds tarde Smith [45] expresé 7
en términos de la matriz de dispersién para N canales':

A | 1 8S(E)
T= :)'W_.VRe [—ETI' (S(E) '—BE—)] ’ (31)

donde A es ¢l espaciamiento medio entre niveles y N el niimero de canales.
Para el caso de un canal. utilizando S = &) el tiempo de retardo se reduce
a la expresion:

A B(E)

= 2
7= 9 B8E (3.2)

Esta es la cantidad cuyas propiedades estadisticas estamos interesados en
estudiar, en particular su distribucién, w(r). Para ello consideraremos un
ensemble de matrices S con (S} = 0, es decir, en ausencia de procesos direc-
tos. En el capitulo siguiente trataremos el caso de la presencia de procesos
directos.

Pero antes de entrar propiamente en el calculo de la distribucién de 7,
veamos algunas caracteristicas de la funcién §'(E) = 86(E)/OE, Ec. (3.2),
que nos seran de utilidad.

'Como en [46], introducimos el tiempo de retardo adimensional, 7.



3.1 Distribucion del tiempo de retardo para un canal, w(7). 35

En el capitulo pasado, vimos que S puede escribirse en términos de la
matriz K como {Ec. (2.18)]:

1 - iK(E)

Para un canal S = e%®) mientras que K estd dada por, de ja Ec. (2.20):

K(F)= ; E - E (3.3)
y las anchuras [y, por:
8
P (34)
i=1

donde 8 = 1,2,0 4 etiqueta el tipo de ensemble. Los polos E, de K(E)
siguen una de las distribuciones de los ensembles Gaussianos (ortogonal, uni-
tario o simpléctico) v las amplitudes ’yf\i) son variables independientes con
distribucién Gaussiana, de manera que las T'y’s siguen una distribucién x?
con [ grados de libertad.

Por otro lado, la funcién #(EF) permanecerd invariante si sumamos una
constante: 2¢ a la fase 8(E). Esta invariancia puede expresarse en términos
de la matriz K(E): de la Ec. (2.18) vemos que K(E) puede escribirse de la

forma:

K(E) = tanﬂf—) ; (3.5)
definiendo la funcién h{E} como:
h(E) = 0—(2?—), (3.6)

tenemos que h(F) es invariante ante la transformacion:

K +tang
(4 = wom——— .
Ko l1-Ktang’ (37)

con ¢ constante. Por este motivo, Wigner {47, 48] llamé a la funcién h(E)
“derivada invariante”. De esta ultima ecuacion, cbservamos que los polos de
la K transformada, Ky, se encuentran en:

K = cotd. (3.8)

Este resultado se muestra esquematicamente en la figura 3.1. A nivel de la
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K

cotd

Figura 3.1: Indicados con circulos, los polos de la funcién transformada Ky se
encuentran en las intersecciones de cot¢ con la funcion K(E).

matriz de dispersién, la transformacién (3.7): 6/2 — /2 + ¢ implica que:
S — €?S5e”. (3.9)

Ahora, veamos el valor de h(E) en los polos. Para esto, expresemos la
funcién h(E) en términos de K (E), haciendo uso de la Ec. (3.3):

_ K'(B)
h(E) = T KB (3.10)
y sustituyendo la Ec. (3.3):
Ty
h(E) = L) -7 (3.11)

1+ (Tagl)

encontramos que h(E) evaluada en el polo E) esta dada por el inverso de la

anchura: )
h(E)) = =—. (3.12)
Ly

Por tltimo, la integral A(F) desde un polo, digamos E), al siguiente, Ea, es
igual a m:

] WE)dE = [tan™ K (E)] f;‘ = (3.13)

Esto implica que dada h(E) y un polo de K(E), los demas polos quedan
determinados, es decir, si integramos h(E) desde el polo Ej, el siguiente polo
E+1 se encontrara en el punto donde la integral de h(F) sea igual a 7. En
la figura 3.2 se representan estos resultados.
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h(E)

Figura 3.2: Representacién de la funcién h(E). En los polos, h(E) es igual al
inverso de las anchuras I'y y el drea bajo la curva h(E) entre un polo y el siguiente .
es igual a .

Una vez vistas algunas caracteristicas de h(E), pasemos al cdlculo de la
distribucion de 7. En general, de la ecuacién (3.1), vemos que la distribucién
de 7 depende de la distribucién conjunta p(6(E), #'(E)). Para el caso de un
canal, utilizando las Ecs. (3.5} y (3.6), la distribucién conjunta estd dada
por el promedio:

p(0,8) = (6(6 - 2tan " K(E))6(¢ — 2h(E))) (3.14)
- %(5(9 — 2tan~' K(E))5(8'/2 — h(E))), (3.15)

donde, indicamos con {...) el promedio sobre las variables aleatorias® E,.
Usando la identidad: é(z — f(z)) = ¥; %?(_Tf;il’ donde f(x;) = 0, reescribimos
la primera funcién ¢ como:

5(0 — 2tan—"K) = %Z 5(E - Ey) (3.16)
A

?Podemos verificar que la definicién utilizada para la distribucién conjunta (Ec. 3.14)
es una buena definicién. Por simplicidad tomemos, el caso de una sola variable aletoria
con distribucién dada por: p(z) = {8(x — f(¥})), si g es la distribucién normalizada de
y, entonces [ p{x)dz = [ g(y)dy [ 8(z — f(y))dr = 1, es decir, p{x} estd normalizada; los
momentos -1os cuales definen a una distribucién- de x estin bien definidos; calculemos el k-
ésimo momento: (z*) = [ z¥p(z)dz = [ g(y)dy [ 2*6(z — f(y))dz. Integrando respecto de
x, encontramos que (z*) = [[f(y)]*g(y)dy. Asi, en principio, podemos calcular cualquier
cantidad estadistica, utilizando la definicién de distribucién como en la Ec. {3.14}).
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con f(Ey) = 0. La suma de la ecuacidn anterior es igual a la densidad
microscopica de niveles: p =3, §(E ~ E,). Ahora, como los polos de K se
encuentran en K = cot¢, Ec. (3.8), y

K(E) = tan@ = cot (f—"f-g@) (3.17)
entonces, definiendo la densidad de niveles:
ps =3 6 (E — Ex(¢)) (3.18)
)

y utilizando la Ec. (3.17}, la distribucién conjunta p(8, '), Ec. (3.14), puede
escribirse como:

no L
p(gig) - 26

Finalmente, integrando sobre la energia la ecuacién anterior y denotando
por A a la densidad media de niveles tenemos:

(p5e5(0'/2 = ), (319)

. 1 ¢ 1

p(0,d) = m@w;_ﬂ (5 = f‘;) , (3.20)
donde hemos usado que h(E)) = 1/T,, Ec. (3.12), y denotado por Q, a la
distribucién de los inversos de las anchuras 1/T;.

En este punto aplicamos una conjetura propuesta por Wigner [47, 48]
respecto a los niveles de energia o polos E) y a las anchuras o residuos, T'y.
La conjetura propone:

Las distribuctones estadisticas del espaciamiento de niveles y de los
residuos permanecen invariantes ante la transformacidn (3.7).

La afirmacién anterior es una conjetura que verificamos numéricamente,
tanto para los niveles de energia como para los residuos, en los casos de
interés: niveles de energia E, con distribucién dada por alguno de los en-
sembles Gaussianos 3 = 1,2 0 4 y v,'s con distribucién Gaussiana. En todos
los casos, la propuesta de la conjetura fue verificada, dentro de las barras de
error estadistico.

En términos de la distribucién @, la conjetura implica que:

Qe(1/T) = Q(1/T»), (3.21)

es decir, la distribucién de los inversos de las ['’s no depende de ¢. Esto
significa, de la Ec. (3.20), que # y & son variables independientes, de manera
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que la distribucién conjunta puede escribirse como el producto de las dis-
tribuciones de 8 y #: p(8,8') = g(A}P(#'). Como la fase 8 estd distribuida
uniformemente en el intervalo (0, 2), pues (S) = 0, entonces g(f) = 1/2x,
de manera que:

"no__ 1 / s
p(8,8) = 27rP(E)). (3.22)
De esta forma. usando la Ec. (3.21):
P = —Q (8'/2=1/T}) (3.23)

A

Sélo resta encontrar la distribucién de los inversos de las anchuras. Co-
mo hemos mencionado, las T'y’s siguen una distribucién x* con 8 grados de
libertad. Sea u. por ejemplo, una variable aleatoria con distribucién y?:

2 (B/2°" a2 u’Fedu (3.24)

XB(u) (,8/2) ’

y calculemos la distribucién de su inverso: 1/u. Haciendo el cambio de

variable u — 1/u con du — du/u?, encontramos que la distribucién de u™",

Q. esta dada por:

2)13/? 442 g1
wty= B e e 3.25
Q™) = F7 (3.25)
Reescribiendo ahora la Ec. (3.23) como:
4 ! — 1 -2
P(O'/2) = 25Q0/2=1/T) (3.26)
e introduciendo el tiempo de retardo adimensional, 7:
A g0
= — 27
2n QE’ (3.27)

en ambos lados de la Ec. (3.26),tenemos finalmente, sustituyendo (3.25) en
(3.26), que la distribucién del tiempo de retardo estd dada por:

(ﬁ/2)3/2 -
T(8/2) +

Utilizando métodos supersimétricos y para 8 = 2, Fyodorov [30] calcula
la distribucién de 7, la cual concuerda con nuestro resultado. Como una

wg(r) = (3.28)
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verificacién a la distribucién w(7) que encontramos, realizamos una simu-
lacién numérica para cada uno de los ensembles: 8 = 1,2 y 4. La simulacién
se llevé a cabo generando un ensemble de tiempos de retardo, utilizando la
ecuacidn (3.11): los eigenvalores E son el resultado de la diagonalizacién
de matrices de dimensién 200 x 200 cuyos elementos siguen una distribucién
Gaussiana®, de acuerdo con cada uno de los ensembles, 5. En cuanto a las
amplitudes v, en la Ec. (3.11), éstas, como dijimos anteriormente, también
siguen una distribucién Gaussiana. En la figura 4.2 comparamos los resulta-
dos de la simulacién numérica con los tedricos, Ec. (3.28). Como podemos
ver, el acuerdo es muy bueno en todos los casos.

3Con un generador de niimeros al azar se puede crear un conjunto de variables, z's, con
distribucién Gaussiana, utilizando la transformacién [49]:z = A\/(—2Iny, cosy», donde
¥1 ¥ y2 son variables al azar con probabilidad uniforme en el intervalo (0,1); bajo esta
transformacion z sigue la distribucién: p(z) = (2 A) /2exp(-2%/2A%).
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Figura 3.3: Verificacién de la distribucién w(7), Ec. (3.28), para los casos ortog-
onal, unitario y simpléctico: (a), (b) ¥ (c), respectivamente. La linea punteada
corresponde al resultado tedrico y los cuadros, con su barra de error por muestra
finita, al resultado de la simulacién numérica. En todos los casos el acuerdo es

muy bueno.
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.................................

Placa macroscopica

oD

Placa mesoscopica

Figura 3.4: Condensador mesoscépico formado por una placa mesoscépica conec-
tada a un reservorio con potencial quimico y; y, en un segundo plano, una placa
macroscépica (linea punteada) conectada a un reservorio con potencial quimico ps.
La placa mesoscdpica se encitentra conectada capacitivamente a la macroscéopica.

3.2 Aplicacién de w(7): Distribucién de la ad-
mitancia de un capacitor mesoscépico.

Una de las motivaciones fisicas para el estudio del tiempo de retardo se
debe a su relevancia en el transporte electrénico en sistemas mesoscépicos de
corriente alterna. En varios trabajos realizados por Biittiker y colaboradores
[50, 51] se presentan las ideas que relacionan la matriz de dispersién con
diferentes cantidades del transporte en circuitos mesoscopicos de corriente
alterna. Aqui, daremos sélo algunos de los conceptos basicos que dan lugar
a la relacién entre 7 y la admitancia de un condensador mesoscépico [50].

Cominmente se considera que el campo eléctrico se anula exdctamente
en la superficie de un conductor y como consecuencia, la capacitancia de
un condensador es una cantidad que depende tinicamente de la geometria
del sistema y no de las propiedades en si de éste. Sin embargo, esto no
es totalmente cierto ya que el campo eléctrico penetra al conductor una
distancia del orden de la longitud de apantallamiento de Thomas-Fermi?, la
cual es generalmente despreciable para un sistema macroscépico, pero puede
no serlo para un sistema de las dimensiones de un sistema mesoscépico. Esta
penetracién no despreciable del campo eléctrico lleva a una revision de la
capacitancia de un condensador mesoscépico.

1Para un potencial que varia poco en comparacién con la longitud de onda del electron,
la aproximacion de Thomas-Fermi supene que el potencial quimico en un punto es pro-
porcional a la densidad de electrones en ese punto. Bajo esta aproximacion, la lengitud
de apantallamiento de Thomas-Fermi, I,, es proporcional a la densidad de estados, D:
I, = 1/k,” con k,> = 4nD(EF) {52}
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La capacitancia usual, que llamaremos “capacitancia geométrica”, C,,
relaciona la carga eléctrica en las placas del capacitor con el voltaje en-
tre ellas; para un capacitor mesoscopico surge una cantidad mas compleja
llamada “capacitancia electroquimica”, C);, que relaciona la carga con el po-
tencial electroquimico. Esta nueva capacitancia es la que depende de las
propiedades del conductor con que estan hechas la placas, por medio de la
densidad de estados en ellas. En [50] se presentan diferentes sistemas para
los que se calcula C,, y se muestra explicitamente el efecto de la longitud de
apantallamiento.

El sistema que estudiamos (Fig. 3.4) consiste de un capacitor formado
por una placa mesoscopica y una macroscépica, cada una de ellas conectada
a reservorios con potenciales quimicos u; y po, respectivamente. La placa
mesoscopica estd conectada al reservorio por medio de un conductor perfecto.
Para aplicar nuestros resultados para w(7) de la seccién anterior, suponemos
que la placa mesoscdpica es una cavidad balistica como las' que presentamos
en el capitulo anterior, donde la teoria de matrices aleatorias ha sido aplicada
con éxito, ademads. el conductor perfecto conectado a la placa mesoscopica
contiene un solo canal abierto.

Las placas del capacitor estin acopladas sélo capacitivamente, por lo que
no existe la posibilidad de transporte por corriente directa. Si aplicamos al
capacitor un voltaje oscilante U{w), Biittiker encuentra que la admitancia
g'(w), definida como 6/ (w)/éU(w), donde I(w) es la corriente, estd dada por
{30, 51}:

g (w) = -1-—2('—“’.)——- = —iwC, +---, (3.29)
+ w—ag(w)
a primer orden en w. Las cantidades ¢’ (w) ¥ g(w) denotan las admitancias
para el sistema interactuante (en la aproximacién de Thomas-Fermi) y el
sistema no interactuante, respectivamente. A temperatura cero, g{w) esta
dada en términos de la matriz de dispersién S(F), asociada a la cavidad
balistica y el conductor perfecto:

s,
glw) = —iwe? {é—r—gTr [ST(E)—%-(EE—)] } +
= —iwe’Nt/A+---, (3.30)

donde N es el niimero de canales, A, el espaciamiento medio de niveles de la
cavidad y 7. el tiempo de retardo adimensional:

A 08
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Figura 3.5: Distribucién de la capacitancia adimensional a = C,,/C, para difer-
entes valores de 7.

Sustituyendo (3.30) en (3.29), expresamos la admitancia en funcién del tiem-
po de retardo como:

g {w) = —iwCoe +---, (3.32)

donde « es el cociente de las capacitancias:

-
=C,/Ce= .
o '/ Ce . (3.33)
con c
7 = :2 . (3.34)
N3

Podemos verificar que en el limite macroscéscopico, recuperamos la expresion
conocida para la admitancia: en este limite, el espaciamiento medio de niveles
de la cavidad mesoscdpica, A, tiende a cero por lo que n — 0, entonces, a
primer orden en w, g’ (w) = —iwC,.

Ahora, apliquemos nuestro resultado para w(7) de la seccién anterior para
calcular la distribucién de la admitancia o equivalentemente la distribucién
de a, Ec. (3.33), para el caso de un canal. Despejando 7 de la Ec. (3.33),
tenemos:

. (3.35)
l-o
Haciendo el cambio de variable dado por la Ec. anterior en w(7), Ec. (3.28),
encontramos que la distribucién de ¢, p(e), estd dada por:

(8/2°7 (1 - ) _pie 13
7 = e e, .36
Ppala) L@ o (3.36)
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donde 0 < o < 1. En la figura 3.5 se muestra p(a} para distintos valores
de 1, como podemos ver, conforme disminuye el valor de #, el ancho de la
distribucién disminuye, es decir, la distribucién de o se aproxima al caso
macroscopico: para n < 1, p(a) = 6{1 — a).

En este capitulo hemos caleculado la distribucién de una funcién de dos
puntos: el tiempo de retardo, para un canal y cualquier simetria: 8 = 1,2
y 4 . Este fue el primer avance hecho en el estudio de funciones de més de
un punto, utilizando un enfoque cercano al de la tecria de la informacion:
para calcular la distribucién del tiempo de retardo fue necesario recurrir a
la invariancia de los eingenvalores de la energia y los residuos de la matriz
K ante la transformacién {3.7) y no unicamente a suposiciones estadisticas
a nivel mismo de la S, como es la filosofia del enfoque de la teoria de la
informacién. Cabe mencionar que posteriormente a este trabajo, Brouwer
et. al. [53] lograron la extensién de la distribucién w(r) al caso multicanal,
para {S) = 0. asi como la demostracién de la conjetura de Wigner.

Por otra parte, nuestro interés se centra no sélo en funciones a dos en-
ergias, sino en funciones de la matriz de dispersién a n energias y aunque, el
problema general de funciones a dos energias cualesquiera esta atn abierto,
en el capitulo siguiente presentamos un resultado aplicable a funciones a n
puntos que permite reducir el problema de la dispersion con procesos directos
al caso donde dichos procesos estan ausentes. Este resultado nos servird para
extender la distribucién del tiempo de retardo que recién encontramos para

(S) =0 al caso (S) # 0.
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Capitulo 4

Reduccion del problema de
dispersién con (S) #0 a (S) =0
para funciones de S a una y
varias energias.

En el capitulo pasado estudiamos una funcién de la matriz de dispersion
a dos puntos. continuando con el estudio de funciones de S a mas de una
energia, presentamos enseguida un resultado aplicable a funciones de n pun-
tos: mostramos cémo el andlisis de las propiedades estadisticas de la matriz
de dispersién en presencia de procesos directos puede reducirse al caso mas
sencillo: dispersién en ausencia de dichos procesos.

Como mencionamos anteriormente, el enfoque de la teoria de la informa-
cion describe dos escalas de tiempo distintas: una asociada a procesos de
dispersion de respuesta rapida, caracterizados por un valor de S promedio
distinto de cero, y otra asociada con tiempos de respuesta lentos. El prob-
lema de la dispersién con (S} # 0 es de interés fisico, en particular en el
problema del transporte en sistemas mesoscépicos, porque su solucién per-
mite la descripcion de sistemas de mayor complejidad que aquellos sistemas
de dispersion donde los procesos directos estin ausentes, caracterizados por
{(S)y=0.

El resultado principal que presentamos en este capitulo nos sera de uti -
lidad para extender la distribucién del tiempo de retardo para un canal y
(S) = 0 del capitulo al caso de (S} # 0. Para verificar dicha extension,
construimos numéricamente, como en el capitulo anterior, un ensemble de
tiempos de retardo provenientes de matrices de dispersién con (S} = 1/2 y
comparamos la distribucion de 7 obtenida del ensemble con la distribucién

47



Reduccién del problema de dispersién con (S) # 0 a {(S) =0 para
48 funciones de S a una y varias energias.

tedrica, wisy=172(7). También. verificamos numéricamente nuestro resultado,
utilizando la funcién de autocorrelacién C(E) para matrices S de dimension
2 x 2 con simetrias 8 = 1 y 2; veremos que con la aplicacién de nuestro
resultado podemos ir de C(F) con (S) =0 a C(E) con (S) = 1/2. Al final
de la tesis se encuentra una copia de la Ref. [54], donde se presentan los
resultados de este capitulo.

4.1 Relacién entre matrices de dispersion con
y sin procesos directos.

Como hemos mencionado, el problema de la dispersién con procesos directos
es relevante para el problema del transporte electrénico, pues permite la
consideracién de sistemas mas complejos que aquellos donde (S) = 0. Por
ejemplo, supongamos que tenemos una cavidad conectada a un conductor
perfecto ¥ dentro de este dltimo se encuentra una barrera de potencial, Fig.
4.1. Si un grupo de electrones incide por el lado izquierdo de la barrera, una
parte de ellos podré atravesarla por tunelaje y entrard en la cavidad, pero
otra parte de los electrones se “reflejard”en la barrera. A estos electrones que
no entran en la cavidad se dice que sufren procesos directos de dispersién,
contribuyendo a que (S) sea distinto de cero.

En el capitulo 2, mostramos algunos ejemplos de sistemas mas complejos
donde los procesos de dispersién directa son importantes, Fig. 2.10, por lo
que (S) # 0. También en ese capitulo. vimos que la diferencial de proba-
bilidad para la matriz S en presencia de procesos directos puede escribirse
¢como:

dPE)(S) = p(3)(S)dps(S), (41)

donde dpg{S) es la medida invariante de cada uno de los ensembles circulares

y pfg;(S’) estd dado por el kernel de Poisson.
La reduccién del problema con (S} # 0 a (S) = 0 tiene la ventaja de

tratar con una densidad de probabilidad constante:
dP®)(S) = dyug(S), (4.2)

es decir, la distribucion de la matriz de dispersion estd dada por alguno de
los ensembiles circulares: 8 =1,2 o 4.

Desde hace tiempo [38] se conoce un grupo de transformaciones que ma-
pea matrices S en presencia de procesos directos a matrices S’ sin tales pro-
cesos. La transformacioén, por ejemplo para 8 = 1, es la siguiente [38, 27, 55]:
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Figura 4.1: Un ejemplo de un sistema dispersor donde se producen procesos direc-
tos ({S) # 0). 5 es la matriz de dispersién asociada a la barrera de potencial y
So a la cavidad.

S'=R(S—(S)(I-(8)"S)"" (R"), (4.3)
donde la matriz R satisface la relacidn:
R(I — (SHSHRt = 1. A (4.4)

Una transformacién de la forma dada por la Ec. (4.3) puede obtenerse
utilizando el ejemplo anterior de la cavidad con una barrera de potencial en
la entrada. Siguiendo [29] deducimos enseguida tal transformacién.

En la figura 4.1 se muestra una cavidad balistica cuya matriz de dispersién
(sin considerar la barrera de potencial) es Sp. Para esta matriz (Sp) = 0,
es decir, suponemos que no tenemos procesos directos de dispersion y a la
barrera de potencial le asociamos una matriz fija 5.

Nuestro propésito es encontrar la matriz de dispersién S del sistema com-
pleto: es decir, cavidad y barrera de potencial. Para ello, debemos de combi-
nar adecuadamente las matrices Sg v 5. Estas dos matrices relacionan a los
vectores de N componentes: a,b,a' v ', Fig. 4.1, a través de las ecuaciones:

a’ = Seb (4.5)

8)-s(5)

donde S es una matriz de dimensién N x N y S} de dimensién 2N x 2N:

S) = [ nob ] (4.7)

/
tl LR}
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Como hemos designado usualmente, v, v ¢, de dimensién N x N, asi como
r{ y t{, son las amplitudes de reflexién v transmisién, respectivamente.
De la Ec. (4.6) tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

b = T + i;a’ (4-8)
b = tia+nrad. (4.9)

climinando las amplitudes o’ ¥ & de estas dos iltimas ecuaciones, haciendo
uso de la Ec. (4.5), encontramos que:

b= [T‘] +t‘1 (Sé'l—r;)_ltl]a, (410)

pero por definicién, la matriz que relaciona las amplitudes entrantes a con
las salientes b es la matriz de dispersién S del sistema completo:

b= Sa, (4.11)

por lo tanto, la regla de combinacién para las matrices Sy y S; esta dada
por:

S=r +t/S(1-75)"t. (4.12)

Despejemos ahora Sp de la Ec. (4.12):
St;l = [T;t’fl(s —n)+a)(§—nt, (4.13)
sustituyendo la relacién: v} = —t','”r{t‘l, obtenida de la unitaridad de S,

(818, = I), en la Ec. (4.13). encontramos finalmente:
So=t7 (S -r)(1-718)" . (4.14)

Como podemos observar, esta transformacién. Ec. {4.14), es de la misma
forma' que la Ec. (4.3). La Ec. (4.14) sera fundamental para el analisis que
presentamos en la seccion siguiente.

4.2 Reduccién del problema de dispersién con

(S) #0 a (S) =0.

En el capitulo 2 introdujimos la medida para las matrices S, dug(S), invarian-
te ante cada una de las transformaciones de simetria 8, que definen a cada

TPara 8 =1, como es el caso de la Ec. (4.3), 8} =¢; .
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tipo de ensemble. Como la medida invariante da igual peso a todas las
posibles matrices S del ensemble, el promedio de S pesada con d(S) es cero.
Cuando el promedio de S es distinto de cero, la densidad de probabilidad estd
dada por el kernel de Poisson (capitulo 2):

 [det(I = (SHSYH|EN+2-8)/2
| det(I — S{S)1) |pN+2-8 °

donde V3 es una constante de normalizacién y N el nimero de canales.

Ahora consideremos la transformacién que obtuvimos en la seccién ante-
rior, Ec. (4.14}, o bien la Ec. (4.3). Esta iltima transformacién se utiliz6 en
[55] con el fin de simplificar el andlisis de funciones de S e una energia para el
caso de (S) # 0; se buscaba una transformacion cuyas matrices de dispersién
resultantes tuvieran una densidad de probabilidad constante, reemplazando
asi, a la densidad de probabilidad dada por el kernel de Poisson. En la mis-
ma referencia [53]. v en [38], se demuestra que st la distribucién e una sola
energia de S estd dada por la Ec. (4.15) entonces la distribucién de S’ estd
dada por la medida invariante dug(S’), de modo que (S') = 0. También se
demuestra que la distribucién de S’ es independiente de la matriz R. Para
la transformacién (4.14) esto implica, identificando a 7, con (S} {29], que
la distribucién de Sy esta dada por la medida invariante dug(Sp}, de modo
que {So) = 0. y ademds es independiente de ¢, y ¢]. En otras palabras, con
Ty = (S), la Ec. (4.14) transforma el problema de dispersién con procesos
directos ({S) # 0) a uno sin procesos directos ({S) = 0), donde las matrices
de dispersion son funciones estocdsticas estacionarias a una energie.

Supongamos ahora que para cada energia E, aplicamos la transformacién
(4.14) a S(E). con el mismo valor de {S) en cada transformacién. Bajo estas
condiciones demostramos enseguida la siguiente afirmacién:

P =Yy

(4.15)

Enunciado 4.2.1 Las propiedades estadisticas conjuntas de las malrices
transformadas Sy(E)), So(E2), So(Es), efe.  son precisamente aquellas aso-
ciadas con el problema de dispersion en ausencia de procesos directos, ca-
racterizados por {Sp) = 0.

Es decir, la transformacién (4.14) relaciona a S(E) con Sp{ E}, estd ultima con
promedio cero, donde las matrices de dispersién son funciones estocdsticas
estacionarias de la energia [41].

A continuacién. damos la demostracién del enunciado anterior para el
caso del ensemble circular ortogonal (8 = 1). En este ensemble, las matrices
S son unitarias y simétricas. La demostracidn para los otros ensembles (8 = 2
y 4) es similar al caso que presentamos.
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Supongamos que {S) es diagonal y real >. Como hemos visto, la matriz de
dispersién S puede expresarse en términos de las amplitudes -y, y los niveles
de energia E,, por medio de la matriz K, como [Ec. (2.18)]:

S(E) = 1 +iK(E))[1 — iK(£)]7,
donde K(E) esta dada por [Ec. (2.20):

KalB) =X 7L
Las amplitudes <), son variables reales descorrelacionadas con distribucién
Gaussiana y las energias Fy siguen la estadistica del ensemble Gaussiano Or-
togonal con espaciamiento medio entre niveles A. Por otra parte, el promedio
de S estd dado por la relacién [56):

<S(E))ab = (1 - yua)(l + ybb)_léaba (416)
donde L
Yoa = - (KAG) . (4.17)

De la misma forma que S puede expresarse en términos de K(E), para Sp
tenemos;

So(E) = [1 +iKy(E)[1 — iKo(E))™! (4.18)
con
(So(Eap = (1 = 12a 11 + y) ™ da. (4.19)
Despejando Ky(E) de la Ec. (4.18) :
Ko=i(1—Sp)(1+ Sy} (4.20)

y sustituyendo la transformacién {(4.14) con S(E) dada por la Ec. (2.18) y
ry = (§), encontramos que:

(Ko)ar = v P Ky 2. (4.21)

Es decir, bajo la transformacién (4.14), las v,,'s se ven afectadas sélo por la
constante ¥y, : Yaa = ¥2./*7aa, que es justamente el factor necesario, Ec.
(4.17), para hacer: (So(E)) = 0, pues 2, = 1, Ec. (4.19).

Entonces, bajo la transformacién (4.14), las -y,’s varian tinicamente por
una constante y los niveles de energia permanecen invariantes. Por lo tanto,
las propiedades estadisticas de la matriz transformada Sy E) son las mismas
que las de S(E), pero sin procesos directos. De esta forma, el enunciado 4.2.1

queda demostrado.

2En la referencia [56] se demuestra que el caso de {S) arbitraria puede reducirse al de
{S) diagonal y real, es decir, se reduce al caso que suponemos.
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4.3 Distribuciéon del tiempo de retardo para
(S) #0.

En esta secciéon, aplicamos el enunciado 4.2.1 para extender la distribucién
del tiempo de retardo que obtuvimos en el capitulo 2 para {S) = 0 al caso de
{S} # 0. Como verificacién, comparamos los resultados de una simulacién
numérica del problema con nuestro resultado tedrico.

De la transformacién (4.14) con r; = (5}, sin el factor ¢} /¢, que resulta
irrelevante para la distribucién de Sp [55], tenemos que:

SolS) = (5 — (SN(1 — (S)°8)™. )

Ya que estamos interesados en el tiempo de retardo, el cual es proporcional
a df/dE y para un canal § = €, resulta conveniente despejar S de la Ec.
(4.22):

S=(1+45(S)") " (Se + (S)). (4.23)

Derivando ambos lados de esta ecuacidn respecto a la energia, utilizando

So = €%, tenemos:
B 1 [SP e,

dE - ]1 + (S),eigol'z EE’ (424)
o bien®,
& = £(60)8, (4.25)
con
£(60) = [1 = 1(SHF] 1 + ¢S)e®| (4.26)

De las ecuaciones anteriores, vemos que para calcular la distribucién del
tiempo de retardo es necesario encontrar la distribucién conjunta de 8y y 6;:
po?(80,8;). Pero en el capitulo pasado, vimos que 6 y & son estadisticamente
independientes, de modo que!:

1

o

P6(60,66) = 5= F3 (B). (4.27)
donde Py(#) es basicamente la distribuciéon del tiempo de retardo que en-
contramos en el capitulo pasado.

Regresando a la distribucién de &, P&(B’), de la Ec. (4.25) escribimos
ésta como:

3¢’ y 0 indican d8/dE y dfy/dE, respectivamente.
4Indicamos con el subindice cero a las distribuciones con (S) = 0.
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Piy(0) = (318" - f()60)) (4.28)
= [ [ 500 - (@) )en(6e,63) (4.29)

y usando la Ec. (4.27):

Po®) = / f 5(6 — f(60)6,) PE(6})d80d0), (4.30)

Integrando respecto a 6, usando la igualdad: é(a ~ bz} = é(a/b — z}/|b),
tenemos que:

Po®) =52 [ s PO S Gulat (4.31)

donde f(6) > 0, Ec. (4.26).
Introduciendo, como anteriormente, el tiempo de retardo adimensional:

A
T—%B,

(4.32)

en la Ec. (4.31), encontramos que la distribucién del tiempo de retardo,
wﬁ.;)(r), estd dada por:

wley(r) = - [ f wh(r/ £(60))db (4.33)

donde wg es justamente la distribucién del tiempo de retardo que encon-
tramos en el capitulo 3 para el caso de (S} = 0, Ec. (3.28). Entonces

sustituyendo wg en la ecuacién anterior, tenemos finalmente:

) (E)BN o 144~ f(00)
==l T e 3
wi(r) = — o [ Loy E e E g, (4.3)
con f(fp) dado por la Ec. (4.26). De esta forma, el cilculo de la distribucién
del tiempo de retardo para un valor arbitrario de (S) ha quedado reducido
a cuadraturas.

Notamos que la Ec. (4.34) se reduce correctamente a la distribucion
que encontramos en el capitulo pasado para (S) = 0, pues en este caso
f(6s) = 1, Ec. (4.26). También. hemos verificado numéricamente que nuestro
resultado concuerda con el presentado en [30], donde los autores encuentran
analiticamente la distribucién de 7 para el caso = 2.
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Figura 4.2: Distribucién del tiempo de retardo para los 3 ensembles (8 = 1,2 y 4)
con {S) = 1/2. Los puntos con su barra de error por muestra finita son el resul-
tado de la simulacidn numérica. El resultado tedrico, derivado de la integracién
numérica de la Ec. (4.34), se indica con cruces. Como vemos el acuerdo es muy
bueno en los 3 casos.
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Como una verificacidon mas a la distribucién que encontramos, Ec. (4.34),
realizamos una simulacién numeérica del problema. De la misma forma que
como explicamos en el capitulo anterior, construimos un ensemble de tiempos
de retardo a partir de las resonancias E), para cada uno de los ensembles
Gaussianos, v las amplitudes «,, con distribucién Gaussiana. Escogimos el
valor de (S) = 1/2 para llevar a cabo nuestra verificacién. Para conseguir
este promedio de S, la varianza de la distribucién Gaussiana de las v's esta
por (Ec. 4.16):

{1 _ 1 (4.35)
A T3 '
de modo que (S) = 1/2. Los resultados se muestran en las figura 4.2, para
B =1,2y4. Como vemos el acuerdo es muy bueno en todos los casos.

También. verificamos el enunciado 4.2.1 para matrices S de dimension 2 x
2 y simetrias 3 = 1 y 2, utilizando una funcién a dos energias cualquiera: la
funcién de autocorrelacién, C(F). Nuevamente, construimos numéricamente
dos ensembles de matrices S de dimensién 2 x 2, uno con promedio {(S) =0
y el otro con (S} = (1/2)1, donde I es la matriz unidad, y calculamos la
funcién de autocorrelacién:

C(S)(E) = (SII(O)SII(E))(S) . (Sfl(o))(:;) (SII(E)>(5) ’ (4.36)

para ambos ensembles. En la figura 4.3 se muestran los resultados: con
circulos el caso de (S) = 0 y con rombos el caso de (S} = (1/2)]. A este
iltimo caso ({S) = (1/2)]) aplicamos la transformacién (4.14). El resultado
de esta operacion se muestra con cuadros en la misma figura 4.3. Como
podemos ver. el resultado de la aplicacién de la transformacién es consistente
con el caso de {S) = 0, verificindose asi e! enunciado (4.2.1).

En resumen, en este capitulo hemos encontrado que el estudic de las
propiedades estadisticas de la matriz de dispersién, entendida ésta como
una funcién cstacionaria de la energia, en presencia de procesos directos,
caracterizados por (S) # 0, puede reducirse al problema de dispersién en
la ausencia de procesos directos, que e€s mucho mas sencillo de tratar. Esto
implica que futuros estudios de las propiedades estadisticas de funciones de S
pueden concentrarse en el analisis del caso de la ausencia de procesos directos
({S) = 0) y extenderse al caso de {S) # 0, por medio del resultado que hemos
encontrado en este capitulo.

Por otra parte, hemos visto cémo las propiedades estadisticas de funciones
de S a una energia han sido descritas adecuadamente por el kernel de Poisson
(capitulo 2) v en el caso de la funcién de dos puntos: el tiempo de retardo,
por un enfoque cercano al informdtico (capitulos 3 y 4). Sin embargo, en
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Figura 4.3: El cuadrado de la funcion de autocorrelacién C{E) para el elemento
S11. Los circulos y diamantes corresponden al caso {S) = 0 y (S} = 1/2, respec-
tivamente. Los cuadros corresponden a la aplicacién de la transformacion (4.14)
al caso {S) = 1/2: el resultado es consistente con el caso {S) = (, para ambas
simetrias, 3.
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la literatura existen algunos ejemplos donde la distribucion de la fase de la
matriz de dispersién no concuerda con la dada por el kernel de Poisson. En
elcapitulo siguiente investigaremos las posibles causas de tales discrepancias.



Capitulo 5

Ergodicidad y el kernel de
Poisson en un sistema
desordenado unidimensional.

En este capitulo trataremos una propiedad fundamental para la teoria de
ensembles de matrices de dispersion, S. v sus aplicaciones: la ergodicidad
del ensemble de matrices S. Como a lo largo de toda la tesis, enfocaremos
nuestro estudio al transporte electrénico, aunque la propiedad de ergodicidad
trasciende a todas las aplicaciones de la teoria de ensembles de matrices de
dispersion. En la Mecdnica Estadistica, la propiedad de ergodicidad permite
sustituir promedios de cantidades de interés fisico realizados sobre un ensem-
ble (resultado tedrico) por promedios temporales (resultado experimental).
En nuestro caso, el hecho de que un ensemble de S sea ergédico nos permite
igualar promedios sobre la energia con promedios sobre el ensemble: S = {S).

En el capitulo 2, dedujimos de manera explicita la distribucion de matrices
S de un canal, conocida desde hace tiempo como kernel de Poisson. Bajo las
hipotesis utilizadas en la deduccién vimos que la distribucion de S es tnica
y depende sélamente del parametro {S5).

Como hemos visto en la tesis, el uso de ensembles de matrices de disper-
sién ha tenido gran éxito en la descripcién de propiedades de transporte en
los sistemas mesoscépicos {32, 33, 34} v en la teoria de reacciones nucleares,
en el pasado. Sin embargo, en la literatura [57, 58, 59} han surgido algunos
trabajos cuyos resultados no concuerdan con la teoria de matrices aleatorias.
Por ejemplo, en [57, 58] se muestran las distribuciones de la fase de la matriz
de dispersion de dimensién 1 x 1 para un sistema desordenado unidimensional
de longitud infinita y, como veremos en el capitulo, estas distribuciones son
diferentes a las que se derivan del kernel de Poisson. Precisamente, en este

59
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capitulo investigamos cudles de las hipétesis involucradas en la deduccidn del
kernel de Poisson para matrices de un canal no se satisfacen, dando lugar a
discrepancias como las que se presentan en [57, 58]. Para llevar a cabo este
estudio, utilizamos un sistema unidimensional desordenado, como el utilizado
en [58].

5.1 Hipotesis utilizadas para la deducciéon del
kernel de Poisson.

En esta seccién recordamos las hipotesis involucradas en la deduccién del
kernel de Poisson para matrices S de dimensién 1 x 1, que presentamos en
el capitulo 2. Las hipdtesis son las siguientes:

i) En el plano complejo de la energia. S es analitice en el semiplano superior.
Con esta suposicién, encontramos que la distribucién de S estd dada por el
kernel de Poisson [Ec. (2.32)]:

11157
2715 — 82’

donde S = exp (i6) v S es el promedio de la matriz de dispersién sobre el eje
de la energfa.
Las otras dos hipoétesis utilizadas son:
ii) S(E) es una funcién estacionaria de la energia: el promedio realizado
sobre el ensemble: (S(E)) es independiente de la energial.
iii) El ensemble de matrices S es ergddico: el promedio sobre la energia, S,
es igual al promedio sobre el ensemble, {S). En la Ref. [41] la ergodicidad
(o Teorema de Slutsky) se demuestra para funciones estacionarias cuya cor-
relacién tiende a cero conforme aumenta la separacién entre las energias a
las que se evalia dicha correlacion.

Bajo estas dos hipétesis (ii y iii), tenemos que la distribucién de S sobre
el ensemble esta dada por [Ec. (2.35)):

— S 2
p(S)(B) = .-)lﬂ_ ]13 |((S))||2’

p(6) = (5.1)

(5.2)

donde (S) indica el promedio de S sobre el ensemble.
Como hemos senalado, la distribucién dada por el kernel de Poisson de-
pende unicamente de un parametro: el promedio de la matriz de dispersién.

'En sistemas de dispersién reales esta hipdtesis puede sélo aproximarse localmente:
{(S(E)} = (S{(E+4E)) condE € E.
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5.2 Discrepancias con el kernel de Poisson.

Bajo las hipétesis 1, ii y iii, la distribucién completa de S esta univocamente
determinada en funcién de su promedio. En el capitulo 2, levamos a cabo
una verificacién numérica de esta distribucién. Sin embargo, existen algunos
ejemplos en la literatura [57, 58] que no concuerdan con el kernel de Poisson.

Dos de los modelos de sistemas desordenados unidimensionales en los que
se han encontrado discrepancias son: un sistema unidimensional con poten-
cial aleatorio Gaussiano, V/(z), con valor medio igual a cero y correlacién
{(V(z)V(z')) «x 6(x — z'). Este sistema se conoce como “sistema desordena-
do con potencial de ruido blanco”. El otro modelo consiste de un conjunto
de barreras y pozos de potencial con altura y profundidad fijas, V, pero
con anchura aleatoria, x;. A este modelo se le llama “proceso telegrfico
aleatorio” [58] y se reduce al de ruido blanco en el limite en que el ancho de
los potenciales tiende a cero y la altura y profundidad de estos mismos tiende
a infinito, manteniendo constante el producto de estas cantidades: es decir,
{z;)V? = D con {z;) = 0, V = co y D constante?.

Veamos un ejemplo especifico de las discrepancias mencionadas. En la
Ref. [57], Kim calcula la distribucién de la fase, 8, de la matriz de disper-
si6én para un sistema con potencial de ruido blanco. Esto lo lleva a cabo
mediante la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas
derivadas de la ecuacion de Schrodinger. En la figura 5.1 se muestran algu-
nas de las distribuciones, p(#), obtenidas por Kim para diferentes valores del
parametro C = k&, donde k es el el vector de onda incidente y £ la longitud
de localizacién. Podemos observar que conforme el valor de k€ disminuye,
la distribucién p(@) va tomando formas méis complicadas (varios puntos de
inflexién, por ejemplo) que la alejan de una posible descripeién mediante el
kernel de Poisson®.

El proposito de las siguientes secciones serd investigar cudles de las hipotesis
utilizadas en la deduccién del kernel de Poisson no se estdn cumpliendo y dan
lugar a las discrepancias como las mencionadas arriba.

2En cuanto a los métodos de estudio empleados en estos sistemas se encuentran el
“invariant embedding approach”, métodos supersimétricos y diferentes métodos numéricos
(57, 59].

3 Para valores grandes de k&(~ 1000), Kim obtiene una distribucién pricticamente
constante para p(#). En el caso del kernel de Poissen, la distribucion constante de la fase
se obtiene en el caso particular de § = 0.
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Figura 5.1: Distribucion de la fase de la matriz de dispersion para diferentes valores
de C = k&, donde k es el vector de onda incidente y £ la longitud de localizacion.
Figura tomada de la Ref. [57].

5.3 Sistema desordenado unidimensional: Pro-
ceso telegrafico aleatorio.

El modelo que adoptamos para nuestro estudio ¥ que describimos abajo con
m4s detalle, es el mismo utilizado en [58]: el proceso telegrafico aleatorio,
pero a diferencia de (58], donde la energia de la onda incidente es menor que
la altura de las barreras de potencial, aqui utilizamos una energia para la
onda incidente mayor que la altura de los potenciales; hicimos esto con el
propdésito de tener mayor libertad para escoger el intervalo de energia donde
realizar el muestreo de S.

El sistema que analizaremas consiste de un conjunto de barreras de poten-
cial con altura fija V' y pozos de profundidad —V, colocados alternadamente,
Fig. 5.2, mientras que las anchuras de los potenciales, x;, varian al azar
siguiendo una distribucién de Poisson con valor medio a(= {z;)).

En [57, 58] el sistema es infinitamente largo, de manera que el sistema des-
ordenado refleja totalmente a una onda incidente. Simulamos numéricamente
esta situacién haciendo que la longitud, L, del sistema sea mucho mavor que
la longitud de localizacién, &, de modo que el coeficiente de transmisién sea
mucho menor que 1.

Los parametros de entrada que tenemos a nuestra disposicién en la simu-
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Figura 5.2: Sistema desordenado unidimensional: proceso telegrafico estocdstico.
La altura de los potenciales estd fija (£V), mientras que las anchura, z;, varia
aleatoriamente con valor medio a.

lacién son: el ancho medio de los potenciales, a, y la energia de la onda
incidente, E = h%k? /2m, donde k es el vector de onda incidente. Por con-
veniencia utilizaremos los pardmetros adimensionales ka y ¢ = E/V. La
simulacién numérica se llevo a cabo combinando las matrices de dispersién
de cada una de los potenciales.

En las siguientes secciones presentamos algunos de los resultados de la
simulacién del sistema descrito, bajo diferentes situaciones fisicas; es decir,
bajo diferentes valores de ka y energia, e.

5.4 Distribucién de S sobre el ensemble.

En esta seccién presentamos los resultados de la distribucién de la fase, 8,
derivada de la simulacién numérica de un conjunto de sistemas desordena-
dos independientes, es decir, un ensemble de sistemas telegréficos. Para los
diferentes casos que estudiamos, comparamos esta distribucién con el kernel
de Poisson, Ec. (5.2), con (S) extraida de la simulacidn.

Antes de comparar los resultados de la simulacién numeérica con el kernel
de Poisson, veamos algunas caracteristicas generales del sistema descrito en
las seccién anterior. Estas caracteristicas muestran un acuerdo cualitativo
con algunos resultados ya conocidos, lo que da una mayor confianza a la
simulacién numérica.



Ergodicidad y el kernel de Poisson en un sistema desordenado
64 unidimensional.
ka=3000y | ka=6400 | ka=125¢
e BHSH| k& JHSH| k€ | [KSM| k¢
1.02 f 0.74 | 1345 |f 0.75 | 288 | 0.73 6
L1 || 0.53 | 2800 |} 0.53 | 630 | 0.53 11
Lo {f 0.27 | 8425 |} 0.24 | 2200 | 0.24 37
2.1 )| 0.18 | 20600 1 0.17 | 4800 | 0.17 | 90
3.15 || 0.09 | 55140 || 0.08 | 15080 j| 0.08 | 215
3.6 || 0.06 { 75440 || 0.07 | 16840 | 0.07 | 285

Tabla 5.1: Valores de |(S}} v k£ a la energia ¢ para los 3 casos: ka = 3000, 640, 12.5,
donde a = {z;). Estos datos se muestran de manera grafica en la figura 5.3.

5.4.1 Caracteristicas generales del sistema telegrafico.

En la figura 5.3 (tabla 5.1) mostramos el médulo de (S) como funcién de la
cantidad adimensional * k€. La figura muestra tres casos diferentes de ka,
donde a = (z;): 12.5, 640 y 3000, cada uno de ellos a las energias e: 1.02,
1.1, 1.5, 2.0, 3.15 y 3.6.

a) Primero veamos el comportamiento de (S} a una energia fija. En la
figura 5.3 podemos observar que a una € dada, el valor de {S) es practicamente
constante para cada uno de los tres valores de ka. Este comportamiento se
explica con mayor detalle en el apéndice A, pero bdsicamente se debe a que
S depende de los anchos de los potenciales, de la forma § = S({senkz;}),
de manera que cuando ka es suficientemente grande (para nuestro sistema
esto significa ka10), los valores posibles de kz; cubren rdpidamente el in-
tervalo completo (0,27), haciendo (S} independiente de la anchura de los
potenciales, es decir de ka. Este razonamiento para explicar el por qué {S)
se mantiene constante a una energia dada, se sostiene mientras ka sea su-
ficientemente grande (ka10), para ka<10 el valor de {S) disminuye®. En
la figura 5.4 mostramos esquematicamente el comportamiento de (S) men-
cionado anteriormente. Los valores para ka corresponden a una energia fija
de e = 1.1.

b) Otra caracteristica que encontramos a una energia fija y para ka's
grandes (10) es que el cociente £€/a se mantiene constante: sobre la linea
horizontal de la Fig. 5.4, el cociente £/a = 1 es aproximadamente constante.

1Caleulamnos la longitud de localizacién utilizando la relacién [60): {InT) = —L/¢

5Efectivamente, como veremos mis adelante, por ejemplo para ke = 2 a la energia
¢ = 1.1, encontramos que el valor de (S), {Ec. 3.7) es menor que el encontrado a la misma
energia, pero con ka = 12.5 (Ec. 5.5) y ka = 640 {Ec. 5.6).
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Figura 5.3: [{S)]| vs k£ para diferentes valores de ka: 3000, 640 y 12.5 a las energias,
e 1.02, 1.1, 1.5, 2.0, 3.15 y 3.6 (Tabla 5.4.1). Las lineas punteadas horizontales
resaltan el comportamiento casi constante de |(S)| a una energia fija, para los
valores de ka mencionados.

La explicacion de este comportamiento es fundamentalmente la misma que la
dada arriba cuando (S) se mantiene constante: el cociente £ /a esta relaciona-
do con el coeficiente de transmision T del sistema por medio de la relacién
(InT) = —Na/€, donde N es el nimero de barreras de potencial. Es pre-
cisamente el InT la funcién que depende, como (S} en el caso anterior, de
la anchura de los potenciales de la forma {senkz;} (En el apéndice A se da
una explicacién con mayor detalle). Continuando a una energia fija, si dis-
minuimos el ancho medio a de los potenciales de manera que ka <10, el valor
de k€ aumenta conforme ka disminuye. La curva de la figura 5.4 refleja tal
comportamiento. Este aumento en la longitud de localizacién para valores
de ka pequeiios se debe a que el coeficiente de reflexién de cada dispersor
tiende a cero, provocando un aumento en el coeficiente de transmisién del
sistema, lo que a su vez provoca un aumento en la longitud de localizacién
(ver apéndice A).

¢) Ahora veamos qué pasa cuando la energia varia. Para una ka fija,
en la figura 5.3 vemos que cuando ¢ aumenta, el valor de de (S) disminuye,
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Figura 5.4: Esquema del comportamiento de {{S)| contra k¢ a una energia fija:
e=11.

tendiendo a cero conforme la energia de incidencia aumenta. Para (S) = 0, el
kernel de Poisson, Ec. (5.2), predice una distribucion constante (1/27) para
la fase de S. Esta distribucién uniforme de la fase para altas energias con-
cuerda con la aproximacion conocida como “random phase approximation”,
la cual supone justamente en el limite de altas energias que la distribucién
de la fase de S es constante. Esta aproximacién se utiliza frecuentemente
con el fin de simplificar algunos cdlculos algebrdicos [59).

Por ultimo mencionamos el hecho siguiente: cuando el cociente £/a va
en aumento. el valor de {S) disminuye; esto ocurre tanto en el caso de una
energia fija (con ka<10, Fig. 5.4), como cuando € aumenta (ka fija, Fig. 5.3).
Este comportamiento de {S) con &/a nos sugiere la idea que cada potencial
“visto” por la funcién de onda, contribuye a la “aleatorizacion”de la fase de
la matriz de dispersién, de modo que cuando la longitud de localizacién, &,
es mucho mayor que el ancho medio, a, de los potenciales, la fase de S se
distribuye uniformemente en el intervalo (0, 27).

Una vez vistas algunas de las caracteristicas de nuestro sistema, pasemos
ahora a la comparacién de algunas de las distribuciones obtenidas de la simu-
lacién numeérica con las correspondientes distribuciones dadas por el kernel
de Poisson para un canal, Ec. (5.2}

_ 1 1-S)f
msy(0) = 7S = (S

donde las (S)’s son extraidas de la simulacién numérica.
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Figura 5.5: Distribucién de la fase 6 a la energia ¢ = 2.1. Los valores de P(x?)
son: 14.9 y 18.8, para ka = 12.5 y 640, respectivamente.

5.4.2 Comparacidon de la distribucién de S sobre el en-
semble con el kernel de Poisson.

En las figuras (5.5) y (5.6) mostramos las distribuciones de la fase, 8, de .S,
a dos energias distintas, para los casos de ka = 12.5 y ka = 640. Los valores
de (S) correspondientes a esas figuras con su respectivo error por muestra
finita son (los siguientes valores de (S) corresponden a los puntos indicados
con las letras A, B, C ¥ D en la Fig. 5.3):

l)e =21

C: (8 (0.14 £ 0.02) — £(0.03 £ 0.02) para ka =125, (5.3
D: (S) = (0.17+0.02) — i(0.03 £0.02) para ka=640. (5.

Il

2)e=1.1

A: (S) = (0.5440.02) —i(0.05+0.02) para ka=12.5, (5.5)
B: (S) = (0.550.02)+14(0.00 £ 0.02) para ka=640. (5.6)

Como podemos ver en ambas figuras, (5.5) y (5.6), el acuerdo® entre la
distribucién obtenida de la simulacién numérica y el kernel de Poisson es

Para cuantificar este acuerdo, calculamos la funcién P(x?). En todas las distribuciones
que presentamos, el intervalo (0,27} se divide en 20 clases.
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Figura 5.6: Distribucién de la fase 8 a la energia € = 1.1. Los valores de P{x?)
son: 20.4 y 8.0, para ka = 12.5 y 640, respectivamente.

muy bueno, dentro de las barras de error estadistico por muestra finita. De
hecho, todas las distribuciones correspondientes a los puntos de la Fig. (5.3)
tienen un buen acuerdo con el kernel de Poisson respectivo.

Pero veamos ahora uno de los casos que hemos venido anunciando: un
caso donde tenemos un desacuerdo con el kernel de Poisson y veamos bajo
qué circunstancias ocurre esto.

A una energia fija, digamos ¢ = 1.1, hacemos que la longitud de locali -
zacion disminuya mds y mas; esto se logra disminuyendo la anchura media,
e, de los potenciales: nos movemos hacia la izquierda sobre la linea hori-
zontal con ¢ = 1.1 de la figura 5.3 (ver también el esquema de la Fig. 5.4).
Disminuyendo ka a valores menores que 10 (a la misma energia, ¢ = 1.1}, el
valor de (S) disminuye. Por ejemplo, para ka =2,k =3y

(S) = (0.29 + 0.02) — i(0.25 £+ 0.02) para ka =2 (5.7)

Como indicamos, este valor de (S) es menor que el obtenido en (5.5} y (5.6)
a la misma energia. En la Fig. 5.7 se muestra la distribucién del kernel de
Poisson con el valor de (S} anterior. Como podemos observar, para este valor
de k&, el kernel de Poisson no concuerda mds con la distribucidn obtenida
de la simulacion’. Si seguimos disminuyendo adin més la anchura de los

"Cabe mencionar que la distribucién obtenida de la simulacion mimerica tiene una
forma similar a uno de los casos reportados en [57), para k€ = 0.1, Fig. 5.1.



5.4 Distribucioén de S sobre el ensemble. 69

250 * ka=2 l
- ke=3 |
_ a
200 | - §
g 1f 7y -
a o -
- L -
100 5 L )
.« b7 N -
50 >~ e iae®
0 Ao i L 1 1 I L
-3 -2 -1 ] 1 2 3
0

Figura 5.7: Distribucién de ¢ a la energia: ¢ = 1.1 . P(x?) = 50.3

potenciales, es decir, seguimos disminuyendo el valor de ka, la longitud de
localizacién incrementa su valor (Fig. 5.4) y nuevamente recuperamos el
acuerdo con el kernel de Poisson: en la Fig. 5.8 para ka = 0.3 a la energia
€ = 1.1 tenemos que k€ =~ 8 v encontramos nuevamente un acuerdo con el
kernel de Poisson (para este caso {S) = 0.02 — 70.09).

Los resultados mencionados arriba, todos ellos obtenidos de muestreos
sobre ensembles, nos llevan a concluir que el pardmetro k€ juega un papel
decisivo para la descripcion adecuada de distribucién de S por medio del
kernel de Poisson: si el valor de k€ es suficientemente pequefio®(~ 3) el
kernel de Poisson no describe adecuadamente la distribucion de la fase de la
matriz de dispersion.

La pregunta que surge ante este desacuerdo es: jcudl o cudles de las
hipétesis (analiticidad, estacionaridad y ergodicidad) que dan lugar a la dis-
tribucién dei kernel de Poisson no se satisfacen cuando la longitud de lo-
calizacién es pequenia? Para responder a esta pregunta recurrimos al estu-

8Este resultado recuerda al comportamiento encontrado por Kim: las distribuciones de
la fase (Fig. 5.1) se ven mas alejadas de una posible descripcién por el kernel de Poisson
conforme el valor de k€ disminuye.
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Figura 5.8: Distribucién de 8 a la energia: e = 1.1 . P(x?) =8.8 .

dio estadistico de la matriz de dispersion sobre el eje de la energia, donde
unicamente requerimos de la analiticidad de la matriz S.

5.5 Distribucién de S sobre la energia.

Con el fin de averiguar cudles de las hipétesis utilizadas en la deduccién
del kernel de Poisson no se cumplen, provocando las diferencias entre los
resultados de la simulacién numérica y el kernel de Poisson (Fig. 5.7), en esta
seccién presentamos un estudio estadistico de S sobre la energia, utilizando
una sola muestra para cada caso que presentamos.

Recordemos que en un principio, el kernel de Poisson obtenido de un
muestreo sobre la energia, Ec.(5.1), se dedujo utilizando sélamente la analiti-
cidad de la matriz S. Para un sistema desordenado finito como el que estamos
utilizando, S es analitica (en [61] y [62] se hace un estudio de los polos de
la matriz de dispersién para un barrera de potencial v una conjunto finito
de barreras, respectivamente). Se conoce a las resonancias que se encuen-
tran justo arriba del potencial como“barrier-top resonances” [63]. Como en el
capitulo 2 donde mostramos algunas de las resonancias para el problema con
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Figura 5.9: Evolucién de la fase de S como funcién de la energia para un miembro
del ensemble. El caso que mostramos es: ka = 640 y ventana en la energia centrada
en € = 2.1. Aqui se muestra s6lamente una fraceién de la ventana completa.

el potencial 4 a fin de tener una imagen del espacio muestral, en la figura 5.9
tenemos algunas de las resonancias que surgen del sistema telegrafico. Es-
tas resonancias pertenecen al espacio muestral de un caso que veremos mads
adelante: ka = 640 con una ventana en la energia centrada en ¢ = 2.1.

Para llevar a cabo el muestreo de S sobre el eje de la energia debe-
mos tener cuidado con el tamafio del intervalo, dF, sobre el que se realiza
este muestreo: J& debe ser pequeiio, de manera que el promedio (S} pueda
considerarse constante en todo el intervalo®; es decir, con esta iltima carac-
teristica queremos aproximarnos a la propiedad de estacionaridad. Con las
condiciones anteriores en mente, escogimos como tamaio del intervalo éF
un 10% de la energia de la onda incidente, obteniendo como resultado, en
todos los casos que estudiamos, una variacién de aproximadamente 10-17%
en el valor de (S), dentro del intervalo §£. Entonces, bajo el criterio anterior
consideramos que S es aproximadamente estacionaria.

Enseguida presentamos los resuitados del promedio S sobre la ventana
en la energia. dE. La ventanas que utilizamos en los diferentes casos estan
centradas en las energias que empleamos en la seccién anterior (e = 2.1 y
1.1) para los ensembles. También, calculamos numéricamente la varianza de
S sobre 25 muestras independientes y finalmente, utilizando una caja como

°Si ademais quereinos que S sea independiente de la funcién de peso, entonces E debe
ser suficientemente grande para tener un buen muestreo de S y lograr tal independencia.
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funcién de peso!® calculamos la distribucién de S. Primero veamos los resul-
tados que encontramos para el caso'! ¢ = 2.1 .

1) Distribucién de S en la vecindad de e = 2.1

a) Para ka = 12.5, k€ ~ 90 v la ventana 6 F contiene aproximadamente 35
resonancias. Promediando S sobre 25 muestras independientes del sistema
desordenado 2, encontramos que.

(S) = 0.116 + 0.002 (5.8)

y varianza )
65 = 0.050 + 0.031, (5.9)

donde &5 = \/var(ReS) + z'\/var(ImS). En la figura (5.10) mostramos la
distribucion de la fase # de S de una de las 25 muestras; como podemos
observar, el acuerdo entre la distribucién de la simulacién y el kernel de
Poisson, Ec. (5.1), con S extraido de la simulacién numérica, es muy bueno.
También, comparando los promedios sobre ensemble (5.3) y sobre energia
(5.8), vemos que éstos concuerdan, dentro de la fluctuacién estadistica.

b) Para ka = 640, la densidad de potenciales es menor que en el caso
anterior v la longitud de localizacién aumenta. El nimero de resonancias
para este caso es aproximadamente 1200 y k€ = 4800 , mientras que:

(S) = 0.164 - i0.002 (5.10)

con
6S = 0.004 + 0.003. (5.11)

Para una de las muestras del sistema desordenado, en la figura (5.11) se
presentan la distribucidn de la fase obtenida de la simulacién numérica v el
kernel de Poisson; como en el caso anterior, el acuerdo es muy bueno. Nueva-
mente, observamos que los promedios de S sobre ensemble y energia, (5.10)
y (5.4), respectivamente, coinciden, dentro de la fluctuacién estadistica.
Hagamos notar un hecho importante: a la misma energia, ¢ = 2.1, la
fluctuacion (5.11) obtenida para el caso de ke = 640 con k€ = 4500 es
un orden de magnitud menor que la fluctuacién (5.9), para ka = 12.5 con
k€ = 90. Es decir, cuando el valor de la longitud de localizacién aumenta, el

YFuneién de peso constante e igual a 1/6E en un intervalo de energia §E.

HEtiquetamos la ventana dF o intervalo de energia sobre el realizamos el muestreo por
su valor en en centro del intervalo; asi, € = 1.1 corresponde al intervalo: (1.05,1.15) .

12Todos los resultados que presentaremos se realizaron sobre 25 muestras independientes.
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Figura 5.12: Distribucién de la fase 8 para los valores: ke = 640 y ventana en la
energia centrada en e = 1.1 .

tamaiio de las fluctuaciones &S disminuve. Este comportamiento es relevante
para el muestreo sobre el ensemble hecho en la seccién anterior, pues nos
indica que conforme el valor de k€ disminuye , la ergodicidad, expresada por
la igualdad: S = (S), pierde sentido, va que las fluctuaciones 45 son cada
vez Imayores.
2) Distribucién de S en la vecindad de e = 1.1

Ahora, veamos qué pasa cuando disminuimos la energia de la onda inci-
dente.

a} Para ka = 640, k€ = 630 vy dF contiene aproximadamente 200 reso-
nancias. En este caso:

{5) = 0.540 — i0.001) (5.12)

con
65 = 0.002 + 0.002. (5.13)

En la Fig. (5.12) mostramos la distribucién de la fase de S para una muestra
del sistema desordenado; como podemos ver, el acuerdo es excelente entre la
distribucién numérica y la dada dada por el kernel de Poisson. Pero veamos
qué sucede en el caso de menor longitud de localizacion.

b) Para ka = 12.5, k€ = 11 y la ventana § E contiene sdlamente del orden
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de 10 resonancias. Para este caso tenemos que:
(S) = 0.451 — 10.051 (5.14)

con
85 = 0.063 + i0.045. (5.15)

Como en el caso anterior de ¢ = 2.1, vemos que la fluctuacién 65 aumenté
al disminuir el valor de k€. Para una de las 25 muestras del sistema des-
ordenado, en la figura 5.13 mostramos la distribucion de #. Ahora vemos
que tenemos un total desacuerdo entre la distribucién numérica y la dada
por el kernel de Poisson. Sin embargo, hay que recordar que hemos estado
utilizando una caja como funcién de peso, suponiendo que el muestreo de
S es independiente de la funcién de peso, lo que habia sucedido hasta el
presente caso. El kernel de Poisson, Ec. {5.1), se dedujo, en un principio
(capitulo 2). utilizando como funcién de peso una Lorentziana, de manera
que con esta funcién de peso el resultado debe ser valido. Para verificar esto
ultimo, aplicamos una funcién de peso Lorentziana a los mismos datos que
dieron lugar a la distribucién de la figura 5.13. El resultado se muestra en
la figura 5.14 ¥ como podemos observar, ahora tenemos un acuerdo entre las
distribucién numeérica y el kernel de Poisson. La deduccién inmediata de este
resultado es que el nimero de resonancias (~ 10) no es suficiente para llevar
a cabo la sustitucién de la de la funcién de peso Lorentziana por la de una
caja. Pero mads alld de esto, el resultado anterior implica que nos estamos
alejando de la hipétesis (i) de estacionaridad; es decir, bajo esta hipétesis S
es independiente de la funcién de peso y en este caso con k€ & 11 no se estd
satisfaciendo tal independencia. Pudiera pensarse en aumentar el niimero
de resonancias dentro del intervalo 4 E, aumentando el tamaiio de éste, pero
también hay que recordar que el tamano de 4 E esta restrigido por la misma
condicién de estacionaridad.

En la seccién anterior 1.4, muestreamos la matriz de dispersion sobre
un ensemble v encontramos que cuando k€ disminuia lo suficiente (~ 3), el
kernel de Poisson se alejaba de la distribucién de S obtenida de la simulacién
numérica. En esta seccién hemos encontrado que la disminucién del valor
del parametro k£ implica que nos estamos alejando de las condiciones bajo
las cuales el kernel de Poisson se dedujo, en particular nos alejamos de la
hipdtesis de estacionaridad, lo que implica un alejamiento de le ergodicidad
del ensemble': al utilizar un ensemble de matrices S se espera que S sea igual

13Cabe mencionar que recientemente hemos estudiado la distribucién de la fase de S
para un canal. utilizando los niveles de energia, E», correspondientes a un GOE para



Ergodicidad y el kernel de Poisson en un sistema desordenado

76 unidimenstonal.
15000 + ' ka=125 |
! ke=11
10000 | , .
)
o1 |
5000 . 1
Dip e s ae o0 o "-,.0—9—300

-3 -2 -1 0 1 2 3
6

Figura 5.13: Distribucién de la fase & para los valores: ka = 12.5 y ventana en la
energia centrada en e = 1.1 .
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Figura 5.14: Distribucién de la fase §, utilizando una funcién de peso Lorentziana
para los valores: ka = 12.5 y ventana centrada en ¢ = 1.1 .
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a {S), independientemente de la funcién de peso utilizada en el muestreo, pero
en cambio hemos visto que las fluctuaciones de S aumentan al disminuir k£.
En resumen. una de las propiedades fundamentales que surgen por la
utilizacién de ensembles en el estudio de cantidades estadisticas de interés
fisico es la llamada propiedad de ergodicidad. Bajo las hipétesis de analiti-
cidad, estacionaridad v ergodicidad para la matriz S, tenemos un resultado
conocido como kernel de Poisson que nos da, de manera tnica para el caso
de matrices S de 1 x 1. la distribucién de la matriz de dispersién sobre el
ensemble. Sin embargo, existen algunos ejemplos en la literatura cuyos resul-
tados no concuerdan con el kernel de Poisson. Con esta motivacién, en este
capitulo investigamos cuéles de las hipdtesis involucradas en la deduccién del
kernel de Poisson se estaban violando, dando lugar a tales discrepancias.

Hemos encontrado que las diferencias con el kernel de Poisson surgen para
valores pequefios de k€. Esto mismo ocurre en la ref. [57], donde podemos
observar que las discrepancias con el kernel de Poisson se hacen cada vez mas
notorias conforme k€ disminuve (Fig 5.1).

Mediante el estudio estadistico de S(E) sobre el eje de la energia encon-
tramos que conforme el valor de k€ aumenta nos acercamos mas hacia la
condicién ideal de estacionaridad v por tanto, hacia las condiciones en las
que el ensemble de matrices S es ergdico: nos acercamos a las condiciones
de aplicabilidad del kernel de Poisson.

En un esquema sencillo resumimos el comportamiento descrito arriba:
en la figura 5.15 mostramos la fluctuacién 65 (digamos la parte real) como
funcién del parametro k€. a una energia dada. Como podemos observar,
conforme k€ aumenta &S disminuye. cobrando mayor sentido la igualdad:
S={(S).

Como vemos, la propiedad de ergodicidad no siempre se satisface bajo
cualquier condicion, por lo que la suposicién de que un ensemble sea ergédico
debe considerarse con cuidado. Para las cavidades balisticas que hemos trata-
do en la tesis existe evidencia numérica [34] que los ensembles de matrices S
satisfacen aproximadamente la propiedad de ergodicidad.

construir la matriz de dispersién, Ecs. (2.18), (2.20). Bajo las mismas condiciones de
estacionaridad donde encontramos un desacuerdo con el kernel de Poisson en el caso del
sistemna telegrafico, para el caso de S construida a partir de un GOE no encontramos
discrepancias con el kernel de Poisson. Las causas de este comportamiento distinto entre
el caso telegrifico y la matriz § obtenida de un GOE, bajo las mismas condiciones de
estacionaridad, atin no son claras, pero creemos que la localizacién en el sistema telegrafico
juega un papel importante para tal diferencia.
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Figura 5.15: Disminucién de las fluctuaciones §5 con el aumento en la longitud de
localizacién.



Capitulo 6

Conclusiones.

Desde el surgimiento del estudio del transporte electronico en los sistemas
mesoscopicos por medio de la matriz de dispersion, el andlisis de las propieda-
des estadisticas de S y sus aplicaciones al transporte mediante ensembles
de matrices S ha tenido gran éxito. En particular, uno de los enfoques
que ha contribuido en el estudio estadistico de la matriz de dispersion y
sus aplicaciones al transporte electrénico, es de la teoria de la informacidn.
Este enfoque se distingue de otros, por ejemplo el micréscopico, por emplear
unicamente informacién muy general y fisicamente relevante: conservacién
de flujo, analiticidad de S, simetria ante inversiones temporales y ¢l prome-
dio (S). Esta caracteristica de no entrar en los detalles microscépicos de los
sistemas hace que el andlisis de las propiedades estadisticas de S se simpli-
fique. en comparacion con otros enfoques. Sin embargo, el punto de vista de
la teoria de la informacién ha estado restringido a funciones de § a una sola
energia v por tanto sus aplicaciones.

En esta tesis, realizamos un avance hacia el estudio de funciones de ma-
trices de dispersion a mds de una energin, dentro de un enfoque cercano al
informatico. Para llevar a cabo tal avance fue necesaria una mayor informa-
cion que la utilizada para funciones de un punto. Se obtuvo tal informacién
de una conjetura de Wigner sobre la invariancia de la distribucién de los
residuos y el espaciamiento de niveles energia pertenecientes a alguno de los
ensembles Gaussianos (GOE, GUE y GSE}, ante la transformacién (3.7).
Con esta informacioén, en el capitulo 3 logramos estudiar una funcién a dos
energias: el ticmpo de retardo. Pudimos calcular la distribucion del tiempo
de retardo para las 3 simetrias, 8 = 1,2 v 4. Ademads, debido a la relevancia
de esta cantidad en el transporte electrénico en sistemas de corriente alterna,
presentamos una primera aplicacién de la teoria de matrices estocdsticas a
este tipo de sistemas: aplicamos nuestro resultado para calcular la distribu-
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¢ion de la adinitancia de un condensador mesoscopico.

Otro avance, en ¢l en el sentido expuesto arriba, fue la reduccién del
problema de dispersién con procesos directos, caracterizados por {S) # 0,
a uno sin tales procesos ({S) = 0) para funciones de S a n energias. En el
pasado, tal reduccién se conocia inicamente para funciones de S a una sola
energia. Este resultado que presentamos en el capitulo 4 implica que futuros
calculos de las propiedades estadisticas de S pueden reducirse al caso mads
sencillo: ausencia de procesos directos v de ahi extenderse al caso de (S) # 0,
utilizando el resultado del capitulo 4.

Por otro lado, motivados por algunas discrepancias encontradas en la hi -
teratura con el kernel de Poisson, en el capitulo 5 estudiamos las hipétesis de
las cuales se deduce éste. Utilizando un sistema unidimensional desordenado
como en Jos que se han visto tales difencias: un sistema telegrifico aleatorio,
encontramos que las discrepancias surgen de la pérdida de estacionaridad v
por tanto de la ergodicidad del ensemble de matrices S, cuando la longitud
de localizaciéon del sistema disminuye suficientemente. Este estudio nos lleva
a tener cuidado con suponer de antemano la satisfaccion de la ergodicidad
para un sistema desordenado. Mientras las condiciones de analiticidad, esta-
cionaridad y ergodicidad se satisfagan para ¢l ensemble de matrices S. ol
kernel de Poisson describira adecuadamente las propiedades estadisticas de
las matrices de dispersién. Pero el problema no estd cerrado ain, como men-
cionamos, tenemos un ejemplo (GOE) que bajo las mismas condiciones de
estacionaridad donde el kernel de Poisson no concuerda con la distribucién
numérica de S para el caso desordenado, para el GOE, el kernel de Poisson si
describe adecuadamente la distribucién de §. Creemos que la localizacién en
el sistema desordenado juega un papel muy importante para tal diferencia.

En esta tesis hemos llevado a cabo algunos avances cn cl estudio de fun-
ciones de S a mds de una energia, dentro de un enfoque basado en el de la
teoria de la informacién. Sin embargo, aiin queda abierto el problema general
de la distribucién de funciones de S a cualquier energia, por ejemplo, la dis-
tribucién conjunta de S a dos energias cualquicra’: w(S) = w(S(E1), S(E2})
o aln mds, la distribucién a n energias: w(S) = w(S(E,), S(Es),.... S(E.)).
El problema no es trivial y en este momento no sabemos que otra informaciéon
estadistica sea necesaria para resolverlo, pero esperamos que el estudio que
hemos realizado ayude a la solucién del problema general.

! Como mencionamos en el capitulo 3, dentro del enfoque microscopico se han logrado
estudiar funciones a cualesquiera dos energias; por ejemplo, en [21, 37] se calcula la funcién
de autocorrelacién de la matriz S(E).



Capitulo 7

Apéndice A.

7.1 (S) constante a una energia fija (ka > 1).

Consideremos una funcién F' que depende de N variables aleatorias® z;, asi
como del parametro e, es decir.

F = F({senkz;},¢), (7.1)

donde k? o €. Si las variables x; siguen una distribucién de Poisson con valor
medio a, entonces el promedio de F' sobre las variables aleatorias estd dado
por:

(F) = /:" F({senkfri}, c) ﬁ Z‘I,/“dmi (7.2)

s T; N e-z/a
= F({senka=},e}[[- = dz;. 7.
f; F{senkal } )T d &
En general, (F) serd una funcién de ka, N y . (F) = f(ka, N,¢), pero
si el valor de ka es grande?, es decir, ka > 1, entonces el argumento de la
funcién seno: ka%, con (z;) = a, cubrird rdpida y completamente el intervalo
(0, 27), haciendo {F’) independiente de ka. De esta forma tenemos que {(F’)
es una funcion de N y ¢
(F)=f(N,e). (7.4)
Por otra parte, la matriz de dispersién del sistema telegrifico es una
funcién de la forma (7.1). Para exhibir esta afirmacién, escribimos la matriz

!Para el sistema telegrafico, estas variables corresponden a las anchuras de las barreras
y pozos de potencial que forman al sistema.
2Para el sistema telegrafico que estamos simulando, esto significa ka210.

81



82 Apéndice A.
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Figura 7.1: Barrera de potencial con matriz de dispersién S, Ec. (7.6).

de dispersién S, de una barrera de potencial, como aquéllas que forman al
sistema telegrifico.

Sean r y V. el ancho v la altura de la barrera de potencial, respectiva-
mente (figura (7.1). Entonces la matriz de dispersién

T t]
S] = ' (75)
tl L !
asociada a la barrera estd dada por:
S = e k= [ 1e”“"2kf, senk’'z 1
1= 2
! k +k2 ' —ikz k2K ]
cosk't e Senk's 1 —ie” " —senk'z

{7.6)
donde k% x k% - V.

La matriz de dispersién total S del sistema telegrifico serd una combi-
nacién de las matrices de dispersidn, de la forma de S), de cada uno de los
potenciales que constituyen al sistema, por lo que S es una funcién de la
forma (7.1). Entonces, aplicando el argumento anterior para F a S, tenemos
que para ka > 1:

(S) = f(N,¢) (7.7)
Por otro lado, si (S) se vuelve independiente de NV para N — oo, entonces:
(S} = f(e); (7.8)

hemos verificado niimericamente tal independencia, agregando potenciales a
una muestra del sistema telegrdfico, manteniendo la densidad de potenciales
fija: notamos que {S) no variaba a partir de un cierto niimero de potenciales,
en cada caso estudiado. Este comportamiento se puede entender fisicamente
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Figura 7.2: Esquema del comportamiento de |{S}} a una energia fija.

si consideramos que la longitud de localizacién de nuestro sistema es mucho
menor que la longitud del sistema, de modo que al agregar potenciales en un
extremo del sistema, la funcion de onda no se ve afectada por la inclusién de
estos potenciales.

7.2 % constante a una energia fija (ka > 1).

Otra cantidad que depende de las variables aleatorias z; de la misma forma
que F, Ec.(7.1), es el coeficiente transmisién T = ||?; de hecho, la amplitud
de transmisién ¢ es parte de la matriz S (por ejemplo. ¢; en la Ec. (7.5)) v,
como acabamos de ver, S es de la forma de la Ec. (7.1). A su vez, T estd
relacionada con el cociente a/€ por medio de la relacidn:

L

{(InT) = "% (7.9)
- N%, (7.10)

donde hemos utilizado que ¢ = L/.V, siendo N el nimero de barreras de
potencial. Aplicando el resultado de la seccién anterior, Ec. (7.4), a la
cantidad (InT’). tenemos que:

{InT) = Nf(e). (7.11)

Como en la seccién anterior para S, ahora la cantidad {InT)/N es indepen-
diente de N cuando N — oo. Finalmente, usando las Ecs. (7.10) y (7.11):

e = g (7.12)

Este es el comportamiento de £/a en la linea horizontal en la figura 7.2,
que encontramos numéricamente.
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7.3 Aumento de £ con la disminucién de an-
chura media de los potenciales (ka < 1).

Ahora veamos el caso contrario a las secciones anteriores: consideremos que
la anchura de los potenciales es pequena, de modo que ka < 1. Utilizando
nuevamente el ejemplo de una barrera de potencial con matriz de dispersién
dada por la Ec. {7.6), tenemos que la amplitud de reflexién para esta barrera
estd dada porn:

k22
it senk's
ry = kl NENTY) k' . (713)
cosk'T — i555-senk's
Suponiendo que k'z < 1, hacemos la siguiente aproximacioén para r;:
22
P k2 —
P~ 2k =] k' 7.14
™= K2 k7 ~1 f I. ( . )
1 — 525 k'y 2kk

2kk'

Es decir, a una energia fija, el coeficiente de reflexién Ry = |r1|? — 0 conforme
el ancho de la barrera disminuye, o bien, la transmisién ) =1 — ny|? = 1.

Si consideramos ahora un conjunto de potenciales donde cada uno de
ellos tiene un coeficiente de reflexién <« 1, entonces el coeficiente de la re-
flexién total del sistema est4 dada por la suma de cada una de las reflexiones
de los potenciales. Estd aproximacion se le conoce como “weak-scattering
limit”{11).

Regresando al sistema telegréfico, el resultado anterior implica que la
transmisién total T aumenta conforme el ancho medio de los potenciales, a,
se hace cada vez mis pequeio® y como la longitud de localizacién estd dada

por:
L

5=—m)‘,

entonces cuando T aumenta, la longitud de localizacién también aumenta,
provocando el comportamiento representado por la curva de la figura 7.2.

(7.15)

3Para el sistema telegrafico esto sucede apartir de ka<10.
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Mesoscopic Capacitors: A Statistical Analysis
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The capacitance of mesoscopic samples depends on their geometry and physical properties, described
in terms of characteristic times scales. The resulting ac admittance shows sample to sample fluctuations.
Their distribution is studied here—through a random-matrix model —for a chaolic cavity capacitively
coupled to a backgate: it is observed from the distribution of scattering time delays for the cavity, which
is found analytically for the orthogonal, unitary, and symplectic universality classes, one mode in the
lead connecting the cavity to the teservoir and no direct scattering.  The results agree with numerical

simulations,  [S0031-9007(96)01 262-8]

PACS numbers: 71.23.Ps, 05.45.+b

The elementary notion of capacitance of a system of
conductors, as a quantity determined solely by the geome-
try, has 10 be revised if the electric field is not com-
pletely screened at the surface of the conductors. In fact,
the penetration distance of the field is of the order of
the Thomas-Fermi screening length, which may be appre-
ciable for a mesoscopic conductor: the standard descrip-
tion of a capacitor in terms of the geometric capacitance
C, (that relates the charge Q on the plate 10 the voltage
U} across the capacitor) gives way, in the mesoscopic do-
main, to @ more complex entity C,., the elecirochemical
capacitance (that relates @ to the electrochemical poten-
tial of the reservoirs), which depends on the properties of
the conductors {1]. This fact, in turn, has important con-
sequences for the ac current induced in the system when
the electrochemical potentials are subject to a nonzero-
frequency time variation [1].

The electrochemica! nature of the capacitance has
been relevant to a number of experiments [2] and has
been discussed theoretically by several authors [1,3,4).
Remarkably, it has been found that the resulting ac
admitiance can be described in terms of characteristic time
scales related to energy derivatives of scauering matrix
elements.

It is well known that, as a result of quantum interfer-
ence, the de conductance of mesoscopic struciures shows
strong fAuctuations as a function of the Fermi cnergy or
the magnetic field, as well as from sample to sample. A
statistical analysis of this phenomenon has been done, for
diffusive transport in disordered structures, using micro-
scopic penturbative and macroscopic random-matrix the-
ories {5], and for ballistic microstructures—cavities in
which impurity scattering can be neglected so that only
scattering from the boundaries is important—~whose clas-
sical dynamics is chaotic, using semiclassical, field theo-
retic and random-matrix approaches {6,7].

An extension of the above random-marrix studies 1o
include the ac admittance of mesoscopic structures is the
subject of the present investigation.

0031-9007/96/77(14)/3005¢(4)$10.00

In this Letter we shall confine our discussion 1o the
geometry shown in Fig. 1. In this system there is, of
course, no dc transport, but there may be an ac current,
determined by the admittance [1,3]

2(w)
I + (i/wClglw)
written in the Thomas-Fermi approximation and to lowest
order in the frequency w. Here, g(w), g'{w) denote the
admittance for the neninteracting and interacting system,
respectively, the former being given, for zero temperature,

by
1 aS(E)
= —wiell — T ng_]]+...
8(w) = —wie {271':' r[ AT

= —iwelNT/A + ... (2
Here, S(E) is the N X N scattering matrix for the system
formed by the cavity and the lead, ¥ being the number
of propagating modes, or open channels, in the lead; A
is the mean level spacing for the cavity (the inverse of
the level density). Following (8], we have introduced the
dimensionless time delay

2w = ™ —iaCy + . (1)

A a9
7T 2aN 3E" 3
where exp(if) = detS. We then write g'(w) of Eq. {1)
as

glw) = —iwCea + -+, 4

|

FIG. |. Mesoscopic capacitor: A cavity (thick line) is
connected via a perfect lead Lo reservoir | and capacitively
coupled to a macroscopic back gate (thin line) connecied to
reservoir 2. The cavity is ballistic. and its classical dynamics
is chaotic.

© 1996 The American Physical Society 3005
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where the dimensionless capacitance a is given by

a=C,/C, =

T+ 7 &

and

c
7 Ner/a) ©

Notice that, for a macroscopic cavity, 5 << 1, so thal
a = §and g'(w) = —iwC,.

The one-energy statistical distribution of the § matrix
for ballistic cavities larger than the Fermi wavelength has
been modeled successfully through an “equal a priori
probability” ansatz (known as z “circular ensemble™)
[6,7), when the classical dynamics is chaotic and direct
processes though the microstructure can be neglected, so
that, as a result, the averaged S vanishes, § = 0. It
is clear, through, that the time delay r of Eq. (3) is a
two-energy function and thus requires more information
for its statisticat study. The distribution of 7, w(r), has
been studied for a one-dimensional disordered system
within the invariant imbedding formalism in {9]. In
another approach, an underlying Hamiltonian described
by a Gaussian ensemble was assumed and the problem
analyzed using supersymmetry technigues: the two-point
comrelation function for the § matrix elements was derived
in (#0]; phase-shift times for unitary symmetry, ¥ and §
arbitrary were studied in [11). Reference [12] finds an
approximation to w(r). We concentrate, in what follows,
on wir} for arbitrary symmetry (orthogonal, unitary, and
symplectic, ideniified as 8 = I, 2, and 4, respectively).
N = 1and 5 = 0: we show that this case can be treated
using an cold conjecture by Wigner [13.14]. We believe
that the simplicity of the argument is appealing and gives
an interesting perspective to the problem and a unified
point of view for arbitrary 8. We also remark that.
for ballistic cavities. the case of just one open channel,
N =1, is very relevant from an experimental point of
view, since cases of small ¥ have been reatized in the
laboratory [15]. We find below
(B2)BY o-8IT

T(8/2) 7P+97"
where 0 < 7 < x. For 8 = 2, this result agrees with
that of Ref. {t1]. The main result of the present paper,
i.e., the 8 dependent distribution of the dimenstonless

capacitance a [o is related 1o the ac admittance via
Eq. (4)], then follows as

(B/2P2 (1 — a)??
[(B/2) 7f+Iigip+air ©

wgls) = ()]

-8l -al/ina

Pﬂ.n(a) =

@
for 0<a <1 A plot of p4{a) for various values
of 7 is presented in Fig. 2. For a macroscopic cavity,
7 — 0 and pg,la) — 8(1 — o). We now derive the
distribution of time delays, Eq. (7).

We write S for ¥ = 1 as

3006

I + iK{E) = B
1 - iK(E) ’

For pure resonance scattering the X function can be given
the sum-over-resonance form [13,14]

T,
K(E) =
) ;E

S(E) = 9

—=. (10)

where the “widths™ T, for a given symmetry class 8 can
be written in terms of real ampliludes vi as

8
L= P (1)
imt
The quantity @'(E)/2 = h(E)} was studies extensively
by Wigner [13,14]; it is called the “invariant derivative,”
because it remains invariant under the transformation

Ky = K +1an ¢
* TV —Kung'

¢ being constant; since X = tan(8/2), (12) takes 8/2
o 0/2 + ¢, and hence § to e'®Se™®. Both X and its
transforms have the form K = 1an ff h{E)dE, c being
different for different transforms. Starting from one pole
E| of K, one can obtain the next one by determining the
abscissa £3 5o that the area under A({E) beiween E| and
E; is w. Moreover, at a pole E; we have 'y = | /h(E,).
These relations are shown in Fig. 3. The levels and
widths of the transforms of K can be obtained by a similar
construction, starting at another abscissa,

From (9) and (10) we find the energy average of S(E)
as

)

- . 1 -t
S(E) = S(E + il) T+ (13)

where / — = [16) and 1 = w[/A. For S(E) = 0 fcir-
cular ensemble, invariant under {12}], we have r = 1. In
this case (referved to in Rels. [13.14] as that of a “nor-
malized" R function) Wigner proposes the conjecture: rhe

=005

-] @2 o4 o8 0.8 +
4

FIG. 2. ‘'The probability density of e —the ratio of the elec-
trochemical to the geometric capacitance —for the orthogonal
case [ Eg. (8)], for a number of values of 7,
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K{E)

Strip of area K/n

FIG. 3. The invariant derivative A(E}). The E, are the poles
of K(E) and the I'y the comesponding widths. Replicas of
K with the same width distribution (according to Wigner's
conjeclure} are generated via the transformation {12) and used
1o subdivide the area between successive levels into a strips.

statisiical disiributions of level spacings and residues are
invariant under the transformation (12).

The above statement is a “conjecture,” not 2 “theorem,”
and it is not clear, a priori, for what distributions, if any,
itis fulfilled. Wigner, in his papers, proposes it for “most
statistical distributions.” The conjecture, in relation with
the residue distribution, was verified numerically for the
case in which the energy levels entering Eq. (10) are con-
structed from a Gaussmn orthogonal, unitary, or symplectic
ensemble, and the y; oqu {11) as independent Gaussian
variables: the residue distribution was found 1o remain
invariant, within the statistical error bars of the numeri-
cal simulation. On the other hand, the conjecture is
seen, in our numerical studies, to be violated for a spec-
trum of statistically independent energy levels following a
Poisson distribution.

Call @(h) the probability density of the inverse
widths h{E,) = h, and P(4) the probability density
of h across the energy aris, irmespective of whether
we are al resonance or not; P(A} is related to w{r) as
w(r) = (m/A)P(mw7/A). Assuming the above conjec-
ture, Refl. [14] shows that

T
P{h) Py oh). (14)
This relation can be understocd by means of a very simple
argument. Consider, for one given X, the following level-
average:
l Ll
(Fthda = — D flha), 5
m,5
for an arbitrary function f. From Fig. 3 we see that we
cannot replace the sum in this equation by an integral.
However, using the transformation (12) we can construct

“replicas” of X, all having the same distribution of h,; we
do this # times, in such a way that the area between two
successive levels is subdivided into n strips of area w/n
each. Now we have a fine mesh, the sum over which can
be approximated by an integral, using a density nh/w,
since the base of one of the above strips, at the place
where h is the local value of the curve, is 7#/nh, We
then arrive at the above relation (14).

If we use, in (14), the variable u = 7w/hA (and denote
the distributions with a hat), we have

Plu) = udu). (16)

On the left-hand side (LHS) « can be thought of in terms
of 7 of Eq. (3) as u = 1/7; at resonance, « takes the value
ua = [y /4, which is the relevam variable on the right-
hand side (RHS) of Eq. (I6). Thus, knowing the distri-
bution of widths Q(u), Eq. (16) allows finding £(u) [17].

For the three universality ciasses B =124 and in
dependcm Gaussian variables n . the distribution Q(u)
is the y? distribution function with 8 degrees of free-
dom,

_ 8P
il {775

Eq. (16} then gives P{u), from which we find the distri-
bution of time delays wg(7) of Eq. (7). We notice the re-
markable fact that, while wg(r) centainly depends on the
distribution of widths, other characteristics of the spec-
trum become lumped logether in the invariance property
contemplated in Wigner's conjecture.

A numerical verification {using the simulation ex-
plained above in relation with Wigner's conjecture) of
wa(7} of Eq. (7) is shown in Fig. 4 for the three sym-
metry classes 8 = 1,2,4: in all cases the agreement is
seen lo be very good.

To summarize, we have found the statistical distribu-
tion of capacitances pga n(a), Eq. (8), a being defined in
Egs. (4) and (5), for the system shown in Fig. |, whose
essential element is a mesoscopic capacitor. The plate
coupled to the back gate is a chaotic cavity; the expeni-
mentally relevant situation of one open channel (M = )
is considered and the possibility of dircet reflection by the
cavily is neglected. The essential ingrediemt thal is needed
is the statisticat distribution wg(r). Eq. (7). of time de-
lays 7 associated with the scattering from the cavity. 1tis
shown that wg(7) can be obtained in a very simple way
from a conjecture by Wigner, whose validity, in turn, is
verified numerically for the three symmetry classes: or-
thogonal, unitary, and symplectic. The resulting ws(r)
compares very well with the results of numerical simula-
tions, for the three classes. The statistical analysis of the
admittance of mesoscopic conductors provides additional
information on such systems not contained in Lhe inves-
tigation of dc transport properties, and thus poinis to an
interesting avenue of future research.
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FIG. 4. The distribution Wg({r) of time delays for one channel
and in the absence of direct processes, for the {a) orthogonal,
(b) unitary, and (c) symplectic universality classes. The dotted
curves are proportional to the theoretical probability density
given by Eq. (7). The points with the finite-sample error bar
are the results of the numerical simulation described in the text:
200-dimensional matrices were used in the three cases. The
agreement is excellent.
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Abstract. - We show that the study of the statistical properties of the scattering matrix S for
quantum chaotic scattering in the presence of direct processes (characterized by § # 0, § being
the average S-matrix) can be reduced to the simpler case where direct processes are absent
(5 = 0). Our result is verified with a numerical simulation of the two-energy autocorrelation
for two-dimensional S-matrices, It is also used to extend Wigner’s time delay distribution for
one-dimensional S-matrices, recently found for § = 0, to the case § # 0; this extension is
verified numerically. As a consequence of our result, future calculations can be restricted to the
simpler case of no direct processes.

The problem of chaotic wave scattering is of great interest in nuclear, molecular and
mesoscopic physics, in optics and in the microwave domain. Common features have been
found for system sizes spanning such a large range because of the generality of the phenomena
involved.

In quantum-mechanical scattering problems with a chaotic classical dynamics one aims at
studying the statistical properties of the scattering matrix S. Recently, this study has been
further motivated by experiments on quantum electronic transport in mesoscopic systems [1],
where a cavity is connected to L leads, the I-th lead supporting N; open channels or modes.
The dimensionality of the S-matrix in this problem is n = 2:":1 N

The one-energy statistical distribution of the S-matrix has been described successfully by
an information-theoretic model that incorporates precisely the physical information that is
relevant for a wide class of systems [2]-{4]. That information specifies: 1) General properties:
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i) flux conservation (giving rise to wnitarity of the S-matrix), ii) causality and the related
analytical properties of S(E) in the complex-cnergy plane, and iii) the presence or absence of
time-reversal and spin-rotation symmetry, that determines the universality class: orthogonal,
unitary or symplectic {designated as 3 = 1,2,4) {3}, [6] and restricts further the structure
of S: unitary svinmetric. unitary or unitary self-dual, respectively. 2) A specific property:
the ensemble average (S}, idemtificdd with the energy average 5, also known as the optical
S-matriz [7], which controls the presence of prompt, or direct processes in the scattering
problem. In this procedure one constructs the statistical distribution of S using only the
above physical information ---expressible entirely in terms of S itself - without ever invoking
any statistical assumption for the underlying Hamiltonian, that never enters the analysis.
The resulting 5-matrix distribution. known as Peisson’s kernel, reproduces well the statistical
scattering properties of ballistic cavities with a chaotic classical dynamices [4].

The joint statistical distribution of the S-matrix at twe or more energies has cscaped, so
far, an analysis within the philosophy described ahove {some aspects of the two-point. problem
have been studied assuming an underlying Hamiltonian described by a Gaussian ensemble, as
in refs. [8], {9]). An approach coming close to that philosophy was initiated in ref. [10], with a
study of the simplest quantity of a two-point eharacter: the statistical distribution of the time
delay —that involves the energy derivative of §-  arising in the scattering process [11]. The
physical motivation in ref. {10} was the study of the electrochemical capacitance of a mesoscopic
system [12]: a cavity was attached to one lead supporting one open channel (so that S = ¢
is a 1 x 1 matrix), for arbitrary 8 and S = 0. It was based on a conjecture by Wigner f13],
that assumes invariance of the statistics of poles and residues of the related K-matrix under
the same transformation S = ¢°9/28¢'/? that defines the invariant one-point measure [14]
which, in the one-channel case. is d#/27. That study was generalized to an arbitrary number
of channels in refs. [15], [16], again for § = 0: Wigner’s conjecture was formulated and proved
as the invariance of the k-point probability distribution of S under the transfornation that
defines the invariant measure for the universality class .

Of physical importance is the case S # 0: it corresponds to situations where direct processes
are not negligible. For example, the case S = 0 may describe chaotic cavities with ballistic
point contacts. while the coupling to leads containing tunnel barriers produces direct reflection
and thus § # 0 {4], [17]). A more complex combination of direct processes is deseribed in [4).

In the present article we find a transformation that relates the k-point distribution of the
n-dimensional S-matrix for the case § # 0 to that for § = 0, thus relating the problems in the
presence and in the absence of direct processes. In ref. [18], the problem with a nondiagonal
S was reduced to that with a diagonal and real S. Here we show that the problem can be
reduced further to one characterized by § = 0. That transformation, used in the past in
relation with one-point functions [19], contains only S and its average §. It is used here to
extend to S # 0 the time-delay distribution of ref. [10] and is verified by comparing our results
with some known ones and with numerical simulations. It is also verified numerically for the
two-point correlation function of 2 x 2 S-matrices. We believe that our result is appealing
because of its conceptual simplicity and may open the way for further studies in this field.

We first sunmunarize the information-theoretic model of refs. [2])-{4]. The starting point is the
measure du'®(S) for n x n S-atrices, that remains invariant under the symmetry operation
for the universality class 8 [5], [6], [14]. The ensemble average of .5 vanishes for the invariant
measure, and s0 does the prompt component. An ensemble for which {8) = § # 0 contains

more information than the invariant-measure: it can be constructed as pg)(S)dpw) (S} and

the information assoctated with it is defined as fp;’(S) In [p‘;)(S)]dpw) {(S). We assume to be

far from thresholds and recall that S(E) is analytic in the upper half of the complex-energy
plane (causality) [20). The study of the statistical properties of S is simplified by idealizing
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S(E), for real E. as a statronary random function satisfying the condition of ergodicity, which
in turn implics the equivalence of energy and ensemble averages [21]. We thus have the
analyticity-ergodicity requirements (AE), that imply (57,57, .-} = {Sas}” (Sca)? -+, so that
averages of products of S-matrix elements not involving complex conjugation can be written
in terms of the matrix {S) = 5. The one-energy probability density of §

t9) _; [det(f — §51)|n+2=8)/2
- 1
Ps =1 | det{] — §&t) [n+2-8 * (1)

with 13 a norinalization constant. is known as Poisson’s kernel: it satisfies the AE require-
ments [2] and the associated information is less than or equal to that of any other probability
density satisfving AE for the same S {3). In eq. (1), the elements of § are assumed to be
complex munbers for J = 1.2 and quaternions (see ref. [§], p. 126) for § = 4.

Now consider the transformation

So = t7HS —m )1 =rlS) 1), (2)

where ry, £, #]. #) are the n x » blocks of the anxiliary scattering matrix

1 t;
S = ; (3)
tl T‘l

which has the svunnetry associated with the universality class 8. The transformation (2) can
be interpreted as follows [16]. Imagine bunching the L leads into a “superlead” containing
n incoming and n outgoing waves. Along the superlead, between the cavity and infinity, we
connect a fictitious scatterer described by Sy since there are n incoming and n outgoing waves
on cither side of the scatterer, §; is Zn-dimensional. The resuiting scattering matrix is the Sp
of eq. (2). One can prove [2], [16). [17]. [19] the statement: if the one-energy distribution of S
is Poisson’s measitre (1) and we identify 7 in the transformation (2) with S, the one-energy
distribution of Sy is the invariant measure du'9(Sy); i.e. eq. (2) with r; = S transforms the
problem with direct processes to one without (S5 = 0), as far as the one-cnergy distribution
goes. Also, one can show [2], [19] that the distribution of the resulting Sp is independent of
the choice of t, and #}, as long as they belong to a unitary matrix 5.

Now suppose that af every energy E we subject S(E) to the transformation (2), always
with the same S. We prove below the following statement: the joint statistical properties
of the transformed Sy(E)), So(Ea), ete. are precisely the ones associated with the problem
without direct processes, characterized by Sy = 0. In other words, the above transformation
relates S{F), understood as a stationary random function of energy, for a problem with direct
processes to one without.

We prove the above statement for S unitary and symmetric (8 = 1), the proof for the other
symmetries being similar. Consider first the case of § diagonal and real. S can be written in
terms of the real amplitudes i, s and the energy levels E)'s, as

S(E) =1 +iK(E))[1 —iK(E)]"!, (4)

where the K-mmatrix is given by

Kab(E) = Z e (5)
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The 7xa"s are uncorrelated Gaussian variables and the Ey’s follow the statistics of the Gaussian
orthogonal ensemble (5], [6], with average spacing A. S(FE) is given by (18]

S(E)qb (1~ Yaa)(1 + yoo)™~ Y00z, (6)

where ya, = 7 {7},) /A. Just as § and K are related by eq. (4), the transformed Sp, eq. (2),
can be written in terms of a matrix Ky given by

Ko =i{1 - Sp)(1 + Sp) ™. )
Substituting the transformation (2) into (7), with S given by (4}, we finally find
(Kodas = yod* Kasyy,' . (8)

Thus, the y.,’s are rescaled by a constant (ys, — y;ul / 27;\“), which is the appropriate one
to ensure Sy(E) = 0. Therefore, under the transformation {2), the «,,’s retain their Gaussian
distribution, while the energy levels E,’s are unchanged. We conclude that the statistical
properties of the transformed random function Sg(F) are the same as those of a statistical
S(E) matrix without direct processes. This proves our statement for S diagonal and real. The
case of arbitrary S can now be reduced to the above one using the results of ref. [18]

As a first application, we extend to S # 0 the time-delay distribution found in ref. {10}
for one spatial channel, § = 0 and arbitrary . We consider eq. (2) for n = 1, with r, = 5;
omitting the unimportant phase factor {7 /¢;, we have

So($) = (S -5)(1-55)7", (9
where Sp and S can be written as Sy = explifg], S = exp[if].
We are interested in the time delay [11] ¢ = d8/dE; we express it in terms of 8y and
8, = d8y/dE as

¢ = dg/dE = [1 - |§|2] |1 + 5| dgo/dE = §(80)6). (10)

To find the distribution of # we need the joint distribution of 6 and 8, pf,m(f)g,ﬂé), which,
being the one for no direct processes, factorizes as {15], [16)

Pt (60,00) = 8" (6;) /2. (11)
It is convenient to express eqs. (10) and (11} in terms of the variables u, uo defined as
u=2n/0'A, ug=2n/fA, (12)

where A and Ay denote the average level spacing for the problems described by S and Sg,
respectively. The above proof shows that A = Ay, since the encrgy levels E), are unchanged
by the transformation (2). Thus, using (12) and uo = 27 /6’4, eq. (10) becomes

u = up/ f(o). (13)

The joint distribution of the statistically independent variables 8, uo {see eq. (11)), needed to
find the distribution of x, is given by

P{® (B0, 10) = P (uo) /2, (14)
where Pw) (up) was obtained in eqs. (16), (17) of ref. [10] {and denoted there by P(u)) as
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Fig. 1. - (a) The distribution of time detays for one channel and in the presence of direct processes
(5 = 1/2), for 8 = 1. The crosses are proportional to the theoretical probability density of eq. (17),
that was integrated numerically. The points with the finite-sample error bar are the resuits of the
numerical simulation described in the text. The agreement is excellent. (b) The square of the
autocorrelation function of the Si; elemment of a two-channel S-matrix for 8 = 2 as a function of the
energy separation, obtained from a numerical simulation. The open circles and diamonds correspond
to § = 0 and (1/2)1, respectively. The squares are the result of applying the transformation (2) to
the data for § = (1/2)1: they are seen to be consistent with the correlation for § = 0.

From (13)-(15) we write the distribution of u, P& (u) = (& [1: — uo/ f(80))), as

372 2
P(ﬁ) (u) = [f BO)P(B)(I(Bo)u)dﬂo (ﬁ/2) /2/ [f(go)]l+f3/'2 e—g-uf(oo)deo_
¢

T (B2
(16)
For the dimensionless time delay 7 = 1/u = 8 Af2r we finally find the probability density
( 8 B8fz
5) 2n s
wl(r) = | o e 1eag,, (17)

211'[’(9) r2+g Jo
2

The calculation of ww )(1') for arbitrary § and g is thus reduced to quadratures [f{6o) is

known, eq. (10}] and the result coincides with our previous one {10] for § = 0.

Equation (17} is compared in fig. 1{a) with a numecrical simulation that generates an
ensemble of one-dimensional S’s from resonances sampled from an unfolded Gaussian ensemble
for 8 = 1, the coupling amplitudes to the channel being independent Gaussian variables whose
variance ensures S = 1/2. The agreement is very good. Such a comparison was also made for
B = 2,4, although it is not illustrated here. For § = 2, ref. [9] gives w(?ﬁ)(r) in analytical form
in terms of Bessel functions: we could not prove analytically the equivalence with our result;
however, numerically the two are indistinguishable.

As a further verification of our statement, consider the autocorrelation function cg(E) =
(ST (0}S11 (E))z — {S11 (M5 {S11(E))g. The quantity |c§(E)12 was calculated by generating
numerically two ensembles of 2 x 2 S-matrices, with 5 = 0 and (1/2)], respectively, J being
the unit matrix. To the data for § = (1/2)] the transformation (2) was applied: the results
shown in fig. 1 (b} are seen to be consistent with |c§=0(E)|2.
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Summarizing, we have found a transformation that relates the S-matrix S{£), understood
as a stationary random function of energy, for a problem with direct processes (5 # 0) to one
without (§ = 0). An application was made to extend Wigner’s time-delay distribution for
one-channel S-matrices, from S = 0 to S # 0. A number of numerical simulations were made
as a verification of our transformation. Qur result implies that future work on the statistical
properties of the S-matrix can be restricted to the simpler case § = 0, and extended to the
case § £ 0 —corresponding to more complex scattering systems with direct processes— using
the procedure described in this paper.
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