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4 SUMMARY

1]

In this work the notion of indistinguishable element in the non-standard model
*X of an uniform space X is introduced. The refation determined by these
indistinguishable elements is an equivalence relation in the non-standard model
*X, where the equivalence class to which belongs every x of X coincides
with his monade (concept defined by A. Robinson) M(x), respect to the
topology induced by the uniformity U of X . Using the indistinguishable
concept new definitions appears in the non-standard model *X, equivalent
to the definitions in the standard space, like Cauchy filter, ultrafilter,
convergence of a filter, etc. and with these new definitions some theorems
can be proved and, in the most of times, this demonsfrations are shortest
than the standard known.

For every uniform space ( X, U ), his non-standard model *X admits a
very natural uniformity *U | such way that ( X, U) results an uniform
subspace of (*X ,*U) and such that (*X , *U) contains a completation

of (X,U).




INTRODUCCION

Desde el surgimiento de las técnicas conocidas como no usuales ( non-
standard) , a partir de la logica, [ Robinson 1], se han hecho grandes
intentos de presentar estas técnicas como herramienta alternativa en la
resolucion de problemas de la matematica, ahora conocida como
“usual “, ( standard ).

Después de los resultados de Robinson , que justificaron y formalizaron
el desarrollo del calculo en el espiritu de Leibniz, se han realizado

grandes y excelentes esfuerzos en:

(1) Presentar las técnicas no usuales, de la manera mas rapida y
sencilla, usando la minima herramienta logica posible, [ Davis ],

{ Luxemburg 2 ], [ Keisler ) .

{2 ) Usar estas técnicas como alternativa en la ensefianza y desarrollo
de la matematica elemental, para difundir las técnicas no usuales
como una nueva opcién en ciertas 4reas de la matematica, [ Henle ],
[Robert]. Un esfuerzo notable realizado en esta direccion es el de
H. J. Keisler [ Keisler } .

(3) Areas de la matemdtica abstracta, como Analisis, Topologia ,

Sistemas Dinamicos , Variable Compleja, Ecuaciones Diferenciales ,



Teoria de Probabilidades, etc., han sido estudiadas y trabajadas con
las técnicas no usuales mostrando la eficiencia de éstas, [ Davis ]

,[Nelson 2], [ Luxemburg 1 ] .

(4 ) Resolver problemas usuales de matematicas , donde el mas conocido

es el de Bemstein - Robinson , [ Robinson 3] .

{5 ) Presentar nueva axiomatica para la matematica, incluyendo desde su

nacimiento el concepto usual y nousual, [ Nelson1].

En este trabajo pretendemos aplicar las técnicas no usuales en espacios
uniformes , mostrando que , ademas de que estas técnicas son eficientes
en estas dreas, el proceso de completar espacios, de alguna manera,

constituye un proceso sirmilar al de extension de espacios.

Se considera en *X la relacion de ser indistinguible como una relacion
natural de la técnica no usual y se compara esta relacién con la de

cercania en espacios uniformes .
Este trabajo se divide en tres capitulos :
(1) Capitulo 1 .- Introduccién del Modelo no usual .

De una manera mformal introducimos las nociones basicas de la

construccion  del modelo no usual a fin de hacer, aunque muy



superficialmente , autocontenido el conjunto de estas notas . Para tener
informacion mas clara y precisa sobre el tema ver [ Luxemburg2],

[Davis] y [Robinson1].

(1) Capitulo II .- Antecedentes Topolégicos .
Se presentan aqui los prerrequisitos topolégicos y se introducen
algunos resultados de técnicas no-usuales aplicadas a topologia ,

que ya son conocidos, y que usaremos en el capitulo III .

( III') Capitulo III .- Espacios Uniformes y su completacion .

El trabajo que se realiza en estas notas esta basado en el concepto
de filtro sobre un conjunto, asi que, vinculamos los filtros sobre
X con ciertos subconjuntos de *X . Se introduce aqui el concepto
de indistinguble v se le relaciona con la idea de filiro .
Estudiamos , con técnicas no-usuales , espacios uniformes y en
particular, exhibimos una completacion de un espacio uniforme X
como cierto subconjunto en *X con una uniformidad inducida por
la de X.



CAPITULO1

PRESENTACION DEL MODELO NO-USUAL

1.- FILTROS

Para la construccion del modelo no-usual necesitaremos el concepto de
filtro v algunas de sus propiedades.

Dado un conjunto A . denotaremos por P ( A) al conjunto de
subconjuntos de A .

Definicién: Si I es un conjunto no vacio y _£c P (1), diremos que _£ es
un filtro sobre [ si:

() Ae Fy AcB implica Be _£.

(1) A,B € # implica AnBe f.

(i) pe F£. [e r.
Nota: Una consecuencia inmediata de la definicién es que cualquier
interseccion finita de elementos de un filtro es también elemento del
filtro.
Eiemplos:
(1) Sea I un conjunto no vacio vy A, g1, A, =¢.
F={AcCl| A, cA} es un filtro sobre I.
En particular _£={1} es un filtro sobre I
(2) Sea I un comunto infinito .

F={Acl|{I-A es finito } es un filtro sobre 1.

+



Ahora, sea | un conjunto no vacio y consideremos

G={F!|f es un filtro sobre I}
Ordenamos este conjunto por inclusion, es decir, £,<F, si y solo si
F, ©f,. Respecto a esta relaciéon de orden, {1} es un elemento
minimo,
A un elemento méximal respecto a esta relacion de orden se le llama
un ultrafiltro , en otras palabras :
Definicién: £ es un ultrafitro sobre I si:

(1) F es un filtro sobre 1
(2)8i £ cF'y Ff’' esun filro sobre 1, entonces E=F.

Ejemplo;
Sea xel. Entonces _£={AeP(l) xecA} es un ultrafiltro sobre L

Daremos ahora una caracterizacion de ultrafiltros.

Teorema 1.1.1 - Son equivalentes las siguientes afirmaciones para un fitro

F sobre 1.

(1) £ es un ultrafiltro sobre 1.

{(2) Si Aclentonces Ae £ o I-Ae _r£.

(3)A,wv... VA e Fsiysolosi A € _F paraalgunai=1,.. n

(4) Si Acl entonces Ae £ si ysolosi AnF=¢ para cada Fe £



Teorema 1.12 - Si _Ff, es un filtro sobre 1, entonces existe un
ulrafiltro _# sobre I talque _f, < P
Definicién: Un filtro _f se llama S-incompleto si existe una sucesién

F,e A.n=12,..., tal que ﬁF_ € F. Se llama S-completo si
a=l

no es &-incompleto .

Proposicién 1.1.3 - Si un filtro _f es &-incompleto, entonces existe una

sucesion H, € £, n=1,2,.. ., estrictamente decreciente tal que (A, ¢

i=]

< -
Definicién; Un filtro _# se llama libre si N{F|{Fe £}=¢
Proposicién 1.14 - Si _£ es un ultrafilro 3-incompleto entonces _f es

libre .
Teorema 1.1.5 - Un ultrafiltro es &-incompleto si y solo si existe una

particion {1, |ne N} deltal que I, ¢ _Ffparan=1,2,....

2.-LA_ ESTRUCTURA S Y SUS PROPIEDADES

Sea S un conjunio , cuyos elementos llamaremos “individuos” y
supongamos que para cada x € S se tiene x=¢ y XN S=¢.Asi pues,

cuando hablemos de los individuos, no consideraremos a sus elementos .



Constryiremos , a partir de S, una estructura en la que aparecen todos

los conjuntos que se necesitan en la matematica usual .

Definimos S, ,para n=1,2,... como sigue:
§,= 8§
S,= 8, VP(8,)

S.=S.,ubP(S,)

Sea S= UJS, . Llamaremos a S Ia superestructura_con individuos S .
1=0

Cada elemento de S se llamari un individuo de S , ¥ cada elemento de
S-S se Namari un conjunto o entidad de S.

Notemos que ¢ € S,

Proposicion 1.2.1 -

(1} & xe$ entonces x €8 o xc_:§
(2) S xe S-S entonces P(x)eS
(3) Sivexy xeS~S entonces ye§

(4) Sea xeg—-Sy xNS=¢. Siy= {J: ecntonces ye§.

(5) S, €S paracada i=0,1,2,..

(6) Sia,,a,,...,a, €S entonces §{a,,a,,...,a,} €8S

(7) Six,x,,..,x, E’S\-—S entonces X, UX,\U ... UX, eS
(8) Si x,ye'-S\ enlonces (x,y)e§

. ~
(9) Six,.x,,...,x, €Sy n=2 entonces (X,,X,,...,Xx,)eS

L



Teoremal.2.2 - Si x.y € S-S entonces x x ve S.
Corolario 1.2.3 .- Si x € S~ § entonces x"& S paratoda n=1,2, ...

Teoremall24 - Six,ve S-S vy f:x—y esuna funcién entonces
(1) fe$S
(2) Si aex entonces f(a)e§

(3) SiAcx entonces f(A)e§

Teorema 1,.2.5 - Sean J,Ve§—S, y para cada jel, sea x, e V-8
Entonces

(1) Ur, €S

(2) [Ix, €S
Jed

3.- LENGUAJE

fad . .
Una vez construida la estructura S, es necesario establecer c¢on cierto
grado de formalidad , un lenguaje que nos permita expresar las
0 - fad I3 - r
proposiciones que hablen sobre S, asi como poder determinar cuindo

una proposicion es verdadera o falsa .

Las formulas que se usan en todo lenguaje L se construven a partir de

ciertos simbolos basicos :



(1) Los simbolos atémicos de L son:

(i)

(i)

(i)
(iv)

(v)

(vi)

Conectivos | A, v, =, <, -, Que Tespectivamente son
“y7, “0”, “implica”, “siysélosi” v “no”.

Variables : Una sucesion infinita numerable que usualmente
denotaremos por Xx,y,... con o sin indices.

Cuantificadores : existencial 3 y universal ¥V

Paréntesis : Son simbolos auxiliares que se usan para agrupar
formulas como usualmente se hace en matemdticas .

Predicados Basicos : € , = (pertenece a , igual , respectivamente),

con un lugar abierto a izquierda v derecha de ellos.

Constantes Extralogicas . Es un conjunto de simbolos , de los
cuales hav suficientes como para ser puestos en
correspondencia  biunivoca con las entidades de alguna
superestructura que nos interese . En el caso que nos ocupa,
puestro conjunto de constantes estard en correspondencia
biunivoca con todas las entidades de S, asi que podemos
considerar a S el conjunto de constantes del lenguaje L. y

en este caso nos referiremos a S como una L-estructura .

(I1') Férmulas Atémicas: e B, a=p, donde los simbolos o, P,

denotan constantes o variables .

(111 ) Férmulas Bien Formadas: Las férmulas bien formadas (fbf ) se

obtienen de las formulas atémicas al aplicar sucesivamente los

conectivos y cuantificadores . Los paréntesis se usan para evitar

ambigiiedades en la formacién de las fonmulas .



Asi pues, siVy W son fb.f  entonces VAW, VyvW, -V,
VoW, Ve W, ¥x (V), 3x (V), donde x denota una
variable arbitraria v x no aparece en V bajo el signo de un

cuantificador , son fb.f. .

En ¥Vx(V) v Ix(V), V se llama el alcance del cuantificador.

Una vanable x se llama libre en una {bf si no estd afectada por un
cuantificador, es decir, x no aparece en laformav x o 3Ix. 0 en el

alcance de un cuantificador .

Una fb.f se llama proposicion si cada variable estiz en el alcance de un

cuantificador . En cualquier otro caso se llamara predicado .

Muchas de las proposiciones que aparecen en légica se suelen probar
por induccion sobre el numero de cuantificadores ( cuando éstos aparecen en
la proposicién ) para lo cual notamos gue cada fb.f es equivalente a
una del tipo V= (q, x, )...(q,x,)W, donde q,,....q, son 3 o V¥
y W va no tiene cuantificadores . es decir, cualquier formula puede ser
escrita de tal manera que todos los cuantificadores estén al principio de

ella .

En nuestro estudio solo consideraremos aquellas f.b.f. que tienen la propiedad
de que todos los cuantificadores aparecen en la forma siguiente :

VxxeAPx) v 3JIxxeAPHx



donde A es una entidad de§, y llamaremos a éstas fb.f admisibles. Esto
es, una £.b.f es admisible si el dominio de cada uno de los cuantificadores

que aparecen en ella (A, en Ia forma anterior), es una entidad de S.

Finalmente , hemos llegado a mostrar cuales son las férmulas que se
usan para expresar propiedades o proposiciones de la estructura $. Una
vez que tenemos todo el conjunto de foérmulas de la tecria asociada a
§, s6lo nos falta indicar cudl es la asignacion del valor de verdad de

las proposiciones .

Las formulas atémicas a =B, ae B con o y B constantes seran
verdaderas si lo son bajo la interpretacion conjuntista, es decir, « €
es verdadera si o es un elemento de B, y a =P es verdadera si como

conjuntos son iguales .

A partir de la verdad de las formulas atémicas se define la verdad de
las férmulas compuestas por induccion sobre el grado de complejidad ,
por ejemplo, V A W es verdadera si y s6lo si Vy W lo son: =V es
verdadera si y sblo si V es falsa; 3x xea V(x) es verdadera si y

solo si existe un elemento b de a tal que V (b) es verdadera.

Las asignaciones de verdad de los demdas conectivos se obtienen de las

primeras dos, v para el cuantificador universal recordemos que ¥ x P(x)

= - (E‘( —‘P(x)).

11



De todo lo anterior observamos que después de asignar los valores de
verdad a las férmulas atomicas, para el resio de las férmulas es a
través del valor de verdad de conectivos desde el punto de vista dela
logica proposicional , v la asignacion de verdad de proposiciones con

cuantificadores es la usual .

4.- MODELO NO USUAL

Un modelo no usual de orden superior de 3 es una *L-estructura *( § )

2 - .y .
en la cual la L-estructura S es una inmersién propia, v para la cual
. - o -~ -~
todas las proposiciones admisibles de S que son verdaderas en S, lo
son también en *( S ), bajo esta inmersién, con una interpretacién

adecuada de los simbolos en *( §).

Construiremos ahora un modelo no usual de S .
El conjunto de constantes con las que trabajaremos esta construido a

partir de Sdela siguiente manera :

Consideremos I un conjunto infinito v sea
Y=1a: 1S a es funcién }
Para la construccion de las f.b.f , como enel caso usual, se tienen los

conectivos , simbolos auxiliares, cuantificadores v variables .

12



Dispondremos de dos predicados basicos que por similied denotaremos
=y e.
Para terminar la presentacion de esta teoria solo falta la asignacién de

verdad de las fb.f admisibles para lo cual usaremos un ultrafiltro £

S-incompleto sobre I.

Nota : Para hacer hincapi¢ de que la asignacién de verdad depende del

ultrafiltro dado _#, denotaremos los predicados basicos como =Y -

Asignacion de verdad de férmulas atémicas :
. ~,
Si a,be S, entonces

a= b es verdadera si y sélo si {iel[a(i)=b(i)}e rf

aEb es verdadera si y solo si {ielfa(i)eb(i)}e F

Nota : Para simplificar nuestra expresiéon usaremos a = b para expresar

que la formula a = b es verdadera v lo mismo para a € b.

Una vez asignado el valor de verdad para las formulas atomicas, para

las demas se asigna el valor de verdad en la forma usual .

Antes de continuar, seria conveniente hacer una recapitulacién de lo que

hemos hecho hasta ahora.



Nuestro objetivo hasta el momento ha sido tratar de formalizar la idea
de lo que es una teoria asociada a un conjunto bisico, y con este fin
procedimos de 1a siguiente manera :

( 1) Construimos un conjunto de constantes para referimos a todos los
conjuntos que pueden aparecer a partir de un conjunto basico .

(2 ) Para el desarrollo de la feoria usamos dos predicados basicos
primarios , que en este caso hemos simbolizado con = v €.

(3 ) Usando conectivos, cuantificadores, paréntesis, variables, constantes
¥ los predicados basicos, construimos las formulas del lenguaje que
son . en nuestro caso , las férmulas bien formadas admisibles,
obteniendo asi :

(a) las proposiciones del lenguaje.que son aquellas fb.f
admisibles que no tienen varables libres .

(b) los predicados que son las fb.f admisibles que si tienen
vaniables libres .

(4)Una vez establecidas las proposiciones admisibles del lenguaje se
construvé una asignacion de verdad . que en nuestro caso , lo
hicimos a partir de los predicados bésicos y de ahi, por induccién

sobre el grado de complejidad .

Resumiendo , hemos construido dos teoras, g y gl, de las cuales lo
unportante son sus constantes, formulas, predicados basicos v asignacién
de verdad .

En general v para fijar ideas, para i=1.2 denotamos con:

Ti= la teoria i

14



C; = constantes de la teoria i
F, = fbf de la teoria i

= = predicado basico de la teoria i

e = predicado basico de la teoria i

=
]

v; . {proposiciones de lateoria 1} —— { V,F}, la asignacién de

verdad de ia teoria i.

Nuestra pretensién es vincular las dos teorias desarrolladas hasta el

momento .
Observemos que si @ : C;—> C; es una funcién, ésta induce ofra ,

que denotaremos también por ¢ , de férmulas asociadas a T, en

formulas asociadas a T, :
W=Wi{a,,...a, ,T,?)H<p(W)=W((p(a,),..‘,cp(_a,,),f_.;;)
donde a,.....a, son todas las constantes que aparecen en W, y no

hacemos énfasis en remarcar que W pudo haber sido formulada con
conectivos , cuantificadores, etc., es decir, ¢ (W) es la misma formula

W, pero donde se han cambiado las constantes a, por ¢ (a,) e =, €

por =, ¢ respectivamente .

Entonces tenemos el siguiente diagrama :

15



(of _— C

F _— F;

) v
{prop. de T;} —— 8 { prop. de To}

V) Va
{V.F}

En nuestro caso construiremos una funcién ¢ : S —— S', inmersién
propia, tal que si W es una proposicion bien formada admisible de la

teoria usual , se tiene :

W es verdadera respecto a v, st v sélo si
¢ (W) es verdadera respecto a v, (*)

Es decir, el diagrama anterior sera conmutativo en este caso.

Por otro lado construiremos, para cada i e [, funciones vy : [N
que inducen respectivas funciones de Fg' en Fg, que, aunque no
tendrén a nivel individual la capacidad de hacer verdadero el resultado
como ( *), tomadas en su conjunto permitirdn obtener el siguiente
resultado :

Si W es una proposicion bien formada en el lenguaje *L, W es
verdadera respecto a v, si v solo si w,( W) es verdadera para casi

todo i de I. en el sentido que {iel|y, (W)es verdadera} e O



Nos proponemos , a continuacion , presentar una inmersién ¢ de Sen § ,
que denotaremos a b—-—— *a tal que . para cualguier formula
verdadera V . asociada a § . Se tenga que *V es verdadera, lo que
mostrard que la teoria no usual asociada a S es un modelo no usual de

la teoria usual .

La funcién que consideraremos de S en § es la inmersién natural
al—— *a. dada por *a(i) = a para toda idel, es decir,
identificamos los elementos de S con las funciones constantes de .
Nos falta probar que bajo esta inmersion, la asignacion

{fb.f. admisibles asociadas a S} —1s {fb.f. admisibles asociadas a §'}

cumple con:

Principio de Transferencia: V es verdadera si v sélo si *Ves verdadera.

La demostracion , para férmulas atomicas es inmediata, va que se
obtiene directamente de la definicion . Sin embargo postergamos la

demostracion en general .

Proposicién 1.4.1 .-
(i) a=ben Ssiysolosi *a—*ben §
F

(i) aebens siy solo si *ac*ben g

17



La demostracién del Principio de Transferencia es sencilla en un sentido,
pero en el otro es mas dehicado, por lo que no sélo de este estudio
obtendremos la demostracion, si no que tendremos mas informacion de

este universo no usual que nos serd util posteriommente .

. -~ . . .
Las relaciones =y gen S' tienen un comportamiento como la igualdad

y pertenencia de la teoria de conjuntos . es decir,

Proposicion 1.4.2.- Sean a,b € S' Entonces
(1) Es verdadera una v s6lo una de

a=b o a=bhb
F F

(i) Es verdadera una y solo una de

aeb o0 aeh
F F

-y e . N .
Proposicién 1.4.3 - Sean a,b e S Entonces a = b si y sélo si para cada
ol R . . .
c €85 se tiene que a gcsiy solo si b €¢.

Demostracion

=) Supongamos a=b y a=c, donde c e §'. Entonces

Aj=fiella(i)=b(i)je £ v Ay={iella(iec(i)}e _f

Por lo tante A1 A: e F - pero



AinA,={iella(i)=b(i) A a(i)ec(i)}
=fielja(i)=b(i) Ab(i)ec(i)}
cliellb(i)ec(i)}

Por lo tanto {ieljb(i)ec(i)} e £, v asi bec.
Andlogamente se demuestra que b e ¢ implica a g¢C.
c)Comoag {a},,donde {a}, (i)={a(i)} para cada 1ie 1, entonces,

por hipétesis tenemos que b |5 {a},, y esto significa que

{iellb(i)efa} (i)} e F
Pero b(i) e {a}, (i) implica que b(i}=a(1)

Por lo tanto a = b.

SeaW{(a,,..,a, , =, g)una fbf en S'.Si i€l porW(i)

denotaremos a la fbf en S dada porW(a, (1),...,a,(1),=, e}.

Teorema 1.4.4 ( Teorema de J 1és) .- Sea V una fbf admisible en §
Entonces V es verdadera si y solo si {iel}V (i) es verdadera} ¢ <
Demostracion

Lo haremos por induccion sobre el nimero de ocurrencias k en V de
los simbolos — ,A y 3. Los simbolos v y V¥ se obtienen de los

anteriores tomando — A y — 3 = respectivamente .



Si k=0 entonces V es de la forma a = b o a € b. Pero esto

significa, en el primer caso, que {ielfa(i})=b(i)}e £, vy en el

segundo, que {iel|a(i)eb(i)} e F.

Supongamos ahora que el teorema es verdadero para cada V, donde el

mimero de ocurrencias de los simbolos -, A, 3 es k, v sea W una

fbf admisible tal que el nimero de ocurrencias en W de los simbolos

-, n,desk+1l.

Jer. caso: W=V

S1 W es verdadera, entonces V es falsa y esto iiltimo,por hipétesis , implica

que {iel|V(i) esfalsa} € ., porloque {ie 1|~V (i)es verdadera }

€ . Concluimos entonces que {iel| W(i) es verdadera } e _f.

Los pasos son reversibles

2do. caso: W=V AV,

St W es verdadera entonces V, y V,son verdadera,lo que implica que

{tel|V,(i)esverdadera }e £ v {iel)V.(i)es verdadera} e £, por

lo que concluimos que

{1el|V,(i)es verdadera} n{ieI|V,(1) es verdadera}=
fiel](V, AV,)(1) es verdadera } € _#. Es decir,

fiel|W(i)es verdadera} e _£.
Los pasos son reversibles .

3er, caso: W=(3x)(an)V(x)

SeaA={iel|(Ix)(xea(i))V(i)x) es verdadera }
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=) Supongamos que W es verdadera y sea b ca tal que V(b) es

verdadera. Asi que, por hipdtesis de induccion,
B={iel|bli)ea(i)AV{i)bG)}e F£.

Pero como B c A, entonces A e _f.

<=) Supongamos que A € _f£ Paracada i€ A seaciea(i) tal que V(c;)

es verdadera .

Definimos :
ci siieA
b(i)=
o siigA

Entonces b satisface que b gay V(b) es verdadera.

Por lo tanto WE(BX)(XEa)V(X) es verdadera .

Si V es una fbf admisible en §, denotaremos por *V a la fbf
admisible en §], al reemplazar en V todas las constantes a que aparecen
en V por las correspondientes constantes *a, sin cambiar las variables y

los paréntesis .

Teorema 1.4.5 ( Principio de Transferencia ) .- Una proposicion admisible

ay . . . -y
V en S es verdadera si v solo si *V es verdadera en S

Demostracion
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=) Supongamos que V es verdadera .
Para demostrar que *V es verdadera usaremos el Teorema de Los,
es decir, veremos que A={iel|[*V (i) es verdadera} e _*.
Pero *V (i1)=V . Entonces A=1 y por ser _# un filtro, tenemos

entonces que A e _f v, por lo tanto, *V es verdadera .

<) Supongamos que *V es verdadera. Entonces, por el Teorema
de Los, A={iel|*V(i) es verdadera} e _f, ¥ como ¢ ¢ _F,
entonces A#¢ v asi *V (i) ( que sabemos es V) es verdadera

para alguna i de 1. Concluimos, entonces, que V es verdadera .

A partir de elementos de §' podemos formar otros , tomando fb.f
admisibles en §', como sigue :

Siaa,,..,a, son elementos de §'y V{x) es una fbf admisible de
S', donde x esuma variable libre ( y cualesquiera otras estin ligadas),

definimos {x ca|V(x:a,,...,a,)}, como el clemento de ¥ dado
por

{xgalVi(xia,.,an} ()= {xea()IV(x:a,(i),...,a,(i)}

Veamos algunas construcciones basadas en la definicién anterior , y por
su similitud a las construcciones usuales introduciremos notaciones
conocidas .

Y Llel

Sean a,a,,...,a, €



(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8}

) fa}-(1)={fa(i)}

(a,y...va}(i)=a(i)v..uva,li)
(a,~ ..o )(1)=a,(i)n..na,(i)
(a,-a)(i) = a,(i)-a,(i)

fa,,....a}. ()=fa,(i).....a,(i)}

(ay.....a,) (1)=(a,(1).....a,(i))
(a,x .. xa,)(i)=(a,(i)x..xa,(i))

Si b es una relacién binaria en ' y b cxd

(domb), (i)=domb (i)

(rangb), (1)=rangb (i)

Se puede ver facilmente que :

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

fat, = {x|x=a)

»
v
it

- F{x!x;—a,f\xgaz},

fa,,....a, ¢}, = {x!xia]v...v xian}p
(ags---:an)r i {{al}F={aleaz}l«'9"'={a:!"'ean}r}r

azra 2 VIR (3)(x,g2,) (5, 2,)y 2

(xlz"‘qu)F}F
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La inmersién de S en §', a l—>*a con *a(i)=a para toda i de I,

tiene las siguientes propiedades :
Consideremos ¢ , el conjunto vacio . Recordemos que *¢ (i )= ¢ para toda

1 de I, asi que se cumple, por ejemplo, gque *¢ < a para cualquier

conjunto a de S'. Por similitud, denotaremos *$ =4 .

(1) Si a,beg y acb entonces *ac *b.
(2) Si a,be§ y a € b entonces ‘ag*b.
(3) Para cadaaeng, *{a}? {*a},.

(4) Si a,,...,a, son elementos de S, entonces

L]

(1)Sia,,...,a_e 8§, setiene:

ez Uy [e] s e
@) *{a,,...a,}={"%,,....%,};
() *(a,,...,a, )= (*a,,....%, )
(iv) Sia,,..,a 8§

*(a,x...xa, )§ *al: e x *a_
(5)S1 a,beg-Sentonces *(a-b); *a; *b.
(6)Si be S es una relacion binaria, entonces

(1) *(domb)§ dom *b

(i) *(rangb) = rang *b
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(i) Para cada a e domb se tiene *(b(a)) = *b(*a)

Teorema 1.4.6- Sea V(x) una fbf admisible en S con variable libre
X, ysea A={xea|V(x)} donde a es una entidad arbitraria de S .
Entonces *Ai {x ;;*a;*V(x)}.

Demostracion

Veremos que *A(1)={x ¢*a|*V(x)}(i) para cada iel.

Seaiel. *A(i)=A, y por otro lado
Hxe*a[*V(x)} 1()={xe*a(i)PV(x)i)}
={xea|V(x)}
=A
Por lo tanto
*As {xe%a|*V(x)},
O

. T a ~ o~ - . .
La inmersién §—— *S nos permite identificar cada elemento a de S con

*a de *S como nos lo dice el siguiente teorema :

Teorema 14.7- SIACS, entonces Ac*A y *ANS=A.

Demostracion

Sea a € A. Por el Principio de Transferencia tenemos que *a & *A , y
como *a=a, entonces a & *A. Esto muestra que A c *A y también

que Ac*AnS.
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Inversamente , sia €e*A NS, como a e S, entonces *a=a y asi, es

verdad que *a €*A v porel Principio de Transferencia, ae A .

5.- ENTIDADES INTERNAS

Definicién : Una entidad a de §' se llama _interna si existe un niimero

natural n ral que a g *S, . Las entidades que no son internas se ltaman

externas .
. - - -
Definictén : Una entidad interna se llama usual si existe b e S tal que

*bp=a.
F

El conjunto |J*S, de todas las entidades internas se llama Ia
net

ultrapotencia de S con respecto al ultrafiltro £, v lo denotaremos por *S.

Es importante hacer notar que existen entidades internas que no son
usuales . Esto Jo veremos en el siguiente teorema, donde usaremos el

hecho de que el ultrafiliro £ es 8-incompleto .

Teorema 1.5.1 : Existen entidades internas que no son usuales .

Demostracion :

Seaa € §- S, tal que a contiene una infinidad de elementos, v sea
{b,JneN}ca,donde b, =b_ si nzm.
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Tomemos ahora una particion { I },. de I tal que I, ¢ f. Esto lo
podemos hacer va que f es &-incompleto .
Definimos b € *S por b(i)=b, si iel, . Tenemos que:
lo./ bg"a, vaque {iel|lb(i)e*a(i)}=lef.
20./ b es interno :
Como aeS, para alguna n>0, entonces, para cada iel,
b(i) €a. Entonces b(i)eS,, vasib £ *S., .
30/ b no es usual

Supengamos que b = *c.donde c € S . Entonces
A={iel|b(i=*(i)} eF.
Por lo tanto A# ¢,y por la definicién de b, entonces A=I_ para

alguna ne N, lo que contradice que !, ¢ . Por lo tanto,b no

puede ser usual.

L

Jeorema 1.5.2.- Una entidad a es interna si y s6lo si a es un elemento

de una entidad usual .

Teorema 1.53- Si aeb v be*S (n=21), entonces a e *S_, , es

decir, cada elemento de una entidad intema es interno .

Uno de los problemas que se presentan en las aplicaciones es poder

decidir si un conjunto de entidades internas es intemo o no. Por esto,
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un método que se usa con frecuencia es aplicar de alguna manera el
Principio de Transferencia , encontrando que este conjunto viola una

cierta propiedad que deberia poseer .

Definicién.- Una relacion R de A a B, se llama concurrente si dados

a,,..,a, €edom(R) existe be B tal que (a,,b),...,(a, ,b)eR.

Por dltimo , un resultado muy usado en las aplicaciones de esta
construccién es el siguiente teorema :

Tecorema 1.5.4 (Teorema de Concurrencia) .- Si R es una relacién de A a
B que es concurrente en S, entonces existe B € *B tal que para cada

aedom{R}, (*a,B)e*R.

Para la demostracién se construve un I especifico y se considera un
ultrafiltro , que hace verdadero el teorema. Asi que en las aplicaciones
donde se necesita usar el Teorema de Concurrencia se supone que el

modelo tiene esta propiedad .
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EJEMPLO

Sea R el conjunto de los nameros reales y supongamos R ¢ S . Como es un
campo ordenado, las operaciones v la relacion de orden pueden ser extendidas
a *R Para simplificar la notacién denotaremos estas extensiones por los
mismos simbolos , es decir, siab € *R entoncesa+b denotard a *+ b, etc .
Usando e! Principio de Transferencia, podemos concluir que (*R,+.-,<)
es un campo ordenado que tiene a (R, +, ., <) como subcampo
ordenado .
A cada elemento de *R lo Ilamaremos hiperreal .
Si N es el conjunto de los nimeros naturales ,como N < R, entonces por el
Teorema 1.5.1 tenemos que Nc*Nc *R, donde N=*N.
Investiguemos un poco como es *N .
Tegrema ] - S1 H e *N-N entonces H>n para todo ne N.
Demostracién
Sea He *N -~ N y supongamos que H<n para alguna ne N, y sean,
la minima n con esta propiedad .
Por otro lado H20 para toda He *N va que, VneN n20 | v por
transferencia, Vne *N n20 Como H=#0 ya que He *N-N,
tenemos que 0 < H < n,, y de aqui

n,-1<H £ 1,.
Aplicando el Principio de Transferencia a la formula

VneNVYmeNn-l<sm<n= m=n-Iv m=n
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tenemos que
Yne*NVme*Nn-l<m<n= m=n-1v m=n
Por lo tanto H=n,~1 o H=n,. Pero esto iltimo es imposible puesto

que H e *N-N. Concluimos entonces que H>n para todo ne N .

Corolario - Existe H €*R tal que H>r para todo reR".

Demostracion

Es inmediato por la propiedad arquimediana de R.

Hemos demostrado entonces que existen en *R elementos H que son

mayores que cualquier nimero real . y como *R es un campo entonces

H™' es positivo pero menor que cualquier nimero real positivo.

Definicién : Sea o un numero hiperreal . o se llama finito si existen

nimeros reales r, v r, tales que r,<a < r,.a se Hama infinito si no

es finito . a se llama infinitesimal si {a|< r para todo ntmero real
positivo 1,
Observacion : Notemos de la definicion que el dnico nimero real que es

infinitesimal es 0.

Definicién : Dos niimeros hiperreales a y § estin infinitamente cercanos

y lo denotaremos por @ = B, si @ — B es infinitesimal .
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Teorema 2 : = es una relacién de equivalencia en *R.
Teorema 3 : Si a, b, ¢,d son nimeros hiperreales tales que a~b y c=d,
entonces :

(NDa+c=b=+d

Teorema 4 : Cada mimero hiperreal finite estd infinitamente cercano a
uno y sélo un numero real .

Demostracion

Sea o un hiperreal finito con @ € R . Entonces existen nimeros reales a
v b tales que a< a<b.

Sea A={x e R|x<a} Demostraremos que el supremo de A estd
infinitamente cercano a o .

A#¢ va que ae A Ademds A estd acotado superiormente por b .
Entonces A tiene supremo que denotamos por r,.

Probaremos que para tedo re R |r, -al<r.

Sea reR. Como r,=sup. A, entonces r,—r ya no es cota superior
de A, asi que existe x e A tal que r,-r< X, y como x< a,
entonces r,—a<r,

Por otro lado, < r,+r ya que si r,+r< o entonces r,+reA vy
asi r,+r =1, lo que no puede suceder va que r es positivo. Entonces
r<r,—a v de aqui [r,—al<r.

Por lo tanto r,—a es infinitesimal y entonces a =r,. Ademis como =

es tramsitiva, y por la observacion anterior tenemos que r, es Umico .
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CAPITULO II

1.- ANTECEDENTES TOPOLOGICOS

En este capitulo presentaremos los prerrequisitos topolagicos para el tercer
capitulo ; ademas introduciremos definiciones equivalentes en el modelo

no usual, de algunos tipos de espacios topoldgicos .

Sea X un conjunto y T P(X).
Definicion - ( X, T) es un espacio topolégico si se cumplen las tres
condiciones siguientes :

(1)SiU,WeTentonces UnWeT

(i1) Si U, &7 para cada i e, entonces | JU, €T
=l

(i) e T,XeT

Los elementos de T se llaman conjuntos abiertos .

Recordemos que para dar una topologia sobre un conjunto X, es
suficiente , para cada elemento x de X , exhibir un sistema de

vecindades de x .

Definicion .- Sea ( X, T) un espacio topolégico y A< X . Una vecindad
de A es cualquier subconjunto de X que contiene un abierto que

contiene a A.
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Proposicién 2.1.1 - Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es

vecindad de cada uno de sus puntos si y solo si A es abierto.

Proposicién 2.1.2 - Sea ( X, T) un espacio topolégicoy para cada x € X

sea B(x) el conjunto de todas las vecindades de x . Entonces B(x)

tiene las siguientes propiedades :

(1)SiAeB(x)y AcB entonces Be B(x).

(2)SiA,...,A, €B(x) entonces A,n...NA_ eB(x)

(3)xeA para cada AcB(x)

(4) Si AeEB(x) entonces existe B e E(x) tal que para cada ye B,
AeB(y).

Estas cuatro propiedades del conjunto de vecindades de x determinan la
topologia , es decir:

Proposicion 2.1.3 .- Supongamos que para cada elemento x de un
conjunto X se tiene dado un conjunto B(x) de subconjuntos de X que
satisfacen las cuatro propiedades de la proposicion 2.1.2 . Entonces

existe una unica topologia T sobre X, tal que, para cada x € X, B(x)

es el conjunto de vecindades de x en esta topologia .

Definicién .- En un espacio topolégico ( X, T ), una base (o sistema
fundamental ) de vecindades de un punto x de X es cualquier conjunto
de vecindades D de x tal que para cada vecindad A de x existe una

vecindad B e D tal que BCA.
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Definicién - Una base de la topologia T de un espacio topologico X es
cualquier conjunto T = T tal que cada subconjunto abierto de X es

unién de conjuntos que pertenecen a 1) .

Proposicion 2.1.4 - Sea ( X, T ) un espacio topoldgico. Para que un
conjunto N c T sea una base de T es necesario y suficiente que para

cada x e X, {AeMN|xe A} sea un sistema fundamental de

vecindades de x.
Definicién - Sea f: X — Y una funcién del espacio topolégico X en el

espacio topologico Y y sea x € X . f es continua en x si para cada
vecindad B de f(x), f'(B) es una vecindad de x.

2 .- FILTROS
En el capitulo ] introdujimos la definicién de filtro y ultrafilrto y dimos

algunos ejemplos . En esta seccion estudiaremos filtros sobre un espacio

topologico .
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Definicién .- Dados dos filtros £ y £° sobre un conjunto X, se dice que
F es mas fino que F st F cf . Si, ademds £ #F se dice que £ es

estrictamente mas fino que F.

Proposicién 2.2.1 .- Una condicion necesaria y suficiente para que exista
un filtro sobre X que contenga a un conjunto ¢ de subconjuntos de X,

es que cualquier subconjunto finito de G tenga interseccion no vacia .

Proposicién 2.2.2 - Sea B cP(X). { AcX|{A>B,paraalgunaB € B}
es un filtro si v sélo s1 B tiene las siguientes propiedades :

(1) La interseccion de dos conjuntos de B contiene un conjunto de B .

(2)B#¢y 6k,

Definicién .- Sea BcP(X ). B es una base de filtro si satisface (1) y
(2) de la proposicion 2.2.2 . Dos bases de filtro son equivalentes si

generan el mismo filtro.

Proposicién 2.2.3 - Sea f un filtro sobre X v G F. G es una base de

F si y solo si cada conjunto de F contiene un conjunto de § .

Proposicion 2.2 4 .- Dos bases de filtto ¢ y §° sobre un conjunto X son
equivalentes si y soélo si cada conjunto de G contiene un conjunto de §’

-

y cada conjunto de § contiene un conjunte de §.

Eiemplos :
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(1) Sea X un conjunto con mis de un elemento y A,, A, eP(X) tal
que A, NA, #¢. Sean
G={A, A, A NnA, } y F={BcX|B>C para alguna Ce ¢}
G es una base de f.

(2) El conjunto de todas las vecindades de un punto x de un espacio
topologico X es un filtro sobre X y cualquier sistema fundamental

de vecindades de x es una base de este filtro.

Definicion .- Sea (X, 7T) un espacio topolégico y £ un filtro sobre X . £
converge a un punto x de X ( y se denota fF—>x) si f es mas fino

que el filro de vecindades B(x) de x. A x se le llama punto limite

de £. Una base § deF converge a x si F converge a x.

Proposicion 2.2.5 .- Una base de filtro G sobre un espacio topologico X
converge a x si y sélo si cada conjunto de un sistema fundamental de

vecindades de x contiene a un conjunto de G .

Proposicién 2.2.6 - Un filtro £ sobre un espacio topolégico X converge a
un punto x si y solo si cada ultrafiliro que es mas fino que f converge

ax.

Definicién .- Sea X un espacio topologico y x € X . x es punto de
acumulacion de una base de filtro § sobre X si x e N{ 4}AeG},

donde A es la cerradura de A,
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Definicién .- Dos filtros £ y F° se mezclan si cada conjunto de f

intersecta a cada conjunto de £°.

Proposicién 22.7 - Un punto x de un espacio topologico X es de
acumulacion de un filtro § si y sélo si G y el filtro de vecindades de

X s¢ mezclan .
Proposiciéon 2.2.8 - Un punto x de un espacio topolégico X es de
acumulacién de un filtro F si y sdlo si existe un filtro mas fino que F

que converge a x.

Corolario 2.2.9 .- Un ultrafiltro U converge 2 un punto x si y solo si x

es un punto de acumulacion de V.

Proposicién 2.2.10 - El conjunto de puntos de acumulacion de una base

de filtro sobre un espacio topolégico X es cerrado en X.

3.- ALGUNOS TIPOS DE ESPACIOS TOPOLOGICOS

En esta seccidn presentaremos algunos tipos de espacios topologicos ,

con los que trabajaremos en el capitulo HI .
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Definicion .- Sea (X, T ) un espacio topolégico .

1- X es T, si dados p,qe X, p =q, existe un abierto que contiene
a pynoa g,y un abierto que contiene 2 q y no a p.

2- X es T, (o de Hausdorff) si cada par de puntos distintos de X
tienen vecindades ajenas .

3- X es completamente regular si para cada B X cemado y cada
peX~B, existe una funcion continua f:X — [0,1] tal que
f(p)=0 y Bef'(1).

4- X es compacto si cualquier cubierta abierta de X tiene una

subcubierta finita .

Para el caso de espacios uniformes trabajaremos con la definicién
introducida por [ Bourbaki. }:
Definicién .- Una uniformidad Zf sobre un conjunto no vacio X es un
conjunto de subconjuntos de X x X que satisfacen
(1) Cada subconjunto de X x X que contiene a un elemento de Zg
pertenece a Zf .
(2) Cada interseccién finita de elementos de Zf pertenece a 2f .
(3) Cada elemento de 2f contiene a la diagonal A= {(x.x) |x € X ).
(4) Si VeZy entonces V' e 2g .
(5) Para cada Ve 2f existe WeZf tal que W V.
donde
V*'={(y.x)|(x,y)eV}y
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Wi={(x,z}3yeX (x,y).(y,2)e W}
A los conjuntos de la uniformidad se les llama conectores .
De la definicion podemos ver claramente que una uniformidad sobre X
es un filtro sobre X x X, por lo que estaremos en condiciones de

aplicar los resultados obtenidos sobre filtros .

Dada una uniformidad U sobre un conjunto X y Ve U definimos
V(x)={yeX|(x,y)eV}

Definicion.- Un conjunto V de subconjuntos de X x X es un sistema
fundamental de conectores de una uniformidad sobre X si V satisface :
(1) La interseccién de dos conjuntos de V contiene un conjunto de V.
(2) Cada conjunto de V contiene a la diagonal A.

(3) Paracada VeV existe VeV 1l que VgV,

(4) Para cada VeV existe WeV tal que W V.

Proposicién 2.3.1 .- Sea X un conjunto, Y una uniformidad sobre X y
para cada x € X sea B(x)={ V(x)|V el }. Entonces existe una
unica topologia sobre X tal que para cada x € X, B(x) es el filtto de
vecindades de x ¢n esta topologia .

Demostracién

Utilizando la proposicién 2.1.3 es suficiente demostrar que E ( x )
satisface las cuatro propiedades de la proposicién 2.1.2

(1) Si V(x)eB(x)y V(x)cB, entonces Be B(x)
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Sea U=VuU({{x}xB). Como VgU entonces U e . Ademas
Ulx)=(Vu{{x}xB))(x)
=V(x)u({{x}=xB)}x)
=V(x)uB
=B
Por lo tanto, B=U(x)eB(x).
{2) St V,(x),...,V, (x)eB(x) entonces V, (x}n...NV_ (x) eB(x).
Esto es inmediato, ya que
Vix)n..aV (x)=(V,n..nV, )(x)
(3) xeV(x) V Vel, yaque A,c V.
(4) Si V(x) eB(x) entonces existe W(x)eB(x) tal que para
cada ye W(x), V{x)eB(y).
Sea Wel tal quue W? c V. Entonces W(x)g V(x).
Para cada y € W (x), veremos que W(y)g V(x) yde aqui,
por (1), V(x) sera una vecindad de y.
Si ze W(y) entonces (y,z)e W. Pero como (x,y)e W
entonces (x,z)e W? y, por lo tanto, (x,z)e V.
Concluimos que ze V(x).
z
Definicién- Un espacio uniforme ( X, Zf) es un conjunto X junto con
una uniformidad 2§ .
Definicién.- Sean X y X' espacios uniformes. Una funcién f: X —» X’
es uniformemente continua si para cada conector V’ de X’ existe un

conector V de X tal que (x,y)e V implica {f(x),f(y))e V.



Proposicién 2.3.2 .- Cada funcion uniformemente continua entre dos

espacios uniformes es continua .

Definicién.- Un filtro £ sobre un espacio uniforme (X ,VU ) es un filtro
de Cauchy si para cada conector V de W existe Aef tal que

AxAcV.

Proposicién 2.3.3 - Si F es un filtro minimal de Cauchy, entonces cada

conjunto de £ tiene interior no vacio que ademas pertenece a f.

Proposicién 2.3.4 .- Sea X un espacio uniforme y x € X . El filtro de

vecindades B(x ) de x es un filto de Cauchy minimal .

Proposicién 2.3.5 .- Si f es un filtro de Cauchy, entonces x es punto de

acumulacion de £ si y solo si x es punto limite de f.

Proposicién 2.3.6 - Sobre un espacio uniforme ( X,V ), cada filtro

convergente es de Cauchy .

En general, el reciproco de la proposicién 2.3.5 no es verdadero, es
decir, un filro de Cauchy en un espacio uniforme no necesariamente es

convergente .

Definicién.- Un espacio uniforme es completo si cada filro de Cauchy

converge .
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Segin la proposicién 2.3.5 y por la definicion de espacio completo, en

un espacio completo los filtros de Cauchy son los convergentes .

Teorema 237 - Sea V,, V,,.. una sucesién de conectores de un

espacio uniforme X, donde V,=X x X, Vi’ c Vi para i=12, ... .

Entonces existe una seudométrica p sobre X tal que para cada i2 1
{(x,y)lp(x,}')<;l.}gVa;{(x,y)lp(x,y)S%

Demostracion

Sean x,y € X y consideremos todas las sucesiones finitas x,,X,, ..., X,

tal que x,=x y x,=y, vy (x,,x)e V, para j=1,2,... k.

Definimos p(x,y) como la maxima cota inferior de los numeros

o1,
ETRFY f2

Se puede ver ficilmente que p es una sendométrica.

Por otro lado, de la definicion de p se sigue que
1
Voel(x.y)le(x,y)s 5

. 1 -
Ahora veremos que si p(x,y)< > entonces (x,v) eV, , es decir,

S Xg,X,,....X, €s una sucesién tal que x,=x y x,=y y
(x,_,,xJ)eV,J ,3=1,2,...,k, entonces

1 ; i 1
F+F+...+§T<F =’(xﬂsxt)evf (*)

Demostraremos esta ultima afirmacién por induccion sobre k.
Empecemos con k=1

42



o1 1 .. .
Si —2;<5,~ y (x,.x,)eV, entonces 1<i, yasi V, cV vy, porlo
tanto, (x,,X,}eV, .

Supongamos ahora m>1 y que (*) es verdadero para toda k<m

1 1 1 1 .
Sea 2—,.+ E"+"'+2T <§ con (x,,,x,)eV, para j=1,..,m
4 1 < 1 < 1 d
entonces sucede que > <77 0 T <zw. Podemos suponer que
1
— ———
2!, 2i-l

1 1 1 1
ot P —C —
Yy 2;-. 21, 2l~l
Si n<m-1 entonces
RPN IR B B
2 2t 2 e T
lo cual implica que
< o
21.-: 2= 2"1

y, asi, por hipdtesis de induccion, tenemos que (x,,x,)eV,, ¥y

(XX, ) eV .

1 ) [ . .
Pero 5:( ry implica que i+1<i,, y (x,,x,,)eV, gV vy asi

concluimos que (x,,x,)eV _>cV

-

Si n=m-1 entonces

1 1 . .
(x,,%,,)€eV,_, y como -2-:<;-; entonces 1+1< 1, y asi

(Xni%.) €V, por lo que (x,,x,)eV,_’cV,.

Il

43



Proposicién 2.3.8 .- Si (X ,U) es un espacio uniforme y T la topologia

inducida por U, entonces ( X, T) es completamente regular.
Demostracién

Sean xe X y Fc X cemado tal que x g F.

Como X-F es abieto que contiene 2 x, existe Vel tal que
V(x)cX-F yasi FnV(x)=¢.

Definimos f:X—>[0,1] por f(y)=min§{1,p,(x,y)}, donde
P, =2p y p es la seudométrica del teorema2.3.6 con V,=V.
Entonces f(x) = min{1,p,(x,x)}=0 y f(F)=1 ya que
po(x,y)21 para cada yeF ( porque si p,(x,y)<! entonces
yeV(x}).

Definicion.- Un subconjunto A de un espacio topolégico X es denso en
X si A=X, es decir, si cada conjunto abierto no vacio G de X

intersecta a A .

Proposicion 2.3.9 - Sea X un espacio uniforme y sea A un subconjunto
denso de X tal que cada base de filro de Cauchy sobre A converge en

X . Entonces X es completo .



Teorema 2.3.10 .- ( Teorema de Completacién) .- Sea (X, U ) un espacio
uniforme . Entonces existe un espacio uniforme completo X, y una
funcion uniformemente continua :: X — X tal quei(X ) es denso en X.
Demostracién

Sea X el conjunto de filtros de Cauchy minimales sobre X .

Definiremos una estructura uniforme sobre X como sigue :

Sea V un conector simétrico (e.d. V=V')de X y sea
V={(H,D)|HDeXyexiste AcHnDtal que AxAcV}
Demostraremos que V = { V| V es conector d¢ X } es un sistema

fundamental de conectores de una estructura uniforme sobre X:

(1) Si V,,V, son conectores simétricos de X , entonces ¥, A ¥, =V, ~\ ¥,
vaque si (H,D)eV,nT,, tenemos que existe Aec HND tal
que AxAgV,, yexiste BeHnD tal que BxBgcV,, y asi
(AnB)x(AnB)cV, AV, con AnBeHnD. Por lo tanto
vni, eV .

(2) Puesto que cada HeX es un filmo de Cauchy, entonces para
cada conector simétrico V, existe AeH tal quuAxAgV y asi
(H,H)e V para todo conector simétrico V .

(3) Los conjuntos ¥ son simétricos por definicidn, asi que V=7,

(4) Sean Vy W conectores simétricos de X tales que W?! c V.
Entonces Jj/'c i” . En efecto,sean H, D, €X tales que (H,D),
(@,€) € W.Mostraremos que (H,E) e V.

Sean AeHnND y BelD nE tales que AxAcW vy
BxB cW. Com AnBebl entonces AnB=¢ y asi
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(AUB)x(ANB)cW y (AnB)x(AUB)cW, por lo
que (AUB)x(AUVUB)cW’ cV y AUuBeH nE. Asique
WicT.
Definimos :: X > X de la siguiente manera:
SixeX,seai(x)=B(x),dondeB(x) esel filtro de vecindades de x.
{ estd bien definida ya que B(x) es un filtro minimal de Cauchy,
(prop.2.34).
i es uniformemente continua :
Sean V y W conectores simétricos de X tales que W’ c V. Veremos
que st (x.y)e W entonces (:(x),i(y)) = B(x),B(y))e V.
Pero si (x,y)e W entonces W(Xx)UW(y)eB(x)nB(y)y
ademds (W(x)UW(y)x(W(x)uW(v¥))c W’ Asi podemos
concluir que (B(x),B(y))e W3 V.
i(X) es denso en X:
Sea ¥ un conector d¢ X y H € X. Debemos demostrar que
F(H)n:i(X)=¢.
Como H es de Cauchy, entonces existe Ae#H tal que AxA V.
Por la proposicion 233 Int.{A)eH. Sea xelInt. ( A), entonces
Int. (A)eB(x),y (H.B(x))eV, porloque F(H)n:(X)=4.
(X,V) es completo :
Por la proposicion 2.3.9 es suficiente demostrar que cada filtro de

Cauchy sobre :(X) converge.



Sea f un filoro de Cauchy sobre :( X ). Entonces:™(f) es una base
de un filtro de Cauchy § sobre X . Sea H un filtto de Cauchy minimal
menos fino que §. Entonces :(H) es una base de un filtro de Cauchy
sobre :(X),y F=:(<"(F)) es mas fino que el filro cuya base es
i H). Pero este tltimo converge en X, por lo que F también converge.

De donde, X es completo

4 .- APLICACIONES DEL MODELO NO-USUAL A ESPACIOS
TOPOLOGICOS

Dado un espacio topologico (X, T )}, usaremos las técnicas no-usuales

para  establecer condiciones equivalentes de algunos  conceptos

topolégicos. Supondremos que X < S . Entonces, por el Teorema 1.4.7,

X e *X y cada subconjunto de P (X) pertenece a S, en particular T S.
Notacién : Para cada x € X, escnbimos T ,={GeT|xeG}.

Definicion.- Sea ( X, T) un espacio topolégico y x € X. La modnada de
X, que denotaremos Mon(x ), estd dada por

Mon(x)=n{*G|GeT_}
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Teorema 2.4.1.- Para cada x € X existe un conjunto interno D € *T, tal
que DcMon(x).

Demostracion

Sea R={(p,q)lpeT,,qe T,,qcp}. Mostraremos que R es

concurrente ( ver definicién en la pag. 28 ).

Seam A,,...,A, €eDom(R)=T, . Entonces B= ﬁAJ € T, satisface

J=3
(A, ,B)eR,paraj=1,...,n .De aqui concluimos que R es concurrente.
Por tanto, por el Teorema de Concurrencia (Teor. 1.5.4), existe D e*S
tal que para toda AeT,, (*A,D) e *R. Entonces, como es

verdadera
(Vpet, }(Vqet,)((p,q)eR=>qcp)
tenemos que D *A para cada Ae T, vy, por lo tanto,

DecMn{*A|AeT }=Mon(x)

Teorema 2.4.2 - Sea (X, T) un espacio topolégico, y sean G,Fc X.

Entonces

(1) G es abierto si y sélo si Mon(x)c*G para toda xe G

(2) F es cerrado si y solo si dado a € *F, si @ € Mon ( x), entonces
xeF

Demostracion

(1) =) Inmediate de la definicidén de ménada .
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<) Supongamos que Mon (x )< *G para cada x € G
Por el teorema 2.4.1 ,existe D e *T, tal que D Mon(x ). Por

lo tanto Dc*G.

Entonces tenemos que
(3De*t,)(Dc*G)

Por el Principio de Transferencia(Teor. 1.4.5)
(3DeT, )(DcG)

Por lo tanto, G es abierto.

(2) =) Supongamos que F es cemado, que € *F y que o € Mon (x).
Si xeF entonces Mon(x) g *X-*F ya que X-F es
abierto y xe X-F. Por lo tanto, o € *X —*F, lo que
contradice la hipotesis .

<=) Supongamos que para toda a € *F, si o € Mon(x) entonces
x € F, y supongamos que F no es cerrado .
Como X -F no es abierto, por (1), existe entonces x € X-F
tal qu¢e Mon(x) e *(X~F)=*X-"*F, y esto ultimo
significa que existe o € Mon(x) tal que a e *X —*F, asi que
a € *F, y por hipotesis , entonces x € F, lo que es una
contradiccion .

Concluimos que F es cerrado . 0

Teorema 243 - X es de Hausdorff si y solo si para cualesquiera
X,yeX, si x #y entonces Mon(x)nMon(v)=46.

Demostracion
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=>) Supongamos que X es Hausdorff y sean x,ye X con x #vy.
ExistenG e T, y He T, tal que G H=¢.Entonces *G n*H =¢.
Asi , Mon(x)nMon(y)c*Gn*H=¢.

<) Supongamos que para cualesquiera x,y e X, si X #y entonces

Mon(x)nMon{y)=4¢, y supongamos que X no es Hausdorff .

Entonces existen x,y € X tal que para cualesquiera G e T, y
HeT, ,GnH=4¢. Asi que es verdadera:

(VGeT, )(VHeT,)(32zeG)(zeH)

y por Transferencia

(VGe*T, })(VHe*, )(3zeG)(zeH) {(*)
Pero por el teorema 2.4.1, existe De *T, tal que DcMon(x) y
existe D’ e *T, tal que D’cMon(y), pero por (*) existe

zeDnND’ asi que Mon(x)nMon{y)#¢, lo cual contradice

la hipdtesis .

Teorema 2.4.4 - Un espacio topologico X es compacto si y sélo si para
cada @ € *X, existe x € X tal que oo e Mon(x).

Demostracion

=) Supongamos que X es compacto y sea @ € *X y supongamos que

para toda x e X, a € Mon(x).
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Entonces, para cada x € X, existe G, e T, tal que a ¢ *G, .
{G, |xeX} es una cubierta abierta de X y como es compacto,
entonces existen x,,..,Xx, € X tales que X = G, v...UG,_ .
Por Transferencia, tenemos entonces que *X = G, v..u*G,, y
por lo tanto a € *G, para alguna i=1,...,n, pero esto ultimo
contradice el hecho de que a € *G, para toda x € X. Por lo tanto,
o eMon(x) para alguna x ¢ X.
Supongamos que para cada o e€*X existe x € X tal que
o € Mon{x), y supongamos que X no es compacto .
Existe una cubierta abierta # de X que no admite subcubierta finita,
Consideremos la siguiente relacion :

R={(H,x)[HeH,xeX yxegH}
R#¢ y R es concurrente, va que si H,,...,H, € #H entonces,

por hipétesis, existe xeX tal que x e H u... UH_, asi que

(H,,x)eR parai=1,....n.

Por el Teorema de Concurrencia existe a € *X tal que (*H,a ) e *R
(ed ae*H)para cada He H. Pero a e Mon(x) para alguna x € X
y como x € H para alguna H e H, entonces Mon(x)c*H y asi a

€ *H, lo cual es una contradiccion . Por lo tanto, X es compacto .

—_

Con este tipo de “traducciones™ de conceptos topoldgicos al lenguaje de

monadas se obtienen muchos resultados conocidos de topologia de una

manera elegante y sencilla como :
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Teorema - Un subconjunto cemrado de un conjunto compacto es
compacto.

Demostracién

Sea Fg K, donde F es cerrado y K es compacto,y sea a & *F .
Entonces a € *K vy, como K es compacto, entonces existe x € K tal
que o« € Mon. (x), vy ya que F es cerrado, tenemos x € F. De aqui

concluimos que F es compacto .

En el caso de un espacio métrico ( X,d), la métrica d se extiende a
una funcién *d: *X x *X —— * R que tiene, aplicando el Principio de
Transferencia a las propiedades de d, las siguientes propiedades :

Para cualesquiera a, , y € *X tenemos

(1)*d(a,B)20, *d(a,B)=0si y sélo si a=p

(2) *d(a,p)="d(B,a)

(3) *d(a,y)s*d(a,B)+*d(B.y)

Como upa base de vecindades para un punto x e X esta dada por
{B.(x)|reR "} donde B, (x})={yeX|d(x,y)<r}, la ménada

tiene la siguiente descripcion :
Mon(x}=M{*G|Ge T, } =M{*B,(x)|reR}

={ae*X|*d(a,x) es infinitesimal }
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CAPITULO 11

1.- ELEMENTOS INDISTINGUIBLES Y FILTROS

Definimos en *X la siguiente relacion:
Sean a,p € *X. Diremos que a esindistinguible de B, y lo denotaremos
a~fB,sidadoc AcX, ae*A < B e*A.

Proposicion 3.1.]1 - a~p si y sélo si dade Ac X, si o € *A entonces
Be*A

Demostracién

=) Inmediato

<) Sea Bg X y supongamos que B e *B.

Si tuviéramos que o ¢ *B entonces a € *X - *B = *(X- B), v, por hipétesis,
tendriamos que P e *X — *B, lo que contradice que B € *B.

L ae*B Z
Proposicién 3.1.2.- La relacion ~ es de equivalencia.
Denotaremos con i(a)={ B € *X | @~ B}

Proposicién 3.1.3 - Six € Xy « ~ x, entonces o = x, es decir, i(x) = {x}

Demostracion
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Como x € X, tenemos que A= {x}es un subconjuntode X y como
xe*A=*x}={x} ¥ a~x obtenemos que oe*A Asia=x.

a

La proposicién 3.1.3 conduce al siguiente problema :
Siparax € X, i(x) = {x}, (como serd i{ar) para a € *X - X ?

Mads adelante podremos responder esta pregunta.

Teorema 3.1.4- Sean f: X —» Y una funcién y o, B € *X . Si a ~ B,
entonces *f (o) ~ *f (B).
Demostracién
SeaAc Ytal que *flu) e *A. Asi o € (*f)'(*A).
Como
(*£)7'(*A) = {x € *X|*f(x) e *A} =*{x e X|fix) € A} = *F(A))
tenemos que o € *(f'(A)) ycomo a~p concluimos B e *(f'(A)).
~OH(B) e *A
Porlo tanto *fce) ~ *£B). 3

Las técnicas no usuales son muy eficientes en el estudio de filtros, para lo cual

presentaremos algunos resultados.

Definicién - Sea £ un filtro sobre X. El germen de _£, que denotaremos con
&F ), es
o F)=N{*FlFe £}



g(.# ) no necesariamente es un conjunto interno ; sin embargo, éste contiene

un comjunto interno, propiedad que nos sera de gran utilidad para obtener

algunos resultados muy interesantes.

Teorema 3.1.5.- Sea _# un filtro sobre X . Entonces existe B e*_f tal

que Bc g( £ )

Demostracién

Definimos la siguiente relacion R sobre _f :
R={(AB)e £ x £ | BCA}
R es una relacién concurrente ya que:

si A,,..,A €_Ff entonces B=ﬁA, eF ¥y (A, ,B) eR para
=]

i=1,..,
Por el Teorema de Concwirencia tenemos
JDe* r VFe f (*F,D)e*R

lo que significa que existe D € * £ tal que Dc g(_f ).

[3

La importancia del germen radica en que nos permite recuperar el filtro
original, como lo indica el siguiente resultado que es una consecuencia del

teorema 3.1.5.

Corolario 3.1.6.- Si _# es un filtro sobre X, entonces
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o =tacX] g )y

Demostracion
1)SiAe {Ac x| g(F ) < *A} entonces g{_£ ) < *A y por el teorema 3.5
obtenemos que

dDe* £ Dc*A
y por el Principio de Transferencia concluimos que

dDe s DcA
Porlotanto A e _£.

2) Claramente _# c {A < X| g(_#) < *A} 3
Otra consecuencia del teorema 3.1.5 es

Corolario 3.1.7.- Si _# es un filtro sobre X, entonces g(_f )= @
Demostracién

Como _# es un filtro , tenemos que para todo A € & A=z D yasiporel
Principio de Transferencia para todo A € *_£, tenemos A # @ vy por el

teorema 3.1.5 concluimos el resultado .

L3

Veamos ahora algunas propiedades de g(_f ).

Teorema 3.1.8- Sean £ y _#’ filtros sobre X . Entances

Daeg(Ff ) = ()ce(F)



Q) FeF = o«F Ncel(F)

(3) A basede £ = g(F)=N{*AlAc A}

) (FNFL)=e(F IveF )

(5)SiFfy F sontalesque FAF 2@ paracada Fe _f y cada
Fe f' v Ff v eselfitro generado por _f U _f * entonces

8F VSFE )= F)neF )
O)F2F & g F)=e(F )
(7) Si g(F )=1{(a) con a € g(_£ ) entonces £ esun ultrafiltro.

Demostracién
(1) ¥y (2) son inmediatos
(3) Sabemos que A ¢ F yquedado Fe _f existe A, € 4 tal que

A_ cF. De aqui obtenemos
N{*alAe A Yo ni*A [Fe £ 1 enN{*FlFe £ }=g(f )
La inclusion g(_Ff )< ﬂ{"‘A|A € A } esinmediata.
WD FNFSF Y FINSFL S F . asi que por(2) tenemos
A AFANF )y B F ISASFNSF )
De aqui que
8L IVEF e(F NF )
Por otro Jado , supongamos que o € g(_f )} g(_F ') . Esto significa que
existen Fe £ yF e £ tal que ae*FuU*F =%FUF). Como

FUF € £ Ff ",tenemos que a & g(FN £ )
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Concluimos entonces que
HFNF e FIvelF)
(5) Como _£, f'C v F entonces g( AV F )l F)NE(F ).
Por otro lado, si o & g(_Ff v £ ) entonces existe Fe _f v _f ' tal que
o ¢ *F Perodado Fe £ v £ existen Fe £ yF'e f tales
que FnF'cg F.
Como a ¢ *F, tenemos que g *(F nF ) =*F n*F"~
porloque c ¢ *F' o oe*F”
Porlotanto aeg( £)ngl L ")
(6) Claramente f£= £ * = g(f )= e(F )
Ahora, sig(_F)=g(_F '), entonces, porel corolario 3.1.6, f = _F *.
(7) Supongamos que g(_f )=iH{a)yseaAc X.
Tenemosque e *A 0 ae*X-*A=*X-A) ydeaqui concluimos
que
(a)S*A o (o) *X-*A
Asi que
Ae F o X-Ae S

Porlotanto _# es un ultrafiltro.

Consideremos ahora la construccién de filtros sobre X a partir de subconjuntos
de *X.
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Seaqc*X, =@ Definimos

FO)={acX] ag*A}

£ (Q) tiene las siguientes propiedades:

Proposicién 3.1.9.- Sean & y b subconjuntos no vacios de *X. Entonces

(1) F£(a) es un filtro sobre X.

(2) Siag b entonces £ (Q)2 £ (b)

Se usara varias veces que _F{g(Ff))=J

Proposicién 3.1.10 Si _# es un ultrafiltro sobre X, entonces g( F ) = i{a)
para cualquier a € g(_# ). Por lo tanto, los ultrafiltros sobre X son los filtros
de la forma _# (i(a)).

Demostracion

Sea a € g(_# ). Como i(0) = g(F ), emtonces £ = £ (&(F ) € AI@))
y como £ es un ultrafiltro, concluimos que £ = _# (i(a)).

Por ofro lado tenemos que
o(F (i) = N{*AlA e L2 G@)} = N{*Ali@) = *AY = n{*Ala e*A}
=1i(ce).

De aqui que g( £ (i{a))) = i(ar).
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Proposicién 3.1.11.- Sea a € *X. Si i(a) es finito, entonces o € X, v asi se

tiene

{a} siaeX
i(a) =
conjunto infinito si aegX

Demostracién

Supongamos que (o) = {a,,...,a, } ysea Ff = F(i(x)}. Consideremos
De* £ talque Dgg( £ )=1(n) (D existe por ef Teor. 3.1.5).

Es verdadera la siguiente afirmacion:

dDe* # Ja,e*X ...Fa,e*X Dcia,,..,qa,}

y por el Principio de Transferencia obtenemos

dJDe £ 3Ix,eX ... 3x,€eX Dgix,,...x,}
Ahora, como g{_f )= i{la)c*D ¢ {x,,...,x,} = X, obtenemos gue
o=X,0a=X%X,0..00a=x,,y deaqui ae X y porlaproposicién 3.1..3,

concluimos que i{a)= {a}.

La descripcién de los ultrafiltros sobre X nos permite obtener rapidamente los

siguientes resultados conocidos.

Corolario 3.1.12.- (1) Cada filtro esta contenido en un ultrafiltro.
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(2) Cada filtro es interseccién de ultrafiltros.
Demostracién

(1) Para cualquier filro £ y a € g(_Ff ) tenemos que £ < £ (i(a))
Q) F=n{ALle) o e g p )}

Hemos wvisto que ¢l germen de un filtro es cemado bajo elementos
indistingwibles, asi que pondremos nuestro interés en los subconjuntos a de

*X que tienen la propiedad de que si o € Q entonces i(a) < Q.

Tenemos asi el siguiente diagrama:

{filtros sobre X} {0(;*X|aeo: flayca}
U U
{ uitrafiltros sobre X} {i(a) la e *X}

Observacion: En general no es cierto que cada subconjunto de *X , que sea
cerrado bajo indistinguibles, sea germen de un filtro sobre X.

Veamos el siguiente ejemplo:

Sea X =R, el conjunto de los niimeros reales.
Tenemos que R < *R v ademas, R es cerrado bajo indistinguibles, ya que
i(x) = {x}

Asique  _£(R)={AcR|Rc*A}={R}
y de aqui
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g AR =n{*Alae £(R}=*R=R

2.-ESPACIOS UNIFORMES

En esta seccién trabajaremos con espacios uniformes. El primer resultado que

obtenemos es acerca de la relacién en *X que determina una uniformidad Zj

sobre X.

Teorema 3.2.1.- Sea £ un filtrosobre X x X. _# esuna uniformidad
sobre X siy solosi g(_# ) es una relacion de equivalencia sobre *X.
Demostracion
=>) Supongamos que _£ es una uniformidad sobre X.
Probaremos que p=g(_# )=N{*V v e F 1 *X x*X esunarelacion
de equivalencia.
(1) Sea V e _£f. Tenemos que
VxeX (xx)eV
Entonces, por el Principio de Transferencia,
Vxe*X (xx)e*V
(2) Sea (a.f) € .. Debemos demostrar ¥ V e £ (B,a) € *V.
SeaV e _F. Entonces (a,f) € (V') yaque V' e F.

Pero tenemos que
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H(V)=*{(@B) e XxX|(B,0) € V)
= {(a.B) € *X x *X|(B,@) € *V}
= (V)
Por lo tanto, (B,a) € *V, y de aqui obtenemos que (B,&) e p .
(3) Sean (a,B), (B,y) € n. Debemos demostrar que VV € _Ff (a,y) € *V.
Sea V € _# . Sabemos que existe W e _f talque W? c V.
Como (o,B), (B,Y) € *W , entonces (a.y) € (*W)?.
Pero tenemos que
(*W)* = {(@y) € *Xx *X[3B € *X (@.p), (B.y) € *W}
=*{aneXxX[IpeX (@B).BneW}
= (W)
Asi que {a,y) e *(W?)c *V vy de aqui se sigue que
(@y)ep
<) Supongamos que g(_#£ )< *X x *X es relacién de equivalencia sobre *X
Como £ es un filro sobre X x X solo nos falta demostrar que
(i) Si Ve Ff entonces VxeX (xx)e V.
Como g(_# ) esdeequivalencia y g(_* ) *V paracada V ¢
«F » entonces es verdadera la signiente afirmacién:
Vxe*X (xx)e*V
asi que , por el Principio de Transferencia, tenemos que
VxeX [(xx)eV
(i) S1V e _F, entonces existe W e £ talque W V™.
Sea V € _f . Recordemos que podemos recuperar el filtro a través

de su germen:
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F = A EF N={AcXxX] g F ) A}
y como g(_# ) es de equivalencia tenemos que g( £ )" =
g(F ). Como g(Ff ) = *V entonces g(Ff )= g(f )

(*V)"' =%V). Asi, porelteorema 3.1.5
JDe*f Dg*%V™")

N

y, por el Principio de Transferencia, obtenemos
iDe f DgV"
(ui) SiV e F,entonces existe W e £ talque W2 c V.
Sea V e _F. Sabemos, por elteorema 3.1.5, que existe
De* r tal que Dgg(lf )c*V vy, como g(_f ) esde
equivalencia entonces
dDe* £ D’c*V
Por el Principio de Transferencia,
dDe f DicV

De (i), (un)y(iii) concluimos que _# esuna uniformidad sobre X.

Notacién: Seap=g(Zf ), donde Zf es una uniformidad sobre X. Si

(a,p) € u escribiremos a~P y diremosque o« y B son cercanos vy

denotaremos con p () a la clase de equivalencia de o , asi que

p(a)={p e *X| a =p}



Recordemos ademas que podemos recuperar 24 a partir de p:

2 ={VeXxX|pc*vi

Ejemplo: Ya hemos visto que la relaciéni de ser indistinguible es de
equivalencia en *X. Recordemos que
i={(a,p)e*Xx*X|a~B}
={(a,B)|lddoAcX ce*A>Pe*A}
Consideremos el filro en X x X inducido por _# (i).
Veremos que g{ F (1)) =1i.
Basta demostrar que g( £ (1))ci, ya que la otra contension siempre
se cumple . |
Supongamos que (a,B )i, entonces FAc X tal que oe*A y
B e*A. Entonces f§ € *X - *A y asi
(a,B)e*B=(*A x*A) U ((*X-*A)x (*X-*A))
donde B=(AxA)U{((X-A)x(X-A))
Pero tenemos que B e # (1) ya que 1ic *B porque si
(v,8)ei v ye*A entonces Se*A yde aqui (vy,5)e*B; si
ye*X—*A entonces Se*X~-*A y asi (y,8)e*B.De donde
(a,.B)eg(F (1))
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- g(F (1))
Por lo tanto g (_# (1) )=1 y por el teorema 32.1 _£ (i) es una

uniformidad sobre X . La topologia que induce esta uniformidad es la

discreta .

Consideremos ahora un espacio topolégico (X, T ). Veremos que la monada

de un punto p € X coincide con p(p) cuando consideramos a X conla

topologia inducida por la uniformidad 2§ .

Teorema3.22- Sea (X,Zf,T(2Z4)) un espacio uniforme, donde

T(Z4 ) es la topologia sobre X inducida por Zf . Entonces
p{x)=Mon(x) ¥YxeX

Demostracion
{V(x)lve 24} esuna base del filtro de vecindades B(x) de x, de
manera que

Mon. (x)= N{*(VOx )| Vezs }=a@(x))
perocomo HV(x))=*V(x) ¥y ﬂ{"‘V(x)]V €24 }y=p(x}, tenemos
entonces que

p(x)=Mon. (x)

En los espacios uniformes el trabajo con filtros es fundamental , asi que

aplicaremos lo que hemos visto de ellos a un espacio uniforme.
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De aqui en adelante supondremos que ( X, Z2f , T(Zf ) ) es un espacio

uniforme.

Teorema 3.2.3 - Sean _# unfiltrosobre X y x e X. Entonces:
(1) F converge a x < g(_f )cpu(x)

(2) F seacumula en x < g( £ )N p(x)= D

(3) F es deCauchy & g(_f )x g( Ff )cu

Demostracion

(1) F converge a x siysélosi B(x)c _f

y B(x)C F siysolosi g(f ) gB(x))=p(x)
(2) =) Si F se acumula en x, entonces existe un filtto _f * tal
Qe FCSF Yy Bx)gF . Asique

B )Sa(F )N u(x)

y como g(_Ff ")# &, entonces g( £ )N p(x)= D
<) Supongamos que g( (A )N p(x)=Dy sea aeg(F )N u(x)
Como i(a) < g(# )N n(x) entonces

FEF NDUEB(x)cF (i(a))
Por lo tanto
G BF)eF (i(a)) v B(x)eF (i(a))
y de aqui concluimos que _£ se acumula en x.

(3) Supongamos que _£ esde Cauchy. Probaremos que
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8(F Ix g(Flcp
Para estotomemos Ve Z2f y a,f e g(f ). Como _# esde Cauchy
entonces, dado Ve Zf ,existe Fe _#f talque Fx Fc V.
Asi que

(@,Plee(F)x &(F)c*Fx *Fc*V

Por lo tanto concluimos que

8F ) & Flan
<) Supongamos que g(_F ) g(_f ) < u.Debemos demostrar que _f es

de Cauchy.

Sea VeZf . Por el teorema3.1.5 sabemos que existe D e *_£ tal
que Dc*g(_£). Entonces
DxDcg(Ff )= g(F lcuc*V
Ast que
dDe* £ DxDg*V
y por el Principio de Transferencia

iDe £ DxDgcV,

porloque £ esde Cauchy.

L)

Como consecuencia del teorema anterior tenemos:
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Corolario 3.2.4- Un filmo £ es de Cauchy si y sélosi g(F Y u (@)

para cualquier ax e g(Ff ) (a,Beg( Ff)=>a=f).

Cororlario 32.5- Sea £ wun ultrafiltro, f = £ (i(a)). F esde

Cauchysiysolosi i(a) g u(a).

Corolario 3.2.6.- Si _# es un filtro de Cauchy y _# "es un filtro tal que

«F S F .entonces £ “esde Cauchy.

Corolario 32.7.- Si £ esunfiltro que converge a x, entonces _# esde

Cauchy.

Teorema 3.2.8- Un espacio uniforme X es completo si y sélo si cada
ultrafiitro de Cauchy converge.

Demostracion

=) Inmediato de la definicién de espacio completo.

<) Sea £ un filtro de Cauchy y, por Teor. 3.1.12(1), sea _# (i(a))
un ultrafiltro que contiene a _#£, con o € g(_£). Entonces
{a)ca(F)
Como g( Ff )xpg(Fflcp v aeg( f) tenemos que
F leu(a)
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De aqui _Ff(1(a)) es de Cauchy y entonces, por hipétesis,
F(i(o)) converge a un elemento xe X, y esto significa

entonces que i(a)cu(x).
De aqui tenemos que p(x)=p{a)

Porlotanto, £ converge a x.

L3

Corolario 3.2.9.- Un espacio uniforme X es completo si y solo si,

Va i(a)gu(o), implica que existe x € X tal que a=x.

Veamos la inclusién i{ @) u{a) con mas detenimiento :

Teorema 3.2.10.- i(a)cpu(a) si y solo si VVeZy 3xeX
(a,x)e*V
Demostracion
=) Supongamos que {a)cp(a) y sea Ve 2f
Como _#(¥a)) es de Cauchy, entonces, dada Ve 2Zg,
existe Fe £ (i(a)) tal que FxFc V.
Asi que *Fx*Fc*V y ademas (o )c*F
Para cualquier x e F, x e *F y, como « e *F, entonces tenemos
que (a,x) e *F x *F
De aqui que

(a,x)e*V
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<)

Supongamos que para cada Ve Zf  existe x € X tal que
(a,x)e*V.

Debemos demostrar que para cada Ve 2Zf y cada Be i(a),
{a,p)e*V.

Sea Ve 2y vy sea We Zf simétrico tal que W? ¢ V. Por
hipétesis sabemos que existe x € X tal que (o, x) e *W

Asi que ae*W(x). Por lo tanto, PBe*W(x) vy de
aqui (x,p)e*W, ycomo (x,a)e*W y *W es simétrico
(ya que W lo es) entonces (a,P) e (*W)?

Pero como (*W ) =% W? ) y * W?)c *V entonces
(a,B)e*V

For lo tanto Peu(a) v asi i(a)cp(a)

[

Teorema 3.2.11.- Sea X un espacio uniforme. X es compacto siy sélosi X

es completo y cada ultrafiltro es de Cauchy.

Demostracién

=) Supongamos que X es compacto.

Basta probar que cada ultrafiltro converge , porque entonces es de
Cauchy, y por el Teor. 3.2.8, se tiene que X es completo.

Sea F (1(a)) unultrafilro. Como X es compacto tenemos que

existe x € X tal que a € Mon (x) = pu(x) (Teor. 3.2.2).
Debemos demostrar que  g( £ (i (@) ) c p(x), lo cual, por el

Teor. 3.2.3, equivale a que _£(i(a) converge a x..
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Sean Beg( F(i(a))=1(a) y G unabierto tal que x € G.

Entonces, de o € Mon(x) =M\ {*G |G € Ty } se sigue que a € *G
ydeaqui B e *G.
Lo Pep(x)
Concluimos entonces que _£(i(a)) es de Cauchy y converge a
xe X
<=) Para demostrar que X es compacto, veremos que dada a e *X ,a=x
para alguna x € X (Teor. 2.4.4)
Como _£(i(a)) esunulrafitro, es de Cauchv, y como X es
completo, entonces £ (1« }) converge aun elemento x € X. De
aqui que a=Xx.

Por lo tanto X es compacto.

Proposicién 3.2.12 .- Sea (X ,d) un espacio métrico y o € *X . Entonces

i{a)cpu(a) si y solo si existe una sucesion { x,) en X que se
“acumula” en @, en el sentido de que dado r € R* existe N € N tal
que *d(x, ,a)<r para todane N.

Demostracion

=) Dado n e N construiremos x, € X tal que *d(x, ,a)<%

Como V1={(x,y)eXxX1d(x,y)<%} es un conector de la

uniformidad Zf, inducida por d, por el teorema 3.2.10 , dado



V,eZf,, existe xe X tal que (a,x)e*V,). Elgiendo como

x, una x € X con esta propiedad , tenemos que *d(x, ,a)< 1 .
n

y
ast tenemos la sucesion (x, } con la propiedad deseada.

<=} Sea (x, ) unma sucesion que se acumula en « . Basta probar que
para toda Ve Zf, existe x e X tal que (x,a) e *V, esto por el

teorema 3.2.10.

Si Ve2f, ,existe TeR” tal que V, ¢V, va los V forman una

base de la uniformidad . Como (x, ) se acumula en «, existe N e

N tal que *d(x, ,a)<r. Por lo tanto, (x, ,a) e *V.

Como podemos ver, en espacios méiricos, dos conceptos muy parecidos

son :

(a) “o es cercano a un usual”, (e.d. existe xe X tal que *d(x,a)
es infinitesimal ) y

(b) “a es de acumulacién de sucesiones de X, (i(alcu(a))
Es clarode p(x)=Mon(x)= {a € *X | *d(a, x) es infinitesimal } que
{ae*X|3xeX aep(x)}c{ae*X|i(a)cu(a)}
y por el corolario 3.2.9 aplicado a espacios métricos obtenemos la

espléndida caracterizacion de espacios métricos completos :

Teorema 3.2 13.- Un espacio métrico ( X ,d) es completo si y solo si
“cercano a usual” es lo mismo que ser de “acumulacién™ de puntos

de X.
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Observacién : Teniendo en cuenta la caracterizacion de espacios
completos , en el caso de R, el conjunto de los nimeros reales,
podemos hacer el siguiente comentario sobre el concepto de
indistinguible :
Sea o € *R, entonces

cp{a) si aes finito
1(a)

zp(a) s o es infinito

es decir, si o se puede acotar por dos numeros reales , los
indistinguibles de o son cercanos enire si; en caso contraro, existen
indistinguibles de o separados de a en el sentido que la “distancia” es

mayor que un real positivo .

Uniformidad sobre *X

Veremos ahora que la uniformidad Z§ sobre X induce una uniformidad
ZA (*) sobre *X de tal manera que ¢l espacio uniforme (*X , Zf (%) )
contiene un subespacio ( C, Z2f. (*)) tal que:

(1) (X,Zf, ) esdensoen (C,Zf.(¥)).

(2} (C,Z4.(*)) es completo,

donde 2f.(*) eslauniformidad de *X restringida a C.
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Definamos , pues, Zf (*):
Sea ZJ(M={*V{ Ve }
24 (*) esun sistema fundamental de conectores de una uniformidad sobre
*X, ya que:
(1) VxeX (x,x)eV
Asi que, por el Principio de Transferencia, tenemos que:
Vxe*X (x,x)e*V
(2) Sean *V ,*V, e Z4(¥)
Existe We 2§ tal que WgV, nV,
Por 1o tanto:
Existe *W e Zf(*) tal que *W g *V n*V,
(3) Sea *VeZf(*)
Existe We Zf tal que W V™. De donde *Wc ¥ V")
Pero *(V*')=(*V)" (pag. 62)
Concluimos entonces que

Existe *W e Zf (*) tal que *Wc (* V)!

(4) Sea *VezZf(*)
Existe We Zg 1tal que W' g V. De donde *{ W) *V

y como

(*W)? =*(W)?, (pig. 62)
tenemos que

Existe *W e Zf(*) tal que (*W)* c*V
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Teorema 32.14- Sean (X.Z24,) v (Y.Zf,) -espacios

v sea f:X—Y una funcion uniformemente continua .

*f.*X 5 *Y esuniformemente continua.
Demaostracion

Sea *W un elemento de la base de la uniformidad Zf , (%)
Por hipdtesis existe Ve Zf, tal que (fxf)(V)cW
Por lo tanto

*VeZf, (*) estal que (*x* )(*V)g*W

De aqui concluimos que *f es uniformemente continua.

Construccion_de una completacién de X

Consideremos el espacio uniforme (*X,Zf(*)) y sea

C={ae*™X|i(a)cu(a)}

uniformes

Entonces

{*VAA(CxC)|*VeZg(*)} es la uniformidad 2Zg. (*) sobre C

inducida por la uniformidad 2g (*) de *X.

Teorema 3.2.15 - El espacio uniforme C construido ariba es una

completacion de X .
Demostracion

(1) XcCc*X
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(2) X es denso en €
Sea VeZf vyaeC

Debemos demostrar que Xn*V{a)=z Q.

Comoi( @ )c u(a) entonces, porel Cor.325 _£(1(a))es de
Cauchy Entonces dado Ve 2§ existe Ae f(i(a)) tal que

AxAgV.

Como a € *A se tiene *Ac*V{a), asi que
PFrAg*Ac*V(a)

Por lo tanto, Xn*V(a)= G

(3) Cada filtro de Cauchy _# sobre X comverge en C
Sea _# un filto de Cauchy sobre X y sea _#F£(i{«)) un
ultrafiltro sobre X tal que _f < F(i{a)).
GF{i(a)) converge a a en C ya que st Ve2Zf
existe Ae Ff{i(a)) tal que AxAgV, vy, como o € *A,

tenemos que
*Ac*V(a).

Entonces o es un punto de acumulacion de _f 1y, como £ es

de Cauchy, se concluye que _f converge a a.

Veremos, para terminar esta seccion , algunos resultados sobre espacios

compactos y uniformidades compatibles .



D

Teorema 32.16- Si (X, T) es un espacio topologico compacto y

Hausdorff entonces existe una tnica uniformidad 2Zf tal que

T=T(24 )
Demostracién
Unicidad

Supongamos que Zf, vy 24, son  uniformidades  tales que

TZH=TUZg)=T.
Basta demostrar que |, = pp, donde p; =g (24,) para i=1,2.

Sea (a,Ble w
Como X es compacto, por el teorema 2.4.4 existen x,y € X tales que
aem(x) y Peply), es decir, (x,a)epmy (y.B)epn. Ahora,
como (a,B)eu y u es una relacion de equivalencia en *X, entonces
(x,y)emyasi ;my(x)=p (y).Poriltimo, porser X de Hausdorff
se tiene que x=y.
Por lo tanto o, B e (x)
Pero como Zf, y Z4, inducen la misma topologia , tenemos que ¥V x € X
)=,y asi a,pep).
Por lo tanto (a,B) e p,.
Analogamente se demuestra que p. C .
Existencia
Sea u(x) la monada de x, y

A=l {u(x)xp(x)| xeX}



A TESIS KO DEBE
Uit BE LA BILITEGA

Entonces
(1) A es upa relacion de equivalencia.
A es reflexiva ya que:
Dada a € *X, por ser X compacto, existe x € X tal que a e p(x),
y por lo tanto (o, x)e(p(x)xp(x))ch.
Claramente es simétrica.
Es transitiva, ya que:
Si (a.B),(B,7)eX entonces (a.B)ep(x)xp(x) vy
(B,y)eu(y)xpu(y) para algunax € X y alguna y e X .De lo

anterior tepemos que P e p(x)nu(y). Pero como X es

Hausdorff , entonces x=vy.

Por lo tanto (a,y)ep(x)xp(x)ch.
(2)A(y)=u(y) VyeX
Como X es Hausdorff, entonces p(x)np(y)=¢ si x#y.

Asi que six=y entonces {u(x)xpu(x))(y)=¢.Porlotanto:
A =[U (rGOxp ()= (y)xn(yINy)=n(y).
(3) Sea 2= F(r)=4§{VcXxX]| 2Ac*Viel filto en X

generado por A .

Demostraremos que A =g(_#(A)), y asi tendremos que Zf es

una uniformidad.

(1) Claramente A g(F(A)).
() g(F(A)ech

Sean o, e *X, y supongamos que (o, B) ¢ A .
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Como X es compacto a ep(x) vy B € p(y) paraalgunax € X
y para alguna ye X ,con x#y.

Exhibiremos Ve _f(A) tal que (a,B) e *V y asi
(aByeg(F(r).

Como X es Hausdorff y compacto, entonces X x X es Hausdorff y
compacto, Aes cerrado en X xX y de aqui Aes compacto .
Como (x,y)=#(z,z)para cada ze X (porserx#y),
entonces , por ser X x X Hausdorff, para cada z € X existen
H,, K. y G., abiertosen X, tales que (x,y)eH, xK; ¥y
(2,2)eG,xG, y H;xK)N(G:xG,)=¢.

Ahora, puesto quee Ac |J (G,xG,) y Aes compacto

TEXN
entonces existen zy, ...,z € X tales que

Ac (G, x G v ... v (G x G ).

Entonces tenemos que (x,y)e(ﬁ Hzr)x(ﬁ K, ) y asi
@.B) < *[() H (1) K.,)]

y como (n Hz')x([j Kz')ﬁ(g (G., x G, )) = ¢, entonces

@.B)e U (6,xG:,)).

Pero v=(g (G, xG, ) e F(1) y ACHV.

Por lo tanto (a,P) e g(Lf(X)).
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Resumiendo, hemos demostrado que A=g( F(A))es una relaciép de

equivalencia , y por lo tanto 2= _Ff(A)es una uniformidad (teorema

3.2.1) y por (2) de la demostracion T=T(Zf ).

Es facil ver que hav espacios compactos que no son uniformizables :
Si X={a,b} y T={@,X,{a}}, (X, T} es compacto pero no

uniformizable .

El proximo teorema nos muestra que en el caso de que la topologia
de un espacio compacto ( X, T ) esté inducida por una uniformidad ésta
debe ser unica.

Teorema 3.2.17- Sean ( X, T ) compacto y U, , U, uniformidades

compatibles con T. Entonces U, =U, .

Demostracion

Sean p y A las relaciones de equivalencia en *X inducidas por Y, y

U, respectivamente . Tenemos que para cada xe X,
Mon(x)=p(x)=2(x%x)

Como X es compacto entonces para cada o € *X existe x e X tal que

aep(x)=A(x). Esto ultimo implica que p=2A y de aqui

concluimos que U, = U, .
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EJEMPLO

Usando los resultados anteriores en el caso de un anillo de Dedekind D
con la topologia P-adica inducida por un ideal primo P , podemos

construir la completacion descrita en [ Robinsen 2 }, como caso particular .

Sea D un anillo de Dedekind y P un ideal primo de D . La topologia
P-adica sobre D es la topologia que tiene como sistema fundamental de
vecindades del cero al conjunto de potencias del ideal P . Con esta
topologia D se convierte en un anillo topolégico y mas ain, la
topologia estd inducida por la uniformidad Zf ( P ) con base de
conectores los V, ={(x.,y)eDxD|x-yeP" }. En este caso *D es
también un anillo, *P un ideal primo y la monada del cero es:
M, (0)=p, =[] {*P")neN}
que permite , por aditividad , describir las ménadas de los demas
elementos de *D, como:
Hp(a)=a+p,
En este caso se demuestra ademds que p, es unideal primo de *D y

que p, nD={0%.

Consideremos ahora nuestra completacion , teniendo en cuenta las
siguientes inclusiones :

DecC,c*D
donde C,={ae*D|i(a)cu,{a) }
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_En este caso, C, es un subanillo de *D, ya que:

Sia,peC,, entonces i(a)cpu,{a)e i(B)cu,(B) v por el

teorema 3.2.10

vneN 3xeD x-ae*(P") vy

YneN IxeD x-Be*P"),

asi que

(1)(x+y)-(a+B)e*P" )y, por lo tanto, i{a+B)cp, (a+p)

(2) xy-afp=(x-a)(y-B)+a(y-B)+P(x-a)e*P") y asi
i(af)cu, (of)

Ahora, C,./p, es la completacidn tradicional de D en la topologia

P-adica .
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