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SUM.MARY 

In this work the notion of indistinguishable element in the non-standard model 

*X of an uniform space X is introduced. The relation determined by these 

indistinguishable elements is an equivalence relation in the non-standard model 

*X, where the equivalence class to which belongs every x of X coincides 

with his monade (concept defined by A. Robinson) M(x), respect to the 

topology induced by the unifonnity U of X . Using the indistinguishable 

concept new definitions appears in the non-standard model *X, equivalen! 

to the definitions in the standard space, like Cauchy filter, ultrafilter, 

convergence of a filter, etc. and with these new definitions some theorems 

can be proved and, in the most of times, this demonstrations are shortest 

than the standard known. 

For every unifonn space ( X , U ), his non-standard model *X admits a 

very natural tmifonnity *U , such way that ( X , U ) results an uniform 

subspace of (*X , *U ) and such thal' (*X , *U ) contains a completation 

of (X, U). 



INTRODUCCJON 

Desde el surgimiento de las técnicas conocidas como no usuales ( non

standard) , a partir de la lógica , [ Robinson 1 ) , se han hecho grandes 

intentos de presentar estas técnicas como herramienta alternativa en la 

resolución de problemas de la matemática , ahora conocida como 

"usual " , ( standard ). 

Después de los resultados de Robinson , que justificaron y formalizaron 

el desarrollo del cálculo en el espíritu de Leibniz , se han realizado 

grandes y excelentes esfuerzos en : 

( 1 ) Presentar las técnicas no usuales , de la manera más rápida y 

sencilla , usando la mínima herramienta lógica posible , [ Davis J , 

[ Luxemburg 2 ) , [ Keisler ) . 

( 2 ) Usar estas técnicas como alternativa en la enseilanza y desarrollo 

de la matemática elemental, para difundir las técnicas no usuales 

como una nueva opción en ciertas áreas de la matemática , [ Henle ) , 

[ Robert J . Un esfuerzo notable realizado en esta dirección es el de 

H. J. Keisler [ Keisler J . 

( 3 ) Areas de la matemática abstracta , como Análisis , Topología , 

Sistemas Dinámicos , Variable Compleja , Ecuaciones Diferenciales , 



Teoría de Probabilidades , etc. , han sido estudiadas y trabajadas con 

las técnicas no usuales mostrando la eficiencia de éstas , [ Davis ] 

, [ Nelson 2 ] , [ Luxemburg 1 ] . 

( 4 ) Resolver problemas usuales de matemáticas , donde el más conocido 

es el de Bemstein - Robinson , [ Robinson 3 ] . 

( 5 ) Presentar nueva axiomática para la matemática , incluyendo desde su 

nacimiento el concepto usual y no usual , [ Nelson 1 ] . 

En este trabajo pretendemos aplicar las técnicas no usuales en espacios 

uniformes , mostrando que , además de que estas técnicas son eficientes 

en estas áreas , el proceso de completar espacios , de alguna manera, 

constituye un proceso similar al de extensión de espacios. 

Se considera en •x la relación de ser indistinguible como una relación 

natural de la técnica no usual y se compara esta relación con la de 

cercanía en espacios uniformes . 

Este trabajo se divide en tres capítulos : 

( I ) Capítulo I .- Introducción del Modelo no usual . 

De una manera informal introducimos las nociones básicas de la 

construcción del modelo no usual a fin de hacer , aunque muy 
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superficiahnente , autocontenido el coajunto de estas notas . Para tener 

información más clara y precisa sobre el tema ver [ Luxemburg 2 J , 
[ Davis J y [ Robinson 1 ) . 

( II) Capítulo II .- Antecedentes Topológicos . 

Se presentan aqw los prerrequisitos topológicos y se introducen 

algunos resultados de técnicas no-usuales aplicadas a topología , 

que ya son conocidos , y que usaremos en el capitulo III . 

( III) Capítulo III .- Espacios Uniformes y su completación. 

El trabajo que se realiza en estas notas está basado en el concepto 

de filtro sobre un conjunto, así que, ,inculamos los filtros sobre 

X con ciertos subconjuntos de •x . Se introduce aquí el concepto 

de indistinguible y se le relaciona con la idea de filtro . 

Estudiamos , con técnicas no-usuales , espacios uniformes y en 

particular , exhibimos una completación de un espacio uniforme X 

como cierto subconjunto en •x con una uniformidad inducida por 

la de X . 

3 



CAPITULO! 

PRESENTACJON DEL MODELO NO-USLAL 

1.- FILTROS 

Para la construcción del modelo no-usual necesitaremos el concepto de 

filtro y algunas de sus propiedades. 

Dado un conjunto A . denotaremos por /J ( A ) al conjunto de 

subconjuntos de A . 

Definición: Si I es un. conjunto no vacío y Ji;;; /J ( I ) , diremos que J es 

un filtro sobre I si : 

(i) A e J y A i;;; B implica B e J. 

(ii) A, B e J implica A n B e J. 

(iÜ) (p t! J , ( E J . 

Nota: Una consecuencia inmediata de la definición es que cualquier 

intersección finita de elementos de un filtro es también elemento del 

filtro. 

Ejemplos: 

( 1 ) Sea I un conjunto no vacío y A, i;;; I, A, "'cp. 

J={ Ai;;;I I A, i;;;A} es un filtro sobre I. 

En panicular J = { 1 1 es un filtro sobre I 

( 2 ) Sea I un conjunto infinito . 

J= { Ai;;;I 11-A es finito I es un filtro sobre I . 
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Ahora , sea I un conjunto no vacío y consideremos 

<; ={ F I F es un filtro sobre 1 } 

Ordenamos este conjunto por inclusión , es decir , F, ~ F, si y sólo si 

F, ¡;; F, . Respecto a esta relación de orden, { I } es un elemento 

núnimo. 

A un elemento máxima! respecto a esta relación de orden se le llama 

un ultrafiltro , en otras palabras : 

Definición: + es un ultrafitro sobre I si : 

( 1 ) J es un filtro sobre 1 

( 2) Si J ¡;; F 'y F' es un filtro sobre I, entonces J= F '. 

Ejemplo: 

Sea x e I . Entonces J = { A e P ( 1 )1 x e A } es un ultrafiltro sobre l. 

Daremos ahora una caracterización de ultrafiltros. 

Teorema 1.1.1 .- Son equivalentes las siguientes afirmaciones para un filtro 

J sobre I. 

( 1 ) J es un ultrafiltro sobre I . 

( 2 ) Si A ¡;; I, entonces A e J o 1 - A e J. 

( 3) A, u ... u A. e J si y sólo si A, e J para alguna i = 1, ... ,n 

( 4 ) Si A ¡;; I, entonces A e J si y sólo si A n F * el> para cada F e J 

s 



Teorema 1.1.2 .- Si J, es un filtro sobre I , entonces existe un 

ultrafiltro J sobre I tal que J, <;; J. 

Definición: Un filtro J se llama &-incompleto si existe una sucesión 

. 
F, e J, n = 1, 2, ... , tal que ílF.. e J. Se llama &-completo s1 

,,., 

no es &-incompleto . 

Proposición 1. 1 .3 .- Si un filtro J es &-incompleto, entonces existe una 

sucesión H, e J , n = 1, 2, ... , estrictamente decreciente tal que íl H, e 
1:.l 

J. 

Definición: Un filtro J se llama libre si íl { F ¡ F e J l = cj, 

Proposición 1.1.4 .- Si J es un ultrafiltro &-incompleto entonces J es 

libre. 

Teorema 1 .1.5 .- Un ultrafiltro es &-incompleto si y sólo s1 existe una 

partición { 1, 1 ne N} de 1 tal que I, e J para n = 1, 2, .... 

2.- LA ESTRUCTURA S Y SUS PROPIEDADES 

Sea S un conjunto , cuyos elementos llamaremos "individuos" y 

supongamos que para cada x e S se tiene x "' el> y x n S = cj, . Así pues, 

cuando hablemos de los individuos, no consideraremos a sus elementos . 
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Construiremos , a partir de S , una estructura en la que aparecen todos 

los conjuntos que se necesitan en la matemática usual . 

Definimos S. , para n = 1, 2, . . . como sigue: 

s, = s 
S,= S,uP(S,) 

s.= s .. , uP(S •. ,) 

Sea S = (Js, Llamaremos a S la superestructura con indi,;duos S . 
,~o 

Cada elemento de S se llamará un indi~duo de S , y cada elemento de 

S - S se llamará un conjunto o entidad de S . 

Notemos que cp e S, 

Proposición 1.2.1 .-

( l) Si xeS entonces xeS o xi;;;S 

( 2 ) 

( 3) 

A A 

Si x e S - S entonces P ( x } e S 
- A Si y i;;; x y x e S - S entonces y e S 

( 4) Sea x e S - S y x n S = cp. Si y= LJz entonces y e S. 

( 5) 

( 6 ) 

A 

S, e S para cada i = O, 1, 2, ... 
A 

Sia,,a,, ... ,a. e S entonces { 3 1 ,3i, ... ,a,,} ES 

(7) Si x 1 ,x 2 , ••• ,x 11 eS-s entonces x 1 ux
2
u ... ux,. es' 

-~ A 

( 8 ) Si x , y e S entonces ( x , y } e S 

(9) Si x.,x,, ... ,x. eS y n2'2,entonces (x,,x,, ... ,x.)eS 
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Teorema 1.2.2 .- Si x, y ES- S entonces x x y ES. 

Corolario 1.2.3 .- Si x ES- S entonces x" ES para toda n = 1, 2, ... 

Teorema 1.2.4 .- Si x, y E S - S y f: x ➔ y es una función entonces 
A 

(!) fES 

( 2) 

( 3) 

A 

Si a E x entonces f (a) E S 
A 

SiAc;;;x entonces f(A) ES 

Teorema 1.2.5 .- Sean J, V E ·s - S, y para cada j E J, sea x, E V - S. 

Entonces 

( 1 ) LJx, A 

ES ,., 

< 2 ) n x, 
A 

ES ,., 

3.- LENGUAJE 

A 

Una vez construida la estructura S , es necesario establecer con cierto 

grado de formalidad , un lenguaje que nos permita expresar las 
A 

proposiciones que hablen sobre S , así como poder determinar cuándo 

una proposición es verdadera o falsa . 

Las fórmulas que se usan en todo lenguaje L se construyen a partir de 

ciertos símbolos básicos : 
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( I ) Los símbolos atómicos de L son : 

( i ) Conectivos : ", v, ⇒, <e>, ~ , que respectivamente son 

"y". '"o", "implica''. "si y sólo sin y "no". 

( ii ) Variables : Una sucesión infinita numerable que usualmente 

denotaremos por x , y, ... con o sin indices . 

( iii) Cuantificadores : existencial 3 y universal 'ef 

( iv ) Paréntesis : Son símbolos auxiliares que se usan para agrupar 

fórmulas como usualmente se hace en matemáticas . 

( v ) Predicados Básicos : e , = (penenece a , igual , respectivamente), 

con un lugar abieno a izquierda y derecha de ellos . 

( vi ) Constantes Extralógicas : Es un conjunto de símbolos , de los 

cuales hay suficientes como para ser puestos en 

correspondencia biunívoca con las entidades de alguna 

superestructura que nos interese . En el caso que nos ocupa, 

nuestro conjunto de constantes estará en correspondencia 

biunívoca con todas las entidades de S , así que podemos 

considerar a S el conjunto de constantes del lenguaje L , y 

en este caso nos referiremos a S como una L-estructura . 

( II ) Fórmulas Atómicas : ex e p , ex = p , donde los símbolos ex , p , 

denotan constantes o variables . 

( III ) Fórmulas Bien Formadas : Las fórmulas bien formadas ( f.b.f. ) se 

obtienen de las fórmulas atómicas al aplicar sucesivamente los 

conectivos y cuantificadores . Los paréntesis se usan para e,itar 

ambigüedades en la formación de las fórmulas . 
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Así pues, si Vy W son f.b.f., entonces V" W, V v W, ~v, 

V ⇒ W , V <e> W , 'V x (V) , 3 x (V) , donde x denota una 

variable arbitraria y x no aparece en V bajo el signo de un 

cuantificador, son f.b.f. . 

En 'V x (V) y 3 x (V) , V se llama el alcance del cuantificador . 

Una variable x se llama libre en una f.b.f. si no está afectada por un 

cuantificador, es decir, x no aparece en la forma 'V x o 3 x, o en el 

alcance de un cuantificador . 

Una f.b.f. se llama proposición si cada variable está en el alcance de un 

cuantificador . En cualquier otro caso se llamará predicado . 

Muchas de las proposiciones que aparecen en lógica se suelen probar 

por inducción sobre el número de cuantificadores ( cuando éstos aparecen en 

la proposición ) para lo cual notamos que cada f.b.f. es equivalente a 

una del tipo V= (q" x, ) ... (q,x,)W, donde q,, ... ,q, son 3 o 'V 

y W ya no tiene cuantificadores , es decir , cualquier fórmula puede ser 

escrita de tal manera que todos los cuantificadores estén al principio de 

ella. 

En nuestro estudio sólo consideraremos aquellas f.b.f. que tienen la propiedad 

de que todos los cuantificadores aparecen en la forma siguiente : 

'v' x x E A P(x) y 3 x x E A P(x) 
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donde A es una entidad de S , y llamaremos a éstas f.b.f. admisibles. Esto 

es, una f.b.f. es admisible si el dominio de cada uno de los cuantificadores 

que aparecen en ella (A, en la forma anterior), es una entidad de S. 

Finalmente , hemos llegado a mostrar cuáles son las fórmulas que se 
A 

usan para expresar propiedades o proposiciones de la estructura S . Una 

vez que tenemos todo el conjunto de fórmulas de la teoria asociada a 
A 

S, sólo nos falta indicar cuál es la asignación del valor de verdad de 

las proposiciones . 

Las fórmulas atómicas ex = 13 , ex E 13 con ex y 13 constantes serán 

verdaderas si lo son bajo la interpretación conjuntista , es decir , ex e 13 

es verdadera si ex es un elemento de 13 , y ex = 13 es verdadera si como 

conjuntos son iguales . 

A partir de la verdad de las fórmulas atómicas se define la verdad de 

las fórmulas compuestas por inducción sobre el grado de complejidad , 

por ejemplo , V /\ W es verdadera si y sólo si V y W lo son ; ~ V es 

verdadera si y sólo si V es falsa ; 3 x x E a V ( x ) es verdadera si y 

sólo si existe un elemento b de a tal que V ( b ) es verdadera . 

Las asignaciones de verdad de los demás conectivos se obtienen de las 

primeras dos , y para el cuantificador universal recordemos que 'el x P(x) 

= ~ (3x ~P(x)). 
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De todo lo anterior observamos que después de asignar los valores de 

verdad a las fónnulas atómicas , para el resto de las fónnulas es a 

través del valor de verdad de conectivos desde el punto de vista de la 

lógica proposicional , y la asignación de verdad de proposiciones con 

cuantificadores es la usual . 

4.- MODELO NO t:SUAL 

Un modelo !lQ usual de orden superior de ~ es una *L-estructura *( S) 
en la cual la L-estructura S es una inmersión propia , y para la cual 

todas las proposiciones admisibles de S que son verdaderas en S , lo 
~ 

son también en *( S ), bajo esta inmersión, con una interpretación 

adecuada de los símbolos en *( S ) . 

Construiremos ahora un modelo no usual de S . 
El conjunto de constantes con las que trabajaremos está construido a 

partir de S de la siguiente manera : 

Consideremos I un conjunto infinito y sea 

~
1 = { a : I ➔ S I a es función } 

Para la construcción de las f.b.f. , como en el caso usual , se tienen los 

conectivos , símbolos a1Lxiliares , cuantificadores y variables . 
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Dispondremos de dos predicados básicos que por similitud denotaremos 

= y E. 

Para terminar la presentación de esta teoría solo falta la asignación de 

verdad de las f.b.f. admisibles para lo cual usaremos uo ultrafiltro J 

&-incompleto sobre I . 

Nota : Para hacer hincapié de que la asignación de verdad depende del 

ultrafiltro dado L', denotaremos los predicados básicos como ; v e . 
.,_r F • F 

Asignación de verdad de fórmulas atómicas : 

Si a, b e S1
, entone.es 

a ; b es verdadera si y sólo si { i e I I a ( i ) = b ( i ) } e J 
F 

a e b es verdadera si y sólo si { i e I I a ( i ) e b ( i ) } e J 
F 

Nota : Para simplificar nuestra expresión usaremos a ; b para expresar 
F 

que la fórmula a ; b es verdadera y lo mismo para a e b . 
F F 

Una vez asignado el valor de verdad para las fórmulas atómicas , para 

las demás se asigna el valor de verdad en la forma usual . 

Antes de continuar, sería conveniente hacer una recapitulación de lo que 

hemos hecho hasta ahora . 
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Nuestro objetivo hasta el momento ha sido tratar de fonnalizar la idea 

de lo que es una teoría asociada a un conjunto básico , y con este fin 

procedimos de la siguiente manera : 

( 1 ) Construimos un conjunto de constantes para referimos a todos los 

conjuntos que pueden aparecer a partir de un conjunto básico . 

( 2 ) Para el desarrollo de la teoría usamos dos predicados básicos 

primarios , que en este caso hemos simbolizado con = y e . 

( 3 ) Usando conectiYOS , cuantificadores , paréntesis , variables , constantes 

y los predicados básicos, construimos las fónnulas del lenguaje que 

son , en nuestro caso , las fónnulas bien fonnadas admisibles, 

obteniendo así : 

(a) las proposiciones del lenguaje, que son aquellas f.b.f. 

admisibles que no tienen variables libres . 

( b) los predicados que son las f.b.f. admisibles que sí tienen 

variables libres . 

( 4 ) Una Yez establecidas las proposiciones admisibles del lenguaje se 

construyó una asignación de verdad , que en nuestro caso , lo 

hicimos a partir de los predicados básicos y de ahí , por inducción 

sobre el grado de complejidad . 

A ~, 

Resumiendo , hemos construido dos teorías, S y S , de las cuales lo 

importante son sus constantes , fónnulas , predicados básicos y asignación 

de verdad. 

En general y para fijar ideas , para i = 1 , 2 denotamos con : 

T, = la teoría i 
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C; = constantes de la temía 

F, = f.b.f. de la teoría i 

= = predicado básico de la teoría i 

e = predicado básico de la teoría i 
' 
V¡ v; : {proposiciones de la teoría i } ----> { V, F }, la asignación de 

verdad de la teoría i . 

Nuestra pretensión es vincular las dos teorías desarrolladas hasta el 

momento. 

Observemos que si q, : e, ----> C2 es una función , ésta induce otra , 

que denotaremos también por q, , de fórmulas asociadas a T1 en 

fórmulas asociadas a T, : 

w = w ( a, , .... ª" , = , E ) H ,p ( w) = w ( q, ( a, ) , ... , q, ( ª") . =, E ) 
1 1 2 2 

donde a, .... , a" son todas las constantes que aparecen en W , y no 

hacemos énfasis en remarcar que W pudo haber sido formulada con 

conectivos , cuantificadores , etc. , es decir , q, ( W ) es la misma fórmula 

W , pero donde se han cambiado las constantes a, por q, ( a, ) e ~, ;' 

por = , e respectivamente . 
2 ' 

Entonces tenemos e] siguiente diagrama: 
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u u 

{V. F} 

- -1 En nuestro caso construiremos una función (j) : S - S , inmersión 

propia , tal que si W es una proposición bien formada admisible de la 

teoría usual , se tiene : 

W es verdadera respecto a v, si y sólo si 

(j) ( W ) es verdadera respecto a v, 

Es decir , el diagrama anterior será conmutativo en este caso . 

(.) 

-1 A Por otro lado construiremos , para cada i e I , funciones \ji, : S - S 

que inducen respectivas funciones de ~ 1 en F!t , que , aunque no 

tendrán a nivel individual la capacidad de hacer verdadero el resultado 

como ( • ) , tomadas en su conjunto pennitirán obtener el siguiente 

resultado: 

Si W es una proposición bien formada en el lenguaje *L , W es 

verdadera respecto a v, s1 y sólo si \ji, ( W ) es verdadera para casi 

todo i de I. en el sentido que { i e I [\ji, ( W) es verdadera } e J. 
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Nos proponemos , a continuación , presentar una inmersión q, de S en S 1 , 

que denotaremos a r---➔ •a tal que , para cualquier fórmula 

verdadera V , asociada a S , se tenga que •v es verdadera , lo que 

mostrará que la teoría no usual asociada a S es un modelo no usual de 

la teoría usual . 

A ~J 
La func.ión que consideraremos de S en S es la inmersión natural 

a >--➔ •a . dada por •a ( i ) = a para toda i de I , es decir , 
A ~ 

identificarnos los elementos de S con las funciones constantes de S . 

Nos falta probar que bajo esta inmersión , la asignación 

{f.b.f. admisibles asociadas a S} ~ {f.b.f. admisibles asociadas a S1} 

cumple con: 

Principio de Transferencia : V es verdadera si y sólo s1 •v es verdadera. 

La demostración , para fórmulas atómicas es inmediata , ya que se 

obtiene directamente de la definición . Sin embargo postergamos la 

demostración en general . 

Proposición 1.4.1.-

( i ) a= b en S si y sólo si •a = *b en S1 

F 

(ii) a E b en s si y sólo SI •a ~ *b en S1 
F 
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La demostración del Principio de Transferencia es sencilla en un sentido, 

pero en el otro es más delicado , por lo que no sólo de este estudio 

obtendremos la demostración , si no que tendremos más información de 

este universo no usual que nos será útil posteriormente . 

Las relaciones = y E en S1 tienen un comportamiento como la igualdad 
F F 

y pertenencia de la teoria de conjuntos , es decir, 

Proposición 1.4.2.- Sean a, b e S1
. Entonces 

( i ) Es verdadera una y sólo una de 

a=b o a,eb 
F F 

(ii) Es verdadera una y sólo una de 

aeboaeb 
F F 

Proposición 1.4.3.- Sean a, be S1
. Entonces a = b SI y sólo Sl para cada 

F 

e e S1 se tiene que a E e si y sólo si b E e . 
F F 

Demostración 

⇒) Supongamos a = b y a E C , donde e e s' . Entonces 
F F 

A,={iella(i)=b(i)}eJ y A2 ={ie!la(i)ec(i)}e J 

Por lo tanto A I r, A, e J . pero 
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A, r, A, = { i e 11 a ( i J = b ( i ) " a ( i ) e e ( i )} 

= { i e 11 a ( i ) = b ( i ) " b ( i ) e e ( i ) } 

!;;; {i e Ilb(i) e c(i)} 

Por lo tanto { i e 11 b ( i ) e e ( i )} e J, y asi b e c . 
F 

Análogamente se demuestra que b e c implica a e e . 
F F 

<=) Como a e {a},, donde {a},( i) = {a ( i)} para cada i e 1, entonces, 
F 

por hipótesis tenemos que be {a},, 
F 

y 

{i e llb(i) e {a},(i)} eJ 

Pero b ( i ) e {a},( i ) implica que b ( i ) = a ( i ) 

Por lo tanto a = b . 
F 

esto significa que 

o 

Sea W ( a 1 , ••• , a,. , 
F 

e ) una f b.f en S1 
. Si i e I, por W ( i ) 

F 

denotaremos a la f.b.f. en S dada porW(a, (i), ... ,a.(i),=, e). 

Teorema 1.4.4 ( Teorema de J. Ld>s ) .• Sea V una fb.f. admisible en 51. 

Entonces V es verdadera si y sólo si { i e 1 1 V ( i ) es verdadera } e J 

Demostración 

Lo haremos por inducción sobre el número de ocurrencias k en V de 

los súnbolos ~ , " y 3 . Los simbolos v y ':/ se obtienen de los 

anteriores tomando -, A y -, 3 -, respectivamente . 
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Si k = O entonces V es de la forma a = b o a E b . Pero esto 
F F 

significa, en el primer caso , que { i E I I a ( i ) = b ( i ) } E J , y en el 

segundo , que { i E I I a ( i ) E b ( i ) } E J. 

Supongamos ahora que el teorema es verdadero para cada V , donde el 

número de ocurrencias de los símbolos ~ , " , 3 es k, y sea W una 

f.b.f. admisible tal que el número de ocurrencias en W de los símbolos 

-,, A, 3 es k+I. 

Jer.caso: W=~V 

Si W es verdadera , entonces V es falsa y esto último,por hipótesis , implica 

que { i E I IV ( i) es falsa} E J, por lo que { i E 11 ~V (i) es verdadera} 

E J . Concluimos entonces que { i E 11 W ( i ) es verdadera } E J . 

Los pasos son reversibles 

2do. caso: W= V," V, 

Si W es verdadera entonces V, y V, son verdadera , lo que implica que 

{i E IIV,(i )es verdadera }EJ y {i E IIV,(i)esverdadera} EJ, por 

Jo que concluimos que 

{iEl!V,(i) es verdadera}n{iEIIV,(i) es verdadera}= 

{ i E I 1 ( V, " V, )( i ) es verdadera } E J . Es decir, 

{ i E I I W ( i ) es verdadera } E J. 

Los pasos son reversibles . 

3er. caso : W = ( 3 x) ( x E a) V ( x ) 
F 

Sea A= { i E I 1 ( 3 x ) ( x E a ( i )) V( i )(x) es verdadera } 
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⇒) Supongamos que W es verdadera y sea b :, a tal que V ( b ) es 

verdadera. Así que, por hipótesis de inducción, 

B = { i e I I b( i ) E a( i ) "V ( i )(b(i)) } e J. 

Pero como B ,; A, entonces A E J . 

~) Supongamos que A E J .Para cada i E A ,sea e; e a ( i ) tal que V ( e;) 

es verdadera . 

Definimos: 

c. s1ieA 

b ( i) = 

$ SI i 11' A 

Entonces b satisface que b E a v V ( b ) es verdadera . 
F • 

Por lo tanto W = ( 3 x ) ( x E a ) V ( x ) es verdadera . 
F • 

o 

Si V es una f.b.f. admisible en S, denotaremos por *V a la f.b.f. 

admisible en S1
, al reemplazar en V todas las constantes a que aparecen 

en V por las correspondientes constantes •a , sin cambiar las variables y 

los paréntesis . 

Teorema 1.4.5 ( Principio de Transferencia) .- Una proposición admisible 

V en S es verdadera si y sólo si •v es verdadera en S1. 

Demostración 
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⇒) Supongamos que V es verdadera . 

Para demostrar que •v es verdadera usaremos el Teorema de Los , 

es decir , veremos que A = { i e I 1 *V ( i ) es verdadera } e J. 

Pero *V ( i ) "' V . Entonces A = 1 y por ser J un filtro , tenemos 

entonces que A e J y, por lo tanto, *V es verdadera. 

<=) Supongamos que *V es verdadera . Entonces , por el Teorema 

de Los, A= { i e 11 *V ( i) es verdadera} e J, y como ,¡, I! J, 

entonces A* ,t, y así *V ( i ) ( que sabemos es V ) es verdadera 

para alguna i de I . Concluimos , entonces , que V es verdadera . 

e 

A partir de elementos de S1 podemos formar otros , tomando f.b.f. 

admisibles en S1
, como sigue : 

Si a, a,, ... , a. son elementos de 51 y V ( x) es una f.b.f. admisible de 

S
1
, donde x es una variable libre ( y cualesquiera otras están ligadas), 

definimos { x i' a I v ( x; a,, .... a, ) } , como el elemento de S1 dado 

por: 

{xi ajV(x;a,, ... ,a.)}, (i)= { x e a(i)IV(x;a,(i). ... ,a,(i))} 

Veamos algunas construcciones basadas en la definición anterior , y por 

su similitud a las construcciones usuales introduciremos notaciones 

conocidas. 

Seana,a 1 , ••• ,a,. Es'. i e 1 
F 
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(1) {a},(i)={a(i)} 

(2) (a,y ... ya,)(i)=a,(i)v ... va,(i) 

(3) (a,r;••·?ª,)(i)=a,(i)n ... na.(i) 

(4) (a,-;; a,)(i) = a,(i)-a,(i) 

(5) {a,, ... ,a.},(i)={a,(i), ... ,a.(i)} 

(6) (a,, ... ,a.), (i)=(a,(i), .... a,(i)) 

( 7 ) (a, ; ... ; a.)( i ) = (a, ( i ) x ... x a. ( i ) ) 

( 8 ) Si b es una relación binaria en S1 y b ¡;; e x d 

( dom b ), ( i) = dom b ( i) 

( rang b ) , ( i ) = rang b ( i ) 

Se puede ver fácilmente que : 

(1) {a},= {x lx= a} 
F F 

F 

( 2) a, u ... uª· = {x IX E a, V ... V X Eª·} F 
F F F F F 

(3) a,n ... '"'ª• = {xlxea,/\ ... /\XEa. }, 
F F F F F 

(4) a,-a. ={xlxea,"x~a,}, 
F • F F F • 

(5) {a,, ... ,a, }, ';; {xlx'f¡a,v ... v x~a,}, 

(6) (a,, ... ,a,),= {{a,},, { a,,a, },, ... , ! a,, ... ,a,},}, 
F 

( 7 ) =, {yl(3x,) ... (3x,)(x,,ea,) ... (x, ea )V= 
F 11 • F 

(x,, ... ,x,),}, 
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La inmersión de S en s1, a f----+ •a con •a ( i ) = a para toda de I, 

tiene las siguientes propiedades : 

Consideremos ~ , el conjunto vacío . Recordemos que •~ ( i ) = ~ para toda 

i de I , así que se cumple , por ejemplo , que •~ ¡; a para cualquier 

conjunto a de S1
. Por similitud , denotaremos •~ = $ . 

( 1 ) Si a , b E S y a ¡;;; b entonces •a ¡; *b . 
F 

A 

( 2 ) Si a , b E S y a E b entonces •a E *b . 
F 

( 3 ) Para cada a en S , • { a } = { •a } , . 
F 

( 4 ) Si a, , ... , a. son elementos de S, entonces 

(i)Si a,, ... ,a.l! S,setiene: 

F 

•[Qa,] ~ Q•a, y •[óa,] ~ Q'a, 
(ii) *{a,, ... ,a.} = {*a., ... ,•a.}, 

F 

(iii) 

(iv) 

*(a,, ... ,a,, )= (*a 1 , •••• •a,, )F 
F 

Si a,, ... ,a.l!S 

( 5 ) Si a , b E S -S entonces *( a - b ) = •a - *b . 
F F 

A 

( 6 ) Si b E S es una relación binaria , entonces 

( i ) *( dom b ) = dom *b 
F 

(ii ) *(rang b) = rang *b 
F 



(iii) Para cada a e dom b se tiene *( b (a)) = *b ( •a). 
F 

Teorema 1.4.6.- Sea V ( x) una f.b.f. admisible en S con variable libre 

x, y sea A = { x e a I V ( x ) } donde a es una entidad arbitraria de S . 
Entonces • A = { x E •a 1 •v ( x ) } . 

F F 

Demostración 

Veremos que • A ( i ) = { x e •a 1 *V ( x ) } ( i ) para cada i e l. 
F 

Sea i e I. *A(i)=A, y por otro lado 

[{ x ¡' •a 1 •v ( x )} , ]( i) = { x e•a ( i) ¡•v ( x )( i)} 

={xeajV(x)} 

=A 

Por lo tanto 

• A = { x E •a 1 •v ( x ) } , 
F F 

o 
A ~ 

La inmersión S---> •s nos pennite identificar cada elemento a de S con 

•a de *S como nos lo dice el siguiente teorema : 

Teorema 1.4.7.- Si As:; S, entonces As:; *A y *A n S =A. 

Demostración 

Sea a e A . Por el Principio de Transferencia tenemos que *a e • A , y 

como •a = a , entonces a e • A . Esto muestra que A s:; • A y también 

que As:; *AnS. 
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Inversamente , si a e• A n S , como a e S , entonces •a = a y así , es 

verdad que •a e*A y por el Principio de Transferencia, a e A. 

5.- ENTIDADES INTERNAS 

Definición : Una entidad a de §1 se llama interna si existe un número 

natural n tal que a E •s" . Las entidades que no son internas se llaman 
F 

externas. 
A 

Definición : Una entidad interna se llama usual s1 existe b e S tal que 

*b =a. 
F 

El conjunto U •s. de todas las entidades internas se llama la 

ultrapotencia de S con respecto al ultrafiltro F , y lo denotaremos por •§. 

Es imponante hacer notar que existen entidades internas que no son 

usuales . Esto lo veremos en el siguiente teorema , donde usaremos el 

hecho de que el ultrafiltro f es o-incompleto . 

Teorema 1.5.1 : Existen entidades internas que no son usuales. 

Demostración : 

Sea a e S - S, tal que a contiene una infinidad de elementos , y sea 

{ b" / n e N } s;; a, donde b" ;o b. si n ;o m . 
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Tomemos ahora una partición { I" L°' de I tal que I" !! F . Esto lo 

podemos hacer ya que F es &-incompleto . 

Definimos be •s por b ( i) = b" si i E I" . Tenemos que: 

1 o./ b ¡ •a , ya que { i E I I b ( i ) E •a ( i ) } = I E F . 

2o./ b es interno : 

Como a E S. para alguna n > O , entonces , para cada i E I , 

b ( i) e a. Entonces b ( i) e s., y así b ¡ •s., . 
3o/ b no es usual 

~ 

Supongamos que b ~ •e , donde e E S . Entonces 

A = { i e 11 b ( i )= •e ( i ) l e F . 

Por lo tanto A * cp , y por la definición de b , entonces A= I" para 

alguna n E N , lo que contradice que I" !! F . Por lo tanto , b no 

puede ser usual . 

Teorema 1.5.2.- Una entidad a es interna s1 y sólo s1 a es un elemento 

de una entidad usual . 

Teorema 1.5.3.- Si a E b y b E •s" ( n <? 1 ) , entonces a E *S"_, , es 

decir , cada elemento de una entidad interna es interno . 

Uno de los problemas que se presentan en las aplicaciones es poder 

decidir si un conjunto de entidades internas es interno o no . Por esto , 
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un método que se usa con frecuencia es aplicar de alguna manera el 

Principio de Transferencia , encontrando que este conjunto viola una 

cierta propiedad que debería poseer . 

Definición.- Una relación R de A a B, se llama concurrente si dados 

a, , ... , a. e dom ( R ) existe b e B tal que ( a,, b ) , ... , ( a. , b ) e R . 

Por último , un resultado muy usado en las aplicaciones de esta 

construcción es el siguiente teorema : 

Teorema 1.5.4 {Teorema de Concurrencia) .- Si R es una relación de A a 

B que es concurrente en S, entonces existe J3 e *B tal que para cada 

a e dom ( R ) , ( *a , J3 ) e *R . 

Para la demostración se construye un I especifico y se considera un 

ultrafiltro , que hace verdadero el teorema . Así que en las aplicaciones 

donde se necesita usar el Teorema de Concurrencia se supone que el 

modelo tiene esta propiedad . 
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EJEMPLO 

Sea R el conjunto de los números reales y supongamos R !;; S . Como es un 

campo ordenado, las operaciones y la relación de orden pueden ser extendidas 

a *R .Para simplificar la notación denotaremos estas extensiones por los 

mismos símbolos , es decir , si a,b e *R entonces a + b denotará a *+ b, etc . 

Usando el Principio de Transferencia, podernos concluir que (*R , + , • , <) 

es un campo ordenado que tiene a (R , + , • , < ) como subcampo 

ordenado. 

A cada elemento de *R lo llamaremos hioerreal . 

Si N es el conjunto de los números naturales ,como N !;; R , entonces por el 

Teorema 1.5.1 tenemos que N e *N !;; *R, donde N * *N . 

Investiguemos un poco cómo es *N . 

Teorema 1.- Si H e *N - N entonces H > n para todo n e N . 

Demostración 

Sea H e *N - N y supongamos que H :S: n para alguna n e N , y sea n, 

la mínima n con esta propiedad . 

Por otro lado H 2: O para toda H e *N ya que , '1 n e N n 2: O , y por 

transferencia, '1 n e *N n 2: O. Como H * O ya que H e *N - N , 

tenemos que O< H :S: n,. y de aquí 

n,-1 :s:H :s: n,. 

Aplicando el Principio de Transferencia a la fórmula 

'tn e N V' m e N n - 1 :s: m :s: n ⇒ m = n - I v m = n 
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tenemos que 

iin E •N ii m E •N n - I :s: m :s: n ⇒ m = n -1 v m = n 

Por lo tanto H = n, -1 o H = n , . Pero esto último es imposible puesto 

que H E •.N - N . Concluimos entonces que H > n para todo n E N . 

Corolario.- Existe H E•R tal que H > r para todo r E R •. 

Demostración 

Es inmediato por la propiedad arquimediana de R. 

Hemos demostrado entonces que existen en •R elementos H que son 

mayores que cualquier número real , y como •R es un campo entonces 

H·' es positivo pero menor que cualquier número real positivo. 

Definición : Sea a un número hiperreal . a se llama finito si existen 

números reales r, y r, tales que r, :S: a :S r, . a se llama infinito si no 

es finito . a se llama infinitesimal si I a 1 < r para todo número real 

positivo r. 

Observación : Notemos de la definición que el único número real que es 

infinitesimal es O . 

Definición : Dos números hiperreales a y p están infinitamente cercanos , 

y lo denotaremos por a " P , si a - p es infinitesimal . 
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Teorema 2 : "' es una relación de equivalencia en *R . 

Teorema 3 : Si a, b, c, d son números hiperreales tales que a"' b y c "'d, 

entonces: 

(l)a+c,.b~d 

Teorema 4 : Cada número hiperreal finito está infinitamente cercano a 

uno y sólo un número real . 

Demostración 

Sea a un hiperreal finito con a E R . Entonces existen números reales a 

y b tales que a < a < b . 

Sea A = { x e R I x < a} . Demostraremos que el supremo de A está 

infinitamente cercano a a . 

A * ~ ya que a e A. Además A está acotado superiormente por b . 

Entonces A tiene supremo que denotamos por r, . 

Probaremos que para todo r e R - 1 r, - a !< r . 

Sea r e R - . Como r, = sup. A , entonces r, - r ya no es cota superior 

de A , así que existe x e A tal que r, - r < x , y como x < a , 

entonces r0 -a<r. 

Por otro lado, a< r,~r ya que s1 r,+r< a entonces r,+reA y 

así r O + r :5 r O lo que no puede suceder ya que r es positivo. Entonces 

-r < r, - a y de aquí I r, - a !< r . 

Por lo tanto r, - a es infinitesimal y entonces a se r,. Además como "' 

es transitiva , y por la observación anterior tenemos que r, es ÚRÍco . 



CAPITULOII 

1.- ANTECEDENTES TOPOLÓGICOS 

En este capitulo presentaremos los prerrequisitos topológicos para el tercer 

capitulo ; además introduciremos definiciones equivalentes en el modelo 

no usual , de algunos tipos de espacios topológicos . 

Sea X un conjunto y T ,;; P ( X ) . 

Definición .- ( X , T ) es un espacio topológico si se cumplen las tres 

condiciones siguientes : 

( i ) Si U , W E T entonces U n W E T 

( ii) Si U, ET para cada i E I, entonces LJu, ET 
,a 

( iii) ~ E T , X E T 

Los elementos de T se llaman conjuntos abiertos . 

Recordemos que para dar una topología sobre un conjunto X , es 

suficiente , para cada elemento x de X , exhibir un sistema de 

vecindades de x . 

Definición .- Sea ( X, T ) un espacio topológico y A,;; X . Una vecindad 

de A es cualquier subconjunto de X que contiene un abierto que 

contiene a A. 
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Proposición 2.1.1 .- Un subconjunto A de un espacio topológico X es 

vecindad de cada uno de sus puntos si y sólo si A es abierto . 

Proposición 2.1.2 .- Sea (X, T) un espacio topológico y para cada x e X 

sea !: ( x ) el conjunto de todas las vecindades de x . Entonces g ( x ) 

tiene las siguientes propiedades : 

( 1 ) Si A e g ( x ) y A ¡;; B entonces B e g ( x ) . 

(2) Si A,, ... ,A. e!:(x) entonces A,n ... nA. e!:(x) 

(3) xeA para cada Ae!:(x) 

( 4 ) Si A e g ( x ) entonces existe B e !: ( x ) tal que para cada y e B , 

Ae!:(y). 

Estas cuatro propiedades del conjunto de vecindades de x detenninan la 

topología , es decir : 

Proposición 2.1.3 .- Supongamos que para cada elemento x de un 

conjunto X se tiene dado un conjunto !: ( x ) de subconjuntos de X que 

satisfacen las cuatro propiedades de la proposición 2.1.2 . Entonces 

existe una única topología 'r sobre X , tal que , para cada x e X , g ( x ) 

es el conjunto de vecindades de x en esta topología . 

Definición .- En un espacio topológico ( X , 'r ) , una base (o sistema 

fundamental ) de vecindades de un punto x de X es cualquier conjunto 

de vecindades !) de x tal que para cada vecindad A de x existe una 

vecindad B e !) tal que B ¡;; A . 
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Definición .- Una base de la topología t de un espacio topológico X es 

cualquier conjunto r¡ s;; t tal que cada subconjunto abierto de X es 

unión de conjuntos que pertenecen a r¡ . 

Proposición 2.1.4 .- Sea ( X , t ) un espacio topológico . Para que un 

conjunto r¡ s;; t sea una base de t es necesario y suficiente que para 

cada x e X , { A e r¡ J x e A } sea un sistema fundamental de 

vecindades de x . 

Definición .- Sea f: X ➔ Y una función del espacio topológico X en el 

espacio topológico Y y sea x e X . f es continua en x si para cada 

vecindad B de f ( x ) , r-• ( B ) es una vecindad de x . 

2 .- FILTROS 

En el capitulo I introdujimos la definición de filtro y ultrafiltro y dimos 

algunos ejemplos . En esta sección estudiaremos filtros sobre un espacio 

topológico . 
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Definición .- Dados dos filtros f y f' sobre un conjunto X , se dice que 

f' es más fino que f si F ~ F' . Si , además f * F' se dice que f' es 

estrictamente más fino que f . 

Proposición 2.2.1 .- Una condición necesana y suficiente para que exista 

un filtro sobre X que contenga a un conjunto a de subconjuntos de X , 

es que cualquier subconjunto finito de a tenga intersección no vacía . 

Proposición 2.2.2 .- Sea ¡¡ ~ P (X). { A~ XI A;;¡ B, para alguna B E ¡¡ } 

es un filtro si y sólo si ¡¡ tiene las siguientes propiedades : 

( 1 ) La intersección de dos conjuntos de ¡¡ contiene un conjunto de ¡¡ . 

(2)1:* ♦ Y<!iEE. 

Definición .• Sea ¡¡ ~ P ( X ) . ¡¡ es una base de filtro si satisface ( 1 ) y 

( 2 ) de la proposición 2.2.2 . Dos bases de filtro son equivalentes si 

generan el mismo filtro . 

Proposición 2.2.3 .- Sea F un filtro sobre X y a~ f. a es una base de 

F si y sólo si cada conjunto de F contiene un conjunto de a . 

Proposición 2.2.4 .- Dos bases de filtro a y a• sobre un conjunto X son 

equivalentes si y sólo si cada conjunto de a contiene un conjunto de Q' 

y cada conjunto de a• contiene un conjunto de a . 

Ejemplos: 

35 



( 1 ) Sea X un conjunto con más de un elemento y A, , A, e P (X) tal 

que A, nA, "'<?- Sean 

(;={A,,A, ,A, nA,} y f={Bs:;XIB;;iC para alguna Ce(;} 

(; es una base de F . 

( 2 ) El conjunto de todas las vecindades de un punto x de un espacio 

topológico X es un filtro sobre X y cualquier sistema fundamental 

de vecindades de x es una base de este filtro . 

Definición.• Sea (X, t) un espacio topológico y F un filtro sobre X . F 

converge a un punto x de X ( y se denota F ➔ x ) si F es más fino 

que el filtro de vecindades g ( x ) de x . A x se le llama punto límite 

de F . Una base (, de F converge a x si F converge a x . 

Proposición 2.2.5 .- Una base de filtro e; sobre un espacio topológico X 

converge a x si y sólo si cada conjunto de un sistema fundamental de 

vecindades de x contiene a un conjunto de (, . 

Proposición 2.2.6 .• Un filtro F sobre un espacio topológico X converge a 

un punto x si y sólo si cada ultrafiltro que es más fino que F converge 

a X. 

Definición .· Sea X un espacio topológico y x e X . x es punto de 

acumulación de una base de filtro e; sobre X si x e n { A I A e e; } , 
donde A es la cerradura de A . 
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Definición .- Dos filtros F y F ' se mezclan s1 cada conjunto de F 

intersecta a cada conjunto de F '. 

Proposición 2.2.7 .- Un punto x de un espacio topológico X es de 

acumulación de un filtro t:; si y sólo si t:; y el filtro de vecindades de 

x se mezclan . 

Proposición 2.2.8 .- Un punto x de un espacio topológico X es de 

acumulación de un filtro F si y sólo si existe un filtro más fino que F 

que converge a x . 

Corolario 2.2.9 .- Un ultrafiltro 11 converge a un punto x s1 y sólo s1 x 

es un punto de acumulación de 11 . 

Proposición 2.2.10 .- El conjunto de puntos de acumulación de una base 

de filtro sobre un espacio topológico X es cerrado en X . 

3 .- ALGUNOS TIPOS DE ESPACIOS TOPOLÓGICOS 

En esta sección presentaremos algunos tipos de espacios topológicos , 

con los que trabajaremos en el capitulo III . 
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Definición .- Sea ( X , ,: ) un espacio topológico . 

1 . - X es T, si dados p , q e X , p ,;, q , existe un abierto que contiene 

a p y no a q , y un abierto que contiene a q y no a p . 

2.- X es T, ( o de Hausdorff) si cada par de puntos distintos de X 

tienen vecindades ajenas . 

3.- X es completamente regular si para cada B s;; X cerrado y cada 

p e X - B , existe una función continua f: X ➔ [O, l] tal que 

f ( p) = O y B ¡;; f·l ( 1 ) . 

4.- X es compacto si cualquier cubierta abierta de X tiene una 

subcubierta finita . 

Para el caso de espacios uniformes trabajaremos con la definición 

introducida por [ Bourbaki. ] : 

Definición .- Una unifonnidad Zf sobre un conjunto no vacio X es un 

conjunto de subconjuntos de X x X que satisfacen : 

( 1 ) Cada subconjunto de X x X que contiene a un elemento de Zf 

pertenece a Zf . 

( 2 ) Cada intersección finita de elementos de Zf pertenece a Zf . 

( 3) Cada elemento de Zf contiene a la diagonal 6 = {(x,x) 1 x e X}. 

( 4) Si V e Zf entonces v-• e Zf . 

( 5) Para cada V e Zf existe W e Zf tal que W' ·¡;;V. 

donde 

y-• = { (y, X) j (X, y) e V } y 
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W' = { (x,z)!3y e X (x,y),(y,z) e W} 

A los conjuntos de la unifonnidad se les llama conectores . 

De la definición podemos ver claramente que una uniformidad sobre X 

es un filtro sobre X x X , por lo que estaremos en condiciones de 

aplicar los resultados obtenidos sobre filtros . 

Dada una uniformidad U sobre un conjunto X y V e U definimos : 

V ( x ) ={ y e X 1 ( x , y ) e V } 

Definición.- Un conjunto V de subconjuntos de X x X es un sistema 

fundamental de conectores de una unifonnidad sobre X si V satisface : 

( 1 ) La intersección de dos conjuntos de V contiene un conjunto de V . 

( 2 ) Cada conjunto de V contiene a la diagonal /1,. • 

( 3) Para cada V e V existe V' e V tal que V',;; v·• . 
( 4) Para cada Ve V existe W e V tal que W',;; V. 

Proposición 2.3.1 .- Sea X un conjunto , U una uniformidad sobre X y 

para cada x e X sea 11 ( x) = { V ( x) 1 V e U }. Entonces existe una 

única topología sobre X tal que para cada x e X , 11 ( x ) es el filtro de 

vecindades de x en esta topología . 

Demostración 

Utilizando la proposición 2.1.3 es suficiente demostrar que 11 ( x ) 

satisface las cuatro propiedades de la proposición 2.1.2 : 

( 1 ) Si V ( x ) e 11 ( x ) y V ( x ) ,;; B , entonces B e 11 ( x ) 
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Sea U=Vu({ x} xB). Como Vs;;U entonces U e U.Además 

U(x)=(Vu({ x} xB))(x) 

= V(x)u({ x} xB)(x) 

=V(x)uB 

=B 

Por lo tanto, B=U(x)eE(x). 

( 2 ) Si V, (x), ... , V, (x)EE ( x ) entonces V, (x) n ... n V, (x) el: ( x ). 

Esto es inmediato , ya que 

V,(x)n ... nV, (x)=(V,n ... nV, )(x) 

( 3 ) X E V ( x) 'V V E U, ya que lix s;; V. 

( 4 ) Si V ( x ) E g ( x ) entonces existe W ( x ) E g ( x ) tal que para 

cada yeW(x), V(x)el:(y). 

Sea W E U tal que W' s;; V. Entonces W ( x) s;; V ( x). 

Para cada yeW(x),veremos queW(y)s;;V(x) yde aquí, 

por ( 1 ) , V ( x ) será una vecindad de y . 

Si zeW(y) entonces (y,z)eW. Pero como (x,y)eW 

entonces (x,z) E W' y, por lo tanto, (x,z) E V. 

Concluimos que z E V ( x ) . 

Definición.- Un espacio wúforme ( X , Zf) es un conjunto X junto con 

una uniformidad Zf . 

Definición.- Sean X y X' espac10s uniformes . Una función f: X ➔ X' 

es uniformemente continua si para cada conector V' de X' existe un 

conector V de X tal que ( x , y ) E V implica ( f ( x ) , f ( y ) ) E V' . 
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Proposición 2.3.2 .- Cada función uniformemente continua entre dos 

espacios uniformes es continua . 

Definición.- Un filtro f sobre un espacio uniforme ( X , U ) es un filtro 

de Cauchy si para cada conector V de U existe A e f tal que 

Ax A r;;,V. 

Proposición 2.3.3 .- Si F es un filtro minimal de Cauchy , entonces cada 

conjunto de f tiene interior no vacío que además pertenece a F . 

Proposición 2.3.4 .- Sea X un espacio uniforme y x e X . El filtro de 

vecindades E ( x ) de x es un filtro de Cauchy minimal . 

Proposición 2.3.5 .- Si f es un filtro de Cauchy, entonces x es punto de 

acumulación de F si y sólo si x es punto límite de f . 

Proposición 2.3.6 .- Sobre un espacio uniforme ( X , U ) , cada filtro 

convergente es de Cauchy . 

En general , el recíproco de la proposición 2.3.5 no es verdadero , es 

decir , un filtro de Cauchy en un espacio uniforme no necesariamente es 

convergente . 

Definición.- Un espacio uniforme es completo si cada filtro de Cauchy 

converge. 



Según la proposición 2.3.5 y por la definición de espacio completo, en 

un espacio completo los filtros de Cauchy son los convergentes . 

Teorema 2.3.7 .- Sea V,, V,, ... una sucesión de conectores de un 

espacio uniforme X , donde V,= X x X , V;./¡;;; Vi para i = 1,2 , .... 

Entonces existe una seudométrica p sobre X tal que para cada i ~ 1 

1 1 
{ ( X , y ) J p ( X , y ) < 2' } ¡;;; V¡ ¡;;; { ( X , Y ) J p ( X , Y ) ~ 

2
, } 

Demostración 

Sean x , y e X y consideremos todas las sucesiones finitas x, , x, , ... , x, 

tal que x,= x y x, =y, y (x,_,,x,)EV,, para j=l,2, ... ,k. 

Definimos p ( x , y ) como la máxima cota inferior de los números 

1 1 1 ~+-+ +-2'1 2'2 ••• 2'• 

Se puede ver fácilmente que p es una seudométrica . 

Por otro lado, de la definición de p se sigue que 

1 
V, ¡;;;{(x,y)lp(x,y)~2'} 

Ahora veremos que si p ( x , y ) < ;, entonces ( x , y ) E V, , es decir , 

s1 x 0 ~ x 1 ~ ... ~ x.. es una sucesión tal que x 0 = x y x.t = y y 

( x ,_,, x, ) E V,, , j = 1, 2, ... , k , entonces 

1 1 1 1 

2,,+2'+ ... +2"<2' ⇒ (x,,x,)eV, (•) 

Demostraremos esta última afirmación por inducción sobre k. 

Empecemos con k = 1 



Si 2~< ;, y (x,,x,)eV,, entonces i<i, y así V, ,;;,V, y,por lo 

tanto, ( x,, x, ) e V, . 

Supongamos ahora m > 1 y que ( •) es verdadero para toda k < m 

1 1 1 1 
Sea y.+y.+ ... +2' < 2, con (x,_,,x,)eV,, paraj=l, ... ,m 

entonces sucede que ...!... < - 1- o 
2·• r' 

1 1 

2.• < ? . Podemos suponer que 

Sea n e N el número máximo menor o igual a m-1 tal que 

1 1 1 1 
2'1 + 2•: + ... + 2'• < r' 

Si n < m-1 entonces 

1 1 1 1 1 -+-+ +-+->-2'1 2'1 • • • 2'• 2'••I - 2··1 

lo cual implica que 

y , así , por hipótesis de inducción , tenemos que ( x,, x" ) e V,_, y 

( X,, .. ,, X..,) E V,_1 • 

1 1 
Pero -< - implica que i + 1 :S i

0
_, y (x

0
, x

0
_,) e V,_, r;;, V,., y así 2'•-• 2' ~ 

concluimos que ( x,, x.) e V,., 3 ,;;,V, 

Si n = m-1 entonces 

( x,, x __ ,) e V,_, y como 1 1 
- <- entonces i+ 1 ~ 1. 
2'• 2' 

(x._,, x.) e V,_, por lo que (x., x.) e V,_, 2 ,;;,V,. 

y así 



Proposición 2.3.8 .- Si (X, 1/ ) es un espacio unifonne y 't la topología 

inducida por 1/ , entonces ( X , 't ) es completamente regular . 

Demostración 

Sean x e X y F,;;X cerrado tal que x E F. 

Como X - F es abierto que contiene a x , existe V e 1/ tal que 

V(x),;;X-F y así FnV(x)=$. 

Definimos f:X ➔ [O, 1) por f(y)= mio { l ,p,(x,y)}, donde 

Po = 2p y p es la seudométrica del teorema 2.3.6 con V1 =V. 

Entonces f(x) min{l,p,(x,x)}= O y f(F)=I ya que 

p O ( x , y ) :2: 1 para cada y e F ( porque si p, ( x , y ) < 1 entonces 

ye V(x)). 

Definición.- Un subconjunto A de un espac10 topológico X es denso en 

X si A = X , es decir , si cada conjunto abierto no vacío G de X 

intersecta a A . 

Proposición 2.3.9 .- Sea X un espacio unifonne y sea A un subconjunto 

denso de X tal que cada base de filtro de Cauchy sobre A converge en 

X . Entonces X es completo . 



Teorema2.3.10.- (Teorema de Completación).- Sea (X,1/) un espacio 

uniforme . Entonces existe un espacio uniforme completo X, y una 

función uniformemente continua ~ : X ➔ X tal que~ ( X ) es denso en X. 

Demostración 

Sea X el conjunto de filtros de Cauchy minimales sobre X . 

Definiremos una estructura uniforme sobre X como sigue : 

Sea V un conector simétrico ( e.d. V= V-1 ) de X y sea 

V= { ( 11 , D) 1 11,!l e X y existe A e II n !l tal que A x A,;;;, V } 

Demostraremos que V = { V I V es conector de X } es un sistema 

fundamental de conectores de una estructura uniforme sobre X : 

( 1 ) Si V , , V, son conectores simétricos de X , entonces V: n v, = V: n v, 

ya que si ( 11 , !l ) E V: n 1 ·, , tenemos que existe A e II n D tal 

que AxA,;;;,V,, y existe BellnD tal que BxB,;;;,V,, y así 

(AnB)x(AnB),;;;,V,nV,, con AnBellnD. Por lo tanto 

v,°nl',eV. 

( 2 ) Puesto que cada II E X es un filtro de Cauchy , entonces para 

cada conector simétrico V , existe A E II tal que A x A ,;;;, V y así 

( 11 , 11 ) E ¡::; para todo conector simétrico V . 

( 3 ) Los conjuntos ¡::; son simétricos por definición , así que V= V _,. 

( 4 ) Sean V y W conectores simétricos de X tales que W' ,;;;, V . 

-2 - -
Entonces W ,;;;, V . En efecto , sean 11, !l , E E X tales que ( 11 , !l ) , 

(!l, E) e W. Mostraremos que (11, E) e V. 

Sean Aelln!l y Be!lnE tales que AxA,;;;,W y 

B x B ,;;;, W . Como A n B e !l entonces A n B "' $ y así 



(AuB)x(AnB)¡;;W y (AnB)x(AuB)s;;W, por lo 

que ( A u B) x ( A u B) ¡;; W' ¡;; V y A u B e H n E. Así que 

W' ¡;; f. 

Definimos ; : X ➔ X de la siguiente manera : 

Si x e X , sea , ( x ) = E ( x ) ,donde E ( x ) es el filtro de vecindades de x. 

, está bien definida ya que E ( x ) es un filtro minimal de Cauchy , 

( prop. 2.3.4). 

; es uniformemente continua : 

Sean V y W conectores simétricos de X tales que W' ¡;; V . Veremos 

que si ( x , y ) e W entonces ( , ( x ) , .( y ) ) = (E ( x ) , E ( y ) ) e V. 

Pero si ( x , y ) e W entonces W ( x ) u W ( y ) e E ( x ) n E ( y ) y 

además (W(x)u W(y)) x (W( x )u W( y))¡;; W'. Así podemos 

concluir que (E(x),E(y)) e W' ¡;; V. 

,(X) es denso en X: 

Sea V un conector de X y H e X. Debemos demostrar que 

f(H)n,(X).,$. 

Como H es de Cauchy , entonces existe A e H tal que A x A ¡;; V . 

Por la proposición 2.3.3 Int. (A) e H . Sea x e Int. (A), entonces 

lnt. (A) e E ( x), y (H, E ( x)) e f, por lo que V ( H) n, (X)"'$ . 

(X, V ) es completo: 

Por la proposición 2.3.9 es suficiente demostrar que cada filtro de 

Cauchy sobre , ( X ) converge . 
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Sea F un filtro de Cauchy sobre : ( X ) . Entonces ;-• ( F ) es una base 

de un filtro de Cauchy a sobre X . Sea II un filtro de Cauchy minimal 

menos fino que a . Entonces : ( f/ ) es una base de un filtro de Cauchy 

sobre : ( X ) , y F =; (; _, ( F ) ) es más fino que el filtro cuya base es 

;( f/ ) . Pero este último converge en X, por lo que F también converge. 

De donde , X es completo 

4 .- APLICACIONES DEL MODELO NO-USUAL A ESPACIOS 

TOPOLÓGICOS 

o 

Dado un espacio topológico ( X , 't ) , usaremos las técnicas no-usuales 

para establecer condiciones equivalentes de algunos conceptos 

topológicos. Supondremos que X~ S . Entonces, por el Teorema 1.4.7, 

X ~ •x y cada subconjunto de P (X) pertenece a S , en particular 't E S . 

Notación : Para cada x E X , escribimos 't.= { G E 't I x E G } . 

Definición.- Sea ( X , 't ) un espacio topológico y x E X . La mónada de 

x , que denotaremos Mon ( x ) , está dada por 

Mon ( x) = n{ •G I G E 't.} 



Teorema 2.4.1.- Para cada x e X existe un conjunto interno D e •,. tal 

que D s:;; Mon ( x ) . 

Demostración 

Sea R={(p,q)lpe't, ,qe 't, ,q¡;;p}. Mostraremos que Res 

concurrente ( ver definición en la pág. 28 ). 

Sean A,, ... , A. e Dom ( R) = 't, . Entonces B = flA, e 't, satisface ,., 

( A, , B) e R, paraj = 1, ... , n .De aquí concluimos que R es concurrente. 

Por tanto, por el Teorema de Concurrencia (Teor. 1.5.4), existe D e•S 

tal que para toda A e 't, , (•A, D) e •R. Entonces, como es 

verdadera 

(itp e't,)(itq e't,)((p,q) e R ⇒ qs:;;p) 

tenemos que D s:;; • A para cada A e 't, , y, por lo tanto, 

D s:;; n { * A I A e t, } = Mon { x) 

o 

Teorema 2.4.2 .- Sea (X, 't) un espac10 topológico, y sean G, F s:;; X. 

Entonces 

( 1 ) G es abierto si y sólo si Mon ( x ) s:;; *G para toda x e G 

( 2 ) F es cerrado si y sólo si dado a e *F , si a e Mon ( x ), entonces 

xeF 

Demostración 

( 1 ) ⇒) Inmediato de la definición de mónada . 
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<=) Supongamos que Man ( x ) ¡;;; *G para cada x e G 

Por el teorema 2.4.1 , existe D e •t, tal que D ¡;;; Man ( x) . Por 

lo tanto D s; *G . 

Entonces tenemos que 

( 3 D e •t, )( D !; *G ) 

Por el Principio de Transferencia (Teor. 1.4.5) 

(3D et, )(D!;G) 

Por lo tanto, G es abierto . 

( 2 ) ⇒) Supongamos que F es cerrado , que ex e •f y que ex e Man ( x ). 

Si x i! F entonces Man ( x) !; •x - *F ya que X - F es 

abierto y x e X - F . Por Jo tanto, ex e •x - *F , lo que 

contradice la hipótesis . 

<=) Supongamos que para toda ex e 'F , si ex e Man ( x ) entonces 

x e F , y supongamos que F no es cerrado . 

Como X - F no es abierto , por ( 1 ) , existe entonces x e X - F 

tal que Mon ( x ) <Z • ( X - F ) = •x - *F , y esto último 

significa que existe ex e Mon ( x ) tal que ex i! •x - *F , así que 

ex e *F , y por hipótesis , entonces x e F, lo que es una 

contradicción . 

Concluimos que F es cerrado . o 

Teorema 2.4.3 .- X es de Hausdorff si y sólo s1 para cualesquiera 

x , y e X , si x ~ y entonces Man ( x ) n Mon ( y ) = $ . 

Demostración 
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⇒) Supongamos que X es Hausdorff y sean x , y e X con x * y . 

Existen G e T. y H e T ,. tal que G () H = $ . Entonces *G ()*H =$. 

Así , Mon ( x ) n Mon ( y ) ~ *G n *H = $. 

<= ) Supongamos que para cualesquiera x , y e X , si x * y entonces 

Mon ( x ) n Mon ( y ) = $ , y supongamos que X no es Hausdorff. 

Entonces existen x , y e X tal que para cualesquiera G e T. y 

He T,. , G n H * $. Así que es verdadera: 

( 'v' G eT. )( 'v' He T, )( 3 z e G )( z e H) 

y por Transferencia 

( 'v'G e*T. )('v'H e •t_,. )(3z e G)(z e H) ( •¡ 

Pero por el teorema 2.4. J , existe D e *T. tal que D ~ Mon ( x) y 

existe D' e •t, tal que D' ~ Mon (y), pero por ( • ) existe 

z e D n D' así que Mon ( x ) n Mon ( y ) * $ , Jo cual contradice 

la hipótesis . 

o 

Teorema 2.4.4 .- Un espacio topológico X es compacto s1 y sólo s1 para 

cada a e •x , existe x e X tal que a e Mon ( x ) . 

Demostración 

⇒) Supongamos que X es compacto y sea a e •x y supongamos que 

para toda x e X , a e Mon ( x ) . 
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Entonces, para cada x e X , existe G. e 't. tal que ex E •G •. 

{ G. 1 x e X } es una cubierta abierta de X y como es compacto, 

entonces existen x,, ... , x. e X tales que X = G,, v ... v G, •. 

Por Transferencia, tenemos entonces que •x = *G ., v ... v *G ,. , y 
por lo tanto ex e •G •. para alguna i = 1 , ... , n , pero esto último 

contradice el hecho de que ex e *G. para toda x e X . Por lo tanto, 

ex e Mon ( x ) para alguna x e X . 

.:= ) Supongamos que para cada ex e 'X existe x e X tal que 

ex e Mon ( x ) , y supongamos que X no es compacto . 

Existe una cubierta abierta 1-1 de X que no admite subcubierta finita. 

Consideremos la siguiente relación : 

R={(H,x)JHef-1, xeX y XEH} 

R ~ ,¡, y R es concurrente , ya que si H , , . . . , H" e 1-1 entonces , 

por hipótesis , existe x e X tal que x e H , v . . . v H " , así que 

( H,, x) e R para i = 1 , ... , n. 

Por el Teorema de Concurrencia existe ex e 'X tal que ( •H , ex ) e *R 

(e.d. cxE*H) para cada He 1-1. Pero ex e Mon ( x) para alguna x e X 

y como x e H para alguna H e 1-1 , entonces Mon ( x ) s;; 'H y así ex 

e 'H , lo cual es una contradicción . Por lo tanto, X es compacto . 

Con este tipo de " traducciones" de conceptos topológicos al lenguaje de 

mónadas se obtienen muchos resultados conocidos de topología de una 

manera elegante y sencilla como : 
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Teorema .- Un subconjunto cerrado de un conjunto compacto es 

compacto. 

Demostración 

Sea F s:; K , donde F es cerrado y K es compacto , y sea a e *F . 

Entonces a e *K y, como K es compacto, entonces existe x e K tal 

que a e Mon. ( x ) , y ya que F es cerrado, tenemos x e F. De aquí 

concluimos que F es compacto . 

En el caso de un espacio métrico ( X , d ) , la métrica d se extiende a 

una función *d : •x x *X --+ • R que tiene , aplicando el Principio de 

Transferencia a las propiedades de d , las siguientes propiedades : 

Para cualesquiera a , 13 , y e •x tenemos 

( 1 ) *d ( a, 13)?: O , *d (a, 13 ) = O si y sólo s1 a= 13 

( 2 ) *d ( a , 13 ) = *d ( 13 , a ) 

( 3 ) *d ( a , y ) s *d ( a , 13 ) + *d ( 13 , y ) 

Como una base de vecindades para un punto x e X está dada por 

{B,(x)lreR·} donde B, (x)={yeXld(x,y)<r}. la mónada 

tiene la siguiente descripción : 

Mon(x)=í'l {*GIG e 't,} =í'l{*B,(x)lre R"} 

= { a e •x 1 *d ( a , x ) es infinitesimal } 
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CAPITULO III 

1.- ELEMENTOS INDISTINGUIBLES Y FILTROS 

Definimos en *X la siguiente relación: 

Sean a,p e *X. Diremos que a es indistinguible de p, y lo denotaremos 

a - p, si dado A~ X, a e *A ~ pe *A. 

Proposición3.l.l .- a-p st y sólo si dado A~X, si ae *A entonces 

¡l E *A. 

Demostración 

⇒) Inmediato 

<=) Sea B ¡;;; X y supongamos que p e *B. 

Si tuviéramos que a E *B entonces a e •x - *B = *(X- B), y, por hipótesis, 

tendriamos que p e •x - *B, lo que contradice que p e *B. 

:. a e *B 

Proposición 3.1.2.- La relación - es de equivalencia. 

Denotaremos con i(a) = {pe •x I a - p } 

Proposición 3.1.3.- Si x e X y a - x, entonces a= x, es decir, i(x) = {x} 

Demostración 
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Como x e X, tenemos que A = { x} es un subconjunto de X y como 

xe*A=*{x}={x} y a-x obtenemos que ae*A. Asía=x. 

La proposición 3 .1.3 conduce al siguiente problema : 

Si para x e X, i(x) = {x}, ¿cómo será i(a) para a e *X - X? 

Más adelante podremos responder esta pregunta. 

o 

Teorema 3.1.4.- Sean f: X ➔ Y una función y a, 13 e *X . Si a - 13, 
entonces *f(a}- *f(l3). 

Demostración 

SeaAi;; Y tal que *f(a) e *A. Así a E (*ff'(*A). 

Como 

(*f)"'(*A}= {x e •xl*f(x) e *A} =*{x e xlf(x) e A} =*(f"'(A)) 

tenemos que a e *(f"' (A)) y como a -13 concluimos 13 e *(f"' (A)). 

:. *IW) E *A 

Por lo tanto *f(a)- *f(l3). 

Las técnicas no usuales son muy eficientes en el estudio de filtros, para Jo cual 

presentaremos algunos resultados. 

Definición.- Sea J un filtro sobre X. El germen de J, que denotaremos con 

g(J ),es 

g(J ¡ = n { *F I F e J l 



g(_J ) no necesariamente es un conjunto interno ; sin embargo, éste contiene 

un conjunto interno, propiedad que nos será de gran utilidad para obtener 

algunos resultados muy interesantes. 

Teorema 3.1.5.- Sea J un filtro sobre X. Entonces existe B e• J tal 

que B ¡;; g(_J ). 

Demostración 

Definimos la siguiente relación R sobre J : 

R = {(A,B) e J x J [ B ¡;; A} 

R es una relación concurrente ya que: 

si A,, ... ,A. e J entonces B= (lA, e J y (A,, B) e R para ,., 

i=l, ... ,n. 

Por el Teorema de Concurrencia tenemos 

3 D e * J 'V F e J (*F, D) e *R 

lo que significa que existe D e • J tal que D ¡;; g(J ). 

La importancia del germen radica en que nos permite recuperar el filtro 

original, como lo indica el siguiente resultado que es una consecuencia del 

teorema 3.1.5. 

Corolario 3.1.6.- Si J es un filtro sobre X, entonces 

55 



J ={As;;XI g{_J )s;;*A} 

Demostración 

1) Si A e {As;; XI g(_J) s;; *A} entonces g{_J ) s;; *A y por el teorema 3.5 

obtenemos que 

3De*J Ds;;*A 

y por el Principio de Transferencia concluimos que 

3DeJ Ds;;A 

Por lo tanto A e J . 

2) Claramente J s;; {As;; XI g{_J) s;; *A} 

Otra consecuencia del teorema 3.1.5 es 

Corolario 3.1.7.- Si J es un filtro sobre X, entonces g{_J ) ., 0 

Demostración 

:J 

Como J es un filtro , tenemos que para todo A e J, A ., 0 y así por el 

Principio de Transferencia para todo A e • J, tenemos A ., 0 y por el 

teorema 3 .1.5 concluimos el resultado . 

Veamos abara algunas propiedades de g{_J ). 

Teorema 3. 1. 8. - Sean J y J ' filtros sobre X . Entonces 

(1) a e g(J ) ⇒ i(a) s;; g(J) 
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(2) J ¡;;; J . => g(_J ') ¡;;; g(J ) 

(3) di base de J => g(_J )= íl{*AIA e di} 

(4) g(_J n J ') = g(J ) u g(_J ') 

(5) Si J y J · son tales que F n F' "' 0 para cada F E J y cada 

F. E J · y J v J · es el filtro generado por J u J · entonces 

g(J V J • ) = g(J ) r'I g(J ') 

(6)J oOJ' ~ g(J )oOg(_J ') 

(7) Si g(_J ) = i (a) con a E g(J ) entonces J es un ultrafiltro. 

Demostración 

( I) y (2) son inmediatos 

(3) Sabemos que di ¡;;; J y que dado Fe J existe A, e di tal que 

A, ¡;;; F. De aquí obtenemos 

íl{*AIAedl }¡;;;íl{*A,IFeJ }¡;;;íl{*FIFeJ }=g(J) 

La inclusión g(J ) ¡;;; n {•A I A e di } es inmediata. 

(4) J nJ '¡;;; J y J n J ·¡;; J ·, así que por(2) tenemos 

g(J ) ¡;;; g(J n J · ) y g(_J · ) ¡;;; g(J n J · ) 

De aquí que 

g(J )ug(J ')¡;;;g(J nJ ') 

Por otro lado , supongamos que a E g(_J ) u g(J · ) . Esto significa que 

existen F e J y F' e J · tal que a E *Fu *F' = •(Fu F') . Como 

F u F' E J r, J · , tenemos que a E g(J r, J · ). 

57 



Concluimos entonces que 

rf..J r, J . ) <;;, g(_J ) u rf..J . ). 

(5) Como J, J',;;, Jv J 'entonces g/._J v J · ),;;, g(_J) r, g(J '). 

Por otro lado, si a to g/._J v J · ) entonces existe F e J v J ' tal que 

a to *F. Pero dado F e J v J ' existen F' e J y F" e J · tales 

que F' r, F",;;, F. 

Como a to *F , tenemos que a I! *(F' r, F") = *F' r, *F" 

por lo que a to *F' o a to *F" 

Por lo tanto a to g( J) r, g( J ' ). 

(6) Claramente J = J ' ⇒ g(J ) = g(_J ') 

Ahora, si g(_J) = g(J · ) , entonces, por el corolario 3.1.6, J = J ' . 

(7) Supongamos que g(J ) = i(a) y sea A,;;, X. 

Tenemos que a e • A o a e *X - •A= *(X -A) y de aquí concluimos 

que 

i(a)¡;;*A o i(a)r;;,,*X-*A 

Así que 

AeJ o X-AeJ 

Por lo tanto J es un ultrafiltro. 

Consideremos ahora la construcción de filtros sobre X a partir de subconjuntos 

de *X, 
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Sea as:; •x , a"' 0 . Definimos 

J(a)={As:;XI as:;*A} 

..,e (a) tiene las siguientes propiedades: 

Proposición 3.1.9.- Sean a y b subconjuntos no vacíos de •x. Entonces 

(1) J(a) es un filtro sobre X. 

(2) Si a s:; b entonces ..,e ( a) ;;;, ..,e (b) 

Se usará varias veces que ..,e ( g (...,C ) ) = J 

Proposición 3.1.10 Si J es un ultrafiltro sobre X, entonces g(J) = i(a) 

para cualquier a e g(J ). Por lo tanto, los ultrafiltros sobre X son los filtros 

de la forma ..,e (i(a)). 

Demostración 

Sea a E g(J ). Como i(a) s:; g(J ), entonces ..,e= ..,e (g(J )) s:; J(i(a)) 

y como ...,C es un ultrafiltro, concluimos que ..,e = J (i(a)). 

Por otro lado tenemos que 

g(J(i(a)) = íl{*AIA e J(i(a))} = íl{*Ali(a)s:; *A}= íl{*Ala e*A} 

= i(a). 

De aquí que g{J{i(a))) = i(a). 
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Proposición 3.1.11.- Sea a e •x. Si i(a) es finito, entonces a e X, y así se 

tiene 

{a} si a e X 

i(a) = 

conjunto infinito si a!! X 

Demostración 

Supongamos que i(a) ={a,, ... , a.} y sea J = J(i(a)). Consideremos 

D e • J tal que D s;; g(J ) = i ( a )( D existe por el Teor. 3 .1.5). 

Es verdadera la siguiente afirmación: 

3D e*J 3a,e•x ... 3 a.e•x Ds;;{a,, ... ,a,} 

y por el Principio de Transferencia obtenemos 

3D eJ 3x,eX ... 3x. eX Ds;;{x,, ... ,x,} 

Ahora, como g(J ) = i(a) s;; •o s;; {x,, ... , x.} s;; X, obtenemos que 

a=x,o a=x, o ... o a=x. ,Y deaquí aeX y porlaproposición3.1..3, 

concluimos que i(a) = {a}. 

La descripción de los ultrafiltros sobre X nos pennite obtener rápidamente los 

siguientes resultados conocidos. 

Corolario 3.1.12.- (1) Cada filtro está contenido en un ultrafiltro. 
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(2) Cada filtro es intersección de ultrafiltros. 

Demostración 

(1) Para cualquier filtro J y et e g(J ) tenemos que J ¡;; J(i(et)) 

(2)J= íl{J(i(et))let e g(J)} 

o 

Hemos visto que el germen de un filtro es cerrado bajo elementos 

indistinguibles, así que pondremos nuestro interés en los subconjuntos a de 

*X que tienen la propiedad de que si et e a entonces i(et) ¡;;; a. 

Tenemos así el siguiente diagrama: 

{ filtros sobre X} 

u 

{ ultrafiltros sobre X} 

{a¡;;;•Xletea ⇒ i(et)¡;;;a} 

u 

{i(et) 1 et e •x¡ 

Obsetvación: En general no es cierto que cada subconjunto de •x , que sea 

cerrado bajo indistinguibles, sea germen de un filtro sobre X. 

Veamos el siguiente ejemplo: 

Sea X = R, el conjunto de los números reales. 

Tenemos que R ¡;;; *R y además, R es cerrado bajo indistinguibles, ya que 

i(x) = {x} 

Asíque J(R)={A¡;;RI R¡;;;*A}={R} 
y de aquí 
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g(J(R = nt•AIAeJ(R)}=*R;,,R 

2.-ESPACIOS UNIFORMES 

En esta sección trabajaremos con espacios unifonnes. El primer resultado que 

obtenemos es acerca de la relación en •x que detennina una uniformidad ZI 

sobre X. 

Teorema 3.2.1.- Sea J un filtro sobre X x X. J es una uniformidad 

sobre X si y sólo si g(J ) es una relación de equivalencia sobre •x. 

Demostración 

⇒) Supongamos que J es una unifonnidad sobre X. 

Probaremos que µ = g(J ) = n { •v I V e J } ¡;; •x x •x es una relación 

de equivalencia. 

(1) Sea V e J. Tenemos que 

';/ x e X (x,x) e V 

Entonces, por el Principio de Transferencia, 

';/ X E •x {X,X) E *V 

(2) Sea (a,P) e µ .. Debemos demostrar ';/Ve J (P,a) e •v. 

Sea V e J. Entonces (a,P) e •cv·1
) ya que v·• e J. 

Pero tenemos que 
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•cv-') = *{(a,P) e x x x 1 (P,a) e V} 

= {(a,P) e •x x •x 1 (P,a) e •v¡ 
=(*VJ-' 

Por lo tanto, (P,a) e •v, y de aquí obtenemos que (P,a) e µ . 

(3) Sean (a,P), (p;y) e µ. Debemos demostrar que '</Ve J (a,y) e •v. 

Sea V e J . Sabemos que existe W e J tal que W' ¡;; V. 

Como (a,P), (P,r) e •w, entonces (a,y) e (*W)'. 

Pero tenemos que 

(*W)' = {(a,y) e •x x •x l 3 p e •x (a,PJ. (P,Y) e *W} 

= *{(a,y) e X x X l 3 P e X (a,p), (P,Y) e W} 

= *(W') 

Así que (a,y) e *(W') ¡;; •v y de aquí se sigue que 

(a,y) E µ 

<=) Supongamos que g(J ) ¡;; •x x •x es relación de equivalencia sobre •x 
Como J es un filtro sobre X x X sólo nos falta demostrar que 

( i) Si V e J entonces '</ x e X (x,x) e V. 

Como g(J ) es de equívalencia y g(J ) ¡;; •v para cada V e 

J , entonces es verdadera la siguíente afirmación: 

'<f X E *X (x,x) E *V 

así que, por el Principio de Transferencia, tenemos que 

';/ X e X (x,x) e V 

(ii) Si V e J, entonces existe W e J tal que W ¡;; v-•. 

Sea V e J . Recordemos que podemos recuperar el filtro a través 

de su germen: 
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J =J(g(J ))= {A¡;;XxXJ g(J )¡;;*A} 

y como g(J ) es de equivalencia tenemos que g(J ¡-• = 

g(J ) . Como g(J ) ¡;; •v entonces g(J ) = g(J ¡-• ¡;; 

(•v¡-• =*(V-'). Así, porelteorema3.l.5 

3 De *J D ¡;; *(V-') 

y, por el Principio de Transferencia, obtenemos 

3 o e J o i;; v-• 

( iii ) Si V e J , entonces existe W e J tal que W' ¡;; V. 

Sea V e J . Sabemos, por el t eorema 3. l. 5, que existe 

D e *J tal que D ¡;; g(J ) ¡;; •v y, como g(J ) es de 

equivalencia entonces 

3 o e *J D'.;; •v 
Por el Principio de Transferencia, 

3D eJ D' ¡;; V 

De ( i ), ( ii ) y ( iii ) concluimos que J es una uniformidad sobre X. 

Notación: Sea µ = g(Zf ) , donde Zf es una uniformidad sobre X. Si 

( a,13) e µ escribiremos a "' 13 y diremos que a y 13 son cercanos y 

denotaremos conµ (a) a la clase de equivalencia de a, así que 

µ(a)= {13 e •x I a "'13} 
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Recordemos además que podemos recuperar Z,, a partir de µ: 

Zf ={V~Xxxl µ~•V} 

Ejemplo : Ya hemos visto que la relación i de ser indistinguible es de 

equivalencia en *X. Recordemos que 

i = { ( a , p ) e •x x •x I a - p } 

= { (a, p) I dado A~ X a e *A ⇒ pe *A} 

Consideremos el filtro en X x X inducido por J ( i ) . 

Veremos que g ( J ( i)) = i. 

Basta demostrar que g ( J ( i ) ) ~ i , ya que la otra contensión siempre 

se cumple. 

Supongamos que ( a , p ) E i , entonces 3 A ~ X tal que a e • A y 

p E *A. Entonces pe *X- *A y así 

(a,P)E*B=(*A x*A) u ((*X-*A)x(*X-*A)) 

donde B=(AxA)u((X-A)x(X-A)) 

Pero tenemos que B e J ( i ) ya que i ~ *B porque si 

( y , ó ) E i y y E • A entonces ó E • A y de aquí ( y ' ó ) E *B ; SI 

y e *X - • A entonces ó e *X - • A y asi ( y , ó ) e *B . De donde 

(a,P)Eg(J (i)). 
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:. g ( ..,e ( i ) ) ¡;; i 

Por lo tanto g ( ..,e ( i ) ) = i y por el teorema 3.2.1 J ( i ) es una 

uniformidad sobre X . La topología que induce esta uniformidad es la 

discreta . 

Consideremos ahora un espacio topológico ( X , , ). Veremos que la mónada 

de un punto p E X coincide con µ ( p ) cuando consideramos a X con la 

topología inducida por la uniformidad Z-f . 

Teorema 3.2.2.- Sea (X, Z-f , , (Zf) ) un espacio uniforme, donde 

, ( Z-f ) es la topología sobre X inducida por Z-f . Entonces 

µ ( x ) ~ Mon ( x ) 'e/ x E X 

Demostración 

{ V ( x ) 1 V E Z-f } es una base del filtro de vecindades g ( x ) de x , de 

manera que 

Mon. (X)= n {*(V( X)) 1 V E Z-f } = g(!: (X)) 

pero como *(V( x)) = *V( x ) y n { *V( x) 1 V E Z-f } = µ ( x ) , tenemos 

entonces que 

µ ( x ) = Mon. ( x ) 

En los espacios uniformes el trabajo con filtros es fundamental , asi que 

aplicaremos lo que hemos visto de ellos a un espacio uniforme. 
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De aquí en adelante supondremos que ( X , Zf , 't (Z,f ) ) es un espacio 

uniforme. 

Teorema 3.2.3.- Sean J un filtro sobre X y x e X. Entonces: 

( 1) J converge ax e, g(J )!;;;;µ(x) 

(2) J seacumula en x e, g(J )n µ(x);,,0 

( 3 ) F es de Cauchy e, g(J ) x g(J ) <;;; µ 

Demostración 

( 1 ) J converge a x si y sólo si g( x ) <;;; J 

y g( x ) s:; J si y sólo si g(J ) s:; g(E( x ) ) = µ ( x ) 

( 2 ) ⇒) Si J se acumula en x, entonces existe un filtro J · tal 

que J s:;J · y g(x)s:;J ·. Así que 

g(J , ) s'.; g(J ) íl µ ( X ) 

y como g(J · ) ;,e 0 , entonces g(J ) íl µ ( x ) .- 0 

.:=) Supongamos que g(J ) n µ ( x ) ;,e 0 y sea a e g(J ) n µ ( x ). 

Como i( a) s:; g(J ) n µ ( x ) entonces 

J(g(J ) ) LJ g (X)<;;;_; ( i (a)) 

Por lo tanto 

J (g(J ) ) s:; J ( i (a)) y g ( x ) <;;; J ( i ( a)) 

y de aquí concluimos que J se acumula en x. 

( 3 ) Supongamos que J es de Cauchy. Probaremos que 
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ef..J) X ef..J )¡;; µ 

Para esto tomemos V e Zf y a , P e ef..J ). Como J es de Cauchy 

entonces, dado V e Zf , existe F e J tal que F x F ¡;; V . 

Así que 

(a, Ple ef..J) x ef..J )¡;; *F x *F¡;; •v 
Por lo tanto concluimos que 

ef..J ) X ef..J ) !;;; µ 

e:) Supongamos que g(J ) x g(J ) ¡;; µ . Debemos demostrar que J es 

de Cauchy. 

Sea V e Zf . Por el teorema 3.1.5 sabemos que existe De *J tal 

que D ¡;; •g (J) . Entonces 

o x o ¡;; mJ ) x mJ ¡ ¡;; µ ¡;; •v 
Así que 

3 De • J D x o¡;; •v 

y por el Principio de Transferencia 

3D eJ Dx D¡;;V, 

por lo que J es de Cauchy. 

Como consecuencia del teorema anterior tenemos: 
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Corolario 3.2 . .4.- Un filtro J es de Cauchy si y sólo si g(_J ) ¡;; µ (a) 

para cualquier a E g(J ) ( a , 13 E g ( J ) ⇒ a "' 13 ) • 

Cororlario 3.2.5.- Sea J un ultrafiltro, J = J ( i (a)). J es de 

Cauchy si y sólo si i (a)¡;;µ (a). 

Corolario 3.2.6.- Si J es un filtro de Cauchy y J · es un filtro tal que 

J ¡;; J · , entonces J · es de Cauchy . 

Corolario 3.2.7.- Si J es un filtro que converge a x, entonces J es de 

Cauchy. 

Teorema 3.2.8.- Un espacio uniforme X es completo si y sólo s1 cada 

ultrafiltro de Cauchy converge. 

Demostración 

⇒) Inmediato de la definición de espacio completo. 

-:=) Sea J un filtro de Cauchy y,porTeor.3.1.12(1), sea J (i(a)) 

un ultrafiltro que contiene a J, con a E g (J ). Entonces 

i(a)¡;;g(_J) 

Como g(J ) x g(J ) ¡;; µ y a E g(_J ) tenemos que 

g(_J )¡;;µ(a) 
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De aquí J ( i ( a ) ) es de Cauchy y entonces , por hipótesis , 

J ( i ( a ) ) converge a un elemento x e X , y esto significa 

entonces que i ( a ) ¡;; µ ( x ). 

De aquí tenemos que µ (x) = µ (a) 

Por lo tanto , J converge a x. 

Corolario 3.2.9.- Un espacio uniforme X es completo s1 y sólo s1, 

'e/a i (a)¡;; µ(a), implica que existe x e X tal que a,. x. 

Veamos la inclusión i( a)¡;; µ (a) con más detenimiento : 

Teorema 3.2.10.- i( a)¡;;µ (a) s1 y sólo si 'e/ V e z, 3 x e X 

(a, x) e •v 
Demostración 

⇒) Supongamos que i( a)¡;;µ (a) y sea V e Zf 

Como J ( i( a ) ) es de Cauchy , entonces , dada V e z, , 
existe F e J ( i( a)) tal que F x F ¡;; V. 

Así que *F x *F ¡;; •v y además i( a ) ¡;; *F 

Para cualquier x e F , x e *F y , como a e *F , entonces tenemos 

que ( a , x ) e *F x *F 

De aquí que 

(a, x) e •v 
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e) Supongamos que para cada V e Z, existe x e X tal que 

(a,x) e •v. 

Debemos demostrar que para cada V e Z, y cada p e i( a ), 

(a, p) e •v. 
Sea V e Z, y sea W e Z, simétrico tal que W' s:; V . Por 

hipótesis sabemos que existe x e X tal que ( a , x ) e *W 

Asi que a e •w ( x) . Por lo tanto, p e •w ( x ) y de 

aquí ( x , p ) e *W , y como ( x , a ) e *W y *W es simétrico 

( ya que W lo es ) entonces ( a , p ) e ( •w ) ' 

Pero como ( *W )' = *( W' ) y *( W') s:; *V entonces 

(a, p) E *V 

Por lo tanto p e µ ( a ) y así i( a ) s:; µ ( a ). 

Teorema 3.2.11.- Sea X un espacio unifonne. X es compacto si y sólo si X 

es completo y cada ultrafiltro es de Cauchy. 

Demostración 

⇒) Supongamos que X es compacto. 

Basta probar que cada ultrafiltro converge , porque entonces es de 

Cauchy, y por el Teor. 3.2.8, se tiene que X es completo. 

Sea J ( i ( a ) ) un ultrafiltro. Como X es compacto tenemos que 

existe x e X tal que a e Mon (x) = µ (x) (Teor. 3.2.2). 

Debemos demostrar que g(J ( i ( a ) ) s:; µ (x), lo cual, por el 

Teor. 3.2.3, equivale a que J ( i (a) converge a x .. 
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Sean pe g(J( i ( CI)) = i ( CI) y G un abierto tal que x E G. 

Entonces, de CI E Mon(x) = n¡ *G I G E 'tx } se sigue que CI E *G 

y de aquí p E •a. 
:. P E µ (X) 

Concluimos entonces que J ( i ( CI ) ) es de Cauchy y converge a 

X E X. 

<=) Para demostrar que X es compacto, veremos que dada CI E •x , CI " x 

para alguna x E X (Teor. 2.4.4) 

Como J ( i ( CI ) ) es un ultrafiltro , es de Cauchy, y como X es 

completo, entonces J ( i( CI ) ) converge a un elemento x e X. De 

aquí que CI " x. 

Por lo tanto X es compacto. 

Proposición 3.2.12 .• Sea (X, d) un espacio métrico y CI e •x. Entonces 

i ( CI ) ¡;; µ ( CI ) si y sólo si existe una sucesión ( x" ) en X que se 

"acumula" en CI , en el sentido de que dado r E R • existe N E N tal 

que *d ( x" , CI ) < r para toda n e N . 

Demostración 

⇒) Dado n EN construiremos x. E X tal que *d ( x. , CI) < ..!. 
11 

Como V 1 = { ( x , y ) E X x X I d ( x , y ) < ..!. l es un conector de la 
; n 

uniformidad Zf, inducida por d, por el teorema 3.2.10 , dado 
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V! E Zf,, existe x E X tal que (a, x) E *(V,). Eligiendo como . 
x. una x E X con esta propiedad, tenemos que *d ( x, , a)< .!. , y 

11 

así tenemos la sucesión ( x. ) con la propiedad deseada . 

~) Sea ( x, ) una sucesión que se acumula en a . Basta probar que 

para toda V E Zf, existe x E X tal que ( x, a) E •v, esto por el 

teorema 3.2.10. 

Si V E Zf, , existe r E R · tal que V, ~V, ya los V forman una 

base de la uniformidad . Como ( x. ) se acumula en a, existe N E 

N tal que *d ( x .,· , a ) < r . Por lo tanto, ( x-' , a ) E •v . 

□ 

Como podemos ver , en espacios métricos , dos conceptos muy parecidos 

son: 

(a) "a es cercano a un usual", (e.d. existe x E X tal que *d ( x, a) 

es infinitesimal ) y 

( b ) "a es de acumulación de sucesiones de X , ( i ( a ) ~ µ ( a ) ) 

Es claro de µ ( x) = Mon(x) = { a E •x 1 *d(a, x) es infinitesimal} que 

{ a E •x 1 3 x E X a e µ ( x ) } ~ { a E •x I i ( a ) ~ µ ( a ) } 

y por el corolario 3.2.9 aplicado a espacios métricos obtenemos la 

espléndida caracterización de espacios métricos completos : 

Teorema 3.2 13.- Un espacio métrico (X, d) es completo si y sólo s1 

"cercano a usual" es lo mismo que ser de "acumulación" de puntos 

de X. 
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Observación Teniendo en cuenta la caracterización de espacios 

completos , en el caso de R , el conjunto de los números reales, 

podemos hacer el siguiente comentario sobre el concepto de 

indistinguible : 

Sea a e • R , entonces 

~µ(a) si a es finito 

i (a) 

a: µ ( a ) s1 a es infinito 

es decir , s1 a se puede acotar por dos números reales , los 

indistinguibles de a son cercanos entre sí ; en caso contrario, existen 

indistinguibles de a separados de a en el sentido que la "distancia" es 

mayor que un real positivo . 

Uniformidad sobre •x 

Veremos ahora que la uniformidad Zf sobre X induce una uniformidad 

Zf (•) sobre *X de tal manera que el espacio uniforme (*X , Zf (•) ) 

contiene un subespacio ( C, z, e ( •) ) tal que: 

( 1) (X,Zfx) es denso en (C,Zfc(*)). 

(2) (C,Zfc(•)) es completo. 

donde Zf e ( •) es la uniformidad de •x restringida a C. 



Definamos , pues , Zf ( •) : 

Sea Zf (•) = { •v I V e Zf l 

Zf ( •) es un sistema fundamental de conectores de una uniformidad sobre 

•x, ya que: 

()) itxEX (x,x)EV 

Así que, por el Principio de Transferencia, tenemos que: 

';¡' X E •x ( X 'X) E •v 
(2) Sean •v,,•v, eZf(•) 

Existe W E Zf tal que W e;;; V 1 n V, 

Por lo tanto: 

Existe •w E Zf (•) tal que •w e;;; •v, n •v, 

( 3) Sea •v e Zf (•) 

Existe W E Zf tal que W e;;; v· 1
• De donde •w e;;;*( v·•) 

Pero *( v· 1
) = (*V)"' (pág. 62) 

Concluimos entonces que 

Existe •w e Zf (•) tal que •w e;;;(* V)"' 

(4) Sea *VEZ,(•) 

Existe W E Zf tal que W' e;;; V. De donde *( W') e;;; •v 

y como 

( *W)' = *( W)', (pág. 62) 

tenemos que 

Existe •w e Zf (•) tal que (*W)' c;;; •v 
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Teorema 3.2.14.- Sean (X, Zf , ) y (Y, Zf , ) espacios uniformes 

y sea f: X ➔ Y una función uniformemente continua . Entonces 

*f: *X ➔ *Y es uniformemente continua. 

Demostración 

Sea *W un elemento de la base de la uniformidad Zf , ( •) 

Por hipótesis existe V e Zf , tal que ( f x f) ( V ) !;;; W 

Por lo tanto 

•ve Zf, (•) es tal que ( *fx *f) (*V)!;;; •w 
De aquí concluimos que *f es uniformemente continua. 

Construcción de una completación de X 

Consideremos el espacio uniforme (*X, Zf (•)) y sea 

e= { a e •x I i( a ) !;;; µ < a ) l 

{ •v n (ex e) 1 •v e Zf (•) l es la uniformidad Zfc (•) sobre e 

inducida por la uniformidad Zf (•) de *X. 

Teorema 3.2.15 .- El espac10 uniforme C construido arriba es una 

completación de X . 

Demostración 

( 1 ) X!;;; C!;;; *X 
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(2) X es denso en C 

Sea VeZf y aeC 

Debemos demostrar que X n •v (a)., 0. 

Como i( a ) s;; µ ( a ) entonces, por el Cor. 3.2.5 J ( i( a ) ) es de 

Cauchy .Entonces dado V e Zf existe A e J ( i( a ) ) tal que 

AxAs;;V. 

Como a e *A se tiene *As;; •v (a), así que 

0;,As;; *As; *V( a) 

Por lo tanto, X n •v (a);, 0 

( 3 ) Cada filtro de Cauchy J sobre X converge en C 

Sea J un filtro de Cauchy sobre X y sea J ( i( a ) ) un 

ultrafiltro sobre X tal que J s;; J ( i( a ) ). 

J(i(a}) converge a a en C ya que s, VeZf 

existe A e J ( i( a)) tal que Ax As;; V, y, como a e *A, 

tenemos que 

•As;; •v (a) . 

Entonces a es un punto de acumulación de J y, como J es 

de Cauchy, se concluye que J converge a a. 

□ 

Veremos, para terminar esta sección , alb'llnos resultados sobre espacios 

compactos y uniformidades compatibles . 
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Teorema 3.2.16.- Si ( X , ,: ) es un espacio topológico compacto y 

Hausdorff entonces existe una única uniformidad Zf tal que 

,: =,: ( Zf ). 

Demostración 

Unicidad 

Supongamos que Zf, 

't( Z,,) = 't( Z,,) = 't . 

y ZI, son uniformidades 

Basta demostrar que µ, = µ,, donde µ, = g (Zf,) para i = 1,2. 

Sea ( a, f3 ) e µ 1 

tales que 

Como X es compacto, por el teorema 2.4.4 existen x, y e X tales que 

a e µ, (x) y f3 e µi(y) , es decir , ( x , a ) e µ1 y ( y , f3 ) e µ1 . Ahora, 

como ( a , f3 ) e µ1 y µ1 es una relación de equivalencia en •x, entonces 

( x , y ) e µ1 y así µ1 ( x ) = µ1 ( y ) . Por último , por ser X de Hausdorff 

se tiene que x = y . 

Por lo tanto a, f3 e µ 1 (x) 

Pero como Zf, y Zf, inducen la misma topología , tenemos que V x e X 

µ1 (x) = µ,(x), y así a, f3 e µ2 (x). 

Por lo tanto (a, f3) e µ2 • 

Análogamente se demuestra que µ, ¡;;; µ1 . 

Existencia 

Sea µ(x) la mónada de x, y 

1,.=LJ {µ(x)xµ(x)lxeX} 
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Entonces 

( 1 ) A es una relación de equivalencia. 

A es reflexiva ya que : 

ESTA TESIS NO BEBE 
SAlll BE LA BlllLIITECA 

Dada a e •x, por ser X compacto, existe x e X tal que a e µ(x), 

y por lo tanto (a,a)e(µ(x)xµ(x))¡;;i... 

Claramente es simétrica. 

Es transitiva , ya que : 

Si ( a , 13 ) , ( 13 , -¡ ) e A entonces ( a , 13 ) e µ ( x ) x µ ( x ) y 

( 13 , y ) e µ ( y ) x µ ( y ) para alguna x e X y alguna y e X .De lo 

anterior tenemos que 13 e µ ( x ) r, µ ( y ) . Pero como X es 

Hausdorff, entonces x = y . 

Por lo tanto (a,y)eµ(x)xµ(x)¡;;i... 

(2) i..(y)=µ(y) 'vyeX 

Como X es Hausdorff, entonces µ ( x ) r, µ ( y ) = $ si x ,e y . 

Así que six,ey entonces (µ(x)x µ(x ))(y)=$. Por lo tanto: 

¡,_ < Y J = [ u ( µ < x > x µ e x > ) ] < Y J = (µ < Y > x µ < Y > )e Y J = µ < Y > . 
xtX 

( 3 ) Sea Zf = J ( i. ) = { V ¡;; X x X 1 ,. ¡;; •v } el filtro en X 

generado por A . 

Demostraremos que i.. = g (J ( A )) , y así tendremos que Zf es 

una uniformidad. 

( i ) Claramente A ¡;; g (J ( A )) . 

(ii ) g (J ( i.. )) ¡;; i. 

Sean a, 13 e •x , y supongamos que ( a, 13 ) i! A . 
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Como X es compacto a eµ (x) y p e µ (y) para alguna x e X 

y para alguna yeX,con x;,ey. 

Exhibiremos V e J ( A ) tal que ( a , p ) l" *V y así 

(a,P) i! g (J( ")). 

Como X es Hausdorff y compacto, entonces X x X es Hausdorff y 

compacto , ó es cerrado en X x X y de aquí a es compacto . 

Como ( x , y ) "' ( z , z ) para cada z e X (por ser x ;,e y ), 

entonces , por ser X x X Hausdorff, para cada z e X existen 

H, , K, y G, , abiertos en X , tales que ( x , y ) e H, x Kz y 

( Z, Z) E Gz x G, y (Hz X K,) n (Gz x Gz) = el> . 

Ahora, puesto que ó 1;;; U ( Gz x Gz ) y ó es compacto 
:~x 

entonces existen z1 , ••• , z. e X tales que 

a e (Gz X Gz ) u ... u (Gz X Gz ) . 
- 1 1 11 " 

Entonces tenemos que ( x , y ) E ( (l Hz, )x( (l Kz, ) y así 
1-1 , □ ! 

(a ,P) e •[((l H,, )x((l Kz,)] 
, "I , .. 1 

y como ((l Hz, )x((l Kz,) í'l (U (Gz, x G,, )) =el>, entonces 
'"' ,,,¡ ,.,¡ 

(a, P) i! •((J (Gz, x G,, )) . 
,~1 

Pero V=(LJ (G,,xGz,l)eJ(},) y ).1;;;*V. 
,:1 

Por lo tanto ( a , p ) e g (J (). )) . 
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Resumiendo, hemos demostrado que A= g (J ( A )) es una relación de 

equivalencia , y por lo tanto Zf = J ( A ) es una uniformidad (teorema 

3.2.1) y por (2) de la demostración 't = 't ( Zf ). 

J 

Es fácil ver que hay espacios compactos que no son uniformizables : 

Si X = { a , b } y 't = { 0 , X , { a } } , ( X , 't ) es compacto pero no 

uniformizable . 

El próximo teorema nos muestra que en el caso de que la topología 

de un espacio compacto ( X , 't ) esté inducida por una uniformidad ésta 

debe ser única . 

Teorema 3.2.17.- Sean (X, 't) compacto y 11, , 11, uniformidades 

compatibles con t . Entonces 11, = 11, . 

Demostración 

Sean µ y A las relaciones de equivalencia en •x inducidas por 11, y 

11, respectivamente . Tenemos que para cada x E X , 

Mon ( X ) = µ ( X ) = ,. ( X ) 

Como X es compacto entonces para cada a e •x existe x E X tal que 

a e µ ( x ) = A ( x ) . Esto último implica que µ = A y de aqtú 

concltúmos que 11 , = 11, 

81 



EJEMPLO 

U san do los resultados anteriores en el caso de un anillo de Dedekind D 

con la topología P-ádica inducida por un ideal primo P , podemos 

construir la completación descrita en [ Robinson 2 ) , como caso particular . 

Sea D un anillo de Dedekind y P un ideal pruno de D . La topología 

P-ádica sobre D es la topología que tiene como sistema fundamental de 

vecindades del cero al conjunto de potencias del ideal P . Con esta 

topología D se comierte en un anillo topológico y más aún , la 

topología está inducida por la uniformidad Zf ( P ) con base de 

conectores los V. = { ( x, y) e D x D I x - y e P" } . En este caso •o es 

también un anillo, •p un ideal primo y la mónada del cero es : 

µ,(0)=µ,=íl {*(P")lneN} 

que permite , por aditi,idad , describir las mónadas de los demás 

elementos de • D , como : 

µ, (a.)=a.+µ, 

En este caso se demuestra además que µ, es un ideal pnmo de •o y 

que µ, /"\ D = {O}. 

Consideremos ahora nuestra completación , teniendo en cuenta las 

siguientes inclusiones : 

Dk e, k •o 
donde C, = { a. e *D I i ( a) k µ,(a) } . 
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. En este caso, C, es un subanillo de *D, ya que: 

Si a, J3 e C, , entonces i (ex) s:; µ,(a) e i ( J3) s:; µ,( J3 ), y por el 

teorema 3.2.10 

\1 n e N 3 x e D x - a e *( p· ) y 

\1 n e N 3 x e D x - J3 e *( P" ) , 

así que 

( 1 )(x+y)-(a+J3)e *(P") y, por lo tanto, i(a+J3)s:;µ, (a+J3) 

( 2 ) xy - aJ3 = ( x - a)( y - J3) + a( y - J3 ) + J3( x - a) e *(P" ) y así 

i(aJ3)s:;µ, (aJ3) 

Ahora , C, / µ, es la completación tradicional de D · en la topología 

P-ádica. 
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