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Introducción 

En este trabajo daren1os algunas de1nostraciones de un teorema sobre grupos simétricos que 

afinna lo siguiente: 

Toda permutación 1r de n letras se puede descomponer como un producto de n - r trans

posiciones, donde r es el número de ciclos ajenos de rr, y cualquier otra descomposición de 1r 

co1no producto de transposiciones tiene al 1nenos n - r factores. 

En esta tesis daremos tres demostraciones para el teore1na citado anteriormente. 

El priiner capítulo está dedicado a conceptos preliminares. 

En el segundo capítulo damos una demostración de este teoren1a utilizando la teoría de 

grupos. 

En el tercer capítulo que es la parte central de este trabajo) presentamos una demostración 

basada en un artículo de George 1Iackiw. En esta demostración se hace uso del álgebra lineal. 

El cuarto capítulo está relacionado con la teoría de gráficas. Se tnanejan conceptos relacio

nados con las gráficas, gráficas conexas, árboles y se da una tercera demostración del teoren1a 

citado. 

La descomposición de una pern1utación co1no un producto mfni1no de transposiciones no es 

lÍnica, así que en el quinto capítulo, como curiosidad maten1át.ica y por estar relacionado con 

las descon1posiciones mfnilna..c; de una permutación, containos el nlÍmcro de formas distintas en 

que un ciclo de longitud n se desco1npone co1no producto inínimo de transposiciones. 
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Capítulo 1 

Resultados preliminares 

Algunos resultados necesarios sobre la teoría de grupos. 

A tnancra de reseña histórica, fueron tres las áreas de la rnatemát.ica que in1plicita1nente 

usaron la noción de grupo antes de que ésta existiera plenamente. 

En la teoría de ecuaciones, Lagrange consideró las raíces de un polino1nio y sns pernntta

ciones como herranüenta para resolver ecuaciones. 

Por otra parte Euler consideró las propiedades que presentaban los residuos obtenidos al 

dividir un número an entre un primo p, y operarlos con la multiplicación. También Gauss notó 

que la composición de formas cuadráticas daba origen a otras formas cuadráticas. 

En el siglo XIX, el estudio de invariantes bajo ciertas transfonnaciones. <lió origen al grupo 

lineal general. 

Fué a finales del siglo XIX cuando se dió una noción clara del concepto de grupo, debido a 

los trabajos de \Valter Van Dick y Heinrich \Veber. 

Es in1portante hacer notar que las permutaciones fueron una de las áreas en que se con1enzó 

a forn1ar la noción de grupo. 

Por otro lado, las pern1utaciones en si mismas tienen un pasado 1nucho mas lejano. En el 

Libro de la Creación (Sefer Yetsirah en hebreo) existe un proble,na en que se intent.a contar el 

nún1ero diferente de arreglos o sucesiones que pueden fonnarse con cierto número de letras del 

alfabeto. Esto ocurría alrededor del siglo \'111 A. C. 

Ya para C'l siglo XIII la noción de pernuitaciones tonta ,nas sentido y fonna de tal n1odo que 

el 1naten1ático y filósofo francés Levi Ben Gerson da una prueba rigurosa de que el nún1ero de 
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pennutaciones de un conjunto con n letras es exactamente n!. 

Pué el francés Agustín Louis-Cauchy quien sienta las bases para el estudio de permutaciones. 

El le llamó 11 cálculo de substituciones". Tatnbién a él se debe la mayoría de la notación de 

pennutaciones utilizada en nuestros días. Algunos de sus trabajos fueron sobre los ciclos de 

una permutación 1 sobre las transposiciones, definió el producto de pennutaciones, así como la 

distinción entre pern1utaciones pares e impares. Probó la existencia del grupo alternantc.!5]!14] 

Ahora enunciaremos las definiciones necesarias para el presente trabajo. 

Definición 1 Sea G un conjunto y* una operación binaria en G. (G 1 *) es un grupo si se 

tiene que pam todo a, b, e E G 

-a*(b*c) = (a*b)*c. 

-Existe e E G tal que e* a= ª*e= a para toda a E G. 

-Para cada a E G existe y E G tal que a* y =y* a = e. 

Si además la operación* resulta ser con1nutativa, est0 ~s que ª*b = b*a, para todo a, b E G 

entonces diremos que (G,•) es grupo abeliano. 

Si (G, *) es un grupo, ta1nbién se puede decir que Ges un grupo con la operación* y por 

abuso de notación (G, •) se escribe silnplen1ente co1no G. 

Definición 2 Sea G un grupo y H C G, H f:. 0, H es subgrupo de G si H forma un grupo 

con la operación en G. 

Ejemplo 3 El conjunto de números enteros Z con la suma usual + es un grupo abeliano. 

Ejemplo 4 El conjunto de números racionales diferentes de cero Q~ {O} con el producto usual 

x es un grupo abeliano. 

Ejemplo 5 El conjurito de rnatrices invertibles de 2 x2 con elentcntos racionales con el producto 

nsn: :e (~'i:eY'. :':(p~ :'° :b}iano Si considcmmos 

:~i:•r=c: -: ) ~ ( -1 : ) ~ BA 
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Ejemplo 6 Sean un conjunto no vacío y definimos Sn = {f: n--+ n I f es biyectiva} 

El conjunto Sn con la operación composición de funciones forma un grupo llamado el grupo 

simétrico de íl. 

Definición 7 Sea X un conjunto. La cardinalidad de X es el número de elementos de X y se 

denota por JXJ. 

Proposición 8 Si n es un conjunto y ¡n¡ ~ 3 entonces Sn no es abeliano. 

Demostración. Co,no ¡n¡ ~ 3 elegimos a, b, e E n distintos. 

Consideremos f,g: n--+ íl definidas.por: 

11,1-j 

Claramente f, g E Sn pero 

gof(a) =g(b) =a 

f og(a) = J(b) = e 

b 

e 

a 

X 

six=a 

si X= b 

si x = c 

si x ,f. a,b,c 

,1,,-1 
b 

a 

e 

X 

Por lo tanto g o f ,f. fo g. Así Sn no es conmutativo. • 

si x = a 

si X= b 

si x = c 

si x ,f. a,b,c 

Definición 9 Si n es un conjunto con n elementos, a Sn lo denotamos por Sn y se le llama 

el grupo simétrico de grado n. 

Si IOI = n entonces ISnl = n!. Para probar este resultado haren1os uso de algunos resultados 

de la teoría de grupos. 

Definición 10 Si G es un grupo, H es un sv.bgrupo de G y a E G entonces el conjunto 

aH={ahJhEH} 

es una clase lateral izquierda de G. 
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Teorema 11 Si G es un grupo finito y H es un subgropo de G entonces 

IGI = IHl·A 

donde A es el núrnero de clases latero.les izquierdas de H. 

Una den1ostración de este resultado puede hallarse en [5] y en [8]. 

Proposición 12 Sea O un conjunto yx E O. El conjunto H = {f E Sn I f (x) = x} es subgropo 

de So. 

Dernostración. La coinposición de funciones es asociativa. 

Sea e E Sn tal que e (y)= y para todo y E D. En particular e (x) = x, por lo tanto e E H. 

Si f E H entonces f (x) = x. Por ser f biyectiva existe ¡-1 E Sn tal que ¡-1 f = e) pero 

x = e (x) = ¡-1 f (x) = ¡-1 (! (x)) = ¡-1 (x). 

Si f,g EH entonces fg EH ya que (fg) (x) = f (g(x)) = f (x) = x. 

Por lo tanto Hes subgrupo de Sn. • 

Proposición 13 Sea¡¡ un conjunto, x E¡¡ , H ={/E Sn I f (x) = x ). g E Sn, g (x) = y. Si 

9 1 E Sn entonces g' (x) = 11 si y sólo si 9-191 E H. 

Demostración. Como g (x) = y y g1 (x) = y entonces g' (x) = g (.r.) de donde g- 191 (x) = x y 

así 9- 191 E H. 

Inversamente si g- 1 9 1 EH entonces g- 1 9 1 (x) = x de donde 9 1 (:i·) = g (x). • 

Corolario 14 Sea O un conjunto, x E O, H = {f E Sn I f (x) = x}. 92,91 E Sn e11tonccs 

91 (x) = 92 (x) si y sólo si g1H = 92/f. 

Demostración. 91 (x) = 92 (x) si sólo si 92 191 EH si y sólo si 92 (g2 1g1) E g2H de donde 

g1 E g2/i y entonces g¡H C g2H. A11álogan1ente se obtiene g2H C g¡H. • 

Proposición 15 Sea x E O, g E Sn tal que g (x) = y si H = {f E Sn I f (x) = x} entonces 

g1 (x) = y si y solo si 91 E gl-1 = {gf I f E J/}. 
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Demostración. Si g' (x) = y entonces g-1g' (x) = g-1 (y) = x de donde g-1g' E H. Sea 

g- 191 = h entonces se tiene que 91 = gh E gH. 

Inversamente sea g' E gH entonces g1 = gh para alguna h E H y se tiene que 

g'(x)= gh(x)= 

g(h(x)) = 

g(x)=y• 

Sea x E !1, H ={!E Sn I f (x) = x). Sea Sn/H = {gH I g E Sn}, definamos 

tal que para cada y En, r,p (y)= gil con g E Sn tal que g (x) = y. 

Por el corolario anterior se tiene que r..p es función. 

r..p es biyección. 

Claramente r..p es sobre porque si gH E Sn/ H tal que g (:z:) = y entonces por definición 

,p(y) = gH. 

e.pes inyectiva porque si r..p(y1) = r..p(y2) seang1 (x) = Y1 y 92(x) =Y2 y entonces g1H = g2H 

pero por la proposición 13 g; 1g1 E H y entonces 9;¡ 191 (x) = x de donde 91 (x) = 92 (x) y por 

lo tanto y1 = Y2· 

Observación 1 Si A= ISn/ HI entonces por lo visto anteriormente A= 101. 

Con lo anterior estamos en condiciones para demostrar el siguiente teorema: 

Teore1na 16 Si 1111 = n entonces ISnl = n!. 

De1nostración. Por inducción sobre IOI . 
Si in¡= 1, n = {a}, la llnica función biyectiva posible es e: n--+ n definida por e (a)= a. 

Por lo tanto ISnl = 1 = l! 

Supongan1os que O es un conjunto con k cle1nentos y ISnl = J.:!. 

Sea ahora O' un conjunto con k + 1 ele1nentos, x E 0 1
• 

Sen H ={!E Sn• 1 /(x) = x). Hes snbgrupo de Sn•. 
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Consideremos el conjunto n = O' - {x}, por hipótesis ISnl = k!. En forma natural se puede 

construir una biyección de H en Sn, la biyección es la restricción de cada o: E Sn, a Sn. 

Por lo tanto !HI = k! 

Po, el teocema 11 ISnl = IHI A. 

Por la proposición anterior el nú1nero de clases laterales izquierdas de H en n' es el núrnero 

de elcn1entos de O', es decir, A = k + l. 

Por lo tanto ISn•I = k! (k + !) = (k + !)! • 

Definición 17 Sea G un grupo y n un conjunto. Una acción del gru¡,o G en el conjunto n es 

una función t.p : G xn --+ O tal que si se· denota t.p (g, x) = g (x), entonces 

i) e(x) = X para todo X E 0. 

ii) (9291) (x) = 92 (91 (x)) para todo x E íl, 91,92 E G. 

En este caso decirnos que n es un G-conjunto. 

Ejemplo 18 Sea G un grupo y n = G. La acción r.p: G x G--+ G definda como i.p(h,g) = 

h-1gh se llama conjugación. 

Definición 19 Sea G un grupo y n un conjunto. G actúa transitivamente sobre n si para 

cada x,y E O, existe g E G tal que g(x) = y. 

Algunos resultados necesarios del álgebra lineal. 

Definición 20 Sea \í un espacio vectorial sobre el carnpo ¡\· y T : 1í - V una función lineal. 

Un valor propio ). de T es un escalar tal que existe v E \í con v =f. O, tal que T (v) = >.v. El 

vector v es un vector propio de T. 

Definición 21 Sea R el campo de los números reales y V un espacio vectorial sobre R. Un 

producto escalar sobre V es una función (,) : V x V - R, tal que si u, v, w E V y n E R se 

tiencrt las siguientes propiedades: 

i) (11 + w, v) = (-u, v) + (w, v) 

;;J (m,, v) = a (u, v) 

iii) (u, v) = (v, u) 

iv) (u,u) ~ O y (u,u} = O solo si u= O. 
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Ejemplo 22 Sean u= (x1,x2, · · · ,xn), v = {Y1,Y2, · · · ,Yn) E R". La función 

n 

(u,v) - ¿x,y; 
i=l 

define un producto escalar, llamado el producto escalar canónico de Rn. 

Definición 23 Sea V un espacio vectorial sobre K, V con producto escalar {i). u,v E V son 

ortogonales si (u, v} = O. 

Algunos resultados de la teoría de gráficas. 

Definición 24 Sea X un conjunto no t•ac(o. Una grúfica de X es una pareja ordenada 

g = (\", A) con V C X, V f 0 y A = 0 ó A un conjunto de parejas desordenadas 

de elementos distintos de V. Los elementos de V se llaman los vértices de la gráfica 9 y los 

elementos de A se llaman las aristas de la gráfica g. 

Cada gráfica g = (V, A) de X se puede representar en R 2 (el plano) de la forma siguiente: 

Cada vértice v E V se representa co1no un punto p de R 2. Vértices v1, t 12 E\/ con v1 f v2 

se representan por puntos PI,P'l diferentes. 

Sil E A, es decir, si l = { v1, v2} E A, l se representa como el segmento de recta L C R 2 que 

une a p¡ y p2 1 con p, el punto que representa a v¡, i = 1, 2. 

Ejemplo 25 Si g =(\,..,A) es una gráfica con 

y l1 = {v1,v2}, l2 = {v¡,v3}, h = {v¡,v,1}, [4 = {v3,v4}, ls 

{ t15, V7}, 9 se puede representar de la siguiente fo17na. 

9 

{v,,rs), lo {rs,r,}, 11 



l, 
v, 

v, 

Representación de una gráfica 

Definición 26 Una subgráfica de una gráfica g = (V, A} de X, es una gráfica Q' = (\í', A') de 

X tal que V' e V, y A1 e A. 

Si g = (V, A) e.s una gráfica de X y l = { v1, v2 } E A se dice que la arista l une a v1 con v2 

y <lenotan1os l = v1 v2 

Definición 27 Dos vértices v1, v2 E \1 son adyacentes si existe una arista l en g que une t't 

con v2. 

Observación 2 Si 9 =(V,A) es una gráfica y v 1 ,v2 E V diferentes entonces v1 y Vz pueden 

estar unidos a lo más por una arista. 

Definición 28 Un camino en una gráfica g es una sucesión de alguna de las siguientes formas 

C1 = {111} ó C2 = { V¡, V1V2, v2, ... , Vk-l'Vk, Vk} k ~ 2 y {v1, v2, · · ·, t'k} vértices de Q. Diremos 

que el camino e une v1 con t'k· 

Definición 29 Un vértice v 1 en una gráfica g = (V, A) es vértice tenninal si existe uno y sólo 

un vértice U¡ E l' adyacente a t'1-

Definición 30 Un carnina de una gráfica g es cermdo si es de la for·rna C1 {vi}óC2= 

{v1, 111v2, V2, ... , Vn-tVn, vn} con n ~ 3 y l'u = l'¡. 
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Definición 31 Una gráfica es conexa si para cada par de uértices v 11 v2 E V, existe un camino 

C que une V1 con Vz. 

Definición 32 Una gráfica es disconexa si no es conexa. 

En el ejemplo 25 se tiene una gráfica conexa. 

Definición 33 Un ciclo en una gráfica es un camino cerrado C con tres o 1nás vértices distin

tos. 

En el ejemplo 25 se tiene un ciclo fon11ado por los vértices v1, v3, v4 y las aristas correspon

dientes. 

Ejemplo 34 Si g = (V,A) es una gráfica con V = {v1,v2,V3,V4,V5,VG,v1,vs,v9} y A= 

{l1,l2,l3,l4,l5,l6,'1} con l¡ = v1v2, b = V2V4, lJ = V1V3, l4 = V3V5, ls = VJ'L'6, [5 = V¡Vg, 

l¡ = v8v9 , entonces es disconexa pues no existe un camino que une V5 con t'g. 

V 1 V 2 

v, v, 

v, 

Gráfica disconexa 

Con lo visto anterionnente, estamos en condiciones de definir una estructura importante en 

la teoría de gráficas. 

Definición 35 Un árbol es 111la gráfica conexa sin ciclos. 

Ejemplo 36 g = (V,A) con V= {v1,V2,V3,V4,V5,t'¡¡} y A 

l2 = V1V3, l3 = V1V4, l4 = v3t'5, l5 = 1,•3v6, es un árbol. 
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v, 

v, v, 

v, 
v, 

Teorema 37 Si g 

equivalentes: 

(V, A) es una gráfica con n vértices, las siguientes afirmaciones son 

i) Q es un ár·bol. 

ii) g conexa con n - 1 aristas. 

iii) g no posee una subgráfica propia conexa y que contenga los mismos vértices que Q. 

iv) Q es conexa y para toda arista l E A, la subgráfica Q' = (V, A'), con A' = A - {!} es 

disconexa. 

Demostración. i) - ii) g es conexa por ser árbol. Con10 g es conexa y con n vértices 

entonces Q tiene al menos n - 1 aristas. Como en Q no hay ciclos, el número n1ínimo de aristas 

esn-1. 

ii) - iii) Sea Q1 una subgráfica propia de Q con los nüsmos vértices que Q1 entonces el 

número de aristas de Q' es menor que el número de aristas de Q, es decir, Q' tienen vértices y 

menos de n - 1 aristas, por lo tanto 9' no es conexa. 

iii) - iv) Sea l E A, consideremos la subgráfica Q' = (V1 A') con A'= A - {l}. 

Por hipótesis g no contiene subgráficas conexas con n vértices y por lo tanto la subgnHica 

Q' es disconcxa. 

iv) - i) Por hipótesis Q es conexa, por lo tanto resta probar que Q no tiene ciclos. 

Supongamos que existe un ciclo C en Q con C = {v 1,v1v2 1 v2, ... ,vk-IVk,Vk} el ca,nino 

correspondiente. Por ser C un ciclo entonces los vértices son diferentes y k - 1 ~ 3. La gráfica 

r;¡i que se obtiene de Q al eleinlinar cualquiera de las aristas v1v1+1 es conexa, lo que es una 
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Capítulo 2 

Descomposición de permutaciones 

como producto de transposiciones l. 

En este capítulo se da una demostración del teore111a que afirma que el nú1nero míniino necesario 

de transposiciones para descomponer una permutación tr E Sra, 1r i- e, es n- r con r el número 

de ciclos ajenos de íT incluyendo los posibles ciclos triviales. En la demostración se hace uso de 

algunos resultados sobre grupos de permutaciones. 

En la proposición 8 se probó que si n es un conjunto con más de tres elementos, el grupo 

si1nétrico Sn no es abeliano. Fáciln1cnte se puede probar el siguiente resultado. 

Proposición 38 Si [OI = 1 6 2 entonces el gnlpo Sn es abeliano. 

Demostración. Sea D ={a}, IDI = 1 entonces Sn ={e}. Donde e (a)= a. 

Sea íl = {a,b), líll = 2 entonces Sn ={e,!). Donde 

e (a)= a, e (b) =by f (a) = b,f (b) = a. 

Observan1os que ef(a) = e(b) =by por otro lado fc(a) = f(a) = b, entonces ef(a) = 

fe(a). 

Verificando para b tenemos: ef (b) = e(a) =ay fe (b) = f (b) = a, entonces ef (b) = fe (b). 

Por lo tanto ef = fe y Sn es abcliano. • 

De las proposiciones 8 y 38 se tiene que el grupo siinétrico Sn no es grupo abeliano excepto 

para los casos IDI = 1 o 2. 
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La notación usual para una permutación 1T E Sn es la siguiente: 

( ª' ª' 
rr = rr(ai) rr(a2) 

donde en el prin1er renglón se colocan los diferentes ele1nentos de O y en el segundo renglón se 

colocan las imágenes de a¡ bajo 1T. 

Ejemplo 39 Si O= {1,2,3} entonces los elementos de Sn = S3 son: 

rr 1 = ( : ~ : ) , rr, = ( : : : ) , rr3 = ( : : : ) , 

"' = ( : : : ) 'rr, = ( : ~ : ) 'rr, = ( : : : ) 
Donde n 1 es la identidad en S3. 

Definición 40 Sean n E Sn y a E O, definimos la órbita de a bajo 1T como el conjunto 

O(a) = {rrn (a) 1 n E Z} 

Observación 3 Si a E O, O finito, 1r E Sn entonces existe un entero l, que depende de a, tal 

que n1 (a) = a. 

Si k es el entero positivo mínimo tal que nk (a) = a entonces la órbita de a bajo n, es el 

conjunto O(a) = (a,"(a),rr2(a),···,rr'-1 (a)). Notamos que si i #J, i < k, j < k entonces 

n' (a)#,; (a). 

Observación 4 Si a,b E O, ]01 = n, 1i E Sn y b no está en la órbita de a bajo n, entonces la 

órbita de a y la órbita de b bajo 7r son ajenas. 

Observación 5 {B(a) 1 a E O} es una partición de O. 

Definición 41 Un ciclo rr de 7r es la restricción de 7r a una órbita 8 (a) de algtín elemento 

aE 0. 

Si e (a)= {a, rr (a), rr2 (a), .. ·,,•-• (a)} a se denota como 
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y se dice que () (a) e.s la órbita de a. 

Observación 6 Si a1 ,a2,···,ak En diferentes, el arTeglo ordenado 

denota a la permutación 'Tí E So tal que 'Tí (a1) = a2, 7r (a2) = a3, ... , 1r (ak-1) = ak, 7r (ak) = a¡, 

y 1r (x) = x para toda x E n - {a1,a2 , · · · ,ak}. Es inrnediato que /3 es un ciclo de tr. 

Observación 7 Si a = ( a, 1r (a), 1r2 (a),··· , r.k-l (a)) es un ciclo de 1r E Sn, se puede pensar 

como una pennutación a E So tal que 

{ 

a; (x) si 
"(x) -

X SÍ 

x E { a, ,r (a), ,r2 (a), ... , ,rk-t (a)} 

x </e { a, ,r (a), ,r2 (a), ... , ,rk-1 (a)} 

Definición 42 Sean 7T E Sn, a¡ y a2 dos ciclos de 1r. '71 = (a1, a2, ···,ar) ya2 = (b1, b2, · · ·, bs) 

son ajenos si {a1, a2, ···,ar} n {b1, b2, · · · ,bs} = 0. 

Observación 8 Si los ciclos a 1,a2 E So son ajenos, entonces t11a2 = a2a1. 

Teorema 43 Sean un conjunto con n elementos. Todo 1r E So se puede escribir como producto 

tle ciclos ajenos en forma única, excepto por el orden en que aparecen los ciclos. 

Demostración. Inducción sobre el n1ín1cro de órbitas de 1r. 

Si 1r E So tiene sólo una órbita, sea a 1 E íl, entonces O=() (a 1) sea a 1 el ciclo obtenido a 

partir de fJ(a¡) y entonces 7r = a1. 

Supóngase que el resultado es cierto para r. con k órbitas. 

Sean 1r E So una pennutación con k+ 1 órbitas, a, E O, entonces considerernos 7f E Sn-O(ai) 

definido por W(a) = 1r (a), entonces 1f es una pennutación con k órbitas y por hipótesis de 

inducción 7i' = p1p2 · · · Pk es producto de k ciclos. 

Nótese que 7r = 1fa¡ = p1p2 • • · Pkªl con a¡ el ciclo obtenido a partir de O (a¡). 

Por lo tanto 1r es producto de k + 1 ciclos. 

Co1no {B(a) 1 a E O} es una partición de fl, cada B(a1) da origen a un único ciclo ªi· 

Como O es finito existe un número finito de órbitas ajenas de tr. De aquí se tiene la des-

co1nposición única en ciclos, salvo por el orden de los factores. • 
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Ejemplo 44 Sea 1r = ( 
1 2 3 

) en 53• La órbita de 1 es el conjunto 
3 1 2 

B(l) = {I,cr(l),cr2 (1)} = {1,3,2} 

O= 8 (1) y así podemos escribir a como el ciclo (1, 3, 2). 

Ejemplo 45 Sea :,r = ( 
1 2 3 

) en 83. La órbita de 1 es el conjunto 
1 3 2 

B(I)={l} 

La órbita de 2 es el conjunto 

0(2) = {2,o(2)} = {2,3) 

En este caso¡¡= (Bl) U B (2) y podemos escribir ,r como el producto de ciclos (!) (2, 3). 

Definición 46 Definünos la longitud de un ciclo a= (a1,a2,a3,· ·· ,ªk-I,ak) E Sn como el 

número de elernentos en la órbita de a. 

En los ejemplos anteriores, el ciclo (1,3,2) es de longitud 3. Los ciclos (1) y (2,3) son de 

longitud 1 y 2 respectivamente. 

Si un ciclo es de longitud k, lo llamaremos un k-ciclo. 

Definición 47 Sean 1r,p E Sn. 7r y p son conjugados si existe TE Sn tal que 7r = r- 1pr. 

Teorema 48 Sean 1r, p E Sn. 1r y p son conjugados, si y solo si 7r y p tienen la misma estructura 

c{clica1 es decir, si 1r y p se descomponen como producto de ciclos ajenos, 1r y p tienen el mismo 

número de ciclos ajenos y además los ciclos de 1r tienen la misma longitud que los ciclos de p. 

No se dará la prueba de este teorerna. Para una de1nostración de este tcoren1a consultar IS]. 

Observación 9 Si una permutación 1r E Sn tiene ciclos de longitud 1, se conviene en omitir 

estos de la desconiposición de r, como producto de ciclos ajenos. 
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Observación 10 Sea (a1,a2,···,an-l,an) E Sn un ciclo de longitud n. Observamos que los 

n-ciclos: 

111 = (a1,a2,···,an-1,an) 

a2 = (a2,a3,···,an,ai) 

son iguales, lo que implica que cada n- ciclo se puede escribir de n formas distintas. 

La observación anterior nos sirve para contar los ciclos de longitud n. 

Proposición 49 En S., existen (n - 1)! ciclos de longitud n. 

Demostración. Como n es un conjunto con n elementos, entonces se tienen n! ordenaciones 

de n, cada ordenación { a 1, a2, · · · , an} determina al ciclo ( a 1, a2, · · · , an), pero hay n diferentes 

ordenaciones que deterrninan al niisn10 ciclo, por lo tanto el número de n ciclos en Sn es 

!;t = (n - 1)!. • 

Definición 50 Definimos una transposición como un 2-ciclo. 

Teorema 51 Sean un conjunto finito con ]OI = n :::; 2. Sea 1i E Sn un J..:-ciclo. 1r se puede 

descomponer corno producto de transposiciones. 

Demostración. Si 1r = (a), sea b En- {a}, entonces 1r =(a)= (a,b) (a,b). 

Si 1r = (a1,a2,a3,···,ak-1,ak) con k:::; 2 

~ = (a1, a,)(a1. a,_,)·· · (a1, a3)(a 1, a,) . • 

Es fácil ver que esta descon1posición no es única. En el capítulo 5 contarc1nos las diferentes 

formas en que un n-ciclo se puede dcscon1poner como producto rnfnimo de transposiciones. 

Definición 52 La descon1¡iosici6n anterior se conoce como descornposición canónica de íT. 

De los tcoren1as 43 y 51 tene1nos el siguiente resultado: 
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Teorema 53 Si 1r = 1r11r2 .. ·1rr ::/=- e es un producto de ciclos ajenos, y 7r¡ es un k.¡-ciclo, 

entonces 7í se puede descomponer como un producto de n - r transposiciones. 

Demostración. Hemos visto que cada ,r¡ es un producto de ki - 1 transposiciones, por lo 

tanto 1r se descompone como un producto de 

t = (k, - 1) + (k, - 1) + · · · + (k, - 1) 

transposiciones, pero t = ( k1 + k2 + · · · + kr) - r = n - r. • 

Ejemplo 54 Sea O= {1,2,3,4,5,6}. 'Expresar ,r como producto de ciclos y tan1bién co1no 

producto de transposiciones donde 

Los ciclos de rr son (1,3), (2,4,6), (5). 

2 3 4 5 

4 1 6 5 

Entoncesrr = (1, 3)(2, 4, 6)(5) = (1, 3) (2, 4, 6) 

:) 

Como (2, 4, 6) = (2, 6)(2, 4), entonces rr = (1, 3) (2, 6) (2, 4). 

Nuestro objetivo es calcular el número mínimo de transposiciones necesarias para descom· 

poner una permutación tr E Sn, 

Observación 11 Sea e la identidad en Sn con IOI ~ 2 entonces se descompone como un 

producto de dos trasposiciones. 

Nótese que e= (a) = (ab) (ab) con a, b E¡¡ y a.¡, b. 

La demostración del teorema 51 garantiza que 1r un k-ciclo, con k ~ 2, 1r se descornpone 

co1no producto de k - 1 transposiciones. Resta probar que el producto de un número menor a 

k - 1 transposiciones, no da lugar a un k-ciclo. 

Definición 55 Sea O un conjunto y H un subgrupo de Sn. Decimos que H es subgrupo tran

sitivo sobre D si ¡iara cada a., b E n existe 1r E H tal que íT (a) = b. 
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Lema 56 Sea O un conjunto con n elementos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

i) Para n ;::: 2, n - 2 transposiciones no pueden generar un grupo con un subgropo cíclico 

transitivo sobre n. 
ii) Sea G subgrupo de So generado porn-2 transposiciones entonces G no tiene un n-ciclo. 

Demostración. i) => ii) Supongamos que existe un grupo de permutaciones G generado por 

n - 2 transposiciones y a E G un n-ciclo entonces H = (a) es subgrupo de G transitivo sobre 

n, Jo cual es una contradicción. 

ii) => i) Supongamos que n-2 transposiciones generan un grupo G' con un subgrupo ciclico 

K = (p) transitivo sobren, entonces la órbita de pes n y por lo tanto pes un ciclo de longitud 

n, esto contradice i i). • 

El siguiente teoren1a garantiza que para a un n-ciclo n :f 1, se necesitan exactan1ente n -1 

transposiciones con10 n1ínimo para desco1nponerlo. 

Teorema 57 Ningún grupo de permutaciones G cSn generudo por n-2 transposiciones tiene 

un n-ciclo. 

Demostración. Inducción sobre n. 

Paran= 2 sean= {a1,a2} un conjunto con 2 elementos entonces Tes un conjunto con 

2 -2 = O transposiciones1 es decir, T= 0 de ahí que (1) ={e}= G no puede tener ciclos de 

longitud 2. 

Supongamos que el teorema es cierto paran= k. Sin= {a1,a2,···,ak-1,a1,;} es un 

conjunto con k eleinentos, T = {a¡, a2, · · ·, ªk-2} es un conjunto con k - 2 transposiciones y 

G = ( 1) y entonces G no tiene k-ciclos. 

Considercn1os el caso n = k + 1, n = { a 1 , a2, · · ·, ªk-I, ak, ªk+l} es un conjunto con k + 1 

clc1nentos, T= { a 1, rr2, · · ·, ªk-l} es un conjunto con k - 1 transposiciones y sea G = ( 1) . 

Co1no Tes un conjunto con k - 1 transposiciones, entonces existe y E n tal que rr (y) = y 

para todo a E To existe sólo un rr E T tal que rr = (x, y) E T para algun x E T. 

Considercn1os O' = 11 - {y} y T' = T- {a} entonces O' es un conjunto con k clen1entos y 

T' es un conjunto con k - 2 transposiciones, por hipótesis de inducción ( T) no tiene k-ciclos 

que pertenezcan a So•. 
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El subgrupo generado por T mueve a. lo más un elemento más de O de los que mueve 

el subgrupo generado por T', por lo tanto el subgrupo generado por T no puede tener un 

(k +!)-ciclo.• 

Como consecuencia del teorema 57 tenemos la siguiente proposición: 

Proposición 58 El número necesario minimo de transposiciones par-a descomponer un ciclo 

de longitud n, n ~ 2 es n -1. 

La proposición anterior y el teorema 43 permiten obtener el siguiente teorema: 

Teorema 59 Sea 7r € Sn, 7r diferente de la identidad en Sn. 7r = a 1tr2 ···ar un producto de 

ciclos ajenos, entonces n-r es el número rninimo de transposiciones necesario paro de.scornponer 

7r como producto de tmnsposiciones. 
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Capítulo 3 

Descomposición de permutaciones 

como producto de transposiciones 11. 

En este capítulo probaremos usando técnicas de álgebra lineal que si 11 ~ 2, el nún1ero mínimo 

de transposiciones necesarias para descon1poner una permutación 1r E S11 , 71" diferente de la 

identidad, es n - r, con r el nún1ero de ciclos ajenos diferentes de 7í incluyendo los posibles 

ciclos triviales. 

Para este fin hacemos actuar el grupo 511 sobre R 11
• 

Sea J3 = {e1,e2, ···,en} la base canónica de R 11
• Para 1r E S11 y v 

definamos i.p : S11 x R" - R II tal que 

'P (1r,ta,e,) =n (ta,e,) = ta,e,¡,¡ 
t=l 1=l t=l 

e,., es una acción de 5 11 sobre Rn. 

Veamos que <pes en efecto una acción, para esto verificamos que se cumplen las condiciones 

de la definición 17. 

Sean a, p E S 11 entonces por definición 
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por otro lado 

Por lo tanto cp define una acción de de Sn sobre R". 

Nótese que esta acción se puede ver desde el punto de vista del álgebra lineal como la función 

lineal T1r : R" - R" definida por: 

T, (t a,e,) = t a;e,(i) 
1=1 l=l 

Esta transformación permuta coordenadas de elen1entos de R". 

La matriz asociada a T1r con respecto a f3 la base canónica de R" pertenece a una clase 

particular de matrices llamadas matrices permutación. 

Definición 60 Una matriz pennutación es aquella obtenida de la identidad mediante inter-

cambio de renyiones (columnas). 

Ejemplo 61 Si 11' = (1, 3) E S3 y f3 = {c1, e2,e3} es la base canónica de R 3, Tn: es la función 

lineal Tn: : R 3 - R 3 definida por 

T1r (e1) = en:(1) = e3 

T1r (c2) = en:(2) = e2 

T1r (e3) = e1r(J) = e1 

Obsérvese que si X = (:r1, x2, x3) ,entonces T1r (X) = (x3, x2, x1). 

Esta función lineal tiene la siguente matriz asociada respecto a {3: 

Esta niatriz se obtiene de la identidad al intercambiar el primer renglón con el tercero. ( o bien 

71rirncni cohunna con la tercera). 

Proposición 62 Sean 7r, <7 E Sn entonces Tu o T1r = Tu1r 
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Demostración. Es inmediata del hecho de que ip es una acción de Sn sobre R". • 

En particular si 1f = a 1a2···ar es un producto de r ciclos ajenos tenemos la siguiente 

igualdad: 

Proposición 63 Si 7r E Sn, 1 E R es valor propio de Tir. 

Demostración. Descompóngase 7r como producto de ciclos ajenos, y sea a= (a1,a2,· ·· ,ak) 

un ciclo de 7r, entonces el vector 

es un vector propio asociado al valor propio ,\ = l. 
En efecto 

T1r (u) = Tir (ea 1 + €a2 + · · · + eªk-t + eak) 

= €1r(a1) + Cir(az) + · · · + Cir(a.1,_¡) + €1r(a.1,) 

= e.,(a 1) + e.,(az) + · ·' + eu(a.1,_ 1) + Cu(a.1,) 

= 1t 

Esto es, u es un vector propio de Tir asociado al valor propio ,\ = l. • 

Observación 12 Si 11" E Sn, se descompone como un producto de r ciclos ajenos a1,a2, · · · ,ar1 

por cada ciclo a¡ i = 11 2, · · ·, r podemos construir un vector propio u.,, asociado al valor propio 

,\ = l. La contru.cción es la hecha en la demostración de la proposición anterior. 

Definición 64 Si 11" E Sn, al conjunto {v E R" J Tir (v) = v} lo llamamos el espacio propio de 

T.,, asociado al valor ,\ = 1 y lo denotamos por V,7 . 

Ejemplo 65 Sean= ( 
1 2 3 

) E S3, 1r = (1, 3) (2). La función lineal Tir es la dada en el 
3 2 1 

ejemplo 61. u 1 = e 1 + e3 y u2 = e2 son vectores propios de T.,, asociados al valor propio>..= l. 

Los vectores 1t1 y u2 forman una base para el espacio propio \í.,,. 

Clar(Lrnente el conjunto { 1t1, u2} es linealrnente independiente, por lo que es suficiente probar 

que si X E R 3 tal que X E V.,, entonces es combinación lineal de 111 y 112. 
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Tir (x1, x2, x3) = Tir (xi e¡ + x2e2 + X3e3) 

= x 1T'lf (e1) +x2T1r (e2) + x3T1r (e3) 

= x1 e,..(1) + x2eff{2) + x3eff(3) 

= X1 e¡{l,3}(2)1(1) + x2e[(I,3){2)](2) + x3e¡(1,3)(2)](3) 

= x1e3 +x2e2+x3e1 

= (x3,X2,x1) 

,le lo anterior tenemos que (x1,X2,X3) =:= (x3,x2,x1) así que x1 = x3 y entonces 

(x1,x2,x3) = (x3,x2,x3) 

= x3 (e1 + e3) + 1·2e2 

Por lo tanto {u1,u2} genera al espacio propio V1r. y conclu111os que {u1,u2} es base de Vrr. 

Ejemplo 66 Para n = (1, 3) (2, 5) ( 4) E 55. 1t1 = e1 + e3, 112 = e2 + es, y U3 = c4 son vectores 

propios de T,.. correspondientes al valor ,\ = l. El conjunto de vectores {u¡, u2, u3} es base para 

el espacio pnJpio V,... 

El conjunto {u1, u2 , ti3 } es linealmente independiente pues si 

entonces 

la cual es una combinación lineal de elementos de la base canónica de R5 y por lo tanto µ1 = O, 

con i = 1, 2, 3. Por lo tanto { ?tJ, tt2, u3} es linealmente independiente. 

Se puede probar que el conjunto {u 1,112,u3 } genera el espacio propio cisociado a \íir con el 

mismo argumento al empleado en el ejemplo 65. 

Ejemplo 67 Sea 1f = (2, 3, 5) {1, G) {4} (7) E S1. tt1 = c2 + e3 + e5, 112 = e1 + e¡¡. u3 = e,1 y 

u4 = e7 son vectores ¡iropios asociados al valor>.= l. Esto8 t"ectores forrnan una bcisc paro V1r. 
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Los ejemplos anteriores sugieren la siguiente proposición: 

Proposición 68 Sea tr = a1a2···Gr E Sn con a1,a2,···,ar los ciclos ajenos de 'IT, inclu

yendo los posibles ciclos triviales. Si 1.q, u2, · · · , ur, son los r vectores propios obtenidos según 

la observación 12 entonces { u 1 , u2, · · · , Ur} es base del espacio propio V:ir y por consiguiente 

dimV11' = r. 

Demostración. Escribamos los ciclos a¡ co1no a¡= {a1,1,a1,2, · · ·, ai,a,), es decir, 

a1 = (a1,1,a1,2, · · ·, a1,a1) 

a2 = '(a2,1, 02,2, · · · , a2,!2) 

Según la observación 12 el vector u¡ correspondiente al ciclo a 1 es: 

U¡ = ea,, 1 + ea,,2 + · · ·+ea,,•; 

Si ¡,1 U¡ + J"'"JU2 + · · · + JlrUr = O entonces 

,, 
= ~e" L.., l,J 

j==l 

Jt¡ UJ + Jl2U2 + · · · + µrur = Jl¡ ( [:j~l ea1,j) + 

+JL;? (Lj~l e'12,j) + ··· + JLr (LJ~1 ear,j) 

= L~=l I:j~l Jt¡ea;,j = O 

Esto es una combinación lineal de los elen1entos de la base canónica de Rn igualada a O y 

entonces /t¡ = O para toda i = 1, · · ·, r. 

Por lo tanto { u 1, u2, · · ·, Ur} es linealrnente independiente. 

Falta probar que { u1, «2 1 • • ·, ttr} genera al espacio propio ·v,,.. 
Si f3 = { e 1 , e2 , · · • , en} es la base canónica de R n cambie1nos el orden de {3 de tal forma que 

aparezcan pri1nero todas las c1. con k en la órbita de a 1 ; después todas las ek con k en la órbita 

de a 2 y así sucesiva1nente hasta obtener la ba5e ordenada 
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Sea v = I:?""1 b¡ei E Rn tal que Trr (v) = v. Con respecto a la base 1, v se expresa como: 

V= ba1.1€a1,1 + ba1,2ea1,2 +' '' + bal,•¡-l Ca1,,¡-1 + ba¡,, 1 ea1,, 1 + 
ba2,1 ea2,1 + ba2,2€a2.2 + · · · + ba2.,2-1 €a2,,2-1 + ba2,,2 ea2.,2 + · · · + (J) 

Aplicando Trr a v tencinos: 

Trr (v) = T1r (ba 1.1€a1,¡ + ba1,2ea1,2 + · · · + ba1.,,-1ea1., 1 -1 + ba¡,, 1 Cai., 1) + 

Trr (ba2.1 Ca2.1 + ba2,2€a2,2 + · · · + ba2.,2-1 ea2.,2 -1 + ba2.,2 Ca2,,2 ) + · · · + 

Trr (bar,! ear,I + ba,.,2ear,2 + · · · + bar.1r-l Ca,.,,,.-! + ba,.,,,. ea,.,,,.) = 
ba1,¡C1r(a1 ,¡) + ba1,2e,r(a1.2 ) + · · · + ba 1,, 1 _ 1 e,.(ai ,

1 
_ 1 ) + ba¡,, 1 C,.(ai.,

1 
)+ 

ba2,1 ell"(a2,1) + ba2,2e1r(a2,2) + · · · + ba2,,2-1 e1r( a2.,
2

_ 1) + ba2,,2 e,.(a2,,2 ) + · · · + 

b0 ,.,,e1r(a,.,¡) + ba,.,2C,r(ar, 2 ) + · '+ ba,.,,,.-¡C1r(ar,,r-d + ba,.,,,.err(a,.,,,.) = 

ba1,1 eu1(01,1) + ba1.2Cu1(a1,2) + · · · + ba1,, 1-1 c., 1(a 1,,
1 

_ 1) + ba1., 1 eu 1 (a 1,,
1

) + 

ba2,1 Cu2(a2.1) + ba2,2Cu2(a2,2) + '' ' + ba2,•2-t eu2{a2.,2-i) + ba2.,2 e.,2(112,,2) + ·' · + 

ba,., 1e.,,.(a,.,¡) + ba,.,2eu,.(a,.,z) + · · · + ba,.,,,.-ieu,.(a,.,,,.-d + ba,.,,,.c.,,.(a,.,,,.) = 

= bai.1 Ca 1.2 + ba1,2ea1,3 + · · · + bai., 1 - 1 Ca1,, 1 + bai,, 1 ea 1.1 + 

ba2,1 Ca2,2 + ba2,2€a2,3 + · · · + ba2.,2-1 €02.,2 + ba2,,2 €02,1 + · · · + 
ba,., 1 Ca,.,2 + ba,.,2ea,.,3 + · · · + ba,.,,,.-I ea,.,,,. + ba,.,,,. Ca,., 1 

(JI) 

Con10 T,. (v) = v con1parando la expresión obtenida para T1r (v) en (I I) con la expresión de 

v obtenida en (J) obtenemos las siguientes igualdades: 

ba1,1 = ba1,2, ba1,2 = ba¡,J,' '', ba1,,1 = ba1,1 

ba2.1 = ba2.2, ba2,2 = ba2.3,'' ·, ba2.,2 = ba2.1 
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de lo que se sigue que: 

V = ba1,1 ( ea1.1 + ea1,2 + · · · + ea1,.1 ) + 
ba2, 1 (ea2,1 + ea2,2 + ·· · + ea2 .• 2 ) + 

+bar,l ( ear,I + ear,2 + ' • • + ear,ar) 

ba1,1 u1 + ba2.1 u2 T +bar.1 'Ur 

Por lo tanto {u1,u2 ,· · ·,ur} es base de \í,... • 

La proposición 68 nos perniite concluir el siguiente corolario: 

Corolario 69 La dimen.-;ión de V,.. es r, con res el núniero de ciclos 1ijenos den, incluyendo 

los posibles ciclos triviales. 

Observación 13 En el caso de una transposición a= (i,j) E 8 11 , i < j, hay exactarncnte n-1 

vectores propios de T.,. linelamente independientes asociados al valor propio A = 1. 

Los vectores e11 e2, · · ·, ei-l, e;+1, · · ·, e;-i, e¡+1, ···,en, e;+ e¡ forman una base para V.,.. 

Por lo tanto dim (Ver)= n - l. 

Definición 70 Sea a= (i,j) E Sn con i < j. Al vector v = e; - e; le llamaremos el vector 

asociado a a. 

Proposición 71 Sea a= (i,j) E Sn con i < j. -1 E Res valor propio de T.,. correspondiente 

al vector· asociado a a. 

Demostración. T.,. (e; - e1) = e; - e¡= -(e¡ - e;)• 

Observación 14 Si rr = (i,j) E Sn con i < j y v = c1 - e; el vector asociado a rr, entonces 

dim (R") = n = 1 + (n - 1) = din1 (v} + dim V.,.. 

Proposición 72 Si rr = (i,j) E Sn con i < j y v es el vector asociado a a, entonces el 

compleniento ortogonal de v es V.,., es decir, (v}.L = l'.,. donde (v}.L denota al complemento 

ortogonal de u. 
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Demostración. Por la observación 13 V"; está generado por e1, e2, · ··, ei-1, ei+l, · ··, ej-1, 

ej+I, ···,en, ei + ei. De la definición de ves inmediato que con el producto escalar usual de 

Rn, (v, u) = O para todo u E Va.• 

Con lo anterior esta1nos en condiciones de probar el siguiente resultado. 

Teorema 73 Sea 1r E S 11 si 1r = r 1r 2 · ··Tr con T¡, r2, ···, Tr los ciclos ajenos de incluyendo 

los posibles ciclos triviales, entonces 1r no puede escribirse conio producto de me.nos de n -

r transposiciones, donde r es el núniero de ciclos ajenos de 71' incluyendo los posibles ciclos 

triviales. 

Demostración. Supongan1os que 71' = a 1 a2 · · • ªk con cada CT¡ una transposición. Den1ostra

ren1os que k ~ n - 1·. 

A cada CT¡ le hace1nos corresponder su vector asociado vi. 

Por la proposición 72 cada V¡ es ortogonal al subespacio Va;· 

Sea V = ( { v1, v2 , • • ·, t'k}) el subespacio de Rn generado por los Yectores asociados a u 1, u2 , 

.. ·, ªk· 

Es inmediato que diin V $ k, de donde se sigue 

n-dimV?_n-k. (!) 

Por otro lado Rn = V EB v1., de donde se siguen= dim V+ di1n l7l. y entonces 

dim V.L = n - dim V (II) 

De las expresiones (/) y (/ !) se tiene la desigualdad 

di1nl7.l 2':n-h (III) 

Sea 1 = { W1, w2, · · · , 1L'n-k} un subconjunto de V l., {ws, V¡) = O, entonces por la proposición 

72 se tiene que 1JJ8 E V,,., lo que implica que ll's es dejado fijo por Tu, para toda i = 1, 2, · · ·, k y 

entonces Trr (u•s) = w8, es decir. 1L's E Vrr, 

Por lo tanto \7 _1_ e Vrr y entonces di1n V_1 ~ di1n Vir. 
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Por (! I I) n - k $ dim V_1_ y por el corolario 69 dim v.= r. 

Por lo tanto n- k Sr, de donde 

n-rsk• 

Usando la notación anterior se sabe que 1r E Sn se puede descomponer con10 producto de 

n - r transposiciones, (teorema 53) y usando el teorerna anterior encontran1os nuevamente el 

mismo resultado enunciado en el teorema 59. 

Observación 15 Pam v = (a1a2,. .. ,a11 ) E Rn, 

(v).L = {x E R" 1 (v,x) = O} 

Si X E (v}.l, entonces O = (v,X) = a1x 1 + a2x2 + · · · + a11xn, en ¡iarticular si v es un vector 

asociado a una tmnsposición a= (i,j) E S 11 , n ~ 2, i < j, el subespacio (v}.l = V" se puede 

caracterizar como el conjunto de soluciones de una ecuación lineal homogenea 

Definición 74 Sea 7r E 8 11 y a 1a2 · · · O'k una descomposición para 1rcomo producto de trans

posiciones. Diremos que el producto a 1a 2 · · · ak es una representación mínima de 71' si k es el 

número mínimo de transposiciones necesarias para descomponer 11' como producto de transpo

siciones. 

Teorema 75 Si 1r = a 1a 2 · - · ak es una representación mínima de 1r y V¡ es el vector asociado 

a u¡ para i = 1, 2, ... , k entonces el conjunto { v1, v2 , • • ·, Vk} es linealrncntc independiente. 

Demostración. Para cada u, consideremos el subespacio Vu; y por la observación 15 los 

ele1nentos de cada subespacio Vu, se pueden caracterizar como las soluciones de una ecuación 

lineal hon1ogenea en n indeterminadas. 

Con las k ecuaciones lineales obtenidas a partir de las Vu, formamos un sistema de k ecua

ciones lineales hotnogeneas con n indeterminadas. 

30 



(•) 

o bien en forn1a matricial AX= O, con A la matriz asociada al siste1na ( *) . 

Notamos que el subespacio nf=1 Va, es el conjunto de solucionC's del siste1na ( *) . Con10 

7T = a 1a2 · · · r,:k es una representación 1nínilna, entonces k = n - r con r el nú1uero de ciclos 

ajenos de rr y entonces el sistema ( *) tiene soluciones no tri\'iales. 

El espacio de soluciones para(•) es el espacio nulo de A. Si Nul (A) denota la dimensión 

del espacio nulo de A entonces 1Yu/ (A)= dim (nf=t Va;) porque el espacio nulo de A es igual a 

nf=1V0 ,. 

Por otra parte A es una 1natriz de k renglores y n columnas por lo tanto el rango de A 

denotado por Ran (A) cun1ple que 

Ran (A) :, k (I) 

Por el teorema de la dimensión en álgebra lineal se tiene la igualdad 

n - Nul (A)+ Ran (A) (I !) 

De (J) y {/ /) se tienen :S: f/ul (A)+ k y entonces n - k :<; l'-lul (A). 

Por lo tanto se tiene 

n-k:Sdiln{n~:::1l~.) (III) 

Por otro lado 

corno n~=1 lí,,., C V1f, entonces dim {n~,.,, 1 l',,..) :S dim V'Jf y como 1r = "i"2 · · · "k es una represen-
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tación mínima de 1r, entonces dim Vw = r = n - k, de donde 

De ( J J J) y ( J\í) se tiene din1 ( nf= 1 \'~.) = dim Vir y por consiguiente 

Como JVul (A)= din1 (n~=I \íu;) = di111 Vir = n - k entonces en (I J) se tiene 

n = n - k + Ran (A) 

de donde Ran (A) = k. 

Por lo tanto los renglones de A son linealmente independientes y por lo tanto los vectores 

t: 1 , vi,···, vk son linealn1ente independientes.• 

Corolario 76 Si 1r = a 1a2 · · · ak es una representación mínima, entonces el conjunto de vec

tores { v1, v2, · · ·, vk}, (v; asociados a a1) es base del subespacio v1r1.. 

Demostración. Para iT E Sn se cumple R n = Vr. ffi V,r.L · 

En la de1nostraci6n del teorema anterior se tienen dos resultados: 

y 

din1Vw=n-k (JI) 

Si v E V,r entonces v E nf=t (t·;).l. De lo anterior v E {v,).l para toda i = 1, 2, · · ·, k. Por 

lu <..:ual (v, vi) = O para tuda ·i. De aquí que v; E Vir.l pata tuda ·i = 1, 2, · · ·, k. 

De lo anterior { v1, v2 , · · · , Vk} , es un conjunto lineahnente independiente contenido en Vw.L. 

Como Rn = Vw ffi \íw.l y por (I /) tenemos dim Vir.L = k. 

Por lo tanto {v1,v2 ,···,vk} es ba.,;e de Vir.L· • 

Proposición 77 Sea iT = T1 T2 · · · T r E Sn un producto de ciclos ajenos. Si iT = a¡ rr2 · · · rri.:. es 
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una representación m{nima, entonces paro cada a¡= (a¡,b¡) se tiene que a¡ y b¡ corresponden 

a un mi8mo ciclo de 1r. 

Demostración. Sean Te, T d E Sn dos ciclos ajenos de rr. 

Supongamos que existe una transposición a¡ = (a, b) E Sn para alguna i = 1, 2, · · ·, k, con 

a < b, a y ben órbitas distintas bajo Ti. (ciclos ajenos). Sea el v¡ vector aosciado a a¡. 

Como o-1a2 · · · u,. es una representación mínima, { v1 , v2, · · ·, v,.} el conjunto de vectores 

asociados es base de V f. 

Considcre1nos el vector 

u= L e(11 

a1 E9(rc) 

Con B(rc) la órbita de a bajo 7í. Entonces tl} E V1r. 

El producto 

1-0=1,10 

Lo cual contradice el hecho de que u E V1r-

Por lo tanto a y b pertenecen al mismo ciclo. • 

En la proposición anterior la condición de ser descon1posición mfni1na es funda1nental. 

Ejemplo 78 Consideremos rr = (1, 6) (3, 4) ( 4, 6) (1, 3) E 55. El conjunto de vectores asociados 

{ e 1 - co, e3 - e4, e4 - eo, e1 - c3 } no es lincalrncnte independiente, JJUcs 

e, - e,= (e3 - e,)+ (e, - e,)+ (e1 - e3) 

Nótese que n = (1, 4) (3, 6). 

33 



Capítulo 4 

Descomposición de permutaciones 

como producto de transposiciones 

111. 

En este capítulo darenios una prueba para calcular el número mínin10 de transposiciones ne

cesarias para descomponer una permutación 1r E Sri como producto de transposiciones. La 

prueba hace uso de la teoría de gráficas. Aden1ás podren1os definir la función índice (ind ('1r)) 

con 7r E Sn y probar un teorema debido a Ree. 

Sea n un conjunto con n elementos y sea T cSn un conjunto de transposiciones. A partir 

de O y T construin1os una gráfica denotada por Q.r considerando al conjunto O co,no conjunto 

de \·értices y al conjunto T con10 conjunto de aristas. lnversa1nente1 si Q = (A, V) es una 

gráfica, asocian1os a g un conjunto Tv C SA de transposiciones. 

Observación 16 La construcción anterior es una biyección. 

Ejemplo 79 En 54 sea T = { (1, 2) , (1, 3) , (2, 4)} e 54 . Una representación tle la gráfica 9T 

asociada a Tes la de lafigum 4.1. 

Aprovechando los conceptos de la teoría de gráficas, calc11lar el nún1ero 1nínitno de transpo

siciones necesarias para desco,nµoner un ciclo se reduce al siguiente lcn1a: 
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;<: 
4 3 

Figura-4-J: 

Lema 80 Sea T un conjunto mínimo de transposiciones que generan un subgrupo transitivo H 

sobre D, con D un conjunto con n elementos, n ~ 2, entonces: 

i) el núme?'o de elementos de T es n - l. 

ii) El producto de los elementos de T, {en cualquier orden) es un n-ciclo. 

Demostración. i) A partir del conjunto T, contruimos la gráfica asociada 9T, 

Con10 T genera un grupo transitivo, para cada par at,a¡ E n existen transposiciones 

a¡, 1T2, · · · , Uk E T tal que CT10"2 · · · ak (ai) = ªi y por tanto existe en QT un camino que une ai 

con a¡, para todo a¡,a¡ En. De aquí que 9T es conexa. 

Se afirma que YT es un árbol. 

Como 9T es conexa resta probar que YT no tiene ciclos. 

Supónga1nos que 9T no es un árbol, entonces en 9T existe un ciclo formado por aristas 

l1, l2, · · ·, lk, sean 171, 172, · · ·, Uk las transposiciones correspondientes, entonces el conjunto 

A= {171,172,···,17k} ~ T tal que 17¡172···crk = e E So con e la identidad en So entonces 

171172 · · · 17k-I = 17k lo que implica que T- {crk} genera a H. Esto es una contradicción pues T 

es un conjunto mfnin10 de transposiciones que genera un subgrupo transitivo H sobre D. 

Por lo tanto 9T no tiene ciclos y QT es un árbol. 

Con10 YT es un árbol y D es un conjunto con n elementos entonces YT tiene n vértices y 

por lo tanto n - 1 aristas. De ahf que n -1 es el número de elementos de T. Por lo tanto el 

Hluueru 111írli1uu <le transposiciones necesario para generar un subgrupo transitivo H sobren es 

n -1. 

ii) Sean 171, rr2, · · · , ªn-I los elen1entos de T. El producto de los elementos de T es un 

n-ciclo. 

La de1uostración se hara por inducción sobre rn = n - 1 el nún1ero de elementos de T. 
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Si m = 1, n = 2, T = {(a1,a2)} y el producto de los elementos de Tes (a1,a2) que es un 

2-ciclo. 

Supongamos que el resultado se cumple para un conjunto n con 111 + 1 elementos y T un 

conjunto con rn transposiciones. 

Sean un conjunto con m + 2 ele1nentos y T = {t71,a2, · · ·, am, ªm+I} un conjunto mínin10 

de transposiciones que genera un subgrupo transitivo sobre n. 

La gráfica 9T asociada a T es un árbol, entonces existe al menos un vértice tenninal de 9T· 

Sea a¡ un vértice terminal de 9T entonces existe un único a¡ En, tal que (a;,a¡) ET, o bien 

a¡,a¡ E 9T· Suponga1nos que a1 = (a;,a¡). 

Sean T' = T-{a1} y !1' = !1- {ai). 

La gráfica QT, es conexa y entonces T 1 genera un subgrupo transitivo sobre O'. Nótese que 

QT, es una subgráfica conexa de 9T· 9T' es árbol. 

Co1no IT1I = tn, entonces por hipótesis de inducción el producto de los elernentos de T1 es 

un (m + 1) -ciclo. Sea (a;, a¡,···, ar) el (ni+ 1) -ciclo obtenido del producto a2u3 · · · ama m+l · 

El producto del (rn + 1) -ciclo con u 1 es: 

T = a¡ (a2a3 · · ·<TmGm+I) = (a;,a¡) (a¡,a¡, ···,ar)= 

(a¡,a¡,· ·· ,ar,a¡) 

el cual resulta ser ((111 + 1) + 1) = 11i + 2 un rn + 2-ciclo. 

Por lo tanto si ITI = rn el producto de los elen1entos de Tes un (111 + 1)-ciclo. 

Obérvese que en el producto T = a10'2···t7mO'm+l en a1 aparece un vértice terminal de la 

gráfica 9T· 

Si al considerar el producto T = a 1a2a 3 · · · <Tm+I se tiene que en a 1 no hay vértices tenninales 

de 9T, en T = u¡a2a3 · · · ªm+l hallamos a¡ con un vértice terminal de QT, sea p = <T¡_¡ · · · a2a1 

y por conjugación se obtiene una pern1utación T 1 = prp-1. Por el teoreina 48 T y T 1 tienen la 

misnla estructura cíclica y 

ªiªi+t ·' ·(111-1ª1ª2 .. ·tTi-1 = 

T' 
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En T' se tiene el producto de todos los elementos de T con un vértice terminal en a¡, y entonces 

estamos en las condiciones del caso anterior, entonces r' es un n-ciclo y en consecuencia T 

también es un n-ciclo. • 

Los subconjuntos de pennutacioncs X que generan un grupo transitivo sobre n no son 

únicos. 

Ejemplo 81 Sean= (1,2,3,4} Sn = S4 . 

Sea X= {(1,2), (1,3) ,(1,4)} entonces X genera un grupo transiti\·o sobre 11,ya que (X)= 

s,. IXI = 3. 

El conjunto X'= { (1, 2) , (2, 3) , (3, 4)} ta1nbién genera un grupo transitivo sobre f.!. 

El lcn1a 80 proporciona otra fonna de calcular el ntÍlnero n1íni1no de transposiciones nece

sarias para descon1poner un n-ciclo. 

Teorema 82 El número mínimo de tmnsposiciones necesarias paro descomponer un n-ciclo 

csn-1. 

Demostración. Sea n un conjunto con n elementos. Sea 7r E Sn un n-ciclo, el subgrupo 

generado por 7r es transitivo sobre O. 

Sea T CSn un subconjunto de transposiciones que genere 1r. 

Por el lema 80, el número mínimo de transposiciones para generar 1r es n - l. 

Por lo tanto el número mínimo de transposiciones necesarias para descomponer un n-ciclo 

esn-1.• 

Considerando que toda permutación 1r se descompone como producto de ciclos ajenos en 

fonna única, aplicando el lema a cada uno de los ciclos de la pcnuutación 7r se obtiene otra 

dcrnostración del teorema: 

Teorema 83 Dada una pennutación 1r E 5 11 , vroducto de r ciclos ajenos, se requiere un míninio 

de 11 - r tmnsposiciones para dcscontponcr íT como producto de tmnsposiciones. 

Definición 84 Pa1u 7í un ciclo de longitud k, definimos la función indice de íT como: 

v(rr)=k-1 
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Definición 85 Sea O un conjunto con n elementos y sup6ngase que tr = 1r11!'2 • • • 1l'k E Sn es 

un producto de ciclos disjuntos, entonces definimos el índice de tr como 

k 

v(,r) = ¿v(r.;) 
i=l 

Observación 17 La función indice de está bien definida por la uriicidad de la desconiposici6n 

de 1r en ciclos ajenos. 

Ejemplo 86 Consideremos n = {l, 2, 3, 4}. 

Sea rr 1 = (1, 2, 3) E Sn = S4 , entonces v (rr1) = 3 - 1 = 2. 

Sea rr2 = (1, 2) entonces v (1r2) = 2 - 1 = l. 
Sea ,r3 = {l, 2) (3,4) entonces v (1r3) = v (1, 2) + v (3,4) = (2 - 1) + (2 - 1) = 2. 

Observación 18 Si 1T' E 8 11 es un n-ciclo entonces por definici6n v ('rr) = n - 1, pero n - 1 

es el número míninio de transposiciones necesarias para descomponer 1r, de aquí que si t ( rr) es 

el número mínimo de transposiciones necesarias para descomponer 1r entonces v (1r) = n - 1 = 

t(,r). 

El teorema siguiente es un adelanto hacia el teorema de Ree. 

Teorema 87 Sea O un conjunto con n elementos y T = { 1r1 , 1r2 , · · · , tr m} un conjunto de per· 

mutaciones que genera un subgro.po transitivo sobre íl entonces 

t•(1r1) + v(1r2) + · ·· +v(1rm) 2'. n-1 

Demostración. En virtud de la observación 18 podemos suponer que cada 1T ¡ es una transpo-. 

sición entonces 

v(1r1) +v(1r2) + ··· +v(,rm) = m 

Como el grupo generado por Tes transitivo, la gráfica asociada QT es conexa y con n vértices, 

entonces al n1enos hay 11 - 1 aristas y en consecuencia n - 1 transposiciones. 

v(1r,) +v(1r2) +··· +v(,rm) =m :,Cn-1 • 
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Podemos enunciar el siguiente corolario a partir del teorema an- TESIS ND DEBE 
BE LA BIBLJ91UA 

Corolario 88 Si T = { 7í¡, 1r2, • · ·, 1fm} genera un subgrupo transitivo sobre 11, Sl un conjunto 

con n elementos y 

v(n1)+v(n2) +···+v(nm) ~ n-1 

entonces 1r11T2 · · · 1f m es un ciclo de longitud n, independientemente del orden en que se efectúe 

el producto. 

Demostración. Igual que en el corolario anterior podemos suponer que cada 1f i es una trans

posición. 

Como v (1r1) + v (1r2) + · · · + v (1rm) = n - 1 entonces tn = n - 1 y como T genera un 

subgrupo transitivo sobre n entonces por el len1a 80 se tiene el resultado. 

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema de Ree. 

Teorema 89 Sean un conjunto con n elementos. Sea T = {1r1,1r2,···,1rm} permutaciones 

que actúan sobre un conjunto Sl, tal que 

1r11r2 ·· ·7r,,. = e entonces 

v(n¡) +v(n2) + ··· +v(nm) <O 2(n- s) 

donde s es el número de componentes transitivos generado por { rr 1, 1r2 , · · · , 1ím} . 

Demostración. Caso 1) s = l. 

Sean un conjunto con n clen1cntos. Nos interesa calcular el valor de v sobre las permuta

ciones de T. Por la observación 18 podemos suponer que T es un conjunto de transposiciones. 

Co1no T genera un subgrupo con una órbita entonces Tes transitivo sobre 11. Por el teoren1a 

87.1112:::n-l. 

Por el lema 80, si T' e T es un subconjunto rnínimo de transposiciones que genere un 

subgrupo transitivo sobre Sl entonces el nú1nero de elen1entos de T' es r = n - l. 

Sea T' = { 1T i 1 , 1T¡2 , • • ·, 1r1~} C T un subconjunto 1nínin10 de transposiciones que genere un 

.subgrupo transitivo sobre O. Por la segunda parte del lcrna 80, el producto de los elen1cntos de 

T' es un n-ciclo, con lo cual si 1T;1: ET' k = 1, 2, · · ·, r, entonces (1r;1:)-
1 rt T'. 
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Como tr 1n 2 · .. 1im = e, si tri¡, ET\ (tr;¡,)-1 E T-T1, con lo cual si IT'I = n-1 entonces 

IT - T'I ? n - 1 y así 

ITI = IT'I + IT-T'I ? 2 (n - !) 

Como cada elen1ento de T es una transposición se tiene que v { 7í i) 

1,2,···,m. 

Por lo tanto 

v(1r1) +v(1r2) + ··· +v(1rm) = m? 2(n- l} 

con lo cual queda demostrado el teorema en el caso s = L 

Caso 2) Supóngase que tenemos k órbitas. 

1 para toda i 

Sean (}¡ las diferentes órbitas, para cada órbita se tiene el correspondiente conjunto de 

permutaciones T¡ que actúa transitivamente sobre los elementos de O;. 

Aplicando el caso anterior para los conjuntos tenemos: 

1ei1 = 71¡, Lf::::1111 = n, IT~I = 1n¡, ¿;=1 fn¡ = m. 

Para cada i se cumple el pritner caso. Por lo tanto 

v (1r1J + v(1r2,) + · · · + v(1rm,) = m,? 2 (n, -1} 

Sumando los correspondientes resultados, tenernos que: 

k k k 

¿m;? ¿2(n,-1} = 2¿(n, -1) = 2(n-k} 
i=l i=l i::::1 

Por lo tanto 
k 

1n= ¿111.¡ ~2(n-k) 
i::::J 

Estamos suponiendo que cada perrnutación es una transposición, entonces 

¿v(n)=m?2(n-k} • 
•ET 

El teore1na de Ree, teorerna 89, así como la función v han sido e1npleados en el estudio de 
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superficies de lliemann. En cierto momento Ree expone dentro de su artículo 14] que la prueba 

directa para su teorema parecía complicada. Ree para probar su teorema, empleó cubiertas para 

la esfera de Riemann, requirió de una orientación y finalmente calculó el genero de la superficie 

por el método de Hurwitz. No es mi propósito entrar en detalles de esa den1ostración. 

Otra caracterización para la función v. 

Dada 1r E Sn poden1os pensar en la función lineal T1r de Rn en Rn, dada en el capítulo tres, 

que pern111tn coordenadas. La matriz asociada a esta función lineal es una 111atriz pennutación. 

De ella hablamos en el capítulo tres. Una n1atriz pern1utación siempre tiene a 1 con10 valor 

propio. 

Notación.- Sea m (1r) la multiplicidad de 1 pensado corno valor propio de la n1atriz per

mutación. 

Proposición 90 Sea m ( 1r) la multiplicidad de 1 como valor propio de la matriz permutación, 

(función lineal T1r) entonces v (1r) = n - 1n (1r). 

Demostración. En el capítulo tres se probó que el núrnero de vectores propios asociado a la 

función lineal T1r es r. 

El número de vectores asociados a la n1at.riz permutación es el nlisn10 que el de vectores 

propios asociados a la función lineal T1r. 

Por lo tanto la multiplicidad de 1 como valor propio de la tnatriz permutación, es exacta

mente el número de ciclos ajenos en que se descompone 1r. De tal manera si 1r es producto de 

r ciclos ajenos, entonces 111 (1r) = r. 
Nótese que v (,r) = I:;-t (/ (ir;) - !) = n - r = n- m (,r). • 
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Capítulo 5 

Descomposiciones diferentes de un 

n-ciclo. 

En los capítulos anteriores se probó que el número n1ínimo de transposiciones necesario para 

desco1nponer una permutación 1r E Sn de n letras y r ciclos ajenos es n - r. En particular 

un n-ciclo se descompone como producto de n - 1 transposiciones. La descomposición de 1r 

con10 producto de transposiciones no es única, asi que en este capítulo contare1nos el número 

de formas distintas en que se puede descomponer una permutación. 

Para este fin necesitamos contar el número de árboles con n Yértices etiquetados distintos. 

Definición 91 Una etiquetación para una gráfica Q = (V, A) de n vértices será una función 

f: V- In, donde In= {1,2,···,n} y fes biyectiva. 

A los enteros, 1, 2, 3, · · ·, n, se les llama etiquetas de Q. 

Definición 92 Una gráfica etiquetada es una pareja (Q, f) con g una gráfica y f una etique

tación de Q. 

Nótese que e:;to e:; una etiquetación para el conjunlo <le vérlice; de Q. 

Ejemplo 93 Sea Q = (\.1,A) con i.r = {vi, v2, V3, V4, V5, t'G} y A= {/1, h, l3, 14, /5} con l1 = v¡V2, 

12 = u1v3 , 13 = v1v4 , 14 = v3v5 , 15 = v3v6, Q es una gráfica etiquetada, rnás aún Q es un árbol 

etiquetado. 

La figura 5.1 es una representación de g y corresponde a una gráfica etiquetada. 
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3 

2 6 

5 

Figura-5-1: Representación de una gráfica etiquetada. 

El siguiente teorema auxiliar debido a Cayley, 1889, calcula el nú1nero de arboles etiquetados 

distintos, que pueden ser formados con n vértices. 

Teorema 94 El número de árboles etiquetados distintos es nn-2 • 

Hay varias demostraciones de este teorema1 en particular H. Prüfer (1918) probó que hay 

una correspondencia biyectiva entre los árboles etiquetados con n vértices y las sucesiones finitas 

distintas de n - 2 etiquetas tomadas del conjunto con n etiquetas. En este trabajo no daremos 

una demostración de este teorema. Para una dc1nostración de este teorema consultar [13]. 

Si 9 es un árbol entonces g tiene n-1 aristas, podernos pensar en una etiquetación para las 

aristas definiendo una función <p : A --+ J, J un conjunto con n - 1 elen1entos y <p una función 

biyectiva. 

Una gráfica etiquetada por los vértices y las aristas será entonces una terna (Q, f, VJ), donde 

Q es una gráfica, f es una etiquetación para los vértices de Q y '{) es una etiquetación para las 

aristas de Q. 

Proposición 95 El núniero de árboles etiquetados ¡ior védices y aristas distintos es 

nn-2 (n - !)!. 
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Demostración. Por el teorema 94 se tiene que d número de árboles etiquetados por vértices 

distintos es nn-2 . 

Para cada árbol etiquetado por sus vérices se tiene que el nún1ero de etiquetaciones posibles 

para las aristas es igual a las permutaciones de las n - 1 etiquetas y por lo tanto cada árbol 

etiquetado por sus vértices se puede etiquetar por sus aristas de (n - 1)!. 

Por lo tanto el número total de árboles etiquetados por vértices y aristas es nn- 2 (n - 1)!. • 

El teorema siguiente calcula el número de formas diferentes en que un n-ciclo se puede 

descomponer como producto de transposiciones. 

Teorema 96 · Sea p E Sn un n-ciclo entonces p se puede escribir corno producto de transposi

ciones de n 11
-

2 formas diferentes. 

Demostración. 1lostraremos por inducción sobre n el n1in1ero de vértices de g que a cada 

árbol etiquetado por vértices y aristas Je poden1os hacer corresponder un n-ciclo. 

Claramente para n = 2 se cumple el resultado. 

Según la expresión citada en el teoren1a anterior para n = 2 se tiene 

n"-2 (n - l)! = 22- 2 (2 - !)! = 2° (!) = 1 

Para n = 2 nuestra gráfica se reduce a dos vértices y una arista, de ahí que hay solo un 

árbol etiquetado y sólo hay una forma de escribir un 2-ciclo co1no producto de transposiciones. 

Por lo tanto el teoren1a es válido en este caso. 

Sea n > 2 fija y supongamos que Vk con 2 :$ k < n, el teore1na es válido, es decir, todo 

árbol etiquetado con k vértices y k - 1 aristas corresponde a un k-ciclo. Hay que probar que 

todo árbol con n vértices y n - 1 aristas etiquetadas corresponde a un n-ciclo. 

Sea g un árbol etiquetado por vértices y aristas, con n vértices. Para cada arista l¡ de 

la gráfica etiquetada g sea a; la transposición obtenida según la correspondencia dada en la 

observación 16, con esto obtenemos un conjunto T con n - 1 transposiciones. 

Lo anterior se da en virtud del teoreina 37. Sea Q un árbol con n vértices entonces g tiene 

n - 1 aristas, de aquf que tengamos n - 1 transposiciones en el conjunto T. 

Sea T = {a1,a2, · · · ,ªn-t} el conjunto de las transposiciones obtenidas de Q. 
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En la gráfica Q eliminemos la arista correspondiente a ªk (i,j) pero sin eliminar los 

vértices i,j. 

Como T es un árbol, al eliminar una arista obtenemos dos subgráficas disconexas Q' y Q". 

Nótese que Q' y Q" también son árboles. 

i) Sea k1 el nún1cro de Yértices de Q' y k2 el nlimero de vértices de Q" entonces k 1 + k2 = n. 

ii) Si Q' = (A', V') y Q" = (A", V") entonces A1 n A" = 0. 

Aplicando la hipótesis inductiva a los árboles g1 y Q11 obtenemos que el árbol Q' corresponde 

a un k1 -ciclo y el árbol Q" corresponde a un k2-ciclo. 

Supongam_os que p1 = (ia1a2 .. ·ak1-i) es el k1-ciclo correspondiente a Q' y que p2 

(jb1b2 · · · b1.:2-1) es el k2-ciclo correspondiente a Q11
• 

Cotno A1 n A11 = 0 entonces los ciclos p1 y p2 no tienen elementos en co1nún y por lo tanto 

conmutan, es decir, P1P2 = P2P1· 

El producto p1p2a1 

es un n-ciclo. 

PiP2CT1 = ( ia¡ a2 · · · ak1 -1) (jb1b2 · · · bk2 -1) {i,j) = 

(ib1b2 · · · bk2-1Ja1a2 · · · ªk1 -1) 

Por lo tanto cada árbol etiquetado con n vértices y n - 1 aristas corresponde a un n-ciclo. 

En la proposición 49 mostramos que en Sn existen (n - 1)! diferentes n-ciclos, asi que cada 

ciclo se puede representar co1no producto de 

formas diferentes • 

nn-2 (n - 1)' ~~--'-~,---'--· =nn-2 
(n - 1) 1 

Ejemplo 97 Consideremos (1234) E S4 . Según lo anterior, existen 44- 2 = 42 = 16 formas 

diferentes para descomponer (1234) E S4 como producto de tmnsposicioncs. Esencialmente hay 

16 gráficas distintas, cada una de ellas dá origen a un 4-ciclo, pero sólo algunas dan origen al 

4-ciclo (1234). 
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Gráfica Transposiciones Soluciones Total de soluciones 

5.2.a {(12}, (23), (34}} (12} (23)(34) = (1234) 1 

5.2.b { (14} , (23) , (34)) (23)(34)(14) = (1234) 1 

5.2 e { (12} , (14} , (34)} (34} (14} (12} = (1234} 

5.2.d { (12} , (14}, (23)) (14)(12)(23) = (1234} 1 

1 2 2 

1 2 2 

en 
4c34d3 

Figum -5-2: Ciclos 

Gráfica Transposiciones Soluciones Total de soluciones 

5.3.a {(14), (24}, (23)) (24)(14)(23) = (1234) = (24} (23)(14) 2 

5.3.b {(12}, (13}, (34)} (13)(12} (34} = (1234} = (13) (34)(12} 2 

5.3.c {(14}, (13}, (23}} (14} (23} (13} = (1234} = (23)(14)(13} 2 

5.3.d {(12), (24} ,(34}} (12} (34) (24) = (1234) = (34) (12} (24) 2 

Gráfica Transposiciones Soluciones Total de soluciones 

5.4.a {(14}, (24), (34}} (34} (24} (14} = (1234} 1 

5.4.b {(13}, (23), (34}} (23)(13} (34) = (1234) 1 

5.4.c {(12}, (24) ,(23)) (12)(24) (23) = (1234) 

5.4.d {(12}, (13}, (14)} (14) (13}(12} = (1234} 1 
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Gráfica Transposiciones 

5.5.a {(13), (23), (24)) 

5.5.b {(12) , (24) , (13)} 

5.5.c {(13), (34), (24)) 

5.5.d {(13), (14), (24)} 

1 2 1 2 

[/] s: 
4 a 3 4 b 3 

1 2 1 2 

N z 
4 e 3 4 d 3 

Figura-5-3: Zetas 

1 2 1 2 

L~ 
4ª34b3 
1 2 1 2 

"71 ~ 
4 e 3 4 d 3 

Figura-5·4: Canónicos 

Soluciones Total de soluciones 

no hay o 
no hay o 
no hay o 
no hay o 

El teorema anterior nos sirve para calcular el número total en que un ciclo puede escribirse 

con10 un producto mfnin10 de transposiciones. El ejeinplo 97 1nuestra un caso particular y 

manejable de la aplicación del teorema. Para probar el teoren1a se utilizó como herramienta 

auxiliar la teoría de gráficas. Se rnostró que cada árbol de n vértices da lugar a un n-ciclo. 
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1 2 1 2 

Figura-5-5: Cruzados 

Una pregunta interesante es la siguiente: 

Dado un n-ciclo, ¿Es posible saber cuáles árboles corresponden a ese n-ciclo? 

La respuesta parece ser muy complicada. 

En nuestro ejemplo existen simetrías y también puede verse que los iso1norfis1nos de gráficas 

respetan la descomposición cíclica. Notamos que todas las graficas de la figura 5.4 son isomorfas 

entre si, pero que no representan al ciclo (1, 2, 3, 4), mientras que las gráficas de la figura 5.2 son 

isomorfas y cada una de ellas da origen a dos desco1nposiciones distintas para el ciclo (1, 2, 3, 4). 

Definición 98 Dos grtíficas Q = (A, V) y Q' = (A', V') son isomorfas si existe una función 

biyectiva f entre A y A' tal que si los vértices a 1,a2 E A son adyacentes, entonces los vértices 

f (ai), f (a2) E A1 también son adyacentes. 

Otra pregunta interesante es tratar de generalizar el resultado anterior para que, en lugar 

de contar las diferentes formas para desco,nponer un ciclo, lo intentára1nos hacer para permu-

taciones en general. 

La pregunta es una curiosidad mate1nática interesante. La solución es un problema de 

cálculo con1binatorio y el nún1cro buscado depende de la longitud de los ciclos y del número 

de ciclos ajenos que intervienen en la descomposición. Es co1nplicado dar una expresión que 

calcule este 111.hnero. 
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