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RESUMEN

En este trabajo investigamos tedricamente el problema de la pérdida de energia
de electrones en medios inhomogéneos. En primer lugar desarrollamos una teoria de
medio efectivo para calcular la pérdida de energfa de electrones que viajan paralela-
mente a la superficie de un sistema semi-infinito de esferas. Esta pérdida de energia se
escribe en términos de una funcién de respuesta superficial que se calcula a partir de la
respuesta dieléctrica efectiva del sistema infinito. Encontramos que es necesario tratar
correctamente la distribucién de esferas cerca de la superficie para obtener resultados
con sentido fisico. En segundo lugar desarrollamos un formalismo en el que la funcién
de respuesta superficial se expresa en términos de una representacién espectral cuyos
polos y pesos se determinan a través de los eigenvalores y eigenvectores de una matriz
de interaccién. Dicha matriz toma en cuenta la interaccién electromagnética cuasies-
tdtica entre las esferas, a un orden multipolar arbitrario. Este formalismo permitié
tratar el caso en que las esferas se encuentran confinadas en una regién del espacio en
forma de placa. Aplicamos esta teorfa a un arreglo ordenado de esferas de aluminio
en vacfo asf como a una distribucién desordenada de esferas. Para este dltimo caso

se utilizé un procedimiento recursivo, computacionalmente eficiente, para calcular la
funcién de respuesta superficial.



ABSTRACT

We investigate theoretically the energy loss of electrons in inhomogeneous me-
dia. First, we develop an effective medium theory for the calculation of the energy loss
of electrons traveling parallel to the surface of a semi-infinite system of spheres. This
energy loss is given in terms of a surface response function which is then calculated
using the effective dielectric response of the infinite system. We find that a correct
treatment of the distribution of the spheres near the surface is necessary in order
to get meaningful results. Secondly, we develop a formalism in which the surface
response function is expressed as a spectral representation whose poles and weights
are determined through the eigenvalues and eigenvectors of an interaction matrix.
The matrix takes account of the quasistatic electromagnetic interaction between the
spheres to an arbitrary multipolar order. This formalism allows us to treat the case
in which the spheres are located in a slab-shaped region of space. We apply the
theory to an ordered array of aluminum spheres in vacuum and also to a disordered
distribution of spheres. For this case, we use a computationally efficient recursive
procedure in order to calculate the surface response function.



INTRODUCCION

Los materiales compuestos han adquirido importancia en los iltimos anos ya
que al ser materiales avanzados que se pueden construir con caracteristicas fisicas
predeterminadas, su potencial para aplicaciones tecnolégicas es enorme. Debido a
esto existe la necesidad de caracterizarlos de manera adecuada.

Existen muchas técnicas para caracterizar las propiedades fisicas y quimicas
de los sélidos, entre otras, podemos mencionar las técnicas de rayos X y las espec-
troscopfas Auger y Raman. Sin embargo, mediante la espectroscopia de pérdida
de energia de electrones (EELS) se puede obtener informacién estructural de un
espécimen delgado con una resolucién que no es posible conseguir mediante el uso
de otras técnicas {1]. Se puede utilizar, por ejemplo, para caracterizar interfaces
que se encuentren muy profundamente inmersas en una muestra, para identificar
las trazas de elementos en especimenes biol6gicos o para formar mapas quimicos de
escala nanométrica en muestras sélidas. Inclusive se puede utilizar para “observar”
filas individuales de 4tomos en un cristal e identificar el tipo de 4tomos y sus estados
de ligadura 2].

Con el advenimiento del microscopio electrénico de transmisién de barrido
(STEM), la posibilidad de utilizar los electrones de alta energia producidos en su
interior para realizar experimentos de EELS ha renovado el interés en esta técnica
y recientemente se ha empleado para analizar medios compuestos con interfaces y
particulas pequefias [3]-{7}. Algunos de estos experimentos [6], [7] sugieren la presencia
de particulas de forma aproximadamente esférica en muestras de medios por lo demés
homogéneos. En otros se muestra la posibilidad de producir agujeros de dimensiones
nanométricas en materiales inorgdnicos utilizando el STEM para posteriormente hacer
pasar el haz de electrones por dichos agujeros (8]-[10]. Recientemente, se ha explotado
la habilidad del haz de electrones en un STEM para dafiar de forma controlada
ciertos materiales, entre otros ahimina y varios halogenuros inorganicos, para producir
materiales que se podrfan usar como resistores (7].

La posibilidad de usar experimentos de EELS como herramienta para hacer
andlisis microestructural de sistemas inhomogéneos requiere de teorfas confiables para
interpretar cualitativa y cuantitativamente los datos experimentales en términos de
las excitaciones inducidas por los electrones en las muestras. Por ejemplo, un estudio
detallado de las excitaciones de valencia por medio de EELS puede proporcionar
informacién substancial acerca de la estructura de las bandas de valencia en un sélido
con determinada forma geométrica. El electrén incidente puede producir también
oscilaciones de carga en la superficie de un material. La forma geométrica del material
determina los modos de resonancia de estas oscilaciones de carga superficial. Por lo
tanto, un entendimiento preciso de estas excitaciones superficiales es importante para
controlar y optimizar muchas propiedades electrénicas de superficie. Esto resulta
de vital importancia en los materiales con estructuras de tamafio nanométrico en
donde la fraccién de 4tomos que se encuentran localizados en las superficies o en las
interfaces es grande. Estas son algunas de las razones por las que se ha invertido
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un gran esfuerzo en desarrollar teorfas fundamentales que ayuden a interpretar los
experimentos de EELS [3]-[22].

La teorfa dieléctrica cldsici se ha empleado para estudiar las pérdidas de e-
nergia observadas en STEM en sistemas de geometrfa diversa. Sin embargo, los que
han despertado mayor interés son aquellos sistemas que presentan superficies planas
[23], [24] y [25) y los de particulas esféricas. En este ultimo caso, se han desarrollado
teorfas que describen la pérdida de energia de un electrén que pasa a una distancia
arbitraria de una esfera aislada [26] y [27]. Estos trabajos muestran la importancia de
considerar todos los términos multipolares, en el cdlculo de los campos inducidos en la
esfera, para obtener resultados que correspondan a la respuesta real. Para un sistema
desordenado de esferas, las teorfas de medio efectivo que se usan cominmente en el
estudio de espectros 6pticos, no resultan muy exitosas para explicar las caracteristicas
m4s importantes de los espectros de transmisién de electrones. Recientemente [11],
se mostré que la principal deficiencia de las teorias de medio efectivo tradicionales
consiste en que no toman en cuenta la no localidad espacial en la respuesta dieléctrica
del sistema, la cual resulta de gran relevancia en este tipo de experimentos.

En este trabajo estamos interesados en calcular los espectros que se obtendrfan
empleando la técnica de EELS de alta energfa, en una muestra consistente de un sis-
tema de esferas sumergidas en una matriz homogénea. En particular, nos interesa el
caso en el que los electrones producidos en el microscopio no atraviesan la muestra,
sino que viajan en forma paralela a su superficie. Esta configuracién tiene la ventaja,
respecto a los experimentos de transmisién, de minimizar los danos producidos a la
muestra al pasar el haz de electrones. Se ha realizado el célculo de la probabilidad
de pérdida de energia de electrones para esta configuracién experimental en el caso
de un sistema ordenado de esferas inmersas en vacfo [28]. Este formalismo se basa
en descomponer los campos electromagnéticos en una base transversal y se calculan
los coeficientes de reflexién del semiespacio usando una técnica numeérica de elemento
finito. La pérdida de energfa del electrén incidente se calcula en términos de estos
coeficientes. Sin embargo, los resultados de este célculo son cuestionables y dificil-
mente se puede extender para tratar el caso de esferas desordenadas y la inclusién de
una matriz.

A diferencia de la teorfa mencionada, en nuestro trabajo consideramos sistemas
en los que las esferas pueden estar ordenadas o no. Asf mismo, tratamos el problema
de c¢émo incluir en el cdlculo la presencia de una matriz homogénea semi-infinita.

Recurrimos a dos métodos distintos para calcular espectros de EELS para
la configuracién experimental descrita. En un caso se utiliza una aproximacién de
medio efectivo y en el otro encontramos una solucién formal exacta para la funcién de
respuesta superficial del sistema a partir de la cual se calcula el espectro de pérdida
de energia. La principal aproximacién que utilizamos en nuestros célculos consiste en
ignorar los efectos del retardo electromagnético.

El trabajo estd organizado de la siguiente forma: En el Capitulo 1 explicamos
brevemente los mecanismos de interaccién que se presentan cuando un electrén incide
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sobre un sélido. En el Capitulo 2 mostramos un formalismo desarrollado reciente-
mente para calcular la pérdida de energia de electrones que atraviesan un medio
inhomogéneo consistente en un sistema infinito de esferas sumergidas al azar en una
ratriz homogénea [11]. Este formalismo consiste en encontrar una funcién dieléctrica
efectiva no local para el sistema inhomogéneo en términos de la cual se puede obtener
la pérdida de energia.

Posteriormente, en el Capitulo 3 utilizamos esta funcién dieléctrica efectiva
como punto de partida para resolver el caso de un sistema de esferas distribuidas al
azar y confinadas al semiespacio z < 0. Para esto se escribe la funcién de pérdida de
energfa en términos de una funcién de respuesta superficial g{Q,w) que se calcula a
partir de la funcién dieléctrica efectiva del sistema infinito. Ya que la respuesta del
sistema en general es no local, se requiere de algiin modelo para describir la superficie
de la muestra. Empleamos tres modelos distintos. Los dos primeros corresponden a
las versiones local y no local de un volumen truncado y el tercero incluye informacién
acerca de la variacién en la densidad de esferas cerca de la superficie del sistema.

Cabe destacar que es la primera vez que se emplea una funcién dieléctrica
no local en el cdlculo del espectro de EELS para el sistema de esferas semi-infinito.
Asf mismo, por primera vez se introduce, en este cdlculo, la informacién sobre la
distribucién de esferas cerca de la superficie del material.

En el Capitulo 4 empleamos un formalismo més general que considera la in-
teraccién entre las esferas a un orden multipolar arbitrario y en donde escribimos
la funcién de respuesta superficial g(Q,w) en forma de una representacién espectral.
Resolvemos numéricamente las ecuaciones que se obtienen con este formalismo, lo
aplicamos a un sistema ordenado de esferas de aluminio (Al) confinadas a una regién
del espacio en forma de placa y obtenemos la respuesta del semiespacio en el limite
de placas gruesas. El formalismo desarrollado en este capitulo resulta muy adecuado
para la descripcién de la respuesta superficial ya que no se requiere usar la funcién
dieléctrica del medio infinito y es exacto dentro de los limites de la aproximacién
cuasiestdtica. La representacién espectral de g(Q,w) para el presente sistema, asi
como los resultados obtenidos en este capitulo también son originales.

En el Capftulo 5 aplicamos la teorfa general desarrollada en el Capitulo 4 a
un sistema desordenado de esferas localizadas, nuevamente, en una placa. Para es-
to empleamos un método recursivo [29)-[31], numéricamente eficiente, que permite
obtener la funcién de respuesta superficial en forma de fraccién continuada. Cal-
culamos espectros para esferas de Al inmersas en vacio y los comparamos con los
obtenidos usando la teoria desarrollada en el Capitulo 3. También consideramos el
caso de esferas de Al inmersas en fluoruro de aluminio (AlF3). En este ultimo caso
comparamos los resultados con experimentos realizados en sistemas similares [7]. El
empleo del método recursivo en este tipo de sistemas es un procedimiento novedoso
que resulta muy conveniente ya que permite realizar simulaciones nunéricas con un
mayor mimero de particulas y ordenes multipolares que las que se consiguen uti-
lizando los procedimientos usuales de diagonalizacién. Finalmente, presentamos las
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conclusiones del trabajo y planteamos posibles extensiones al mismo.
Algunos de los resultados y las contribuciones originales del presente trabajo,
contenidas en los Capitulos 3, 4 y 5, se pueden encontrar en las Refs. [32]-[36).



Capitulo 1

ESPECTRO DE PERDIDA DE ENERGIA DE ELECTRONES
(EELS)

En este trabajo nos va a interesar la aplicacién de la espectroscopia de pérdida de
energia de electrones (EELS) para obtener informacién estructural de medios com-
puestos. Para entender c6mo es que podemos obtener esta informacién es necesario
estudiar primero el tipo de interacciones que se pueden presentar al incidir un electrén
sobre un sélido.

1.1 Interacci6én de electrones con un sdlide

Cuando un electrén penetra en un sélido, interactia con los 4tomos que lo forman
mediante fuerzas electrostdticas. Como resultado de estas fuerzas, el electrén puede
ser dispersado cambiando su momento y en muchos casos transfiere una considerable
cantidad de energfa a la muestra.

Si el electrén pasa cerca de un nucleo, la interaccién Coulombiana entre ellos
puede producir un gran cambio en la direccién de movimiento del electrén conducien-
do en ocasiones a desviaciones mayores a 90°. El electrdn transfiere muy poca energia
al nicleo el cual permanece pricticamente estacionario debido a su mayor masa. A
este tipo de dispersién se le conoce como dispersidn eldstica. Sin embargo, la mayorfa
de los electrones viajan lejos del niicleo, donde el campo eléctrico producido por éste
es mds débil, como resultado de la ley del inverso del cuadrado de la distancia y
a que es apantallado por los electrones orbitales. Por lo tanto, al ser mds débil la
interaccién con el micleo, la mayoria de los electrones incidentes son dispersados a
dngulos menores, tipicamente de unos pocos grados (10-100 mrad).

También puede suceder que los electrones incidentes interactien con los elec-
trones atémicos que rodean al micleo. En este caso se producen procesos ineldsticos
donde el electrén incidente pierde energfa y cambia su trayectoria en angulos muy
pequenos (10-100 mrad). A este tipo de dispersién se le denomina dispersidn in-
eldstica. Algunos de estos procesos ineldsticos pueden entenderse en términos de la
excitacién de un electrén atémico a un nivel de mayor energia. En este tipo de ex-
citacién interviene un electrén de manera individual, sin embargo, es posible que los
electrones atémicos de las capas més externas se exciten de manera colectiva dando
origen a una oscilacién de plasma en el interior del material que tiene la forma de una
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onda viajera longitudinal. En térininos cudnticos, esta oscilacién se puede describir
como la creacién de una cuasiparticula llamada plasmén de volumen, cuya energfa
estd dada por la expresién E, = fiw,, donde £ es la constante de Planck y w, es la
frecucncia de plasma, la cual es proporcional a la rafz cuadrada de la densidad de
electrones de valencia. Para la mayorfa de los sélidos, E, cae en el intervalo de 5
a 40 eV. Ademss de los plasmones de volumen, un electrén puede crear plasmones
de superficie los cuales se encuentran localizados, como su nombre lo indica, en la
superficie del material.

As{ pues, la excitacién de plasmones y la de electrones individuales son dos
formas posibles de dispersién ineldstica. Para materiales en los cuales los electrones
de valencia se comportan como partfculas libres (p. ej.: los metales alcalinos), la
generacion de plasmones es la respuesta predominante. En otros casos (p. ej.: las
tierras raras), practicamente no se excitan plasmones. La mayoria de los materiales
caen entre estos dos extremos.

1.2 El espectro de pérdida de energia electrénica

Los procesos de dispersién ineldstica se pueden estudiar directamente mediante una
espectroscopfa de pérdida de energfa electrénica (EELS). Para esto, se dirige un haz
de electrones que incide sobre una muestra del material dando lugar a procesos de
excitacién ineldstica, cada uno de los cuales se traduce en una pérdida de energfa
de los electrones incidentes. Debido a que los electrones contenidos en el rayo siguen
diferentes trayectorias con distancias aleatorias respecto a un d4tomo en particular, las
pérdidas de energfa forman una distribucién continua, es decir, se forma un espectro
continuo caracterfstico del material.

La energfa cinética de los electrones del rayo incidente es importante cuando
se trata de realizar experimentos de EELS. Si los electrones han sido acelerados a sélo
unos cuantos cientos de eV interactian tan fuertemente con los 4tomos que penetran
aproximadamente sé6lo una capa por debajo de la superficie de la muestra sélida antes
de ser reflejados. El andlisis de la energia de estos electrones reflejados forman la base
de una técnica conocida como EELS de alta resolucién de energia, llamada asf ya que
se obtienen resoluciones de unos cuantos meV. El espectro contiene picos que indican
los modos vibracionales de los 4tomos de la superficie.

También es posible utilizar los electrones producidos en el interior de un mi-
croscopio electrénico de transmisién de barrido (STEM), los cuales adquieren energias
cinéticas desde 10 keV hasta 10 MeV. 5i la muestra que se desea estudiar es suficien-
temente delgada (digamos menor a 1um de espesor), los electrones pueden penetrar
completamente la muestra aunque con bastante dispersién. El rayo de electrones
transmitido se conduce hacia un espectrémetro de electrones el cual separa a los
electrones de acuerdo con su energia cinética y produce un espectro de pérdida de
energfa que muestra la intensidad dispersada como funcién del decremento en la e-
nergfa cinética del electrén incidente. Este espectro de energia provee informacién
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estructural asf como otras propiedades ffsicas y quimicas de la muestra. Un tipo
de experimento alternativo consiste en pasar el haz de electrones paralelamente a la
superficie exterior de la muestra pero permaneciendo en el exterior de ella. En este
caso, como veremos més adelante, los plasmones de volumen no se excitan y se pueden
estudiar tnicamente las excitaciones superficiales. En este trabajo se considera con
detalle este tipo de experimento en el caso en que la muestra sea un medio compuesto
granular.
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Fig. 1.1. {a) Espectro de pérdida de energfa de electrones para una ldmina delgada
de aluminio. Se muestran picos correspondientes a la excitacién de plasmones a
intervalos de 16 e¢V. (b) Espectro de pérdida de energfa de electrones para una

l4mina delgada de nitrocelulosa que muestra un pico correspondiente a la excitacién

de un plasmén a 24 eV. Este plasmén se origina de la dispersién ineléstica con los
electrones de valencia. Arriba de 200 eV se ven orillas de ionizacién con umbrales
correspondientes a las energfas de amarre de la capa K del carbdn, nitrégeno y
oxigeno.

Un espectro tipico de transmisién de EELS tiene el aspecto mostrado en la Fig.
1.1. En esta figura se muestra el espectro de transmisién de EELS para una ldmina
delgada de aluminio (a) y nitrocelulosa (b). El pico centrado alrededor de £ = 0 es
originado por los electrones dispersados eldsticamente por la muestra o que no fueron
dispersados. La parte del espectro por debajo de 50 eV se conoce como regién de
“baja pérdida” y es producida por los electrones que interactuaron con los electrones
més externos al dtomo y que estdn débilmente ligados al nicleo. En la Fig. 1.1a,
por ejemplo, se observan picos a intervalos de 16 eV, que se deben al intercambio de
energfa del rayo de electrones con el aluminio para producir plasmones de volumen.
Son los electrones de conduccién del aluminio los que al moverse colectivamente dan
origen a estos plasmones.
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El espectro de la nitrocelulosa (Fig. 1.1b) también muestra un pico de plas-
moén. Esto significa que en un material aislante como la nitrocelulosa los electrones
de valencia pueden responder cole:tivamente en forma de una oscilacidn de plasma.

Para pérdidas de energia mayores (£ > 200eV), donde el niimero de electrones
dispersados eldsticamente es mucho menor, el espectro de la nitrocelulosa muestra
caracterfsticas tipicas llamadas “bordes de ionizacién”. Estos bordes se forman cuan-
do los electrones de las capas mds internas absorben suficiente energfa del haz de
electrones para excitarse a un estado superior al nivel de Fermi, Er. El borde de io-
nizacién comienza cerca de la energfa de amarre de la capa, la cual depende del tipo
de capa de que se trate (K, L, etc.) y del nimero atémico del dtomo excitado. La
altura de un borde es proporcional a la concentracién del elemento correspondiente.
Por lo tanto, la identificacién y medicién de los bordes de ionizacién proveen una
forma de identificar y cuantificar los distintos elementos qufmicos que componen una
muestra.

1.3 Comparacién con otras técnicas analiticas

Existen muchas técnicas disponibles para determinar la estructura y/o composicién
quimica de un sélido. Algunas de ellas poseen gran capacidad de resolucién espacial
y se enlistan en la Tabla 1.1. La eleccién de alguna de estas técnicas dependers de
la informacién que se desee obtener. Por ejemplo, la espectroscopia Auger es muy
sensible a los detalles de la superficie y por lo tanto se puede usar para caracterizar
las primeras monocapas de dtomos. Con otras técnicas, como EELS y difraccién de
electrones de alta energfa, se puede obtener informacién del bulto o (en el caso de
una muestra delgada) se obtiene informacién integrada sobre el grueso de la muestra.

Asf mismo, algunas de las técnicas son destructivas como en el caso de la
espectroscopfa de masa de iones secundarios (SIMS), lo cual puede ser una desventaja
en muchos casos. Las técnicas en las que intervienen rayos de electrones se planean,
frecuentemente, con la intencién de ser no destructivas aunque esto no se logra por
completo ya que en la dispersién ineldstica de los electrones incidentes casi siempre
hay danos por radiacién.”

*Para una informacién més detallada acerca de estas técnicas véanse las Refs.[1] y [37].
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Rayo Incidente | Seiial Detectada Ejemplos | Resolucién (nm) |
Electrén Electrén Microscopfa electrénica 0.2
(STEM)
Difraccién de electrones 10
(SAD,CBD)
Espectroscopia de pérdida ~1
de energfa electrénica (EELS)
Espectroscopfa electrénica Auger ~2
(AES)
Foton Espectroscopia ~10
de emisién de rayos X {XES)
Catodoluminicencia
(CL)
I6n I6m Espectroscopia de retrodispersién
de Rutherford (RBS)
Espectrometrfa de masa 50
de iones secundarios (SIMS)
Fotén Emisién de rayos X 500
inducida por protones (PIXE)
Fotén Fotén Difraccién de rayos X 100
Espectroscopfa de absorcién 100
de rayos X {XAS)
Espectroscopfa de fluorescencia 100
de rayos X (XRF)
Electrén Espectroscopia fotoelectrénica
de rayos X (XPS)
Espectroscopfa fotoelectrénica 1000
ultravioleta (UPS)
16n Andlisis de masa por 1000
microsondas laser (LAMMA)

Tabla 1.1. Tabla comparativa entre distintas técnicas de caracterizacién de sélidos.
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Capitulo 2

PERDIDA DE ENERGIA DE ELECTRONES EN UN SISTEMA
INFINITO DE ESFERAS

En afios recientes se han utilizado las medidas de pérdida de energia de electrones
asf como la microscopia electrénica de barrido para determinar tanto las propiedades
materiales como la microestructura de sistemas con interfaces y partfculas pequenas
[3}-{6]. Se ha calculado el espectro de pérdida de energfa de electrones que se mueven
en trayectorias definidas y que atraviesan superficies y partfculas de varias formas
(12]-[15]. También se han estudiado geometrfas mas complicadas tales como esferas
recubiertas [16], esferoides [17], esferas interpenetrables {18), y esferas sumergidas
en superficies planas [19]. En todos estos trabajos, el cdlculo de pérdida de energfa
se basa en encontrar la fuerza sobre el electrén, a lo largo de toda su trayectoria,
producida por el campo eléctrico inducido. Sin embargo, los modelos desarrollados en
todos estos trabajos no son muy adecuados en el caso de que el electrén no pase a una
distancia bien definida de una particula dada. Por ejemplo, se han hecho experimentos
con electrones incidentes en una muestra de particulas coloidales de Al distribuidas
al azar en una matriz homogénea de AlF;. Los electrones pasan a distancias al azar
de las particulas de Al, asf como a través del interior de las mismas. Las teorfas
de medio efectivo usadas comiinmente para analizar espectros épticos no han sido
muy exitosas al aplicarse a este tipo de sistemas. Por otro lado, un modelo simple
desarrollado por Howie y Walsh [20] que se basa en trayectorias clésicas del electrén
y que pueden pasar tanto por el interior como por el exterior de las particulas dan
una mejor explicacién de los datos experimentales. Este modelo incluye uinicamente
excitaciones dipolares superficiales y no toma en cuenta la distribucién geomeétrica
de las esferas. Fujimoto y Komaki [21] construyeron una teoria para la pérdida
de energia de electrones que inciden sobre una esfera metdlica con un pardametro de
impacto rg, donde rg puede ser mayor o menor que el radio de la esfera. Los electrones
en la esfera se describieron usando un modelo hidrodindmico y se tomé un promedio
sobre parametros de impacto. Encontraron picos de pérdida de energia asociados con
plasmones multipolares superficiales y con plasmones de volurnen.

Barrera y Fuchs [11], [22] fueron los primeros en tratar teéricamente el proble-
ma de la pérdida de energia de electrones en un sistema desordenado de particulas
esféricas. Las principales dificultades que presenta este problema consisten en tomar
en cuenta la interaccién entre las partfculas y efectuar un promedio adecuado sobre las
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posiciones de las particulas. En este capitulo revisamos dicha teorfa para un sistema
infinito de esferas idénticas distribuidas al azar en una matriz hormogénea.

2.1 Pérdida de energia de electrones en un sistema inhomogéneo

Las colisiones ineldsticas que sufre un electrén al atravesar un medio se pueden des-
cribir por medio de la seccién eficaz de dispersién ineldstica. Uno comienza usando
la aproximacién de Born para tratar la dispersién ineldstica de una particula cargada
répida (el electrén incidente) por un sistema electrénico que puede ser inhomogéneo.
Si la pérdida de energia del electrén incidente es £y — Er = E = Kw y el momento
transferido es K; — K = k, entonces la probabilidad por unidad de tiempo de que
un electrén sea dispersado con una pérdida de energfa en el intervalo (E, E 4+ dE) y
vector de onda final Kr en el dngulo sélido df2 es [38], [39]

dP(E,Q) 1 )
P = (‘27‘rﬁ2)2mKF |Vkl S (k!w) d‘Eer (21)

donde V; = 4me?/k? y

S (K,w) =D |(Bic)no* 6 (wno — w) (2.2)

es el factor de estructura dindmica. En esta ecuacién B, = }_,; €™/ es el operador
de densidad, (), €s €l elemento de matriz del operador de densidad entre estados
base exactos y estados excitados del sistema electrénico, y wno es la frecuencia de
excitacién.

A continuacién discutimos cémo S (k, w) se relaciona con la funcién dieléctrica.
En un sistema electrénico inhomogéneo la transformada de Fourier de la funcién
dieléctrica inversa depende de dos vectores de onda k', k”, ya que una sola componente
de Fourier espacial p*(k”,w) de una densidad de carga externa con vector de onda
k” puede inducir una densidad de carga total p**(k'. w) con muchas componentes de
Fourier con vectores de onda k’; es decir,

P K, w) = ZE"I(k',k",w)pem‘(k",w). (2.3)
k”

Si aplicamos la teorfa de respuesta lineal a este sistema electrénico, encen-
diendo adiabdticamente una densidad de carga externa y calculando las densidades
de carga inducida y total, se encuentra una expresién formal para la funcién dieléctrica
inversa:

4me? (P ) o (P dno  (Prer)ng (Picr)
-1 Ikll = S — k'/ng \Fk"/no k'/n0 \Fk"”/n0 )
£ (k: yw) k'k ﬁk”2;[w+wno+is w_wno_'_z-s : (24)
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donde s es una cantidad positiva pequena [39] y (---}" significa que se ha tomado el
complejo conjugado del elemento de matriz. Tomando la parte imaginaria de la Ec.
(2.4), tenemos, para k' = k" = k y w positiva,

Ime Yk k,w) = W Z|pk ol? 6 (w — wno) (2.5)

4r2e?
= ———f—i-]-c-2—S (k,w).

En las ecuaciones anteriores S(k,w) puede depender de la direccién del vector
de onda, ya que la teorfa se aplica a un sistema inhomogéneo en general. Supondremos
que el sistema, aunque inhomogéneo a una escala microscépica, o mejor dicho, a
una escala mesoscépica, es homogéneo e isotrdpico a una escala macroscépica. Por
lo tanto, tomando un promedio de ensemble adecuado sobre las posiciones de las
particulas, el sistema lucird isotrépico, de tal manera que las cantidades promediadas
dependientes de k dependerdn vinicamente de la magnitud del vector de onda k = |k|.
Denotando el promedio de ensemble como (---), el factor de estructura dindmico
isotrépico se define como S(k,w) = (S(k,w)). De la Ec. (2.5) tenemos

Slk,w) = — fik? Ime~!(k
( 1w)_ 411'282 me ( }w): (26)

donde la funcién dieléctrica inversa longitudinal efectiva £7'(k,w) del sistema ma-
croscépicamente homogéneo e isotrépico estd dada por

kw) = (e7Mk kw)) (2.7)

= (o)) /0 ).
La 1ltima ecuacién se obtiene al tomar un solo vector de onda p***(k”,w) =
2=k, w)biqer en el lado derecho de la Ec. (2.3) y considerando para la densidad de
carga total, en el lado izquierdo de la Ec. {2.3), una componente de Fourier k' = k

igual a la de la densidad de carga externa. Finalmente, tomamos un promedio de
ensemnble. Ademds, como 4mp®i(k,w) = K2V (k,w) y

dmpt(k,w) = k*V(k,w) (2.8)

k2 [Vcwt(k’w) 4+ Vind(k,w)] ,

entonces, la Ec. (2.7) se puede escribir como

e (k,w) =1+ (V™(k,w)) /VE=H K, w), (2.9)
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que e- la forma que se utilizard para hacer los cdlculos de e7!{k,w). Si suponemos
desde el principio que tanto las esferas como la matriz tienen funciones dieléctricas
locales, la dependencia en k o nolocalidad de € !(k,w) se debe al tamafio finito de
las esferas y a la interaccién entre ellas.

2.2 Probabilidad de pérdida de energia electrénica
Sustituyendo la Ec. (2.6) en la Ec. (2.1) podemos escribir

dP(E,Q) mKpe?

dt - w2R3k2

Si el vector de onda K; del electrén inicial apunta en la direccién z, el vector de

onda de dispersién k se puede descomponer en componentes paralela y perpendicular

a z: k = k.Z+ Qp. Supondremos que el dngulo de deflexién es pequeno, y que la

pérdida de encrgia es pequena comparada con la energia inicial. Entonces K; =~ Kp,

la conservacién de la energia y momento dan k, = w/vy, donde v; = AKj/m es

la rapidez inicial del electrén, y el elemento de 4dngulo sélido es d? = 27sin8df =~
27QdQ/ (K1), La Ec. (2.10) se puede entonces escribir como

Im [-£7 (k,w)] dEdQ. (2.10)

dP(E,Q) 26 - QdQdE
= — k
dt Theu, Im [~ ,w)] k2

con k2 = Q2 + (w/v)*.
Queremos encontrar ia probabilidad de pérdida de energia por unidad de

camino recorrido y por unidad de energfa, para una dispersién con pérdida de energia
E:

(2.11)

p m 'u? _1_
F(E):ddl d?:(ao 2 ) =(E), (2.12)

donde

1 (9 Qd

Z(E) = ) —%—29 Im [—e™ (k,w)]. (2.13)
Aquf ag es el radio de Bohr, my es la masa en reposo del electrén y ¢, es un vector de
onda de corte que est4 determinado por la apertura angular del detector de pérdida de
energfa de electrones que se utiliza en el experimento. Alternativamente, Q. se puede
determinar por k? = (w/v;)* = (Q.)* + (w/v1)?, donde v; es la velocidad de Fermi
y k. es aproximadamente el vector de onda més grande para el cual el plasmén de
volumen es una excitacién bien definida. = (E) se denomina funcién de probabilidad
de pérdida de energfa.
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2.3 Formalismo bdsico para encontrar ¢! (k,w)

De acuerdo con la Ec. (2.13), si deseamos calcular la probabilidad de pérdida de
energfa, tenemos que encontrar 7! (k,w). Aqui presentamos unicamente los pasos
principales para obtener dicha funcién dieléctrica inversa para el sistema que nos
interesa.”

Consideremos un sistema de N esferas idénticas de radio a localizadas al azar
en las posiciones r; en una caja de volumen v. Llamemos a las respuestas dieléctricas
de las esferas y de la matriz £;(w) y e2(w), respectivamente. Apliquemos un potencial
externo con una sola componente de Fourier k en la direccién z:

Ve (r, 1) = V{r)e ™ = Vyete ™, (2.14)

La k-ésima componente de Fourier de este potencial es V™ (k,w) = V4.
El potencial externo induce cargas en las esferas y hay multipolos asociados
con la distribucién de cargas en cada esfera, de tal manera que uno tiene un sistema

de multipolos acoplados. El multipolo ¢i: en la esfera ¢ se puede escribir como la
suma. de dos términos,

Qimi = q?mt + qllmh (215)

donde ¢f; es el multipolo inducido por el potencial externo en la esfera 4, y ¢} .
es el inducido (en la esfera i) por el potencial de todas las otras esferas. Como el
potencial externo tiene una dependencia e**?, este induce tnicamente multipolos con
m = 0, de tal manera que se puede escribir ), ; = ¢%, = ¢. El multipolo inducido es
proporcional al campo externo Vj:

gy = FiVpe*. (2.16)

Una expresién para F; se deduce en la Ref. [11].

El multipolo ¢}, en la esfera ¢ es proporcional al potencial inducido que actda
sobre esa misma esfera, y se puede escribir como

20+ 1
QIlmi == . all/ljn.i' (2.17)
Aqui
/(21 +1

[(e1/e2) =17+ 1/ {20+ 1)

*Para una derivacién mas detallada vease la Ref.[11].
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es la i--polarizabilidad de una esfora y V!, es el coeficiente en el desarrollo en ar-
moénicos esféricos, respecto al centro de la esfera i, del potencial inducido producido
por todas las otras esferas:

Vi'lnd(r’) = Z "/l:l'm (T’)l }/im (9’3 ‘10’) 1 (219)

Im

donde ' = (', #,¢') = r — r;. El coeficiente V;} . est4 determinado por los multipolos
inducidos grny; en las esferas ; diferentes de ¢ por ecuaciones de la forma

Viwi = 3 Bl Quam. (2.20)

Vm? s

En esta ecuacién los coeficientes Bf;,’:fj estdn dados por la expresién [40)

‘m' 't Y1 —ny! 0:5, ij
B[l — (_l)l-i-m l+lin1;q )I-E-l'il(pj)
¥
@r)l U+ +m—-mN I+l —m+m)!
@i+ +D 20+ ) —m) (+m) (U —m) k

(2.21)

1/2

donde Ri; es la distancia entre las esferas i y j, y (64, ,;) son los dngulos polar y
azimiital de la esfera j respecto a la esfera i.

Combinando las Ecs. (2.15), (2.17), y {2.20), se obtiene un conjunto de ecua-
ciones acopladas para los multipolos de todas las esferas:

Qimi = Goybmo — Ott Z B:;m‘ qrm?;- (2.22)

I'mfy

Esta ecuacién se puede resolver formalmente utilizando el método descrito en la Ref.
{11]. El punto clave en la solucién consiste en escribir la Ec. (2.22) en la forma

E1/E7 — O11+bram: 035 + h & M gyt = ——=+/la2+1 mQ,
' [( 1/ 2—1 2+ 1) ! ? s ( )] s A RiVobmo

(2.23)
donde
_ (—’&) —:kz.
Ytm: = (Ihmm . (224)
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En estas ecuaciones hf:":j (k) es una matriz hermitiana real que es independiente de
las propiedades del material. Expresiones para hf::fj (k) y R, se pueden encontrar en
la Ref. [11]. La estructura de la Ec. (2.23) es lo que permite encontrar una solucién
en la forma de una representacién espectral, en la cual los factores de depolarizacién
para las resonancias de interfaz del sistema acoplado de esferas son los eigenvalores
de la matriz Hf::;"] (k) = I/ (2L 4+ 1) b1t Grmemr 45 + hf:{:” (k). Aquf presentaremos una
solucién aproximada utilizando una teorfa de campo medio. Esto significa que des-
preciamos, en todas las esferas, las fluctuaciones de los multipolos alrededor de sus
valores promedio, y tomamos el multipolo en cada esfera igual a su promedio co-
rrespondiente. Por lo tanto, todos los multipolos estan alineados en la direccién z y
entonces sélo aparecen multipolos con 'n = 0. Tomando un promedio de ensemble de
la Ec. (2.23), sobre un numero grande de configuraciones de las esferas, encontramos
que los multipolos promedios se pueden escribir como

Dy (3) ik
D= E Ry Vye™™, 2.25
(qu) - (e1/e2 — 1)_1 +n, rVoe ( )

donde n; son los factores de depolarizacidén de los modos superficiales del sistema

de esferas acopladas, y estdn dados por los eigenvalores de la siguiente matriz real y
simétrica:

!

Hy = méw (226)
A 1412
RN e s i
{! (l’)' g
Jigr—1 (kro)
% kT‘O k

donde f es la fraccién de llenado de esferas, j, (z) es la funcién de Bessel esférica
de orden v y 1o = 2a. Para obtener esta forma de la matriz Hy se ha efectuado
un promedio sobre configuraciones considerando una funcién de correlacién de dos
particulas de la forma: p® (r) = né (r — ry), donde n = N/v es la densidad de esferas,
6(z) es la funcién escalén.!

A su vez, los coeficientes Dy (s} estdn relacionados con los eigenvectores de la
matriz Hy mediante la expresién

Dy (s) = — (4m) 71t (=i)! VIV a@+ 181U, Uy, (2.27)

Aquf Ui, es la matriz unitaria que diagonaliza a Hy, es decir,

Una expresion mas general para Hyv, en términos de p(® (r) se puede encontrar en la Ref. [11].
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> U Hulpg = nybsy. (2.28)

i

Nétese que tanto n, como Dy (s) son independientes de las funciones dieléctricas ¢,
Y €2, pero dependen unicamente de factores geométricos como el vector de onda k, el
radio de las esferas a, la fraccién de llenado de esferas y la funcién de correlacién de
dos particulas.

El 1iltimo paso consiste en encontrar V'™ (k,w), la componente de Fourier del
potencial inducido. Expresamos V**¢(k,w) como una suma de contribuciones de las
esferas individuales:

Vi, w) = > Viri(k,w). (2.29)

La contribucién V™(k,w) de la csfera i se puede cscribir como una suma de dos
partes:

Vi (k,w) = V0 (k,w) -+ VI (K, w), (2.30)

las cuales se definen de manera andloga a la Ec. (2.15). El potencial externo, con
una sola componente de Fourier %, induce cargas en la esfera 7 con momentos multi-
polares g2 .. FEstas cargas inducidas producen un potencial inducido V;**°(r,t) cuya
componente de Fourier es V"*°(k,w). El potencial de las esferas distintas a la esfera
¢ también actidan sobre la esfera ¢, induciendo cargas que tienen momentos multi-
polares gj,;. Estas cargas inducidas producen un potencial inducido i/ii"d’l(r,t), con
componente de Fourier V™! (k, w).

Por lo tanto, V?'"di’o(k,w) debe ser proporcional al potencial externo Vj, y se
puede escribir

o
ViOk,w) = Y M. (2.31)
i=0
Similarmente, V;"*! (k,w) es proporcional a los multipolos inducidos g} .:
Vi kw) = ) ZgieT (2.32)
=1

=
= > Zi(gu—aqf)e™,
i=1
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donde se ha omitido el indice m ya que sélo los multipolos con m = {1 contribuyen.
Expresiones para los coeficientes M; y Z; se pueden encontrar en la Ref. {11},
Usando las Ecs. (2.31), (2.32) y {2.16) podemos reescribir la Ec. {(2.30) como

Vird(k,w) = > [(My — ZiF) Vo + Zique ™). (2.33)
=0

Finalmente, tomando un promedio de ensemble de esta dltima ecuacién y usando la
Ec. {2.25) obtenemos

(Vi (k,w)) = N[Z(MI ZiFy) +Z ZiDw () i Va. (2.34)

7 (€1/62 — )7 + 7,

Con estos resultados y usando la Ec. (2.9) se obtiene la funcién dieléctrica inversa.
Las cantidades que aparecen en la Ec. (2.34) se pueden simplificar y combinar para
obtener la siguiente expresion:

, (2.35)

e (hyw) = (e2) ™ [Hf( & +Zu_ns)

donde f es la fraccién de llenado de esferas y u es la variable espectral, definida como

u=— (g1 /e, — 1)7". (2.36)

La Ec. (2.35) es una representacion espectral de e~! (k,w). El término re-
presentacién espectral significa que £7! (k,w) se expresa como una suma de términos
con polos simples, donde los polos localizados en u(ws) = 1 y u(w,) = n,(k) dan las
relaciones de dispersién w(k) de los modos de polarizacion del sistema. Para el modo
de volumen, el factor de depolarizacién es n, = 1, y por lo tanto, el denominador
se anula si u = my = 1, es decir, €; (w) /e; (w) = 0 que corresponde a la relacién
de dispersién del plasmén de volumen de las esferas. Los modos de interfaz tienen
factores de depolarizacién n, y sus frecuencias estdn determinadas por u = n,, es
decir, €1 {w) /e (w) = 1 — 1/n,. El residuo C, es la intensidad de acoplamiento
del modo de volumen longitudinal con el potencial externo y los residuos C, son
las intensidades de acoplamineto de los modos de interfaz. Tanto n, como C, y C,
dependen \inicamente de la geometria del sistema y no de las propiedades dieléctricas
de los materiales.

La intensidad del modo de volumen es
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Co=1-33 L+ [i(p) /ol (2.37)
=1

donde j, (z) es la funcién de Bessel esférica de orden v. Nétese que la intensidad
de los modos de volumen difieren de 1, y que la diferencia no depende del arreglo
geométrico de las esferas, unicamente depende del radio de las esferas a través del
término p = ka. Esto significa que el decremento en la intensidad del modo de
volumen se debe al tamano finito de las esferas. Este decremento en la intensidad del
plasmén de volumen se conoce como efecto Begrenzung {41]-(43].

Como ya dijimos, las propiedades de los modos de superficie (ny y C,) de-
penden de las interacciones entre las esferas y, en la teorfa de campo medio, estdn
determinadas por los eigenvalores y eigenvectores de la matriz Hy» (ver Ecs. (2.26) y
(2.28)). Las intensidades de los modos de superficie estdn dadas por

Co =3 W@+ 1) + 1)p7%i (p) 5 () UnsUps, (2.38)

w

donde p = ka.
Se puede mostrar [11] que la suma de las intensidades de todos los modos ¢s
1:

Co+ ) Co=1, (2.39)

y que ), Cn,, el primer momento del espectro de modos de superficie, esta dado
por

> Cang =Y 3/ (21+ 1) (2 + 1)p % (p) di (p) Hur- (2.40)

i

Tambi¢n se puede mostrar [11} que estas dos reglas de suma son vilidas en general y
no linicamente en la aproximacién de campo medio.

En el lfmite local (k — 0), la intensidad del modo de volumen C, = 0, el modo
dipolar de interfaz tiene intensidad C; = 1, y los modos multipolares de orden mds
alto tienen intensidades C, = 0 para s > 2. Entonces, la funcién dieléctrica inversa
toma la forma

e (k,w) = (g9)7" [1 + / ] : (2.41)

U—mn
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donde n; = % (14 2f). Esta funcién dieléctrica inversa es equivalente al modelo de
Maxwell Garnett, el cudl se obtiene de calcular la funcién dieléctrica transversal, en
el lfmite local, para un sistema de esferas en la aproximacién de campo medio [44].
En el limite ka — oo, Cy, = 1 y C, = 0, lo que significa que en el limite de
esferas grandes o vectores de onda grandes sélo se excita el modo de volumen.

2.4 Resultados numéricos

En el siguiente capftulo se empleard la funcién dieléctrica encontrada en la seccién
anterior como punto de partida para obtener la pérdida de energfa en un medio semi-
infinito. Por esta razén, resulta util analizar con cierto detalle el comportamiento
de esta funcién dieléctrica al variar los pardmetros geométricos del sistema. Como
ya hemos dicho, tanto las intensidades como las posiciones de los modos son inde-
pendientes de los materiales que constituyen al medio compuesto. En esta seccién
presentamos resultados numeéricos de su dependencia en la fraccién de llenado f, el
vector de onda k, y el radio de la esfera a.

En la Fig. 2.1 mostramos Cp como funcién de ka. Se puede ver que Cp = 0
para ka = 0, luego se incrementa como (ka)2 para ka pequerias, y finalmente tiende de
forma asintética a 1 para valores grandes de ka. En la Fig. 2.1 también se grafica la
intensidad total de los modos de superficie > C, como funcién de ka. Toma el valor
1 cuando ka = 0 y disminuye conforme ke aumenta. Esto significa que si reducimos
el radio a de las esferas, para una k fija, €l modo de volumen va perdiendo intensidad
y esta disminucién de la intensidad del modo de volumen es igual a la suma de las
intensidades de todos los modos de interfaz (efecto Begrenzung), de acuerdo con la
regla de suma Ec. (2.39).

Intensidad de! Modo de Volumen

ka

Fig. 2.1. La linea continua muestra la intensidad del modo de volumen C, como
funcién de ka. La linea de trazos es la intensidad total de los modos de superficie,
1 -G,
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En la Fig. 2.2a se muestra la posicién de los modos de superficie, .es decir,
los factores de depolarizacién superficiales n,, como funciones de ka para f = 0.1y
Lmax = 6, donde Lp.x es el maximo valor de [ que se considera en el cdlculo. En la
Fig. 2.2b se muestran las posiciones de los modos pero para f = 0.5.

T r=—v=—t— T - T

oo @ f=01; L=6

045} 5
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¢.40 F %5
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0.45 F
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Posicion de fos Modos

035k

030¢
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Fig. 2.2. Posicidn de los modos de superficie n; como funcién de ka, calculados con
la matriz Hy de dimension L., = 6. El mimero que acompana a las distintas
curvas corresponde al indice s del modo de superficie. El panel (a) corresponde a
f = 0.1, mientras que (b) corresponde a f = 0.5.

En la Fig. 2.3 se grafican las intensidades de los modos de superficie C; como
funcién de ka, para f = 0.1 y 0.5. respectivamente, y L.y = 6. También se grafica
la intensidad total de todos los modos de superficie, 3. Cs; = 1 — C}, usando la regla
de suma dada por la Ec. (2.39). El valor de L. que se escogi6 es suficiente para
satisfacer las reglas de suma hasta ko = 6 aproximadamente.
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Fig. 2.3. Intensidades de los modos de superficie C; como funcién de ka, calculados
con una matriz Hy de dimensién L., = 6. Los niimeros que acompanan a las
distintas curvas corresponden al indice s del modo de superficie. El panel (a)
corresponde a f = 0.1 y el (b) corresponde a f = 0.5.

2.4.1 Esferas de aluminio en vacio

Ahora usamos la Ec. (2.13) para calcular el espectro de pérdida de energia para
un sistema de esferas de aluminio en vacfo. Para las esferas de alurninio se usé una
funcién dieléctrica de Drude [37], [45] €; = 1 — (w,)?/ [w{w + 7)), donde w, es la
frecuencia de plasma y 7 es el factor de amortiguamiento. Para el Al fiw, = 15.8 eV
y tomamos v = 0.02w;. La energia del electrén incidente utilizada fue E; = 100 keV.
La Fig. 2.4 muestra el espectro de pérdida de energfa para f = 0.1 y 0.5. Para cada
fraccién de llenado, se consideraron tres radios distintos de las esferas: a = 0.5, 2.0,
y 10.0 nm.



28

Pérdida de energfa de clectrones en un sistema infinito de esferas

Estas figuras muestran picos de pérdida en el intervalo de 8 — 13 eV que se
asocian con modos de superficie, y un pico en 15.8 eV que se asocia con el modo de
volumen. Al aumentar el radio de las esferas, los modos cuyos pesos contribuyen en
regiones con valores altos de ka, tienen un peso mayor al integrar sobre ). Y como
la intensidad total de los modos de superficie disminuye y la intensidad del modo de
volumen aumenta conforme ka crece, como se muestra en la Fig. 2.1, entonces la
altura total de los modos de superficie disminuye y la del modo de volumen aumenta,
conforme el radio de las esferas aumenta. También se observa que al aumentar la

fraccion de llenado, el pico de superficie mds prominente se mueve a energias mds
altas.
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Fig. 2.4. Funcién de probabilidad de pérdida de energfa Z(F) para esferas de Al en
vacfo, como funcién de la pérdida de energifa F, para tres valores del radio de las
esferas: @ = 0.5, 2.0 y 10.0 nm. El panel (a) corresponde a f = 0.1 y el (b)
corresponde a f = 0.5. La energia del electrén incidente es de 100 keV. El cero del
eje de las ordenadas se ha trasladado hacia arriba para los radios a mas grandes.

2.4.2 FEsferas de aluminio en AlF;

Howie y Walsh [20] encontraron que si un rayo de electrones de alta intensidad se
enfoca en una muestra delgada de AlF;, pequefas particulas de Al se forman en la
regién vecina al rayo de electrones. La presencia de estas particulas se infiere de la
aparicién, en el espectro de pérdida de energia de electrones, de picos de pérdida
correspondientes a los modos interfaciales y de volumen del Al.

Usando la Ec. (2.13) se puede calcular el espectro de pérdida de energfa = ( E)
para este sistema, permitiendo que los valores de f y a varfen para encontrar el mejor
ajuste con el experimento. La funcién dieléctrica del Al es la misma que la empleada

en la seccién anterior pero con y = 7, +y,. Aquf 7, = 0.04w, es el valor experimental
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del factor de amortiguamiento de volumen y -y, = vr/a, donde v es la velocidad de
Fermi para los electrones de la esfera, es una contribucién debida a la dispersién en la
superficie de las esferas. El término de dispersién superficial v, puede ser comparable
al término de volumen para esferas pequenas. Por ejemplo, si a = 2.6 nm, -entonces
v, = 0.032w,. La funcién dieléctrica del AlF3 fue encontrada por Walsh (7] de un
an4lisis del espectro de pérdida de energia de electrones del AlF; puro.

La curva experimental se muestra con linea de trazos en la Fig. 2.5 y fue
normalizada de tal manera que el drea bajo las curvas teérica y experimental fueran
la misma. El pico ancho alrededor de 25 eV es el pico de pérdida de energia corres-
pondiente a la excitacién del plasmén de volumen del AlF3, el pico delgado en 15.8
eV corresponde a la excitacién del plasmén de volumen del Al, y el pico en 8.5 eV
es el correspondiente a la excitacién de los plasmones de interfaz. Los valores de f
y a para los cuales se obtuvo un mejor ajuste con el experimento son f = 0.25 y
a = 2.6 nm. Si se incrementara el valor de f ocurrirfan dos cosas: (1) Las alturas de
los picos de interfaz y de volumen de! Al se incrementarfan, comparados con el pico
correspondiente al plasmén de volumen del AlFj; (2) El pico de interfaz se moverfa
a energias mas altas. Si se incrementara el radio de las esferas a, el pico de volumen
del Al se incrementarfa mientras que el pico de interfaz disminuiria.

Es evidente de la Fig. 2.5 que aunque la posicién de los picos estd bien descrita
por la teoria, los picos de pérdida experimentales son m4s anchos que los correspon-
dientes al cdlculo teérico. Se pueden atribuir varias razones a esta diferencia. Entre
otras, que las particulas producidas en el experimento no son perfectamente esféricas
ni del mismo tamafio ademds de que se pueden presentar variaciones en la fraccién

de llenado de esferas en la regién atravesada por el rayo y a imprecisiones de la
aproximacién de campo medio.

w
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Fig. 2.5. Funcién de probabilidad de pérdida de energfa Z(F) para esferas de
aluminio de radio ¢ = 2.6 nm y fraccién de llenado f = (.25, sumergidas en una
matriz de AlF;. La energia del electrén incidente es de 100 keV. La linea continua
corresponde a la teoria y la de trazos al experimento.
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2.5 Conclusiones

En este capitulo se presenté la teorfa de pérdida de energfa de electrones que atraviesan
un sistema infinito de partfculas localizadas aleatoriamente, considerando la interac-
cién entre las particulas y un promedio sobre sus posiciones. El problema se atacé
calculando €7 (k,w), el inverso de la funcién dieléctrica longitudinal de un sistema
infinito de esferas idénticas con funcién dieléctrica local ¢; (w), localizadas al azar en
una matriz con funcién dieléctrica e {(w). Si se conoce £~ (k,w), la probabilidad de
pérdida de energfa puede calcularse, dentro de la aproximacién de Born, usando la
Ec.(2.13).

Se encontré una, solucién, dentro de la aproximacién de campo medio, para es-
ta funcién dieléctrica inversa que incluye las interacciones entre las partfculas a todos
los ordenes multipolares. Esta funcién dieléctrica inversa se escribié en forma de una
representacién espectral cuyos polos simples y residuos estdn relacionados, respecti-
vamente, con las energias y las intensidades de acoplamiento de los modos normales
del sistema con el campo externo. Ademds, estos polos y residuos no dependen de
los materiales; dependen tinicamente de factores geométricos como el vector de onda
k, y la microestructura del sistema. En el lfmite local (k — 0}, s6lo se presenta el
modo dipolar de interfaz, y e=! (k,w) se reduce al inverso de la funcién dieléctrica de
Maxwell Garnett. Conforme ka aumenta, aparecen un modo de volumen y modos de
interfaz de orden multipolar superior.

La teorfa se aplicé primero a un sistema de esferas de aluminio en vacio y
luego a un sistema de esferas de Al en AlF; para el cudl existe un espectro de pérdida
de energfa experimental. Se ajustaron los espectros experimental y teérico mediante
una eleccién adecuada de f y a pero se observé que los picos experimentales son mads
anchos y de menor altura que los obtenidos con la teoria.



Capitulo 3

SISTEMAS INHOMOGENEQS EN UN SEMIESPACIO:
APROXIMACION DE MEDIO EFECTIVO

En el capftulo anterior se presenté una teorfa para tratar el problema de la pérdida de
energfa de electrones que atraviesan un material inhomogéneo constituido por esferas
idénticas distribuidas al azar en una matriz homogénea. En particular nos interesé la
excitacion de los electrones de valencia, lo cual significa pérdidas de energia de unos
cuantos €V a 100 eV. En esta teorfa, la pérdida de energia se expresé en términos
de una respuesta dieléctrica efectiva no local la cual se calculé en la aproximacién de
campo medio. Ahora trataremos un problema relacionado: €l célculo de la pérdida de
energia de electrones que viajan paralelamente a la interfaz de un sistema semi-infinito
de inclusiones esféricas distribuidas al azar. Ya que las trayectorias de los electrones se
pueden controlar con mucha precisién, se puede dirigir un haz muy fino de electrones
que viajen a unos cuantos Amstrongs sobre la superficie de una muestra plana. Al
comparar este tipo de experimento con el de transmisién de electrones a través de
la muestra, este arreglo experimental tiene la ventaja de que se minimizan los dafos
que el rayo de electrones pueda causar a la muestra, pero requiere de un anilisis
de la sensibilidad del experimento a la estructura de la superficie de la muestra. El
tratamiento tedrico que se desarrolla en este capitulo utiliza la respuesta dieléctrica
efectiva para el sistema infinito obtenida en el capitulo anterior [11].

3.1 Funcién de respuesta superficial g{(Q,w)

Consideremos un sistema de esferas idénticas distribuidas al azar en una matriz ho-
mogénea en el semiespacio z < 0. Las esferas tiencn una funcién dieléctrica local £,
y la matriz tiene una funcién dieléctrica €2 = 1. La funcién de respuesta superficial
g(Q,w), en la cual Q es el vector de onda paralelo a la superficie y w la frecuencia,
ha sido utilizada en el estudio de los procesos de pérdida de energia por medios ho-
mogéneos e isotrépicos en un semiespacio [46], y esta cantidad aparece en expresiones
para el espectro de pérdida de energia de electrones que se mueven en trayectorias
confinadas al semiespacio z > 0; por ejemplo, una trayectoria paralela [12], o reflejada
por la superficie [47]. Para el sistema inhomogéneo que estamos estudiando, g(Q,w)
se debe considerar como una funcién de respuesta efectiva que describe al sistema,
el cual es homogéneo e isotrépico en la direccién paralela a la superficie después de



32 Sistemas inhomo;éneos en un semiespacio: Aproximacién de medio efectivo

hacer un promedio configuracional sobre las posiciones de las esferas.
Tomemos un potencial externo producido por una carga externa localizada
en la regién z > zp. La funcién de respuesta superficial es la amplitud de reflexién

compieja que relaciona las componentes de Fourier (Q,w) de los potenciales externos
con los inducidos:

¢ (Q,w) = —g(Q,w)¢""(Q,w). (3.1)
Aquf, la componente de Fourier ¢"™(Q, w) del potencial inducido se relaciona con
¢™¥(p, z;w) mediante una transformada de Fourier bidimensional,

. 420 | .
ind . — ind iQ-p—Qz,
4o zi) = [ GEe QU o< (32)
donde p = (z,y) es un vector bidimensional paralelo a la interfaz, y Q = (Q., @Q,) es

un vector bidimensional en el espacio de Fourier. Andlogamente, el potencial externo
$***(Q,w) esta definido por

2
¢ (p, z;w) =fz%¢ezt(Q,w)e‘Q'p+Qz; z < 2. (3.3)
Los potenciales ¢™(p, z;w) y ¢**(p, z; w) satisfacen la ecuacién de Laplace en las
regiones indicadas en las Ecs. (3.2) y (3.3), ya que las cargas que producen a estos
potenciales se localizan en el exterior de estas regiones. La diferencia de signo en e*%*
en estas dos ecuaciones se debe a que las cargas inducidas y externas se localizan en
las regiones z < 0y 2z £ z, respectivamente.

En las siguientes deducciones tomaremos Q en la direccién z. Esto simplifica
la notacién y es permitido ya que estamos suponiendo que el sistema desordenado
es invariante con respecto a rotaciones alrededor del eje z, de tal forma que g(Q,w)
depende tUnicamente de la magnitud de Q, no de su direccién. Tomando E.(Q, z,w)
y D.(Q, z,w) como las transformadas de Fourier bidimensionales de E.(p,z,w) y
D, (p, z,w) y exigiendo su continuidad en la interfaz (z = 0), g(@Q, w) se puede expresar
€Oomo

zZV - Z(Q,w)

g(Q.w) = m

(3.4)

donde

2(Q %) =i} iz (3.5)
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juega el papel de una impedancia superficial del medio y Z¥ = 1 es la correspondiente
impedancia superficial del vacfo. No es de sorprender que la expresién para ¢(Q,w)
en la Ec. (3.4) tenga la forma caracteristica de una amplitud de reflexién porque uno
puede pensar en ¢**(p, z;w) y ¢™%(p, z;w) en la regién 0 < z < 2, como si fueran
los potenciales “incidente” y “reflejado”, respectivamente.

3.2 Probabilidad de pérdida de energia

Imaginemos un electrén que viaja paralelamente a la superfice del semiespacio ocu-
pado por el sistema. El electrén al moverse polariza al sistema de esferas y el campo
eléctrico producido por esta polarizacién actia sobre el electrén ejerciendo un trabajo
sobre él. Por lo tanto, el electrén pierde parte de su energia inicial. Nuestro obje-
tivo es calcular esta energia perdida por el electrén al desplazarse sobre el sisterna.
Supongamos que el electrén tiene una energia tan alta que viaja en una trayectoria
que se desvia s6lo ligeramente de una linea recta y que su cambio en energfa es muy
pequeno comparado con su energia inicial. Entonces, la energia perdida por el electrén
se puede identificar con la que necesitaria una fuerza externa, trabajando en contra de
las fuerzas de polarizacién, para mantener al electrén viajando con rapidez constante
v;. Digamos que la ecuacién de la trayectoria del electrén con carga —e es z = 0,
y = vit y z = 2, sobre el semiespacio ocupado por el sistema. La pérdida de energia
del electrén cuando se mueve una distancia dy estd dado por el trabajo (con signo
negativo) hecho por la fuerza que actia sobre el electrén, dW = —Fydy = eE,dy,
donde E, es el campo eléctrico inducido que actia sobre el electrén. Por lo tanto, la
pérdida de energia por unidad de camino recorrido es

_(M _ a ¢i‘nd

dy ¢ Oy

(3.6)

z=0y=vsl,z=2p

Se puede encontrar una expresién para el potencial inducido que aparece en la Ec.
(3.6) a partir de la densidad de carga externa del electrén, p®*t(r,t) = —eé(z}6(y —
vrt)6(z — zp), cuya transformada de Fourier en el tiempo es

P (r,w) = -(%)5(;5)5(,2 — zg)e™lvr, (3.7)

A partir de esta densidad de carga es posible obtener una expresién para el potencial

externo ¢°*(p, z;w) usando la ley de Coulomb

¢emt(p,z w /dS Holr—rl) (38)

Después de integrar sobre 2', las integrales restantes sobre z' y ' tienen la forma
de una convolucién. Escribiendo Q = (Qz,Qy), se puede expresar ¢***(Q, z,w),
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la transformada de Fourier bidimensional de ¢“(

transformadas de Fourier. El resultado es

P, 2;w), como el producto de dos

(2m)?
)

Después de usar la Ec. (3.9) en la relacién que liga a los potenciales externos e
inducidos dada por la Ec. (3.1), seguida de la Ec. (3.2) para encontrar ¢™*(p, z;w),
y sacando una transformada de Fourier w — t para obtener ¢"*¥(p, z; t), sustituimos
en la Ec. (3.6) para obtener

dw —e? * dw o sz . —2Qzo
F U—?/_m Z—Ww/_m 0 ig(Q,w)e : (3.10)

donde Q = /Q% + (w/vr)?. Debido a que el sistema es causal se cumple la relacién
9(Q, ~-w) = ¢*(Q,w), por lo tanto, podemos reescribir la Ec. (3.10) como

$HQ,w) = —e §(w ~ kyur)e™ 9%, (3.9)

dW  2e? [ © 4O
—_— = wdw ZIm{g(Q,w)]e 2=, 3.11

La probabilidad por unidad de camino recorrido, por unidad de energia, d’> P/dldE,
de que un electrén pierda energfa F = hw se define por

AW [® &P
d—y_]o B (3.12)

Combinando las Ecs. (3.11) y (3.12) se obtiene

&P 2
dldE ~ agmon?

=(E), (3.13)

donde ag es el radio de Bohr, mg es la masa en reposo del electrén, vy es la velocidad
del electrén incidente, y

o0 ~20Qz,
E(E)=% /0 ¢ 5~ m9(Q,w)dQ. (3.14)

es la funcién de probabilidad de pérdida de energia.
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3.3 Modelos

En general, el cdlculo de Z(Q,w) en la férmula para g(Q,w) requeriria de un modelo
preciso tanto para el interior como para la regién superficial del sistema junto con
una solucién completa para los campos. Sin embargo, existen dos modelos simples
en los cuales es posible obtener una expresién para Z(Q,w) en términos de la funcién
dieléctrica volumétrica del sistema infinito (sin superficie). Estos modelos son el
limite local y el de barrera infinita semicldsica (SCIB). Ambos modelos poseen una
frontera abrupta en la superficie y se pueden considerar como variantes local y no
local de un volumen truncado. Aquf los aplicaremos al sistema de inclusiones esféricas
distribuidas al azar descrito anteriormente con el fin de analizar sus resultados y su
significado ffsico. También introduciremos el modelo SCIB modificado que toma en
cuenta un perfil realista de densidad de esferas cerca de la superficie del material.

8.3.1 Litmite local
El limite local consiste en tomar la respuesta dieléctrica longitudinal volumétrica del

sistema £p(k,w) en el limite de longitud de onda larga, es decir, se substituye e (k, w)
por eg{w} = ep(k = 0,w), para z < 0. En este caso la impedancia superficial es

1
ZJOC(LL)) = ?(w), (315)
que al substituirse en la Ec. (3.4) nos da
1-1 -1
() = S tesle) _ enle) (3.16)

T 1+ 1/63(0)) - sg(w) +1

Ahora, sustituyendo g(w) en la Ec. (3.14) y realizando la integracién sobre Q,, se
obtiene el bien conocido resultado local [12],

Ziee( E) = %Kg ( 270 )Im [E—Bﬁ‘-’-)——-}-} , (3.17)

vpfw ep{w)+1

donde Ky es la funcién de Bessel modificada de orden cero. El argumento de K
establece una longitud caracterfstica v;/w que determina aproximadamente el valor

del pardmetro de impacto zp para el cual la probabilidad de pérdida de energia todavia
es apreciable. Para el sistema de esferas localizadas al azar,

1 1 1 1
sa(w)_a(k=0,w):;;[1+fu_m], (3.18)

con ny = (1+2f) /3. La Ec. (3.18) corresponde a la funcién dieléctrica volumétrica
de Maxwell Garnett que toma en cuenta tinicamente la excitacién de modos dipo-
lares en cada esfera. Estos modos dipolares se deben a la densidad de carga superficial
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inducida en la interfaz de cada esfera y su acoplamiento da origen a un modo dipo-
lar colectivo conocido como plasmén de interfaz dipolar. La posicién de este modo
corresponde al polo de la Ec. (3.18) localizado en u = ny = (1 + 2f)/3.
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Fig. 3.1. (a) Funcién de probabilidad de pérdida de energfa Z(F) como funcién de
la pérdida de energia F = fiw, para una fraccién de llenado f = 0.15 y un
pardmetro de impacto z; = 0.1 nm. La linea punteada corresponde al modelo local,
la linea de trazos al modelo de SCIB y la linea continua al modelo de SCIB
modificado. La leyenda (x /N) asociada con una curva en estas figuras indica que el
valor mostrado en el eje de las ordenadas para esa curva se debe multiplicar por el
factor N. (b) Igual que en (a) pero para zp = 1 nm. (c) Igual que en (a) pero para
f =0.5. (d) Igual que en {c} pero para z; = 1 nm.

Aplicando este modelo a un ejemplo concreto, calculamos la funcién de proba-
bilidad de pérdida de energia Z,.(E) para un semiespacio de esferas de aluminio en
vacfo y una energia cinética del electrén incidente Ey = 100 keV. En este caso g5 = 1
y €1{w) estd dado por una funcién dieléctrica de Drude,
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w?

1 P

g{w) =1 Ryt (3.19)
donde w, es la frecuencia del plasmén de volumen y 7, el tiempo de relajacién origi-
nado en procesos disipativos, se toma como un pardmetro que controla el ancho de los
picos de excitacion. Para el aluminio fiw, = 16.0eV, y tomamos w,r = 100. La linea
punteada en la Fig. 3.1 muestra el resultado de este célculo local para dos valores
diferentes de la fraccién de llenado, f = 0.15 y 0.5, y dos valores del pardmetro de
impacto, zg = 0.1 y 1 nm. En todos los casos el espectro de pérdida de energia es
un pico aislado cuya altura se muestra reducida en un factor N dado por la leyenda
(x N}, con el fin de ajustarla a los resultados que se describen posteriormente y que
se muestran en la misma figura.

Este pico se origina de las excitaciones dipolares del plasmén de interfaz del
sistema de esferas de aluminio en vacio. Una expresién simple para la posicién de
este pico se puede encontrar haciendo 7 — oo en la Ec. (3.19). Se puede ver de la
Ec. (3.17) que en el semiespacio la frecuencia de resonancia del modo dipolar, que
denotaremos por w,, se determina por la condicién eg (w) = —1. De la Ec. (3.18) el
polo correspondiente en la variable espectral u es ng = (1+ f/2) /3 y la frecuencia

de resonancia es wy; = wp/Ms = wp\/(1 + f/2} /3. Estos resultados muestran que
la frecuencia del modo dipolar w, se incrementa de w,/v3 a w,/v/2 conforme f se
incrementa de 0 a 1. De aqui que la energfa de la excitacién dipolar para. el seriespacio
es hw, = 9.6eV para f = 0.15 y hw, = 10.3eV para f = 0.5, valores que concuerdan
con las posiciones de los picos locales en la Fig. 3.1. El pico aislado en Z;,.(E) es
relativamente delgado, ya que el ancho del pico proviene \inicamente de los procesos
disipativos incluidos en la funcién dieléctrica de Drude ¢, (w) de las esferas a través

del pardmetro 1/7. Queda claro que el radio de las esferas no interviene en este
modelo local.

3.3.2 Modelo de barrera infinita semicldsica (SCIB)
Descripcién del modelo

La respuesta dieléctrica no local de un medio con invariacia translacional se puede
escribir, en el espacio de Fourier, como e(k,w). Sin embargo, cuando el sistema es
inhomogéneo, la respuesta dieléctrica dependerd de dos vectores de onda k y k’, es
decir, tiene la forma e(k,k’,w) [48]. Este es el caso de un medio semi-infinito donde
la interfaz rompe la invariancia translacional del sistema. El cdlculo de esta funcién
dieléctrica e(k,k’,w} puede resultar muy complicado y entonces se busca un pro-
cedimiento alternativo para calcular los campos inducidos en términos de la funcién
dieléctrica no local e(k,w) del medio infinito. A este procedimiento se le conoce como
modelo de SCIB y tradicionalmente se ha utilizado para describir la respuesta de un
gas de electrones semi-infinito [49]. Para calcular la impedancia superficial Z(Q,w)
en términos de la funcién dieléctrica volumétrica no local eg(k, w) del medio infinito
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en cuistién, primero consideramos al sistema infinito descrito por eg(k,w). Entonces
se bu-can soluciones a las ecuaciones de Maxwell para el campo eléctrico E y el vector
de desplazamiento eléctrico D con simetria de reflexién respecto al plano que corres-
ponderia a la interfaz del medio semi-infinito, i. e., E (z,y,z,w) = E.(z,y, —z,w) ¥
E.(z.y, z,w) = —E,{x,y, —2,w), con ecuaciones similares para D; y D,. Suponemos
que estos campos tienen realidad fisica sélo en el lado de la interfaz donde se en-
cuentra el sistema y se empalman con los campuos que se encuentran realmente en el
vacio usando la continuidad de B, By, y D,. Este procedimiento supone técitamente
un modelo para la interfaz, que ¢n el caso de un gas de electrones se puede inter-
pretar como si la superficie actuara como una barrera de potencial infinita causando
una reflexién especular de los electrones, pero ignorando los términos de interferencia
cudntica; este es ¢l origen del término barrere infinita semicldsica y del término mo-
delo de refleridn especular como también se le conoce. Este procedimiento conduce

a [49], [50]

Q [ dk,
200 =3 [ it (320

Al aplicar este modelo al sistema de esferas distribuidas al azar, tenemos que sustituir
ep(k,w) en la Ec. (3.20) por la funcién dieléctrica volumétrica no local ¢(k,w),
dada por la Ec. (2.35) y en donde la magnitud del vector de onda k = /Q? + k2.
Finalmente, usando las Ecs. {3.4) y (3.14) obtenemos la funcién de pérdida de energia
electrénica Z(F).

Antes de presentar los resultados de este modelo analizaremos el compor-
tamiento de los campos y las cargas de polarizacién en la vecindad de la interfaz. Las
condiciones de frontera de los campos en la interfaz requieren la continuidad de E;,
E, y D, y se puede mostrar [51],;52] que E.(Q, z,w) tiene una discontinuidad dada
por

E.(Q,z=07,w) = e(w)E.(Q, z = 0%, w), (3.21)

donde E,(Q, z,w) es la transformada de Fourier bidimensional del campo eléctrico
E.(z,y,z;w) conrespecto a z y ¢, ¥

€ (W) = :clinol.c ek, w), (3.22)

se conoce como la funcién dieléctrica de fondo del sisterna. En el modelo usual de un
metal, se puede escribir la funcién dieléctrica total como la suma de una contribucién
debida a los electrones de conduccién, que tiende a cero cuando k£ — o0, y una
contribucién independiente de k de los electrones ligados. Por lo tanto, los electrones
ligados son la fuente de una funcién dieléctrica de fondo ex > 1.
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En nuestro sistema de esferas distribuidas al azar, el origen de la funcién
dieléctrica de fondo es muy diferente. Combinando las Ecs. (2.35), (2.36) en el limite
k — 00, tenemos

(3.23)

En ausencia de esferas, es decir, en el limite f — 0, se obtiene ¢, = €3, que era
de esperarse, ya que ¢ juega el papel de un fondo local para el sistema de esferas
polarizables. Cuando las esferas estdn presentes (f > 0), el término f/e; aparece en la
FEc. (3.23). Este término se origina del peso del modo de volumen C,(k — o0) =1 en
la Ec. (2.35) y corresponde a una resonancia del plasmén de volumen de las esferas.
El término (1 — f)/ ez corresponde a una resonancia del plasmén de volumen de la
matriz. También se puede mostrar que cuando hay una funcién dieléctrica de fondo
€ 7 1, aparece una densidad de carga superficial 0™¢(Q,w) en z = O:

E-;%)r—_l)gz(q, 2= 0% w). (3.24)

Q) = -
Ademaés de esta carga superficial, también hay una distribucién volumétrica de carga
debido a la naturaleza no local de ¢{k,w) para k finita.

Resultados y discusién

El célculo de la pérdida de energia se efectia truncando la suma multipolar en la Ec.
(2.35) hasta un valor méximo de Ly = 6. Este nimero de multipolos es suficiente
para satisfacer las reglas de suma, Ecs.(2.39) y (2.40), con una precisién razonable
(ver Apéndice A). Por lo tanto, las posiciones n, y los pesos C, de los primeros seis
modos interfaciales se obtienen encontrando los eigenvalores y eigenvectores de la
matriz Hy, dada por la Ec.(2.26), que en este caso es una matriz de 6 x 6. El resto
de los modos (con s > 6) se toman en cuenta incluyendo un modo efectivo adicional
cuya posicién n.sr y peso Cery estdn determinados por las reglas de suma, como se
muestra en detalle en el Apéndice A.

Presentamos los resultados para un semiespacio de esferas de aluminio en vacio,
usando la misma funcién dieléctrica de Drude ¢, {(w) para el aluminio, Ec. (3.19), que
en el modelo local.

En la Fig. 3.2 se muestra una gréafica de Im g(Q,w) como funcién de Qa y Fw
para f = 0.15 y 0.5, y wpT = 100. Para Qa = 0 hay un solo pico alrededor de 9.6
eV para f = 0.15 y alrededor de 10.3 eV para f = 0.5. Entonces, conforme Qa se
incrementa, ocurren dos cosas: (i) comienza a emerger un pico aislado alrededor de
16 eV, su altura aumenta y se desplaza ligeramente hacia bajas energias, siendo este
desplazamiento més pronunciado para f = 0.5 que para f = 0.15, y (ii) aparece una
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estructura de picos en la regidn de baja energfa: entre 8.5 y 11.0 eV para f = 0.15,
y entre 7.0 y 12.0 eV para f = ).5. Para ambos valores de f esta estructura se
transforma en una de un solo pico cuando Qa > 10; esto ocurre debido a que hemos
remplazado los modos multipolares de orden superior por un solo modo efectivo. Sin
embargo, ya que la estructura multipolar real se estrecha conforme Qa se incrementa,
la aproximacién de modo efectivo es adecuada.

(a) (b)

Fig. 3.2. (a} Funcién de pérdida superficial Im g(Q.w), como funcién de Qa y fuw,
para esferas de aluminio en vacio usando el modelo de SCIB y una fraccién de
llenado f = 0.15. (b) Igual que en (a) pero para f = 0.5.

Ahora discutiremos el origen fisico de estos picos. Se pueden identificar a los
picos de baja energfa con los modos superficiales usuales provenientes del término
3 C,/(u—mn,) de la Ec. (2.35), mientras que el pico de alta energia proviene del
término Cp/ (u— 1} en la Ec. (2.35). Consideremos el limite @ — 0. En este
limite, € factor 1/ (Q? + k?) en la Ec. (3.20) presenta un pico muy agudo en k, = 0
de tal manera que sélo el limite local ¢(k = 0,w) contribuye. La Ec. (3.20) da
Z = 1/¢{w), donde g(w) = &k = O,w) = 1 — f/{u- (1 = £)/3] es la funcién
dieléctrica de Maxwell Garnett.[11] De acuerdo con la Ec. (3.4) existe un polo en
g(0,w), y un pico correspondiente en Im g(0,w) cuando Z = —1 o g{w,) = —1. Para
un gas de electrones, descrito por el modelo de Drude, esta condicién significa que
ws = wa/1 + f/2, donde wy = w,/ V'3 es la resonancia dipolar de una esfera aislada.
La funcién dieléctrica del aluminio se calcula con buena aproximacién mediante el
modelo de Drude [37] con Aw, = 16 €V. Por lo tanto, Aw, = 9.6 eV para f = 0.15,
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mientras que para f = 0.5 se tiene fiw, = 10.3 eV. Asi, en la Fig. 3.2, el unico
pico que se observa en Im ¢(Q = 0,w) se puede identificar con el modo de superficie
de una interfaz plana descrita por la funcién dieléctrica local de Maxwell Garnett
correspondiente, y este pico tiene la misma posicién que el pico en la funcién de
pérdida de energfa obtenido usando el modelo local. El corrimiento en la posicién
y su reduccién de tamano conforme @ crece se debe a la naturaleza no local de la
respuesta dieléctrica.

El pico que aparece a @ finita cerca de la energfa del plasmén de volurnen se
debe a la presencia de la funcién dieléctrica del aluminio ¢;(w) en €. (w) (observese la
Fig. 2.1). La posicién de este pico se puede entender considerando el lfmite ¢ — oo.
Ya que k? = Q? + k2 este limite es equivalente a k — oo, de tal manera que la
funcién dieléctrica no local ¢{k,w) en la Ec. (3.20) se puede remplazar por la funcién
dieléctrica e{w). Entonces, de la Ec. (3.20) se obtiene Z = 1/e,(w). Por lo tanto,
aparecerd un pico en Img{Q) — co,w) a una energia fwy tal que ex{wy) = —1.
Haciendo ¢, = 1 en la Ec. (3.23) y utilizando el modelo de Drude para ¢, dado
por la Ec. (3.19) con 7 — co, se obtiene fiwy = Aw,+/1 — f/2, que comienza en
la frecuencia del plasmén de volumen para f = 0 y se corre a energfas mds bajas
conforme f aumenta, tomando el valor del plasmén de superficie Aw, = Fw,/+/2 para
f = 1. Para el aluminio se obtiene fiwy = 154 eV para f = 0.15 y fiwy = 13.9 eV
para f = 0.5. Este pico se puede identificar con el pico de alta energia que aparece
en Im g(Q,w) en la Fig. 3.2, en el limite Qa — oco. Esto también explica porqué el
corrimiento hacia el rojo de este pico es mayor para f = 0.5 que para f = 0.15.* En
conclusién, Im g(Q, w) tiene una estructura de dos picos para cualquier valor finito de
@, pero tiene una estructura de un solo pico en dos casos limite: Q@ — 0y Q — co. El
limite de () pequeia corresponde a la excitacién por un campo constante y se puede
identificar con la aproximacién local de Maxwell Garnett, y el limite de @ grande
corresponde a la excitacién del fondo.

Ahora substituimos los resultados de Im g(Q, w), mostrados en la Fig. 3.2, en
la Ec. (3.14) y realizamos la integracién en @, para obtener Z(E). Los resultados se
muestran en la Fig. 3.1, donde graficamos Z(F) como funcién de E para dos valores
del pardmetro de impacto, 25 = 0.1 y 1 nm, y dos valores diferentes de la fraccién de
llenado, f = 0.15 y 0.5. El radio de las esferas se tomé como a = 2.5 nm. En contraste
con el pico aislado en Z,,.(E} encontrado con el modelo local, el modelo de SCIB da
origen a una rica estructura de picos con un cierto ancho en Z(E). Hay estructura
en una regién de baja energia, de 8 a 12 eV, aproximadamente, para f =0.15y de 6
a 13 eV, aproximadamente, para f = 0.5, y también en una regién de mayor energfa
por debajo de 16 eV. El ancho de la estructura proviene tanto de la naturaleza no
local de la respuesta dieléctrica 1/¢,(k,w) como de los procesos disipativos incluidos
en la funcién dieléctrica de Drude ¢, (w).

*Si la matriz en la que se encuentran sumergidas las esferas también presentara un modo de
superficie, este apareceria en la estructura de Im g(Q, w). En el presente caso hemos tomado e3 = 1
por lo que no aparece un pico asociado con el modo de superficie de la matriz.
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3.8.3 Modelo de SCIB modificadc

En esta seccién presentamos evidencia de que el pico de alta energia que aparece
en Im ¢g(@,w) y en Z(E) no deberia aparecer cuando la trayectoria del electrén es
exterior al material y discutimos por qué la terminacién abrupta de la superficie en
z = 0 en el modelo de SCIB usual da origen a este pico de alta energia. Para remediar
estos defectos, proponemos un procedimiento, usando argumentos cualitativos, para
construir un modelo de SCIB modificado que sea consistente con un perfil de densidad
de esferas realista cerca de la superficie en el cual el pico de alta energia no aparece.

Terminacién abrupta de la superficie en el modelo de SCIB

Primero discutiremos por qué el modelo de SCIB corresponde a una terminacién
abrupta de la superficie en z = 0. Uno esperarfa que esto fuera cierto del argumento
cualitativo de que el modelo de SCIB usa la funcién dieléctrica de volumen ¢,(k,w) de
un sistema infinito de esferas distribuidas al azar, de tal manera que la distribucién
de esferas es la misma cerca de la superficie que en el interior del sistema. Es decir, la
fraccion de llenado de esferas es constante en cualquier punto del semiespacio z < 0.
Esto se puede mostrar cuantitativamente de la siguiente manera:

Consideremos un sisterma de dos componentes formado por inclusiones de geo-
metria arbitraria y sumergidas en una matriz homogénea, confinadas al semiespacio
z < 0, y que tiene simetria translacional en las direcciones z y y después de haber
hecho un promedio sobre configuraciones. Sea la funcién dieléctrica local de las dos
componentes €;{w) y ez = 1, respectivamente, de tal manera que la variable espectral
es u(w) = —1/ (¢ (w) — 1). Se puede mostrar (ver Apéndice B)! que la funcién de
respuesta superficial g(@,w) tiene una representacién espectral

9(Qw) = —é Z - (j))“_(gs)(@, (3.25)

donde f es la fraccién de llenado de la componente 1 infinitamente lejos de la su-
perficie, donde suponemos que tiene un valor constante. La intensidad de los modos
D, (Q) y las posiciones n, (Q) dependen dnicamente de la geometria y del vector de
onda @. Para un sistema con un mimero grande de inclusiones, los modos de interfaz
forman una distribucién esencialmente continua

(3.26)

u—mn

00 = - [ D@nien

TEn realidad en el Apéndice B se obtiene la Ec.(4.19). Sin embargo, la Ec.(3.25) es idéntica a
la Ec. {4.19) salvo por el factor f y su dependencia tnicamente en la magnitud de Q. Una versién
simplificada de la deduccién puede encontrarse en la Ref. {32].
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donde la densidad espectral D{Q,n) es real y positiva, con un valor diferente de cero
unicamente en el intervalo 0 < n < 1. En el Apéndice C [32] se deduce la siguiente
regla de suma para el momento de orden cero, uy(Q), de la densidad espectral:

1
1(Q) = fo D(Q,n)dn (3.27)
=3f9- _Zoem‘f(z)dz.

Aqui f(z), la fraccién de llenado de la componente 1 dependiente de z , es la fraccién
de una superficie plana a un valor dado de z que cae en el interior de la componente
1. La “constante de normalizacién” f/2 en la Ec. (3.27) se escogié de tal manera
que p3(Q) = 1 para un semiespacio con una fraccién de llenado constante de la
componente 1, f(z} = f para z < 0.

Ahora bien, se puede mostrar que la funcién espectral correspondiente al
modelo de SCIB para la funcién de respuesta superficial tiene momento de orden
cero po(@) = 1. La prueba consiste en desarrollar la funcién de respuesta super-
ficial en potencias de 1/u utilizando, por un lado las Ecs. (3.26) y (3.27) y por
otro lado las Ecs. (2.35), (2.39), (3.20) y (3.4). De las Ecs. (3.26) y (3.27) en-
contramos g = —35 fueu~! + O(u™?). Por otro lado, las Ecs. (2.35) y (2.39) dan
1/e = 1 + fu~' + O(u~?). Utilizando esta expresién para 1/¢ en la integral en la
Ec. (3.20), ésta se puede hacer inmediatamente dando Z =1 + fu™! + O(u™?%), que
al substituirse en la Ec. (3.4) da g = —1fu~! 4+ O(u~?). Comparando los términos
con 1/u en estas dos expresiones para g obtenemos el resultado deseado, (@) = 1.
Por lo tanto, el modelo de SCIB es consistente con una fraccién de llenado de esferas
f(2) = f en el semiespacio z < 0.

Siguiendo la deduccién del pdrrafo anterior, pero usando la Ec. (2.35) antes
de aplicar la regla de suma Ec. (2.39), se puede mostrar que el momento de orden
cero es la suma de contribuciones separadas del modo de volumen y de los modos
superficiales:

o= 2(Q) + 157(Q) = 1, (3.28)
donde
2Q [° dk,
W@ =2 [ awgns (329)

0
W@=-2 [ T ewgrs (3.30)
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con k* == Q%+ k2. Estas ecuaciones se usarsn posteriormente para construir el modelo
de SCIB modificado.

Presentaré ahora algunos argumentos que sugieren que el pico de alta energfa
en las Figs. 3.1 y 3.2, que proviene del término correspondiente al modo de volu-
men Cy/ (v — 1) en la Ec. (2.35), es un resultado artificial del modelo de SCIB y no
deber{a aparecer cuando los electrones viajan en una trayectoria exterior a la super-
ficie. En primer lugar, es bien conocido que un electrén que viaja en una trayectoria
rectilinea cldsica puede excitar un plasmoén de volumen en una esfera descrita por
una funcién dieléctrica local, tinicamente en el caso en que la trayectoria atraviese
las esferas.{12],(53] Como en nuestro caso la trayectoria del electrén no cruza ningu-
na de las esferas, uno deberfa esperar un acoplamiento solamente con los modos de
interfaz. En segundo lugar, en la deduccién de la ecuacién para €(k,w), que se usa
para calcular la pérdida de energia de electrones que pasan a través del sistema de
esferas, se aplicé una densidad de carga externa de la forma {11] p(z) = pye***. En ese
trabajo se mostré que el término correspondiente al plasmén de volumen se origina
enteramente de la parte de la densidad de carga externa que se localiza en el interior
de las esferas. Como esta carga externa representa el traslape de las funciones de
onda inicial y final de los electrones dispersados por el sistema, se esperarfa que si los
electrones no penetraron a las esferas, la densidad de carga externa en el interior de
las esferas seria cero y no habrfa excitacién del modo de volumen.

En el modelo de SCIB, la carga externa en el medio infinito ficticio es una
densidad de carga superficial en el plano z = 0 asociada con la discontinuidad de
D,: 4me®® = 2D,{(z = 07). Claramente, esta carga externa cruza por el interior
de aquellas esferas cortadas por el plano z = 0 y éste es precisamente el defecto
més importante del modelo. En el limite Q — oo (0 k — o0), el potencial debido
a esta carga se localiza en el plano z = 0, de tal manera que no se excitan los
modos de interfaz. Asf mismo, en este lfmite la funcién dieléctrica inversa dada por
la Ec. (3.23) representa, simplemente, el apantallamiento de la carga externa por
las funciones dieléctricas de los dos medios, pesados por los factores f y 1 — f, que
son las probabilidades de que la carga externa esté en el interior del medio 1 y 2,
respectivamente.

Perfil de llenado suave

En esta seccién deducimos expresiones para la fraccién de llenado de esferas depen-
dientc de 2z, f(z). Mostraremos que para cualquier distribucién de esferas fisicamente
razonable, f(z) debe ser una funcién continua de z, y en particular, f(z) no puede
cambiar discontinuamente de un valor constante f para z < 0 al valor cero para z > 0,
como en el modelo de SCIB usual. También encontraremos un resultado particular
para f(z), suponiendo una distribucién simple de esferas, y usaremos este resultado
para calcular el momento de orden cero de la funcién espectral del semiespacio.
Supongamos que todas las esferas tienen el mismo radio a. Para un sistema
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tridimensional infinito que es invariante ante translaciones después de haber hecho
un promedio sobre configuraciones, la relacién entre la fraccién de llenado de esferas
f (constante) y la densidad de centros de esferas n. es f = $ma®n. Sin embargo, si
las esferas est4n confinadas a un semiespacio, tanto la densidad de centros como la

fraccién de llenado de esferas dependerédn de 2.

Para encontrar la relacién entre f(z) y n(z), tomemos una sola esfera centrada.
en z;, e imaginemos que cortamos la esfera con un plano de 4rea L? en un valor dado
de z. La contribucién de la esfera a la fraccién de llenado para este valor de z, que
denotaremos como f;(z), es la fraccién del drea L? que estd contenida en el interior
de la esfera,

filz) =m[a® - (2 - z,-)z] JL?, (3.31)

para z; —a < 2z < z; +a. Si|z-- 2] > a, el plano no intersecta la esfera, de tal
manera que f;{(z} = 0. La contribucién total de todas las esferas a f(z) se encuentra
remplazando z;, en la Ec. (3.31), por una variable continua z’, multiplicando por
L*n(2')dz' donde n(z’) es la densidad de centros de esferas, e integrando sobre 2’

f(z) = 7r/:+a n(z") [a2 -z — z')2] dz'. (3.32)

et

Si las esferas no penetran la superficie z = 0, los centros de las esferas deben estar en
la regién z < —a, de tal manera que n(z) = 0 para z > —a. Podemos encontrar una
expresién especifica para f(z), haciendo la suposicién més simple posible para n{z)
en la regién z < —a, es decir, n(z) = n = const. Con esta suposicién, la Ec. (3.32)
conduce a

z < —2a.

flz) = % {(2)2 +% (2)3} fi  —2a<z<0; (3.33)
f,

En la Fig. 3.3 se muestra la funcién escalén n(z) y la funcién continua asociada a
ella f(z).
El momento de orden cero de la funcién espectral D(n), definida por la Ec.
(3.26), debe tener un valor dado por la regla de suma de la Ec. (3.27). Si usamos
el perfil de densidad f(z) dado por la Ec.(3.33) en la Ec. (3.27) para calcular el
(M)
momento de orden cero, que denotaremos como py (@), el resultado es
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Fig. 3.3. Fraccién de volumen de esferas f(z) dependiente de z, como funcién de
z/a, cuando la densidad de centros de esferas n(z) es una funcién escalén. La linea
punteada es la funcién escalén n(z)/n y la linea continua corresponde a f(z)/f.

K0(Q) = 49 + 2Qa) (2Qa), (3.34)

donde

1 1 oz f 2 1 1
/\(.‘L‘)= [FH—E—E 2 (5;*;‘;‘3)} (335)

La Fig. 3.4 muestra una grifica de ,u(()M)(Q) como funcién de Qa. Recordermnos que
tio = 1 para una fraccién de ilenado constante en el semiespacio, f(z) = f para z < 0.
El resultado limg_o [p‘()M)(Q)] = 1 se puede entender del hecho de que un potencial
externo, en el limite de Q pequena, penetra infinitamente en el semiespacio, de tal
manera que la cafda de f(z) en la regién —2a < z < 0 no afecta y sélo el valor
constante f(z}) = f lejos de la superficie es importante. Conforme Qa crece, el
potencial externo penetra menos profundamente en el semiespacio de tal manera que
la disminucién de f(z) cerca de la superficie causa una disminucién correspondiente

de u§"(Q).
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Fig. 3.4. La linea punteada es la contribucién de los modos de interfaz ,u,(()S) al
momento de orden cero pg de la funcién espectral D(Q,n), como funcién de Qa,
para el modelo de SCIB. La linea de trazos es el momento de orden cero ,uéM) de la
funcién espectral D{(@,n), como funcién de Qea, cuando se usa la fraccién de llenado
f(z) dependiente de z mostrada en la Fig. 3.1, en la regla de suma dada por la Ec.
(3.27). La linea continua corresponde a la razén R(Q) = ugM)(Q) / ,uE,S)(Q), como

funcién de Qa.

Descripcién del modelo de SCIB modificado

El modelo de SCIB usual aplicado al sistema de esferas en un semiespacio tiene
dos defectos. En primer lugar, hemos presentado argumentos que sugieren que el
pico de alta energfa, que se origina del término correspondiente al modo de volumen
Cy/ (u—1) en la Ec. (2.35), no deberfa estar presente. En segundo lugar, el modelo
no considera de manera correcta la variacién de f(z) cerca de la superficie ya que da
un valor constante para el momento de orden cero, gy = 1, que no concuerda con la

disminucién del momento de orden cero p,f]M)(Q) mostrado en la Fig. 3.4.

Con el fin de corregir estos defectos, proponemos la siguiente modificacién
para el modelo de SCIB. Primero, simplemente omitimos el término correspondiente
al plasmén de volumen en la Ec. (2.35) haciendo C, = 0. Segundo, modificamos los
términos correspondientes a los modos de superficie de tal manera que el momento de
orden cero de la funcién espectral concuerde con el valor “exacto” ,LLOM)(Q) encontrado
para nuestro modelo de perfil de llenado suave. Para hacer esta modificacién, notamos
que los términos correspondientes a los modos de superficie en la Ec. (2.35) dan un
valor de ,u.gs)(Q) que se puede calcular de la Ec. (3.30). La integral que aparece en
esta ecuacion se puede calcular si aproximamos la intensidad total de los modos de
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superficie (linca de trazos de la Fig. 2.1) usando el siguiente ajuste analitico [22]:

b
Z Cylk m (3.36)

donde p = ka y b = 2.262. Entonces, de la Ec. (3.30) se obtiene

W90y =2 arctan (C;a) | (3.37)

Una gréfica de u(s)(Q) como funcién de Qa se muestra en la Fig. 3.4. Claramente

(S)( ) > ,u(M)(Q) de tal manera que el momento de orden cero sigue siendo dema-
siado grande, aun después de haber removido el término de volumen La manera mas
directa de obtener el valor correcto de! momento de orden cero ,u,o '(Q) es multiplicar
todos los pesos de los modos de superficie por el cociente

# Q)
Q)

El cociente R{Q) se grafica como funcién de Qa en la Fig. 3.4.

Por lo tanto, el modelo de SCIB modificado consiste en remplazar el inverso
de la funcién dieléctrica de volumen 1/¢(k,w) en la Ec. (3.20) por una funcién
dieléctrica inversa modificada

R(Q) = (3.38)

1

1 Cs(k)
q(M)(k,w) €2

1+ fRQ) Y —— = (P

L]

(3.39)

Ya que R(Q) cae rapidamente conforme () crece, la dispersién de los modos de interfaz
para valores grandes de k jugaran un papel menor en el modelo de SCIB modificado
que en el modelo de SCIB original. Por lo tanto, el modelo de SCIB modificado debe

dar un espectro de pérdida de energia mds angosto y mds parecido al espectro del
modelo local.

Resultados y discusién

Sustituyendo 1/ e,(M) (k,w) en la Ec. (3.20) para la impedancia superficial y usan-
do la Ec. (3.4) se obtiene una expresién para la funcién de respuesta superficial
Im ¢®*"(Q, w) correspondiente al modelo de SCIB modificado. En la Fig. 3.5 mostra-
mos Imn ¢™YQ, w) como funcién de Qa y hw para f = 0.15 y 0.5. Obviamente, ya que
el polo proveniente del plasmén de volumen se removié de la respuesta dieléctrica de



Modelos 49

volumen 1/¢;, no hay estructura en Im g(*)(Q, w) alrededor de fw ~ 15 eV. Para Qa =
0 hay un pico aislado que también aparece en el modelo de SCIB original. Entonces
para QQa > 0 aparece una estructura de muchos picos cuyo peso es considerablemente
menor que la estructura correspondiente en el modelo de SCIB usual, mostrado en la
Fig. 3.2. Ademsds, conforme Qa crece se produce una caida extremadamente rdapida
de Im ¢™)(Q,w). Por ejemplo, para ambas fracciones de llenado, f = 0.15 y 0.5,
y Qa = 6, Im g™ (Q,w) casi ha desaparecido. Este comportamiento proviene de la
rapida caida de R(Q), como funcién de Qa, como se ve en la Fig. 3.4.

Calculemos ahora Z(F) para el modelo de SCIB modificado sustituyendo
Im ¢t*)(Q,w) en la Ec. (3.14). Los resultados se muestran en la Fig. 3.1, junto
con los resultados de los otros dos modelos mencionados antes, para las mismas frac-
ciones de llenado y pardmetros de impacto, es decir, para f = 0.16 y 0.5, y zp = 0.1
y 1 nm. Podemos ver que ahora Z(E) depende muy débilmente de 2z, que la estruc-
tura aislada por debajo de 16 eV ha desaparecido, y que hay una estructura de picos
alrededor de 10 eV para f = 0.15, y 11 eV para f = 0.5. La estructura de picos es
de menor tamafio y esta corrida a mds altas energias para el modelo de SCIB modi-
ficado comparada con la estructura de picos del modelo de SCIB usual. Asimismo,
este corrimiento a altas energfas se incrementa conforme f se incrementa.

(a) (b)

6
810

=,

(7)) 12
oL

Fig. 3.5. (a) Funcién de pérdida superficial Im ¢'™)(Q,w), como funcién de Qa y
Fuw, para esferas de aluminio en vacio usando el modelo de SCIB modificado y una
fraccién de llenado f = 0.15. (b) Igual que en (a) pero para f = 0.5.

Finalmente, esperamos que los efectos de la no localidad disminuyan al dis-
minuir el radio a de las esferas, ya que ¢(k,w) depende de k a través de la combinacién
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p = ka. Por lo tanto, el espectro .le pérdida de cnergfa, para cualquiera de los mo-
delos de SCIB, se debe aproximar al espectro de pérdida de energia local conforme
a — 0.

En conclusién, hemos mostrado que la regién superficial del sistema tiene una
fuerte influencia en el espectro de pérdida de energfa. Con el fin de tomar en cuenta
la regién superficial, hemos construide un modelo de SCIB modificado que corrige
algunos de los defectos del modelo de SCIB usual. Sin embargo, el nuevo modelo es
ain una teorfa aproximada ya que se basa en una aproximacién de campo medio y
no trata correctamente la correlacién entre las posiciones de las esferas cerca de la
superticie ademads de que se utilizé un procedimiento ad hoc para eliminar el término
correspondiente al modo de volumen de las esferas.

3.4 Conclusiones

En este capitulo calculamos el espectro de pérdida de energfa de un sistema des-
ordenado semi-infinito partiendo de modelos sobre sistemas desordenados infinitos
representados por una respuesta dieléctrica efectiva no local, €(k,w). Se considera-
ron tres modelos distintos para calcular de forma aproximada la funcién de respuesta
superficial del sistema g{Q,w) en términos de la funcién dieléctrica de bulto ¢(k,w).

En el primer modelo se utilizé el lmite local (k = 0) para calcular la funcién
dieléctrica de bulto. En este limite dicha funcién dieléctrica se reduce a la bien cono-
cida funcién dieléctrica de Maxwell Garnett, y el cdlculo de la funcién de respuesta
superficial es muy simple. Determinamos el espectro de pérdida de energfa para un
sistema de esferas de aluminio distribuidas al azar en un semiespacio y sumergidas en
el vacfo. Encontrarnos un pico aislado de pérdida de energfa del sistema asociado con
las resonancias dipolares de las esferas. La posicién del pico depende de la fraccién
de llenado de esferas pero es independiente de su radio.

El segundo modelo es el de barrera infinita semiclasica (SCIB), el cual habfa
sido aplicado previamente para encontrar la funcién de respuesta superficial de medios
homogéneos no locales. La inversa de la funcién dieléctrica no local del medio infinito
tiene resonancias asociadas con los modos dipolares y de mayor orden inducidos en la
superficie de las esferas y que tienen frecuencias menores a la frecuencia de plasma del
material de las esferas. También tiene un modo de volumen a la frecuencia de plasma
que se debe a los electrones que pasan a través de las esferas. Los picos de pérdida
de energfa asociados con estos modos también aparecen en el espectro de pérdida de
energia del semiespacio, pero estdn recorridos a energfas mas bajas que en el caso del
medio infinito.

El tercer modelo es un modelo de SCIB modificado en el que se introduce
informacién acerca de la distribucién espacial de las esferas cerca de la superficie.
Se sabe que el modelo de SCIB usual no representa la regién superficial de forma
adecuada, asf que la intencién de este modelo es corregir parcialmente esta deficiencia.
Primero eliminamos el modo de volumen, argumentando que los electrones no pasan
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a través de las esferas. Luego modificamos los pesos de los modos de interfaz de tal
manera que su peso total sea consistente con la distribucién de esferas cerca de la
superficie. Se propuso un modelo simple para la distribucién de esferas cuyos centros
se localizan al azar pero suponiendo que no pueden penetrar el plano que define a
la superficie del semiespacio. El modelo de SCIB modificado da una estructura de
picos de pérdida de origen interfacial los cuales tienen un menor tamaiio y ancho,
comparados con los del modelo de SCIB usual y se eliminé el pico de alta energfa
asociado al modo de volumen de las esferas.
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Capitulo 4

SISTEMAS INHOMOGENEQS EN UNA PLACA: CASO
ORDENADO

En el capftulo anterior se empled el concepto de medio efectivo para calcular la fun-
cién de pérdida de energfa de un electrén que viaja paralelamente a la superficie de un
sistema. de esferas distribuidas al azar en un semiespacio. Para esto se construyeron
tres modelos simples. Los primeros dos modelos correspondian a la versién local y no
local de un volumen truncado. En el tercero se eleminaron ad hoc ciertas caracteristi-
cas sin realidad fisica que surgieron como producto del modelo no local y se incluyeron
los efectos debidos a la distribucién de las esferas cerca de la superficie del semies-
pacio. En este capitulo atacamos el problema mds general de esferas distribuidas en
una placa pero utilizando una solucién formal exacta en lugar del modelo de medio
efectivo. El caso del semiespacio se puedc considerar como el limite de placas gruesas.
El procedimiento seguido aqui consiste en escribir la funcién de respuesta superficial
en forma de una representacién espectral. Los polos y pesos en esta representacién se
determinan a través de los eigenvalores y eigenvectores de una matriz de interaccién.
Esta matriz toma en cuenta la interaccién electromagnética, en el limite cuasiestético,
entre las esferas polarizadas hasta un orden multipolar arbitrario. El espectro de pér-
dida de energfa se puede calcular facilmente en términos de esta funcién de respuesta
superficial. Ademas de la distribucién desordenada de esferas, este procedimiento nos
permite considerar el caso de sistemas ordenados de esferas, el cual es un problema
interesante en si mismo. Comenzaremos estudiando primero el caso ordenado y en el
capitulo siguiente aplicaremos la teorfa al caso desordenado.

4.1 Formalismo

Consideremos un arreglo de esferas idénticas de radio ¢ y funcién dieléctrica local
gs{w) cuyos centros estdn localizados en una red cibica y ocupan una regién del
espacio en forma de placa como se muestra en la Fig. 4.1. El sistema de coordenadas
se escoge de tal manera que el eje z apunta en la direccién [001] de la red ctibica y las
esferas estdn en la regién z < 0. El plano zy es tangente a la capa superior de esferas
cuyos centros caen en el plano z = —a. Un electrén rdpido viaja con una rapidez vy
en una trayectoria rectilinea sobre la placa y a lo largo del eje y. Sus coordenadas al
tiempo t son (xg, vrt, zp), donde 2, es el pardmetro de impacto. Los ejes del sistema
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de coordenadas fijos a la red, denotados por 2/, ', y 2/, apuntan a lo largo de las
direcciones cristalogréficas [100], {010], y {001}, respectivamente. Los ejes primados y
no primados tienen un origen comiin y el dngulo entre los ejes z y =’ se denota por
¢ (ver Fig. 4.1). Por lo tanto, la celda unitaria bidimensional es un cuadrado rotado
un dngulo ¢ respecto al eje z. El electrén al moverse polariza al sistema, de esferas y
el campo eléctrico producido por esta polarizacién actia sobre el electrén. Nuestro
objetivo es calcular la potencia que necesitarfa una fuerza externa, trabajando en
contra de las fuerzas de polarizacién, para mantener al electrén viajando con rapidez
constante v;. Ya que estamos considerando electrones muy rdpidos, que se desvian
muy poco de su trayectoria rectilinea y cuyo cambio en energfa es muy pequefio
comparado con su energfa inicial, esta potencia se puede identificar con la potencia
perdida por el electrén. En el calculo se va a despreciar el campo magnético producido
por el electrén incidente, de tal manera que el campo producido por el electrén
ser4d inicamente el campo coulombiano longitudinal cuasiestdtico. Esta aproximacién
cuasiestética es vélida siempre que (v;/c)? << 1, donde c es la velocidad de la luz.

Fig. 4.1. Un electrén con carga —e se mueve paralelamente a un arreglo ordenado
de esferas, con una velocidad v; = vye,. La direccion [100] de la red forma un
adngulo ¢ con respecto al eje z.

Ahora consideraremos el cédlculo de la pérdida de energia. Es conveniente
trabajar con transformadas de Fourier con respecto al tiempo y las dos variables
espaciales 2 y y ya que el sistema es infinto en dichas direcciones. Por ¢jemplo, en la
regién z < z, la transformada de Fourier temporal del potencial producido por las
cargas externas localizadas en z > 2, que llamaremos potencial externo, satisface la
ecuacién de Laplace y se puede escribir como [32]
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2
¢e:r:t (P, Z‘,UJ). - / (d 6)22 ext (Q,U)) e‘iQ-p+Qz; z < 20, (41)
donde p = (z,y), yw y Q = (Qz, Qy) son la frecuencia y el vector de onda bidimen-
sional que son las variables de Fourier correspondientes a la transformacién temporal
y espacial, respectivamente. La magnitud de Q se denota por @ = |Q]|.

Similarmente, el potencial inducido ¢ en la regién z > 0 satisface la ecuacién
de Laplace y se puede escribir como

d2

87 i) = [ 2 Hd™ Q)@ >0, (42)
(2m)”

Dentro de la teorfa de respuesta lineal suponemos que existe una relacién lineal entre

los potenciales externos e inducidos y que se puede escribir, en su forma m4és general,
como

¢ (Q,w) ZgQ Q’;w) Q' w), (4.3)

donde la funcién de respuesta superficial g(Q, Q'; w) satisface

Q(Q:Q,;w) mg‘(—Qs—Q’; —U)), (44)

debido al requerimiento de que ¢ (p, z;t) debe ser real si ¢** (p, z;t) es real. Aqui*
denota complejo conjugado y g(Q, Q';w) juega el papel de una amplitud de reflexién
longitudinal en analogfa con la reflexién de las ondas transversales. En nuestro caso,
la periodicidad de la red cuadrada en el plano paralelo a la interfaz nos permite
escribir

$™(Qw) = - 9(Q,Q+ Giw) ¢™*(Q + G, w), (4.5)
G

donde G es un vector de la red reciproca bidimensional correspondiente a la red
cuadrada.

La energfa perdida dW por el electrén al moverse una distancia dy estd dada
por

dw 8¢ (z,y,2,t)
'-Eig" = —€ ay y (46)

r=z0, y=usi, 2=2p
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donde —e es la carga del electrén, y £ = zg, y = u,t, 2 = 25 son las ecuaciones de su
trayectoria. En nuestro caso, donde la carga externa es un electrén que se mueve con
densidad de carga p(z,¥, z,t) = —eb(z — z¢)6(y — vi1)é(z - %), el potencial externo
¢ (Q, w) ests dado por

e"'QZO

§7H(Q,w) = —e(2m)? S 7% 5w — Qyuy). (4.7)

Calculando ¢™(z,y, z,t) usando las Ecs. (4.2), (4.5) y (4.7) se puede obtener dW/dy
al substituir en la Ec. (4.6)

aw 62 +o0 +oo 0
_— = - - Q4+ Giw)e v 4.8
= = o [ 52 a 3 0Q.Q+Giu) (4.9
e~1Q+Glzo ) —-iGzzo(ﬁ _G )e—:G,,u;t
IQ + G| Us v
donde
w W
C'EZ(CQIK__'G'HJ Y Q+G: (QI+G1"—'—)' (49)
vy vr

Se puede mostrar que la expresién anterior para dW/dy es una cantidad real usando
la E¢. (4.4). Observamos que en esta expresién hay términos que oscilan en el tiempo,
que corresponden a un intercambio de energfa que oscila en el tiempo y que se deben
a la periodicidad del arreglo de esferas. Como sélo nos interesa el promedio temporal
de la pérdida de energfa, esto implica que al promediar en el tiempo en la suma sobre
G, sélo el término con G, = 0 sobrevive. Tomando esto en cuenta y transformando
la integral sobre frecuencias, en el lado derecho de la Ec. (4.8), en una integral sobre
frecuencias positivas y usando la propiedad de simetria (4.4), se puede escribir

dW _e_ 9(QQ+Giw) 6. ~Qz ,—|Q+C|z0
(%), “’d“’z/ Q.im | Ea g o] e oo,

(4.10)

donde {...), significa promedio temnporal, y

w w
Q=(Qz,—) vy Q+G=(Q:+G:,—). (4.11)

Ur Uy
Esta expresién para (dW/dy), da la pérdida de energia por unidad de longitud para
un electrén que viaja en una trayectoria rectilinea a lo largo del eje y, a una dis-
tancia zp sobre la interfaz y a una distancia lateral xg del origen. Por simplicidad
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suponemos que el haz de electrones tiene un pardmetro de impacto fijo z; y describe
un barrido lateral, lo cual corresponde a promediar las trayectorias del electrén sobre
el pardmetro zo. Esto significa que en la expresién para (dW/dy), dada por la Ec.
(4.10), los términos con G, # 0 se promedian a cero, dejando tinicamente el término
con G = 0. Por lo tanto, podemos escribir

aw 62 o0 /oo 6—2on
= =— | wdw/| dQ; ——Img(Q;w), 4.12
< e > = [ [ dq. S mg@uw) (412)

donde {...), , significa promedio temporal y lateral y

b

9(Q,w) = 9(Q, Q;w). (4.13)

Ahora definimos d%2P/dldE como la probabilidad por unidad de camino recorrido,

por unidad de energfa, de que un electrén sea dispersado con una pérdida de energfa
E = hw, por lo tanto

aw e d*P
— = dE E . .
<dy > L % aas (4.14)
La cantidad adimensional
- - mo't)% d2P

es la funcién de probabilidad de pérdida de energfa. Aqui aq es el radio de Bohr, mg es
la masa en reposo del electrén y vy es la velocidad del electrén incidente. Combinando
las Ecs.(4.12), (4.14) y (4.15) se puede escribir finalmente

_ 1 -+00 e—2on
=2(F) = vl dQ. 0 Img(Q,w), (4.16)
donde
Q=(Qs). (417)
T

El siguiente paso consiste en calcular la funcién de respuesta g(Q,w). De
acuerdo con la Ec. (4.3) esto implica que debemos encontrar el potencial inducido
#™ (Q,w) con la misma Q que el potencial externo, es decir,
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¢"(Q,w) = —g(Q,w) ¢"™'(Q,w). (4.18)

Esta funcién de respuesta contiene informacién acerca de la interaccién entre las es-
feras. Siguiendo el procedimiento descrito en el Apéndice B {32), el cslculo de ¢(Q, w)
se efectiia a todos los 6rdenes multipolares y se expresa como una representacién es-
pectral de la siguiente forma,

9(Q,w) = -% 23: u(j*_((i)(q), (4.19)

donde
= : 20
ulw) = _m_“_l (4.20)

es la variable espectral, que depende de las propiedades dieléctricas del material. El
procedimiento para calcular n,(Q) y D;(Q) se resume en el Apéndice B. Resulta que
ns(Q) corresponde a los eigenvalores de la matriz de interaccién

R l ]_ z lnli' iQ. _
Himi (Q) = 5= 0w bmmebiy + - VW BI0 V0P (1 —65), (a21)

donde B:;::’j es una matriz que acopla los momentos multipolares g;, inducidos en
la esfera 7, con los momentos multipolares qin; inducidos en la esfera j y estd dada
por la Ec. (2.21) [40], es decir,

K:-!’,mum’ (gij 1 (101_])
Ry
ArPl+ U +m—m)M+ U~ m +m)! 12
(20 + 120 + 1)(20 + 28 + 1) + m)I(l = m)! (I + m( — m)!

Bi™i = (=) (4.22)

Aquf R;; = |R; — Ry| es la distancia entre la esfera j en R; y la esfera i en Ry, Yi,
es el armonico esférico de orden {m [54], y 8,; y p,; son los dngulos polar y azimutal
del vector R;; = R; — R;. Noétese que la posicién de las esferas es completamente
arbitraria en las expresiones anteriores, as{ que se pueden usar para un sistema de
esferas tanto ordenado como desordenado.

Ahora definimos la matriz Uy,; , como la matriz que diagonaliza a H, 'm'y  es

Imi

decir,
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Z U.g_:lini HII:::,j Ul’m’j,s' = nsaas' - (423)

tmi, 'm’ §

Entonces, se puede mostrar (ver Apéndice B) que las intensidades D;(Q) se pueden
escribir como

D (Q Z AQ lm:Ulmt 3 s_lfm ’4 Al’m 3,01 (424)
Imi, 'm’ §
donde
Vv -m’y _~im’ lazl-ﬂ I'—-1/2 Q=
Armie = - ()TN G g~ @ ¢ 4

Agimi = (Amsg)*, n es el dngulo entre Q y el eje z, y L es el tamano del sistema
tanto en la direccién z como en la y. Estos resultados son exactos dentro de las
suposiciones mencionadas anteriormente, es decir, si las esferas se modelan mediante
una funcién dieléctrica local y se ignoran los efectos del retardo electromagnético.
Las Ecs. (4.19)-(4.25) establecen un procedimiento bien definido para el cdlculo de
9(Q,w).

Ya que el tamafio de nuestro sistema es infinito (L — o0), la dimensién de la
matriz de interaccién serfa, estrictamente hablando, infinita. Sin embargo la estruc-
tura periédica del sistema con respecto a los ejes =’ y ¥’ nos permite usar una celda
unitaria pequena que contiene un numero finito de esferas y tomar en cuenta el resto
de las esferas mediante sumas de red, lo cual conduce a una matriz de interaccién
modificada pero finita. Para la red cibica, la celda unitaria es un paralelepipedo
consistente de una pila de n, cubos, donde n, es igual al nimero de capas. En esta
celda unitaria se inscribe una sola esfera por cada cubo y por lo tanto, la longitud
L. de los lados de los cubos estd relacionada con el radio a de las esferas mediante
Lc/a = (4m/3f)Y/3, donde f es la fraccién de llenado de esferas. La contribucién de
las esferas que no estdn con51deradas explfcitamente en la celda unitaria se pueden
incluir en la matriz de interaccién ma mediante sumas de red. Este procedlmlento
se resume en el Apéndice D y se encuentra que la matriz de interaccién H,r:: 7 se
puede escribir como

¥ 12 1 I ~r F
Hm(Q) = T‘S” B biy + VU BT AR5, (4.26)

en donde ahora los indices 7 y j denotan a las esferas que estdn dentro de la celda
unitaria y
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—~yr 4 ’ R Y‘fm_ml 9!‘ ‘J,‘r’\ . .
B = (- § R ( atRy r.) ar, (4.27)
A:l,Ayl T+ R"J]
y AP+ +m —m )+ - m+m) 12
L+ D+ D)@+ 20+ 1)+ m)! (= m)(V + ) — m)]

Aqui, ry = L.( A€z + Ayey) es un vector de red bidimensional de la red cuadrada,
Az Y Ay SOn enteros, y e, y ey son vectores unitarios a lo largo de los ejes =’ y ¥/,
respectivamente. La celda unitaria central (CUC) se localiza en (A = 0,A, = 0).
Las sumas en la Ec. (4.27) se efectian usando el método descrito en el Apéndice E
[55].

Debido a que estamos considerando una celda unitaria con n, esferas y —{ <
m < +!, el orden de la matriz de interaccién se reduce a N = n, Lyay (Dax + 2),
donde L., es el valor miaximo del momento multipolar ! considerado en el célculo.
Por ejemplo, para una placa hecha de seis capas, (n, = 6), y Lyax = 3, €l orden de la
matriz de interaccién es N = 90.

Posteriormente presentaremos resultados numéricos para g{Q,w) para un sis-
tema de esferas de aluminio en vacfo. La respuesta dieléctrica del aluminio se modela
mediante una funcién dieléctrica de Drude

w2

gs(w) =1 — ——EL—0u 4.28
() w(w +1/7) (4.28)
en donde wy, es la frecuencia de plasma y 7 el tiempo de relajacién. Pero antes de
presentar los resultados de la teoria exacta, es ilustrativo mostrar las predicciones de
la teoria de medio efectivo de Maxwell Garnett.

4.2 Teoria de Maxwell Garnett

En la teorfa de medio efectivo de Maxwell Garnett la placa inhomogénea es rem-
plazada por un medio efectivo homogéneo de espesor d con una respuesta dieléctrica
efectiva €,s6(w), dada por [44],

w(w) — (1+2£)/3
u(w) - (L= f)/3°

Aquf u(w) es la variable espectral definida antes [Ec. (4.20)]. Como dijimos en
el Cap. 2, esta teoria corresponde a una aproximacién dipolar de campo medio lo
que significa que las esferas interactitan tinicamente a través de su momento dipolar
inducido promedio [56].

En el caso de esferas de aluminio en vacfo la variable espectral es

€MG(W) =

(4.29)
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u(w) = M, (4.30)

2
“p

donde hemos usado la funcién dieléctrica de Drude dada por la Ec. (4.28). Por otro
lado, la funcién de respuesta superficial g(Q,w) para una placa homogénea de espesor
d con respuesta dieléctrica local € (w) estd dada por [12]

_ [w) — 1] (% — %)

9Qw) = = 00

(4.31)

donde

Fi(Q,w) = e(w)(e9? £ e794/2) + £Q4/2 1 =42, (4.32)

Se observa que Im ¢{Q,w) tiene dos polos cuyas frecuencias w.(Q) estén dadas por

Re Fi(Q,w) =0, (4.33)

que corresponden a las relaciones de dispersién de los dos modos normales del campo
eléctrico en las superficies de la placa. La existencia de estos dos modos en una placa
delgada resulta del acoplamiento del plasmén de superficie de una de las caras con
el correspondiente (misma w para una @ dada) a la otra cara y que da lugar a una
separacién. El modo de mayor energfa es un modo antisimétrico, respecto al centro
de la placa, en que cargas de signos opuestos yacen en ambas superficies de la placa
dada la misma paosicién p. El de menor energfa es un modo simétrico en el que las
cargas del mismo signo ocupan posiciones con la misma p en ambas caras de la placa.
Ahora substituimos ey dada por las Ecs. (4.29) y (4.30) en la Ec. (4.31) para
obtener la funcién de respuesta superficial del sistema gpq(@,w). En el caso 7 — oo,
la relacién de dispersién wy (@) de los dos modos normales se puede expresar como

2 —_—
W= 33—’3 [1 +2 Sif] , (4.34)

donde

S, = tanh[Qd/2] y S.. = coth[Qd/2)]. {4.35)

En el limite diluido (f — 0) se obtiene wi — w,/+/3, que corresponde a la resonancia
dipolar de una esfera metélica aislada. Por el contrario, en el limite f — 1 (metal



62 Sistemas inhomogéneos en una placa: Caso ordenado

puro), se obtiene wy — wp[l—i-Si]‘l/ 2 que corresponde a las resonancias de plasmones
superficiales acoplados de una placa metélica [57]. En realidad, en una red ciubica de
esferas el limite f — 1 no se consigue fisicamente porque para esta red el méximo
empacuetamiento posible es f = 7/6 = (0.5236. Sin embargo, es interesante que en
la teoria de Maxwell Garnett el limite f — 1 da el resultado correcto de un metal
(local) puro. En el limite d — oo (semiespacio) los dos modos se desacoplan y se
obtiene wy — w,/ \/ﬁ, que es la frecuencia correspondiente al plasmén de superficie
del semiespacio metalico.

En la Fig. 4.2 usamos la Ec. (4.34) para graficar ws como funcién de Qd
para tres diferentes fracciones de llenado de las esferas de aluminio, f = 0.15, 0.5,
y 1.0, donde hemos tomado fuw, = 16 eV. Los dos modos comienzan a frecuencias
Wl = (wp/VIVI+2f vy ® = (w,/V3)/1— f para Qd = 0, se aproximan entre
s conforme Qd crece, y se unen monoténicamente en we = (wp/v/3)4/1 + f/2 para
Qd — oo. Por ejemplo, para f = 0.15, estas frecuencias son AwS = 10.53eV,
huw’ =~ 8.52eV , y fiwe &~ 9.58¢V, mientras que para f = 1, son Awl = 16eV,
hw? = 0eV, y hws = 11.31eV. El comportamiento de estos dos modos se puede
entender si notamos que conforme Qd aumenta, los campos se concentran cada vez
m4s en las superficies. Por lo tanto, la separacién de energias entre los modos decrece
porque hay menos interaccién entre las cargas de polarizacién de las dos superficies.
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Fig. 4.2. Relaciones de dispersién, para tres fracciones de llenado diferentes, de los
dos modos normales del campo eléctrico en el interior de la placa dados por la teoria
de Maxwell Garnett [Ec. (4.34)].

Aunque la teorfa de Maxwell Garnett (TMG) se basa en la aproximacién
dipolar y por lo tanto debe ser vilida unicamente para fracciones de llenado pequerias,
aqui presentamos algunas de sus predicciones para fracciones de llenado de hasta
f = 0.5. Hacemos esto porque la TMG se tomard como referencia para el anélisis de
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los resultados exactos, de esta forma serd ilustrativo comparar la TMG con dichos
resultados tomando L., = 1.

En la Fig. 4.3 mostramos Im gasc como funcidén de fuw para f = 0.5, y diferen-
tes valores de Qd. Los pardmetros de Drude usados son Aw, = 16eV y w,7 = 100. Las
curvas tienen una estructura de dos picos cuya posicién corresponde a las frecuencias
de los modos normales wy mostradas en la Fig. 4.2, y sus alturas son proporcionales
a la intensidad del acoplamiento de estos modos normales con el campo externo. Se
observa un crecimiento inicial muy rapido de ambos picos conforme (}d comienza a
incrementarse desde Qd = 0, y los picos se aproximan conforme (d aumenta, mientras
que su altura se incrementa mds lentamente. Finalmente, para valores mayores de
(Jd ambos picos se unen en uno solo y su altura permanece constante. Para valores
pequenios de f, el comportamiento de Im gs5 es similar al mostrado aqui, aunque la
separacién méxima de los picos en Qd = 0 disminuye cuando f disminuye, como se
puede anticipar de la Fig. 4.2.

Fig. 4.3. Funcién de pérdida superficial Im g(@Q,w), como funcién de Qd y fw, para
esferas de aluminio en vacio usando la teoria de Maxwell Garnett y una fraccién de
llenado f = 0.5.

Ahora, usamos la Ec. (4.16) junto con Imgae para calcular la funcién de
probabilidad de pérdida de energia = (E). En la Fig. 4.4a se muestran los resultados
de este cdlculo para d = 5 nm, z; = 1 nm, y f = 0.15, 0.5, y 1.0. Se observa
que Z(E) tiene una estructura de tres picos y como estos picos se separan més
uno de otro conforme f aumenta. Esta estructura se puede entender si nos damos
cuenta que E (E) se obtiene de integrar Im gyq (Q,w) con respecto a @Q.d de wd/v;
a 0o, multiplicada por una funcién de peso decreciente. De esta forma, los dos picos
laterales provienen de los dos picos en Im gase, como funcién de w, los cuales se han
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ensanchado debido al corrimiento de estos picos cuando ()d varia, mientras que el
pico central surge de la unién de los dos picos de Im ¢ys¢ para valores grandes de Qd.
Para f = 0.15 los dos picos laterales se aproximan tanto entre si que se unen con el

pico central, originando un pico ancho con algunas reminiscencias de la estructura de
tres picos.
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Fig. 4.4. (a) Funcién de probabilidad de pérdida de energfa =(E) como funcién de
la pérdida de energia £ = /xv, para una placa de d = 5 nm de espesor como se
obtiene de la teorfa de Maxwell Garnett. La linea continua corresponde a una
fraccién de llenado f = 0.15, la lfnea de trazos a f = 0.5 y la linea punteada a

f = 1. En todas las curvas se us6 un parametro de impacto z5 = 1 nm. {b) Igual

que en (a) pero para d = 15 nm.

En la Fig. 4.4b se muestran los resultados para = (F) usando los mismos
pardmetros que antes pero cambiando d a d = 13 nm. Un incremento en el espesor d
de la placa causa que los dos picos laterales, en la estructura de tres picos de = (E), se
acerquen entre sf, mientras que la altura del pico central es ahora mayor que la de los
picos laterales. La estructura de tres picos se debe a las mismas razones discutidas en
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el parrafo anterior, mientras que el decremento en la separacién en los picos laterales
al aumentar el espesor d corresponde al comportamiento de los dos modos de'la placa,
como se muestra en las Figs. 4.2 y 4.3.

Finalmente, notamos que los picos en la Fig. 4.4 se han ensanchado por el
valor finito de 7. Conforme 7 aumenta las colas a los lados de los picos laterales
tienden a desaparecer, produciéndose curvas con bordes mds agudos. Es importante
notar que aun en el limite 7 — oo los picos de E (£) tienen una estructura ancha. Es
sélo en el limite del semiespacio (d — o) que la estructura de = (F) se transforma
en una funcién delta en wq, correspondiente a la frecuencia del plasmén de superficie
del sistema.

En la siguiente seccién veremos como los resultados mostrados aquf se modi-
fican por el tratamiento exacto de la estructura periédica de la red.

4.3 Resultados para una red ordenada de esferas

Iin esta seccién presentamos soluciones miméricas de Im g (Q,w) y Z(E) para la red
ordenada de esferas descrita al inicio de este capftulo. Estos cdlculos estdn basados
en los procedimientos dados por las Ecs. (4.19)-(4.27) y (4.15)-(4.17). En todos
los resultados que se presentan a continuacién se han escogido un conjunto fijo de
pardmetros. Por ejemplo, los pardmetros de Drude que se consideran para el aluminio
son fiw, = 16 eV y wyT = 100. También, se fij6 E; = 100 keV, que corresponde
a la energfa tipica para los electrones producidos en un microscopio electrénico de
transmisién de barrido, y hemos elegido ¢ = 2.5 nm y 2 = 1 nm. Se mostraran
resultados para sistemas con diferentes nimeros de capas n,, y para diferentes valores
de los siguientes pardmetros: la fraccién de llenado de esferas f, el mdximo orden

multipolar L. v el dngulo ¢ que hace la trayectoria del electrén con la direccién
[010] de la red ciibica.

4.3.1 Monocapa de esferas

A continuacién presentamos los resultados para una monocapa de esferas en una
red cuadrada considerando L.x = 1, que corresponde a la aproximacién dipolar.
En la Fig. 4.5 graficamos la relacién de dispersién fiw, (Q) de los tres (s = 1,2,3)
modos normales del campo eléctrico en la capa. El dngulo « da la direccién de Q
con respecto a los ejes ¥’ y 3/, es decir, Qp = Qcosa y @y = @sina. Escogimos
f = 0.5, y dos direcciones diferentes del vector Q, correspondientes a @ = 0 y 30
grados. Los tres modos corresponden a los eigenvalores de la matriz Hi™', que es una
matriz de 3x 3 porque m (y m’) = —1,0, +1, y hay una sola esfera en la celda unitaria
bidimensional. Comparando estas curvas con las de la Fig. 4.2, correspondientes a w4
de la TMG, vemos que la periodicidad en el plano zy introduce una dependencia de
las relaciones de dispersién fiw; (Q) en la direccién de Q. Por ejemplo, cuando o = 0
grados, Aw, (Q) es una funcién periédica de QL. con periodo 2w, mientras que para
a = 30 grados no es periddica, en concordancia con la existencia de una red reciproca
bidimensional cuadrada. Por simetria, las relaciones de dispersién coinciden para
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a =0 v a =90 grados, asi como para a = 30 y o = 60 grados. La naturaleza fisica
de estos modos se determina por los tres (s = 1,2, 3) eigenvectores Uy, s de H 11,’;". Por
ejemplo, en la Fig. 4.5a (f = 0.5 y & = 0 grados) el modo de menor energfa, designado
por Y, corresponde a un modo polarizado a lo largo de la direccién ¢/, lo que significa
que en este modo todos los dipolos oscilantes apuntan a lo largo de la direccién ¥/,
mientras que los otros dos modos, designados por X y Z, estdn polarizados a lo largo
de las direcciones z’ y 2/, respectivamente. No hay interaccién entre las diferentes
direcciones de polarizacién, asf que los modos preservan su cardcter cuando se cruzan.
En QL. = 0, los modos con polarizacién X y Y se degeneran con una energia de 6.53
eV, y el modo con polarizacién Z tiene energia de 13.06 eV. Pero Aw® = 6.53 eV
y Aw? = 13.06 eV corresponden a la energfa de los dos modos en la relacién de
dispersién de la teorfa de Maxwell Garnett para ¢d = 0, como se muestra en la Fig.
4.2,

ho (8V)

ha (eV)

(b)

aL,

Fig. 4.5. (a) Relaciones de dispersién de los tres modos normales del campo
eléctrico en una monocapa de esferas con L., = 1. La fraccién de llenado es
f = 0.5y el vector Q forma un angulo & = 0 grados (o equivalentemente o = 90
grados) con respecto al eje [100] del arreglo de esferas. (b) Igual que en (a) pero
para a = 30 grados (o equivalentemente o = 60 grados).
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En la Fig. 4.5b, los pardmetros son los mismos que en la Fig. 4.5a, excepto
que a = 30 grados. Un andlisis de los eigenvectores U, ,, muestra que hay un modo
de polarizacién a lo largo de la direccién 2, al cual designamos como Z, y que esta
direccién de polarizacién no estd acoplada con la de los otros dos modos, designados
por XY y YX. Estos dos modos estdn linealmente polarizados en el plano zy, con
direcciones de polarizacién ortogonales entre si. En QL. = 0, el modo XY estd
polarizado a lo largo de Q, es decir, 30 grados, y conforme QL. crece el dngulo de
polarizacién disminuye, tomando el valor de 19 grados para QL. =~ 2.0, y ~10 grados
para QL. = 4.0.

Para obtener la totalidad de la informacién contenida en las relaciones de dis-
persién para la estructura ordenada, se requerirfa mostrar en forma completa las su-
perficies Aiw, (Q) en el espacio reciproco. Sin embargo, para simplificar la presentacién
con frecuencia se consideran cortes de estas superficies a lo largo de direcciones de
alta simetrfa en la primera zona de Brillouin. Esto se ilustra en la Fig. 4.6 en donde
graficamos las relaciones de dispersién para la trayectoria mostrada en el recuadro de
la misma figura y contenida en la primera zona de Brillouin de la red cuadrada.
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Fig. 4.6. Relaciones de dispersién de los tres modos normales del campo eléctrico en

una monocapa de esferas con Ly, = 1. La fraccién de llenado es f = 0.5 y el vector

Q sigue la trayectoria mostrada en el recuadro correspondiente a la primera zona de
Brillouin.

En la Fig. 4.7 se muestra Im g (Q,w), para f = 0.5, como funcién de fuw para
diferentes valores de QL., y @ = 0 y 30 grados. En la Fig. 4.7a graficamos el caso
a = 0. Se ven nicamente dos picos en Img{Q,w) para cada valor de QL,., y la
posicién de estos picos concuerda con las energfas de los modos correspondientes X
y Z de la Fig. 4.5a. Las alturas de estos picos dan la intensidad del acoplamiento
de estos modos con el campo externo. EIl modo de energfa més baja en la Fig.
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4.5a (designado por Y) no aparece en la gréfica de Iin g (Q,w) porque un modo con
polarizacién a lo largo de la direccién 3’ no se puede acoplar con un campo externo
longitudinal confinado al plano z'z. Cuando a = 30 grados, como en la Fig. 4.5b,
ocurren dos cosas: (1) aparecen dos modos polarizados en el plano zy, asf como un
modo polarizado en la direccién z, v (ii) el campo eléctrico externo tiene componentes
z',y, y z. Por lo tanto, uno espera que aparezcan tres picos en Im ¢ (Q,w) para todos
los valores de QL.. En efecto, esto es lo que ocurre como se puede ver en la Fig. 4.5b,
donde graficamos Im ¢ (Q,w) para f = 0.5 y a = 30 grados. Tanto para & = 0 como
para a = 30 grados, los picos en Im ¢ (Q,w) inicialmente crecen rdpido al aumentar
@ L., alcanzan un miximo y disminuyen conforme QL. se incrementa ain m4s, casi
desapareciendo en QL. = 10.

Fig. 4.7. (a) Funcién ‘de pérdida superficial Im g(Q, w), como funcién de QL. y Aw,
para una monocapa de esferas de aluminio en vacfo, tal y como se obtienen del
cdlculo numérico con L. = 1. La fraccién de llenado es f = 0.5 y el vector Q

forma un dngulo & = 0 grados (o equivalentemente a = 90 grados) con respecto al
eje [100] del arreglo de esferas. (b) Igual que en (a) pero para a = 30 grados (o

equivalentemente a = 60 grados).

La funcién de pérdida superficial Im g (Q,w), cuyo comportamiento hemos
estado discutiendo, se utiliza ahora en la Ec. (4.16) para encontrar la funcién de
probabilidad de pérdida de energia Z(F). Para realizar la integracién sobre Q. en
la Ec. (4.16) se debe definir la orientacién de la trayectoria del electrén con respecto
a la red. El dngulo ¢ se ha definido como el dngulo entre esta trayectoria y la



Resultados para una red ordenada de esferas 69

direccién [010] de la red. Recordemos que el eje = es perpendicular a la trayectoria
del electrén, la cual apunta en la direccién y y =’ y 3 apuntan a lo largo de las
direcciones cristalograficas [100] y [010], respectivamente. Por lo tanto, la integracién
sobre @, con un valor constante de la componente ¢, = w/vy, corresponde a una
trayectoria Qn = Qgcos¢ — (w/vr)sing, Qp = (w/vr)cos¢d + @ siné cuando se
refieren a los ejes ' y %'. El dngulo o usado en las secciones anteriores, definido por
a = Qy/Qu, no se debe confundir con el 4ngulo de la trayectoria ¢.
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Fig. 4.8. (a) Funcién de probabilidad de pérdida de energia Z(F) como funcién de
la pérdida de energfa £ = fuv para una monocapa de esferas con una fraccién de
llenado f = 0.15 y Lyax = 1. Se escogieron tres valores distintos: ¢ = 0 grados (linea
continua), 30 grados (linea de trazos) y 45 grados (linea punteada), para el dngulo
que forma la trayectoria del electrén con respecto al eje [010] del arreglo de esferas.
Los circulos representan el resultado que se obtiene usando la teoria de Maxwell
Garnett con d = 7.58 nm. (b) Igual que en (a) pero para f = 0.5 y d = 5.07 nm.

En la Fig. 4.8 se grafica Z(&) para f = 015y 0.5, Liax = 1, y tres dngulos
diferentes, ¢ = 0, 30, y 45 grados. También se muestran las funciones Z (E) corres-
pondientes a la teoria de Maxwell Garnett, con d = L.. En la TMG la placa no tiene
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estructura en el plano zy, asf que gy (Q,w) no depende de la direccién de Q y = (E)
es independiente del dngulo de la trayectoria ¢. Todas las curvas para los diferentes
valores de ¢, asi como las correspondientes a la teorfa de Maxwell Garnett, tienen
aproximadamente el mismo ancho Este ancho estd determinado por el ancho de la
dispersién de los modos como funcién de Q L., y resulta que el modo de energia més
baja y el de energfa més alta corresponden, aproximadamente, a las energfas de los
modos en QL. = 0. Pero como estas dos energfas son Aw® y ﬁwg_, respectivamente, el
ancho del espectro serd el mismo que el de la teoria de Maxwell Garnett para todos
los valores de ¢. Se observa, también, que un cambio en ¢ modifica un poco el perfil,
el mdximo y minimo central cambian su posicién, pero el tamafo de = (E) permanece
mAas o menos igual.

E(E)

hw {8V}

Fig. 4.9. Funcién de probabilidad de pérdida de energia Z(E) como funcién de la

pérdida de energfa E = fiw para placas formadas de n, = 1 capas de esferas y con

fraccién de llenado f = 0.3. En todas las curvas el 4ngulo entre la trayectoria del

electrén y el eje [010] del arreglo es ¢ = 0 grados. La linea continua corresponde a
Lmax = 1, la lfnea de trazos a L. = 3 y la linea punteada a L, = 8.

En conclusion, hemos llevado a cabo un anélisis detallado del célculo-de = (E)
para una monocapa de esferas en la aproximacién dipolar y hemos mostrado las
diferencias y similitudes de estos resultados exactos con los obtenidos con la teoria
de Maxwell Garnett. La inclusién de ordenes multipolares mayores da lugar a una
matriz de orden mds alto y, por lo tanto, a un mayor mimero de modos. En este caso
el andlisis de la contribucién de todos los modos distintos en Z (E) se complica y no
aclara la fisica del problema. Sin embargo, conforme el mimero de modos aumenta
la banda de energfa ocupada por los modos también aumenta. As{ que uno espera
que conforme el orden multipolar se incrementa, la banda de energia de los modos
del sistema se ensanche hasta que se logra la convergencia, es decir, hasta que la
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inclusién de ordenes multipolares adicionales en el cdlculo no cambie el espectro de
= (E). El orden multipolar requerido para lograr la convergencia es aproximadamente
Lex ~ 1+ a/A, donde A es la distancia més pequenia entre las superficies de esferas
adyacentes [58]. En la Fig. 4.9 graficamos la funcién de pérdida de energia = (F) para
una monocapa de esferas con una fraccién de llenado f = 0.3 y tres valores distintos
de Lyax: 1, 3y 8. Para L. = 8 ya se logré la convergencia multipolar.

4.8.2 Multicapa de esferas

Ahora consideremos un sistema compuesto de n, capas de esferas con sus centros
localizados, como se discutié anteriormente, en una red cibica. En la Fig. 4.10
mostramos el espectro de = (F) para sistemas con varios valores de n,, f ¥ Liax.
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Fig. 4.10. (a) Funcién de probabilidad de pérdida de energia Z(F) como funcién de
la pérdida de energfa £’ = hw para placas formadas de n, capas de esferas y con
fraccién de llenado f = 0.065. El médximo orden multipolar, L, = 3, se eligié de
tal manera que se lograra la convergencia multipolar. En todas las curvas el déngulo
entre la trayectoria del electrén y el eje [010] del arreglo es ¢ = 0 grados. La linea
continua corresponde a n, = 1, la linea de trazos a n, = 2 y la linea punteada a
n, = 6. (b) Igual que en (a) pero con f = 0.15 y L. = 3. (¢) Igual que en (a) pero
con f = 0.3y Lyax = 8.
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En la Fig. 4.10a graficamos Z(FE) para n, = 1, 2 y 6 y una fraccién de
llenado f = 0.065. En todos los casos se alcanzé la convergencia multipolar con
Lmax = 3. En las Figs. 4.9b y 4.9¢ mostramos el espectro de Z (E) para diferentes
valores de n, y fracciones de llenado f = 0.15 y 0.30. En todos estos espectros se
alcanz6 la convergencia multipolar, y el espectro con el mayor nimero de capaz (n,)
corresponde a la respuesta del semiespacio. Para f = 0.15 la convergencia multipolar
requiere L. = 3, mientras que para f = 0.30 se tienen que tomar hasta L, = 8.

El espectro de pérdida de energia de la Fig. 4.10 presenta caracteristicas
generales que se pueden explicar ficilmente. Para un ndmero fijo de capas n,, el
espectro se ensancha conforme f aumenta. Esto ocurre porque las esferas estdn més
cerca unas de otras al aumentar f. El efecto mds importante es que la energia de
interaccién entre dipolos o 1/r® [59]-[61], donde r es la distancia entre los dipolos.
Esto significa que tanto el modo de mayor energia como el de menor energfa serdn
proporcionales a f y por lo tanto la separacién entre ellos también lo serd. Dado que la
separacién de los modos es una indicacién del ensanchamiento del espectro, entonces
su ancho, debido a la interaccién dipolar, serd proporcional a f. Ademds, conforme
f se aproxima al lfmite de empaquetamiento compacto, muchos multipolos de orden
mas alto participan en la interaccién, provocando un ensanchamiento adicional del
espectro, como se discutié en la seccién anterior.

Para una fraccién de lienado f fija, el espectro se hace més estrecho al aumen-
tar n,. Esto ocurre porque, al aumentar el mimero de capas, la razén del mimero
de esferas en el interior del sistema al mimero en las capas superficiales se incremen-
ta. Una esfera en una de las capas interiores estd rodeada efectivamente por una
red cuibica de esferas, y muchas de las interacciones multipolares entre la esfera y
sus vecinas tienden a cancelarse. Esta cancelacién no ocurre para una esfera cerca
de la superficie. En otras palabras, una esfera cerca de la superficie interactia maés
fuertemente con las esferas que la rodean a través de multipolos de todos los ordenes,
tendiendo a ensanchar el espectro de modos. Por lo tanto, conforme el mimero de
capas se incrementa hay menos esferas en la superficie que en el interior, y el espectro
se estrecha.

Podemos comparar nuestros resultados con los de Pendry y Martin-Moreno
(PMM) [28], quienes también calcularon el espectro de pérdida de energfa para elec-
trones que se mueven paralelamente a la superficie de una red cibica de esferas. Ellos
usaron un parametro de impacto zp = 1 nm, esferas de aluminio de radio a = 1.25
nm, fraccién de llenado f = 0.065, velocidad del electrén v; = 0.4c, correspondiente
a Ey = 46 keV, energia de plasma de 15 eV, y factor de amortiguamiento w,7 = 15.
No supusieron un promedio lateral sobre trayectorias, como hicimos nosotros, sino
que tomaron una trayectoria definida a lo largo del eje {100], presumiblemente sobre
una hilera de esferas. Ellos calcularon espectros de pérdida de energia para seis capas
como se muestra en la Fig. 4.11. La principal diferencia entre su teorfa y la nuestra
es que ellos incluyeron los efectos del retardo en la propagacién del campo electro-
magnético. Su espectro muestra un gran pico cerca de 6.0 eV y un pico més pequeio
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en 3.7 eV superpuestos a un fondo ancho que se extiende de 1 a 15 eV. También
mostramos, en la Fig. 4.11a, el resultado de nuestra teorfa usando exactamente los
mismos pardametros que PMM. Debido a que sus resultados estdn en unidades arbi-
trarias, normalizamos su curva de tal manera que el drea bajo ambas curvas sea la
misma. Su pico mds grande estd a una energfa de alrededor de 2.8 eV por debajo

de nuestro pico en 8.8 eV, y no encontramos un pico que corresponda a su pico mds
pequeno.
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Fig. 4.11. (a) Funcién de probabilidad de pérdida de energfa Z(E) como funcién de
la pérdida de energfa F = fiw para placas formadas de n, = 6 capas de esferas
utilizando los pardmetros de PMM. El médximo orden multipolar, L., = 3, se eligi¢
de tal manera que se lograra la convergencia multipolar. En todas las curvas el
dngulo entre la trayectoria del electrén y el eje [010] del arreglo es ¢ = 0 grados. La
linea continua corresponde a nuestro célculo numeérico y la linea de trazos a los
resultados de PMM. (b) Célculo de Z(E) utilizando los pardmetros de PMM
excepto que E; = 3 keV.

i Cual es el origen de las diferencias entre los resultados que se presentaron en
este capitulo y los de PMM? No esperamos una gran diferencia en los espectros de
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pérdida de energfa para una trayectoria del electrén promediada lateralmente y una
trayectoria \nica, ya que el intervalo efectivo de interaccién entre el electrén répido
y las csferas para una pérdida de energia de fiw < 10 eV es vy/w 2 8 nm, que es una
distancia mayor al radio de las esferas y la distancia entre esferas L, = 5 nm.

Esto deja a la inclusién, en sus cdlculos, del retardo en los campos electro-
magnéticos como una posible explicacién de las diferencias. Como se discute a con-
tinuacién, no entendemos como el retardo puede causar un corrimiento hacia abajo
tan grande en la posicién de los picos.

Un anélisis detallado de los efectos del retardo incluye pérdidas debidas a las
radiaciones Cherenkov y Smith-Purcell (SP), las cuales son producidas por las cargas
inducidas, asf como también a cambios en las relaciones de dispersién de los modos de
interfaz y al acoplamiento de estos modos debido a la inclusién del campo magnético.
A continuacién, representamos al arreglo de esferas como un semiespacio homogéneo
descrito por la respuesta dieléctrica efectiva de Maxwell Garnett (MG) [Ec.(4.29)].
Ya que la teorfa de MG ignora los efectos de retardo en la respuesta de las esferas
individualmente, dichos efectos se examinardn aqui. Cuando se incluye el retardo,
todos los modos multipolares de interfaz de una esfera se vuelven radiativos, lo que
provoca un ensanchamiento y un desplazamiento hacia energfas mdas bajas. Estos
efectos son mds pronunciados para el modo dipolar que para los modos de ordenes
multipolares mayores y se vuelven importantes cuando W = wpafc ~ 1 [62]. Para
una esfera de radio a = 1.25 nm encontramos que W = 0.09, un valor muy pequero
por lo que el retardo no es importante. Bohren y Huffman han confirmado esto
[63] mediante célculos de la seccién transversal de extincién para esferas de Al de
distintos radios. Ensanchamientos significativos debidos a la radiacién y corrimientos
del orden de 1 eV ocurren unicamente para radios de esferas mucho mayores, por
ejemplo, @ ~ 20 nm o W ~ 1.5. Si a < 5 nm estos efectos son menores a 0.1 eV. Por
lo tanto, esperamos que las correcciones debidas a la radiacién, en la teoria de MG,
sean pequenas.

La explicacién original de la radiacién SP se refiere a electrones que pasan
sobre una rejilla de difraccién metdlica, en donde la radiacién es producida por el
movimiento periédico de las cargas inducidas [64]. La radiacién SP se produce en
intervalos de longitud de onda A = L. (87! £ 1) /n donde n = 1,2,--- y 8 = v;/c.
Para 3 =04, L, = 5.0 nm y n = 1, estas longitudes de onda son 17.5 nmy 7.5 nm y
el correspondiente intervalo de energias del electrén estd entre 71 eV y 165 eV. Para
n > 1, se producen fotones con energias aiin mayores. Por lo tanto, el espectro de
pérdida de energfa para energias < 20 eV no serd afectado por la radiacién SP.

La energfa de la radiacién Cherenkov se puede estimar usando la respuesta
dieléctrica efectiva de MG para el arreglo de esferas. La radiacién se produce en una
ventana de frecuencias tal que 8% < eyg(w) < oo. Para 8 =04y f = 0.065 la
ventana correspondiente de energfa estd entre 8.2 eV y 8.4 eV. Ya que este intervalo
de energfas se localiza en la cola de baja energia del pico que calculamos y la razén
de la pérdida de energfa radiada total a la pérdida de energfa longitudinal es ~ 3% =
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0.16 [59], concluimos que la radiacién Cherenkov no modificard substancialmente el
espectro de pérdida de energfa calculado.

Si aproximamos, nuevamente, al sistema de esferas por un semiespacio descrito
por la funcién dieléctrica de MG, la inclusién del retardo conduce a un modo de super-
ficie dispersivo con una frecuencia w, dada por Q%c?/w? = epg(ws)/ [emc{ws) + 1.
Si ponemos @ = w,/v;, su valor minimo, y resolvemos para w,, encontramos una
energfa de 8.76 eV. Esta energia en la que se incluy6 el retardo es sélo 0.04 eV menor
que la energfa del modo de superficie no retardado, que es de 8.80 eV, la que se
define mediante la condicién ep¢(w;) = —1. PMM dan una expresién analitica para
el espectro de pérdida de energfa de un semiespacio homogéneo incluyendo retardo
la cudl conduce a un pico en una frecuencia tal que € (w,) = — (1 + ﬁz). Haciendo
€ = gp¢ encontramos el pico de pérdida de energia en 8.77 eV, esencialmente el
mismo resultado que el encontrado anteriormente.

Otros estudios sobre los efectos del retardo llegan a las mismas conclusiones
[13], [65]-[66]. Por lo tanto, el gran corrimiento hacia abajo del pico mds grande de
cerca de 2.8 eV para la red de esferas es sorprendente. También, su pico més pequeno
en 3.7 eV es completamente inexplicable. Pensamos que este asunto se puede resolver
si PMM realizaran sus cdlculos para una energia muy baja del electrén incidente,
digamos de 3 keV, correspondiente a § = 0.11. En este caso, los efectos del retardo
serfan despresiables y su espectro resultante se podria comparar directamente con
el correspondiente obtenido con nuestra teorfa. También sugerimos que PMM usen
un valor de w,7 m4s grande en la funcién dieléctrica de Drude de las esferas de Al,
digamos w,7 = 100, de tal manera que las diferencias en los perfiles del espectro sean
mds evidentes. En la Fig. 4.11b mostramos los resultados de estos cdlculos usando
nuestra teorfa para un electrén incidente con una energia de 3 keV y w,7 = 15 y 100.
Estos resultados se podrian comparar con los cdlculos sugeridos a PMM*.

4.4 Conclusiones

En este capitulo se desarrollé una teorfa para el cdlculo de la funcién de probabilidad
de pérdida de energia para electrones rdpidos que viajan paralelamente a la interfaz
de un arreglo ordenado de esferas polarizables. La interaccién entre las esferas se
puede calcular a todos los ordenes multipolares, y la principal suposicién de la teoria
es que la interaccién entre el electrén y el sistema es tinicamente a través de campos

*En la Ref. (28], Pendry y Martin-Moreno comparan los espectros calculados usando su modelo,
en que los electrones viajan por encima de la muestra, con los obtenidos mediante experimentos de
transmisidn de electrones. Por esta razén su calculo no puede explicar la aparicién del modo de
volumen de las esferas (ver Caps. 2 y 3). Adem4s, como veremos en el siguiente capftulo, un sistema
ordenado de esferas como el de su teorfa debe producir espectros muy diferentes a los obtenidos en
un sistema desordenado como el experimental. Finalmente, en los cdlculos de PMM las esferas se
encuentran inmersas en vacfo. En los experimentos existe una matriz semiinfinita de AlF3 que sirve
de soporte & las esferas de Al. Esta matriz origina un desplazamiento de los modos respecto a su
posicién en vacfo. Todas estas consideraciones muestran que la comparacién de sus espectros con
los experimentales (Fig. 9 de la Ref. [28]) es cuestionable.
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eléctricos longitudinales, es decir, se despreciaron efectos de retardo.

Primero, construimos una teorfa para la funcién de respuesta g (Q, Q'; w) para
esferas en posiciones arbitrarias en un semiespacio, donde Q y Q' son los vectores de
onda hidimensionales del potencial externo e inducido, respectivamente. Esta funcién
de respuesta se expresa como una representacién espectral, donde la posicién y la
intensidad de los modos estdn relacionados con los eigenvalores y eigenvectores de una
matriz que describe la interaccién entre las esferas a todos los ordenes multipolares.
Aplicando esta teorfa a un arreglo ordenado de esferas, la funcién de respuesta toma
la forma ¢ (Q, Q + G;w) donde G es un vector bidimensional de la red reciproca del
arreglo.

Enseguida mostramos como esta funcién de respuesta se puede usar para en-
contrar la funcién de probabilidad de pérdida de energfa para un electrén que viaja en
una trayectoria definida por el exterior del arreglo, paralelamente a su superficie, a un
adngulo arbitrario con respecto a las direcciones de simetria del arreglo. Tomando un
promedio sobre posiciones laterales de la trayectoria y sobre el tiempo, encontramos
que solo el término G = 0 sobrevive, de tal manera que la perdida de energia depende
de la distancia de la trayectoria a la superficie y del dngulo de la trayectoria, y se
puede usar una funcién de respuesta superficial mds simple g (Q, w) en el cdlculo de
la pérdida de energfa.

Aplicamos la teorfa a un arreglo de esferas en forma de placa, donde los centros
de las esferas estdn colocados en una red cuibica, y presentamos resultados para placas
consistentes de 1 a 6 capas de esferas de aluminio en vacfo. Para una monocapa,
mostramos la posicién de los modos en la aproximacién dipolar para varios caminos
en el plano Q, y mostramos gréficas de la funcién de respuesta superficial Im g (Q, w),
la cual provee informacién tanto de la posicién de los modos como de sus intensidades.
Presentamos cédlculos del espectro de pérdida de energia para varias fracciones de
llenado de esferas y varios dngulos de la trayectoria. También mostramos una teoria
simplificada en la cunal la placa de esferas se remplaza por una placa formada por
un medio homogéneo con una respuesta dieléctrica efectiva dada por la teoria de
Maxwell Garnett. Los resultados de esta teorfa dan espectros de pérdida de energia
que concuerdan cualitativamente con los encontrados usando la teorfa exacta en la
aproximacién dipolar.

El capftulo termina con cdlculos del espectro de pérdida de energia para dis-
tintos nimeros de capas de esferas, con varias elecciones de la fraccién de llenado y
considerando ordenes multipolares lo suficientemente altos como para asegurar con-
vergencia en el cdlculo. Comparamos nuestros resultados con los de Pendry y Martin-
Moreno, que hicieron cédlculos similares para arreglos de esferas, pero incluyendo re-
tardo; sin embargo las diferencias son tan grandes que no las podemos explicar.
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Capitulo 5

SISTEMAS INHOMOGENEOS EN UNA PLACA: CASO
DESORDENADO

En el capftulo anterior encontramos una solucién formal exacta para la funcién de
respuesta superficial de un sistema de esferas distribuidas en una regién del espacio
en forma de placa. Aplicamos esta teorfa al caso de un sisterna ordenado de esferas.
Para poder efectuar el cdlculo numérico aprovechamos el hecho de que el sistema
es intrinsecamente periédico en las direcciones paralelas a la superficie de la placa.
Ahora vamos a aplicar la teorfa a un sistema desordenado de esferas, también en una
regién del espacio en forma de placa. Al tratarse de un caso desordenado, el sistema
no es periédico en las direcciones paralelas a la superficie de la placa. Sin embargo,
si consideramos un mimero grande de esferas en una celda unitaria podemos imponer
condiciones peri¢dicas de frontera y calcular la matriz de interaccién Hf;:’:""' de una
manera aniloga a como se hizo en el sistema ordenado. Ya que el nimero de esferas
que se tienen que considerar en el cdlculo es mayor que en el caso ordenado, en donde
s6lo se requeria de una esfera por cada capa, la dimensién N de la matriz Hf;’:'j
se incrementa considerablemente y tratar de diagonalizarla en forma directa seria
impréctico ya que seria muy costoso desde el punto de vista de tiempo de célculo
y de uso de memoria en una computadora. En vez de eso, hemos recurrido a un
método alternativo para obtener la funcién de respuesta superficial en términos de
la matriz Hf,’,’;-‘" sin necesidad de encontrar sus eigenvalores y eigenvectores. Este
método se conoce como método recursivo y tiene la ventaja de que el nmimero de
operaciones que se necesitan efectuar para obtener la funcién g(Q,w) crece como N?
y no como N° como seria en caso de utilizar el método de diagonalizacién. Para
una placa gruesa, es decir, con un mimero grande de capas, la respuesta que se
obtiene es la correspondiente a un sistema de esferas en un semiespacio y en este caso
comparamos los resultados para un sistema de esferas de Al sumergidas en vacfo, con
los que se obtuvieron usando la teoria de medio efectivo desarrollada en el Cap. 3.
Ademds aplicamos la teorfa a un sistema de esferas de Al sumergidas en una matriz
homogénea de AlF; y comparamos los resultados con experimentos realizados en un
sistema semejante.
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5.1 Formalismo

Consideremos un sistema de esferas localizadas al azar en una regién del espacio con
forma de placa en la regién z < 0. Supongamos que a una escala macroscépica, el
sistema es homogéneo e isotrépico en la direccién paralela a la superficie de la placa
y entonces, de acuerdo a lo visto en el Cap. 3, la funcién de probabilidad de pérdida
de encrgia =(E) se puede calcular a partir de la Ec. (3.14):

=(8) =+ f:’ e'z;% Im g(Q,w)dQ., (5.1)

donde la funcién de respuesta superficial g{Q,w) se expresa nuevamente en forma
espectral

@)= 22 w)—ns Q) (5:2)
y los polos, localizados en n,(Q) corresponden a los eigenvalores de la matriz

{
20+1

HI7(Q) = Burbrmme By + 1= \/— A B QN1 _ 6. (5.3)
Esta matriz de interaccién es una versién simplificada de la Ec. (4.21) ya que al ser
isotrépico el sistema, ésta no depende de la direccién de Q y se eligié tomar Q = Qi.
Asi mismo, los pesos de la representacién espectral se pueden obtener mediante las
mismas expresiones obtenidas en el Cap. 4, es decir,

Ds(Q) = Z AQ,!miUtmz‘,s U_.,_‘;}m:j Al'm’j,Q, (5.4)
Imi 'm'j
donde
V41T cary! / l'a?[’"{-l Ql’_l/? eQZj, (5'5)

Armis = =7~ (=1") V @+ 1)+ m)( — m)]

Agimi = (Aimi,@)*, ¥y L es el tamanio del sistema en las direcciones z y y.

Ya que la matriz H,‘;,’;:."j es de tamario infinito y s6lo podemos tomar un mimero
finito de esferas en una celda unitaria, debemos entonces considerar la contribucién
de las dem4s esferas mediante sumas de red. Asf mismo, tenemos que considerar un
valor méximo de I, L.y, arbitrario. Para esto suponemos condiciones de frontera
periddicas. Esto quiere decir que dada una configuracién aleatoria de esferas en la
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celda unitaria, trasladamos rigidamente esta configuracién en las direcciones =z y y
hasta formar la superficie infinita tal y como se muestra en la analogia bidimensional
de la Fig. 5.1. El resultado €s, nuevamente, una configuracién periédica de esferas
descrita por una matriz Hj, - 3 modificada de la forma

HET@) = bbby + oW Blie0es~=0, (5
donde ahora los fndices ¢ y j denotan a las esferas que estdn dentro de la celda
unitaria y la contnbucuﬁn del resto de las esferas se incluyen mediante sumas de red
en la matriz B dada por la Ec. (4.27).

Con estos ingredientes mds un algoritmo para generar las configuraciones con
las posiciones aleatorias de las esferas, es posible realizar el cdlculo numérico para el
sistema desordenado. '

..................................................

Fig. 5.1. Condiciones de frontera periddicas en dos dimensiones. La celda unitaria
central (CUC) es la que se muestra con circulos negros y las otras son réplicas de
ella.

5.2 Algoritmo de desorden

Para generar la distribucién espacial de esferas se utiliz6 el siguiente algoritmo: (i) Se
parte de una red cibica con n, = n, esferas en las direcciones z y y y n, esferas en la
direccién z. El nimero total de esferas en la celda es por lo tanto ny = n, X n, x n,,
y la longitud L, = n L. de los lados de la celda tanto en la direccién z como en la
direccién y estd relacionada con el radio a de las esferas mediante L./a = (47 /3f)'/3,
donde f es la fraccién de llenado de esferas del arreglo ctibico. La longitud L, del lado
de la celda en la direccién z es simplemente L, = n,L.. (ii) Se mueven las esferas
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una pequena distancia d en direciones al azar cuidando de que no se traslapen y
que no corten o sobrepasen el plano z = 0. (iii) Se repite el paso (ii) varias veces
hasta llegar a una configuracién final desordenada. De esta manera obtenemos una
distribucién de esferas cuya fraccion de llenado f(z), definida en el Cap. 3, depende
unicamente de la coordenada z debido a la homogeneidad en las direcciones = y
y vy a la condicién de que no crucen el plano z = 0. La densidad de centros de
esferas para este tipo de desorden es constante en la regién — (L, +a) < z < —a
como puede verse en la Fig. 5.2. En esta figura mostramos la fraccién de llenado
f(2) que se obtiene usando este algoritmo de desorden partiendo de configuraciones
ordenadas con fracciones de llenado f = 0.065, 0.15 y 0.3. El nimero de esferas que
se consideré en cada configuracién fue de n, = 9 esferas en las direcciones z y y, y
n, = 6 esferas en la direccién z y se tomaron 200 configuraciones distintas en cada
caso. En la misma figura comparamos estos resultados con el resultado analitico que
se obtiene de suponer una distribucién de centros de esferas constante en la regién
— (L. +a) < z < ~a y que estd dado por la siguiente expresién:

3 2 1 3
i) = 3 ((—";) +§(§)]f, ~2 < z<0; (5.7)
= f,- -L, < z < —2¢
3 [ -L,-20 -2 L | —L,—2a— =z 3
= (T) +§(——-—;~—-—~)}f, —(L,+2a) <2< —L,.

que es la generalizacién de la Ec. (3.33) para el caso de una placa. Observamos
que la fraccién de llenado vale cero justo en la superficie de la ldmina y comienza a
incrementar su valor hasta alcanzar el valor maximo f, el cual permanece constante en
la regién central de la ldmina y decrece hasta tomar nuevamente el valor cero en la otra
superficie. Los resultados numéricos coinciden bastante bien con el resultado analitico
demostrando que este tipo de desorden corresponde a una distribucién constante de
centros de esferas en la regién — (L; + a) < z < —a.

5.3 Caialculo numérico

Desde el punto de vista formal bastarfa con diagonalizar la matriz de interaccién
H,::'j para encontrar sus eigenvalores y eigenvectores y asf obtener la funcién de
respuesta superficial g(@,w). Sin embargo, ya que el mimero de esferas que se
necesitan considerar explicitamente en la celda unitaria para un sistema desorde-
nado debe ser grande, no es prdctico diagonalizar la matriz H,‘:;::” ya que su di-
mensionalidad es muy alta. Por ejemplo, si consideramos una celda unitaria de
n, = Ny X Nz Xn, = 10 x 10 x 6 = 600 esferas y tomamos como el mayor orden
multipolar a Ly, = 6, entonces la matriz tiene una dimensién de N x N, donde
N =1, X Lyax X (Lax + 2) = 28,800. Es decir, el nimero de elementos de la matriz
es 829,440,000. Claramente, este es un nmimero muy grande de elementos como para
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usar un método de diagonalizacién de la matriz en el cual el tiempo de cdlculo crece
como fgigg X N3, Debido a esto se propuso utilizar un método alternativo en el cual
no se requiere diagonalizar la matriz para encontrar un resultado aproximado para
la funcién de respuesta superficial. Este método se conoce como método recursivo y
tiene la ventaja de que el tiempo de célculo crece como tre & NpecN? donde Ny €5
el nimero de pasos recursivos, tipicamente del orden de 50, el cual puede ser mucho
menor que tgie,. A continuacién hacemos una breve descripcién del método.

0.0

T T T LN L I S S |

T ™ 7
-26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0
Z/a

Fig. 5.2. Fraccién de llenado dependiente de z, f(z), como funcién de z/a, para tres
fracciones de llenado distintas: f = 0.065, 0.15 y 0.3. Las lineas continiuas
corresponden al algoritmo de desorden descrito en el texto y los circulos
corresponden a la Ec.(5.7).

5.8.1 Meétodo recursivo

El método recursivo se desarrollé originalmente para el cdlculo de la estructura elec-
trénica de sélidos [29] y puede servir para calcular cantidades que se puedan expresar
como un elemento diagonal de una funcién de Green [30], [31], donde la funcién de
Green correspondiente al operador diferencial H y a la variable u es la matriz definida
por
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Glw) = (ul — H)!. (5.8)

Entonces, la representacién de la funcién de Green en el espacio Q se puede expresar
como

G(Qu) = uj (ul ~ H)™ uy, (5.9)

donde ug es una eigenfuncién de H proyectada en el espacio Q y u es su adjunto.
Para simplificar la notacién, llamemos v al conjunto de indices {Imz) y v/ a (I'm/'j).
Entonces, la Ec. {4.23) se puede escribir como

> U HopUpy = 164y (5.10)

v

Si remplazamos H por 1/ (ul1 — H), donde u es la variable espectral, entonces n, se
puede remplazar por la correspondiente funcién 1/ (u — n,), obteniendose

5

1 1
~1 _ |
; USU (ul _ H) " UU 5 = °—n 633 ] (5.11)

o alternativamente,

1 1
=Y U, ———UZ}. :
(ul - H)W, ; u—mng (5.12)

Se puede construir una cantidad G(Q, u), relacionada con g(Q, w) multiplicando por
la derecha la Ec. (5.12) por Ay = Apmjo (definida en la Ec. (5.5)), por la izquierda
por Al = Agum: ¥y sumando sobre v y /. Comparando el resultado con la Ec. (5.2)
se obtiene que

o(Q.) = ~30(Qu), (5.13)
donde
G(Q,u) = ; T @ (5.14)
con

Dy=Y " AiU.U; Av. (5.15)
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El método recursivo evita la diagonalizacién de la matriz necesaria en la repre-
sentacién espectral, Ec. (5.14). En vez de eso usa un desarrollo en forma de fraccién
continuada:

b2
0
G(u) = 7 , (5.16)

U — ag — 1 22

u—a;— 2
b2,
u—an_g—b2_ t(u)

donde £(u) es una funcién terminadora y los coeficientes b%, ap, b%, a1, b3, ag, ... se
pueden encontrar recursivamente por un procedimiento que usa una serie de vectores
ortonormales de longitud N construidos recursivamente up, uj, us,..., mediante la
relacién de recurrencia

bas1Uns) = Hu, — agu, — byuy_y, (517)

a partir del estado inicial up. Los elementos del vector inicial ug son los coeficientes
Ay, con v = 1,2,...,N. También aparecen una serie de vectores uf, u?, uf, ..,
donde cada elemento de u? es el complejo conjugado del correspondiente elemento
de u;.

Comenzando con

B=uju=)Y_ A4, (5.18)
14
uno calcula recursivamente,
e = S HUs 5.19
T u?u,- ’ ( ) )
U4 = (H - a,-) u; — b,?ll{_l, (520)
T

2 Uiy

biy = ua, (5.21)

parai=1,2,..., donde u_; = 0 en la Ec. {5.20).
El desarrollo en forma de fraccién continuada de la Ec. (5.16) da una aproxi-
macién para G(Q,u) progresivamente més exacta conforme el nimero de fracciones
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se incrementa. Existe una relacién entre los coeficientes de la fraccién continuada y
los momentos de la funcién espectral de G(u). Por ejemple, el k—ésimo momento de
la funcién espectral es

i

> D.nk (5.22)
= Y A UntUll Ay

v &

- 2A; (H*),,, A

Hr

Las Ecs. (5.18) y (5.19) muestran que los primeros dos coeficientes de la fraccién
continuada tienen los valores b3 = yy y ao = p;/po. Por lo tanto, la primera fraccién
b2/ (u — ag), que es una aproximacién de un solo modo para G(u), contiene los dos
primeros momentos j, y jy; cada vez que se aumenta una fraccién se aumenta un
modo que contiene informacién acerca de los dos siguientes momentos.

Ya que cada paso recursivo contiene la operacién ul Hu;, para la cual el tiempo
es proporcional a N2, n,.. pasos recursivos requieren un tiempo de calculo t,.. o
NyecNZ.

Como se dijo en el Cap. 3, para un sistema con un gran nimero de modos
tales que forman una distribucién esencialmente continua, es conveniente remplazar
la Ec. {5.14) por

1 n
G(u)z/o D{ )dn' (5.23)

u—n

donde D{n) es una densidad espectral continua. D(n) se puede calcular a partir de
G(u) haciendo u = n + i, donde v es un nimero pequefio que se puede usar como
pardmetro: D(n) ~ —7~' Im G(u}|,_,,,:,- Si el valor de v disminuye, D(n} se puede
calcular con mayor precisién y aparece estructura més detallada en D(n).

En principio, el desarrolio de G{u} en una fraccién continuada es infinita en
longitud, pero en la prictica se trunca hasta un cierto valor maximo de recursiones
Nree. Esto introduce inexactitudes en el cdlculo de G(u). Se puede mejorar ligera-
mente la exactitud agregando un terminador. Se remplaza el dltimo denominador
U — an por u — a, — b*(u), donde b*t(u) representa una fraccién continuada infinita
con coeficientes constantes a y b*. Por lo tanto, b%t(u) = 6%/ [u — a — b%¢(u)], que

tiene como solucién d*t(u) = 1 |u —a % \/(u — a)® - 4b?|. Para u en el eje real en

el intervalo @ — 2b < u < a + 2b, Imt(u) # 0. Ya que el espectro de modos no tiene
lfmites superior e inferior abruptos, y todos los modos deben caer en el intervalo
0 < n, < 1, podemos tomar a = 1/2 y b = 1/4. El signo de la raiz cuadrada se escoge
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de tal manera que Im G{u) < 0. Este terminador da una pequeiia contribucién a la
densidad espectral continua D(n) en todo el intervalo 0 < n < 1, y reduce el nimero
de pasos recursivos que se requieren para alcanzar convergencia.

Ademsds del hecho de que el procedimiento recursivo es més rapido que el de
diagonalizacién tiene otra ventaja al aplicarse a este tipo de sistemas: Si consideramos
cualquier par de esferas en la celda unitaria, su interaccién se calcula en principio has-
ta el maximo orden multipolar deseado, Lyax. Sin embargo, si las esferas estdan muy
lejanas entre si el mdximo orden multipolar que se tiene que considerar al calcular su
interaccién puede ser menor que L,,. Esto se debe a que el potencial producido por
los momentos multipolares de orden superior decrecen més rdpidamente con la distan-
cia y pueden llegar a ser muy pequenos. Por lo tanto, 1a matriz de interaccién H, f;,:’fj
contiene términos que son muy pequerios y se pueden eliminar del cdlculo. Entonces,
al aplicar el método recursivo tinicamente a los elementos que son significativamente
distintos de cero, el tiempo de cémputo se reduce atin mas.

54 Resultados

5.4.1 FEsferas de aluminio en vacio

A continuacién aplicamos la teorfa a un sistema desordenado de esferas de aluminio
en vacfo. Para el aluminio usamos, nuevamente, la funcién dieléctrica de Drude Ec.
(4.28) con los mismos pardmetros que en los capftulos anteriores, es decir, Aw, = 16
eV, wpT = 100, y @ = 2.5 nm. Los cédlculos se realizaron con n, = n, X n, X n, del
orden de 500 esferas y se realizé un promedio sobre 200 configuraciones*.

En la Fig. 5.3 mostramos el comportamiento de la funcién de respuesta super-
ficial Im ¢(Q, w) para una placa con n, = 1 capas, como funcién de fiw para f = 0.15
y 0.3, y diferentes valores de Qa. Como era de esperarse, la estructura de bandas que
se observaba en el caso de un sistema ordenado desaparece. Las alturas de los picos,
que dan la intensidad del acoplamiento de los modos con el campo externo, valen
cero para (Qa = 0, crecen conforme (Ja aumenta y luego disminuyen rapidamente al
seguir aumentando el valor de Qa.

Ahora, calculamos la funcién de probabilidad de pérdida de energia Z(F)

usando la Ec. (5.1). En todas las gréficas se emplearon los pardmetros E; = 100 keV
y Zp = 1 nm.

*El programa con que se obtuvieron los resultados numéricos de este capftulo consistis de aproxi-
madamente 2500 lfneas de cédigo Fortran 77 [67] y se utilizaron algunas de las rutinas de la Ref.[68].
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Fig. 5.3. Funcién de respuesta superficial Im g(@,w) correspondiente a una capa de
esferas de Al en vacio, desordenas usando el algoritmo descrito en el texto. Las
fracciones de llenado correspondientes al sistema ordenado inicial, a partir del cual
se empiezan a desordenar las esferas son f = 0.15 y 0.3.

En la Fig. 5.4 comparamos los espectros de Z(E) obtenidos para el sistema
ordenado, con los correspondientes al sistema desordenado, es decir, en ambos casos
se consideran los mismos pardmetros y la fraccién de llenado f del caso ordenado se
usa como el valor de la fraccién de llenado, en la regién central de la placa, para el
sistema desordenado. En ambos casos se trata de placas gruesas por lo que se puede
considerar que el espectro obtenido es el que corresponde a la respuesta del semies-
pacio. El valor n, = 6 es el mimero de capas de esferas de la red cibica ordenada, a
partir de la cual se genera la configuracién desordenada usando el algoritmo descrito
anteriormente. En todas las curvas se utilizé un pardmetro de impacto 2z = 1 nm
y el radio de las esferas es a = 2.5 nm. Para calcular el espectro correspondiente
al sistema desordenado se utilizaron 486 esferas y se promedié sobre 200 configura-
ciones. El panel {a) corresponde al caso f = 0.065, el (b) a f = 0.15 y el (c) a
f = 0.3. Podemos observar que en todos los casos, el espectro correspondiente al sis-
tema desordenado es mds ancho y de menor altura que los correspondientes al sistema
ordenado. Esto se debe en parte a que el desorden produce un ensanchamiento en la
banda donde se excitan los modos produciento una correspondiente disminucién en la
altura. Por otra parte, la fraccién de llenado dependiente de z, f(z), correspondiente
al caso desordenado disminuye con rapidez cerca de la superficie del sistema con lo
que también contrubuye a una disminucién en la altura del espectro.
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Fig. 5.4. Funcién de probabilidad de pérdida de energia Z(E) como funcién de la
pérdida de energfa £ = fiw, para un sistema desordenado de esferas (linea continua)
y uno ordenado con ¢ = 0 grados (linea de puntos} contenidas en una placa con
n, = 6 capas de esferas. El panel (a) corresponde a f = 0.065, el (b) a f = 0.15 y el
{c)a f=0.3.

En la Fig. 5.5 los espectros de probabilidad de pérdida de energia Z(F) que
se obtienen utilizando la teorfa de medio efectivo (SCIB modificado) desarrollada
en el Cap. 3 para un medio semi-infinito, se comparan con los obtenidos usando el
procedimiento numeérico descrito en este capftulo en el caso de placas gruesas. En esta
figura graficamos Z(E) como funcién de 7iw para el sistema desordenado de esferas en
el limite del semiespacio. Los pardmetros son los mismos que en las figuras anteriores
pero con f = 0.15. Nuevamente, el espectro obtenido con el célculo numeérico es més
ancho y de menor altura que el obtenido con el modelo de SCIB modificado. Adems4s,
este modelo produce espectros ligeramente corridos hacia regiones de mayor energia.
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Fig. 5.5. Funcién de probabilidad de pérdida de energia Z(E) como funcién de la
pérdida de energia E = Fw, para un sistema desordenado de esferas de Al en vacio.
La linea continua corresponde a la simulacién numérica y la linea punteada al
modelo de SCIB modificado que se desarrollé en el Cap. 3. La fraccién de llenado es
f = 0.15, el pardmetro de impacto es zp = 1 nm y el radio de las esferas es a = 2.5
nm.

5.4.2 Esferas de aluminio en AlF;

En la teorfa que hemos presentado, las particulas esféricas estdn situadas en el vacio.
Aunque mostramos resultados de cdlculos usando esta geometria, es poco probable
que un experimento de EELS se pudiera hacer con esferas rodeadas de vacfo. En
vez de eso, estarfan sumergidas en una matriz con funcién dieléctrica £,(w). En el
Apéndice F discutimos ¢6mo se puede incluir esta matriz en la teorfa. A continuacién
presentamos un resumen del procedimiento. Suponemos que la matriz llena en su
totalidad el semiespacio z < 0, y que hay vacfo en la regién z > 0, como antes.
Desde luego que una matriz real no serfa infinitamente gruesa, pero si tiene forma de
placa, debe ser lo suficientemente gruesa para que cualquier efecto debido a su espesor
finito sea despreciable. Primero, en el célculo de ¢(Q,w) usando las Ecs. (4.19) y
(4.20), e,(w) se debe remplazar por e,(w)/es(w) en la Ec. (4.20), obteniendose una
funcién de respuesta superficial modificada g, (Q,w) en lugar de g{Q,w). Segundo,
si el arreglo de esferas se traslada “rigidamente” una distancia b en la direccién —z,
de tal manera que los centros de la capa superior de esferas caen sobre el plano
z = —(a+ b), entonces encontramos g,(Q,w) = e ??g,,(Q,w). Finalmente, en el
calculo de Z (£) usando la Ec. (4.16), la cantidad g(Q,w) se debe remplazar por una
funcién de respuesta modificada
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Q) [e(w) + 1]+ () — 1
9(Qu) = 0 Q) o) — 1) T o) F 1

Si la matriz no es gruesa, la teorfa se complica y ese caso no se discutird aqui.

A continuacién mostramos resultados para un sistema desordenado de esferas
de aluminio sumergidas en AlF3;. Como mencionamos en el Cap. 3, Howie y Walsh
[7], [20] encontraron que al hacer incidir un rayo de electrones sobre una muestra de
AlF; se forman pequehas partifculas de Al en la regién cercana al rayo. Si el tiempo
de exposicién al rayo aumenta, se produce un agujero por el cual pasan los electrones.
Entonces, si el radio b del agujero es grande (~ 10 nm) y los electrones incidentes
pasan a una distancia c del centro del agujero, con ¢ < b, se tiene una configuracién
que se puede aproximar bastante bien por una en la que el electrén pasa sobre un
semiespacio {69] y [70]. Los experimentos se realizaron utilizando placas de ly = 80
nm de espesor, la resolucién del colector de electrones fué de AF = 0.2 eV y el
nimero estimado de electrones en el haz fué de aproximadamente 10%. Esto significa
que para transformar los espectros experimentales de la Ref. [7], dados en mimero de
electrones colectados con una pérdida de energia F, a unidades de Z(FE), entonces la

funcién de pérdida de energfa experimental Z.,(F) se obtiene mediante la siguiente
férmuta:

(5.24)

2 .
_ agmov; numero de electrones
Sexnl F) = .
exp{F) 2000F 108 k (5.25)

donde aq es el radio de Bohr, my es la masa en reposo del electrén y v; es la velocidad
de los electrones incidentes.

o Parte Real

fiea (V)

Fig. 5.6. Parte real (linea continua) e imaginaria {linea punteada) de la funcién
dieléctrica e(w) del AlFs;.
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Para calcular el espectro de pérdida de energia requerimos la funcién dieléctrica

del AlF;. En la Fig. 5.6 se grafican los valores experimentales para dicha funcién
dieléctrica [7].
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Fig. 5.7. Funcién de probabilidad de pérdida de energia =(E) como funcién de la
pérdida de energia E = fw, para un sistema desordenado de esferas de Al inmersas
en una matriz de AlF3. Los espectros experimentales corresponden a un haz de
electrones que pasa por un orificio de b = 7 nm de radio, producido en una placa de
AlF; de Iy = 80 nm de espesor. En el panel (a) graficamos con linea punteada el
espectro experimental que se obtiene antes de danar deliberadamente la muestra de
AlF3 y con linea continua el cdlculo numérico con: zp = 5 nm, f =0.003, e = 1 nm
y wpT = 8. (b) Con linea punteada graficamos el espectro experimental obtenido
después de danar deliberadamente la muestra de AlF;. La linea continua
corresponde al cédleulo tedrico con: zp =5 nm, f =03, a =20 nm y w,r = 22. La
leyenda (x N) significa que el espectro tedrico se multiplicé por NV, para tener la
misma area bajo la curva que en el correspondiente espectro experimental.

En la Fig. 5.7a se muestra la funcién de pérdida de energfa =Z(E) como fun-
cién de fw para esferas de Al en AlF;. La linea punteada corresponde al resultado
experimental que se obtiene instantes después de perforar el orificio en la muestra
de AlF; y la linea continua 2 un ajuste numérico. Para el aluminio se utilizaron los
pardmetros: fuw, = 15 y w,T = 8 que es el valor experimental para esferas de radio
a = 1 nm, el pardmetro de impacto fué de zo = 5 nm y la fraccién de llenado que se
utilizé en el célculo fue f = 0.003. En la Fig. 5.7b la lfnea punteada corresponde al
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espectro que se obtiene experimentalmente después de danar deliberadamente, con el
haz de electrones, a la placa de AlF; cerca de la regién del orificio. La linea continua
corresponde al calculo tedrico. Los pardmetros que dieron el mejor ajuste fueron:
2o = 5 nm, f = 0.3 y para el aluminio fw, = 15 y wp7 = 22, este tltimo valor es el
adecuado para esferas de ¢ = 20 nm. Podemos observar en estas figuras las excita-
ciones correspondientes al acoplamiento del campo del electrén con los plasmones de
interfaz inducidos en la superficie de las esferas y que aparecen alrededor de £ = 8
eV. También se observa una regién de excitaciones de plasma correspondientes a la
matriz de AlF; y que se encuentra en el intervalo 10 < F < 30 eV. Aunque la forma
general del espectro y la posicién de los picos se encuentra bien descrita por la teoria,
el pico correspondiente a las excitaciones de interfaz en las esferas presenta un mayor
ancho en el experimento que el calculado. Esto podria deberse a las fluctuaciones en
el tamafio de las esferas asf como al hecho de que las particulas no son exactamente
esféricas. Ademds, en el caso de esferas de a = 20 nm los efectos de retardo también
contribuyen al ensanchamiento del pico tal y como se discutié en el capitulo anterior.
El criterio que se us6 para ajustar las curvas fué que la forma entre el espectro teérico
y el experimental fuera lo mds parecida posible. Sin embargo, al usar este criterio, la
magnitud de los espectros tedricos se tuvieron que multiplicar por los valores mostra-
dos en la figura hasta conseguir que el espectro tedrico tuviera la misma drea bajo
la curva que el experimental. La razén de la discrepancia entre las magnitudes del
espectro teérico y el experimental se debe, en parte, a que se ignoraron los efectos
del retardo en los campos electromagnéticos. La magnitud de los picos de pérdida de
energfa calculados utilizando diferentes teorias de medio efectivo [69], [7) resulta ser
mayor cuando se considera el retardo electromagnético que en el caso en que no se
considera. Adema4s este efecto es mds evidente al aumentar el valor del parametro de
impacto. Sin embargo, atn si se consideran las correcciones debidas al retardo, estos
calculos tedricos subestiman la intensidad del espectro [69], [7]. Otra razén de que la
magnitud del espectro tedrico sea menor que la del experimental es que la trayectoria
de los electrones pasa cerca del centro del agujero (¢ = b— 2z = 7 nm —5 nm = 2 nm)
y la aproximacion de interfaz plana no es muy exacta. De hecho la pérdida de energfa
de un electrén que pasa por el centro de un agujero cilindrico resulta ser mayor que
en el caso de la interfaz plana (7).

5.5 Conclusiones

En este capitulo se aplicé la teoria general, desarrollada en el capitulo anterior, a
sistemas de esferas distribuidas al azar y contenidas en una regién del espacio en
forma de placa. Para esto y debido a que los cédlculos se realizaron con un ntimero
grande de esferas y varios ordenes multipolares, se tuvo que implementar un algoritmo
recursivo para calcular la funcién de respuesta superficial g{(Q,w), sin necesidad de
diagonalizar la matriz de interaccién Hf:::'j . La ventaja de este método sobre el de
diagonalizacién consiste en que el tiempo de célculo crece como n,, X N2, el cual
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puede ser mucho menor al tiempo empleado por una rutina de diagonalizacién el
cual crece como N3, sobre todo para matrices con un numero grande de elementos.
Ademiés, ya que muchos de los elementos de la matriz H tmi ™3 son muy pequenos o valen
cero, se pueden eliminar del cdlculo y emplear el procedimiento recursivo utilizando
uinicamente aquellos elementos significativamente distintos de cero, reduciendo aun
m4s ¢l tiempo de célculo. Debemos recalcar que el método recursivo se trata de un
procedimiento aproximado y no se obtienen los factores de depolarizacién n, de ma-
nera exacta, a diferencia del metodo de diagonalizacién. Sin embargo la aproximacién
lograda con el método recursivo es excelente si la parte imaginaria de u, o en otras
palabras, el valor de w,7 no es demasiado grande. Para los valores t{picos de w,7 el
método se puede emplear sin problemas.

Se presentaron resultados para la funcién de respuesta superficial g{Q,w) y
para la funcién de pérdida de energia Z(E) considerando un algoritmo especifico
de desorden para producir las configuraciones de esferas. En el caso de esferas de
aluminio en vacfo se compararon Jos resultados con los obtenidos usando la teoria de
medio efectivo desarrollada en el Cap. 3 y en el caso de esferas de aluminio en AlF;
se compar6 con los resultados experimentales de Walsh (7).
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En el presente trabajo se construyeron distintos formalismos para realizar cdl-
culos que ayuden a interpretar experimentos de EELS, en la regién de pérdidas de
baja energia, en medios compuestos con inclusiones esféricas polarizables. La con-
figuracién experimental que se considerd fue aquella en la que el haz de electrones
pasa sobre la superficie del medio compuesto, el cual ocupa una regién del espacio en
forma de placa y que en el caso de placas muy gruesas se puede considerar como un
medio semi-infinito. '

El espectro de EELS se calculé en términos de la funcién de pérdida de energia
Z(E) la cual se expres6, para la configuracién experimental discutida, en términos de
la parte imaginaria de una funcién de respuesta superficial ¢(Q,w). Esta funcién de
respuesta superficial se interpreta como el coeficiente de reflexién para ondas longitu-
dinales y se calculé utilizando dos métodos distintos que se discuten a continuacién.

En el primer método se recurrié a un procedimiento para tratar de determinar
de forma aproximada la funcién de respuesta superficial ¢(Q,w) en términos de la
funcién dieléctrica efectiva no local del medio infinito ¢ (k,w). Dentro de este marco
se propusieron tres modelos para describir al sistema. El modelo mds simple que se
discutié fue el de un volumen truncado con una funcién dieléctrica efectiva local £ (w).
Para esto se us6 la teorfa de Maxwell Garnnett (TMG) que es una aproximacién de
campo medio en donde se consideran unicamente excitaciones dipolares. Se aplicé la
teorfa a esferas de aluminio en vacio y el espectro resultante mostré la presencia de
un pico de pérdida de energfa aislado, correspondiente a los modos dipolares de las
esferas (ver Fig. 3.1).

Recientemente se mostré {11] que los efectos de no localidad espacial en la
respuesta dieléctrica de los medios inhomogéneos son importantes en el célculo de
espectros de EELS para sistemas infinitos. De hecho, la TMG no ha dado resultados
adecuados cuando se trata de experimentos de transmisién de electrones ya que no
puede explicar la aparicién de un pico, en el espectro de pérdida de energia, corres-
pondiente a la excitacién del plasmén de volumen de las esferas y que ests presente
en este tipo de experimentos. Por esta razén, se propuso un segundo modelo que
tomara en cuenta las contribuciones producidas por la dispersién espacial. El modelo
consistié de un volumen truncado pero en términos de la funcién dieléctrica efectiva
no local € (k,w) del medio infinito. Esta funcién dieléctrica, calculada recientemente
[11] (ver Capitulo 2), considera los efectos de los multipolos inducidos en las esferas a
un orden arbitrario dentro de la aproximacién de campo medio y se puede considerar
como una extensién de la teoria de Maxwell Garnnett al caso k # 0. La presencia de
la superficie se tomé en cuenta usando un modelo de reflexién especutar (SCIB), que
en el caso de un gas de electrones se puede interpretar como si la superficie actuara
como una barrera de potencial infinita que da lugar a una reflexién especular de los
electrones del gas. El espectro de pérdida de energfa obtenido con este modelo mostré
una estructura de picos correspondiente a las diferentes excitaciones multipolares en
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las esferas pero ademds mostrdé un pico de pérdida de energfa que se asocié con el
plasmén de volumen de las esferas (vor Fig. 3.1). Mediante argumentos fisicos se
mostré que este pico no puede estar presente si el electrén viaja por el exterior del
material v es un producto artificial del modelo de SCIB.

El tercer modelo, al que se denominé modelo de SCIB modificado, corrige esta
falla ademds de que se introduce informacién acerca de la distribucién de esferas cerca
de la superficie del material [Ec.(3.33)]. En este modelo, la funcién de pérdida de
energfa ruestra una estructura de picos correspondientes a plasmones superficiales
inducidos en la superficie de las esferas pero que tienen una altura menor que los
correspondientes al modelo de SCIB usual (ver Fig. 3.1).

En vista de estos resultados, podemos decir que utilizar la funcién dieléctrica
efectiva ¢ (k,w) del medio infinito, para calcular el espectro de EELS en este tipo de
experimentos en los cuales el electrén pasa por el exterior del material, aunque ha
dado buenos resultados en el caso de medios homogéneos, p. €j. en metales, resulta
dificil de emplear con éxito en el caso de medios compuestos granulados., Esto se
debe principalmente a la presencia del plasmén de volumen de las inclusiones en la
funcién dieléctrica efectiva. Dado que la trayectoria del electrén incidente es externa
al material y por lo tanto, no atraviesa las esferas, sabemos que el pico de pérdida
de energfa correspondiente a la excitacién de este plasmén no debe aparecer en el
experimento, por lo tanto, se debe de modificar artificialmente esta funcién dieléctrica
para obtener resultados con algiin sentido fisico.

Los puntos mds destacables de esta parte del trabajo son los siguientes:

1.- Se super6 el modelo local usado hasta ahora para calcular la pérdida de
energia de electrones en la configuracién experimental discutida ya que se incluyen
excitaciones multipolares no consideradas con anterioridad al emplear, por primera
vez, la funcién dieléctrica no local £ (k,w} del medio efectivo.

2.- Se mostré que el modelo de SCIB, usado con exito al describir superficies
de medios homogéneos como metales, no es completamente satisfactorio en el caso
de medios granulados. Esto se debe principalmente a la presencia, en la funcién de
pérdida de energfa =(E), del modo de volumen de las inclusiones, €l cual no debe
aparecer en esta configuracién experimental y

3.- Se introdujo un modelo que corrige la principal deficiencia del modelo de
SCIB y que por primera vez incluye informacién acerca de la distribucién de esferas
cerca de la superficie de la muestra.

El segundo tipo de célculo que se propuso fue una solucién formal exacta
para la funcién de respuesta superficial ¢g{Q,w), que toma en cuenta la interaccién
entre las esferas a un orden multipolar arbitrario. La diferencia entre este célculo
y el anterior es que no se considera ningun tipo de respuesta dieléctrica efectiva.
En lugar de esto, se resuelve el sistema de ecuaciones para encontrar los momentos
multipolares inducidos en las esferas y a partir de alli se obtiene una solucién para
9(Q,w) en forma de representacién espectral [Ec. (4.19)]. Los polos y pesos de esta
representacion espectral se determinan a través de los eigenvalores y eigenfunciones de
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una matriz de interaccién H, f,',’:'j [Ec. (4.21)]. Esta solucién formal es muy general y se

puede aplicar a sistemas de esferas tanto ordenados como desordenados en una regién

del espacio en forma de placa y no solamente al sistema desordenado semi-infinito.
Se calculé numéricamente la solucién formal exacta de g(Q,w) y por lo tanto

la Z(E) para distintas configuraciones de esferas.

En el caso ordenado, se utilizé un arreglo ctbico en una placa consistente
de n, capas de esferas. Se mostré que los resultados obtenidos al restringirnos a
la aproximacién dipolar, es decir, con el maximo orden multipolar L., = 1, son
similares a los que se obtienen utilizando la TMG para una placa (ver Fig. 4.8), sin
embargo, muestran una clara dependencia en el 4ngulo ¢ que forman la trayectoria
del electrén con la direccién [010] del arreglo. Desde luego, en el caso de la TMG se
considera una placa efectiva homogénea e isotrépica y por lo tanto los resultados no
dependen del d4ngulo ¢.

Se vi6 también, que el aumentar el mdximo orden multipolar considerado en el
célculo conduce a la aparicidn, en el espectro de pérdida de energfa, de nuevos modos
que ocupan una regién més ancha en la banda de energfa hasta alcanzar un limite,
que no varfa al aumentar atin més Lmax (ver Fig. 4.9). Ademds, al incrementar
la fraccién de llenado f de las esferas, es mayor el mimero de multipolos que se
deben considerar para alcanzar convergencia. La banda de energia donde aparecen
los modos se ensancha avin més al aumentar la fraccién de llenado f pero se adelgaza
al considerar un mayor nimero de capas hasta que, nuevamente, llega a un lmite
que no varfa al aumentar mas el mimero de capas de esferas (ver Fig. 4.10). Por lo
tanto, este Ifmite corresponde a la respuesta de un semiespacio. El mimero méximo de
capas que se necesitan considerar en el célculo para obtener el limite del semiespacio
se incrementa al aumentar la fraccién de llenado f, pero para fracciones de llenado
f £ 0.3 no se requieren més alld de n, = 6 capas. Esto significa que la configuracién
experimental estudiada es sensible a la regién superficial de la muestra y por lo tanto
puede resultar una buena técnica para analizar dicha regién aunque diffcilmente se
podrfa utilizar para analizar regiones profundas dentro del material.

Al comparar nuestra teorfa con otra desarrollada previamente (28] para este
mismo sistema, se encuentran discrepancias que no se pueden explicar por las dife-
rencias en las aproximaciones usadas en ambas teorfas. Sin embargo, se muestran
argumentos que validan nuestra teorfa y se propone un cdlculo para poder aclarar
esta discrepancia.

Cuando se considera una distribucién desordenada de esferas, ocurren varias
cosas. En primer lugar, la funcién de respuesta superficial g(Q,w) no depende de
la direccién del vector Q ya que al desordenarlo, el sistema se vuelve isotrépico.
La estructura discreta de picos en Img(Q,w) que aparece en el caso ordenado es
sustituida por una distribucién continua de modos. Como consecuencia, el espectro
de pérdida de energia es de menor altura que su equivalente en el caso ordenado (ver
Fig. 5.4). La disminucién en la altura del espectro se acentiia debido a que la fraccién
de llenado de esferas f(z) cerca de la superficie es menor en el caso desordenado que
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en el ordenado. Por otro lado, al corparar los resultados del presente cdlculo con
los obtenidos usando la teorfa de medio efectivo del Capftulo 3, encontramos que la
posicién de los modos en el espectro de pérdida de energfa es consistente. Sin embargo,
la forma del espectro es mds extendida y de menor altura para el presente cédlculo
que el correspondiente al modelo de SCIB modificado (ver Fig. 5.5). Esto se debe
en parte a que en el modelo de SCIB modificado se utiliza una funcién dieléctrica no
local, dentro de la aproximacién de campo medio. Es decir, se ignoran la fluctuaciones
en los momentos multipolares de las esferas que originarfan un ensanchamiento del
espectro y su correspondiente disminucién en altura.

En cuanto a la metodologfa empleada en el caso del sistema desordenado, se
utilizé un procedimiento recursivo para encontrar la funcién de respuesta superficial
¢(Q,w). El método resulté muy adecuado ya que permitié trabajar con matrices
de dimensionalidad mayor a las que se tendrfan en caso de utilizar el procedimiento
usual de diagonalizacién. Como consecuencia de esto, se pudieron analizar sisternas
con mayor mimero de esferas y mayores érdenes multipolares.

Al aplicar la teorfa al caso de esferas de aluminio sumergidas en AlFj, se
obtuvo un ajuste congruente con los resultados experimentales de Walsh [7] para
electrones que pasan por un orificio hecho en una muestra de AlF3; y que ha sido
dafiada previamente mediante un barrido del haz de electrones sobre la muestra.
Dado que la geometria del experimento no es la misma que la considerada en la
teoria, se pueden esperar algunas discrepancias entre los espectros experimentales y
tedricos. Estas discrepancias se manifestaron en el valor absoluto del espectro y no en
su forina general. Existen ademds otros factores como el hecho de que las particulas
de Al producidas en el experimento no son exactamente esféricas ni tienen todas el
mismo tamano, lo cual no se considera en el cdlculo tedrico. Los efectos del retardo,
que se ignoraron al calcular los campos electromagnéticos inducidos, son importantes
en el caso de electrones de muy alta energia y también contribuyen a las discrepan-
cias entre ambos espectros. Por iltimo, la presencia de la matriz semi-infinita de
AlF3 se incluy6 en el célculo usando una férmula aproximada [Ec. (5.24)] que no
considera en su totalidad la interaccién de las esferas con sus imédgenes. Sin embargo,
la concordancia en la forma del espectro con los resultados experimentales muestra
que hemos considerado los elementos mds importantes para describir correctamente
este tipo de experimentos y esta descripcién debe ser mas precisa en el caso en que
los electrones incidentes no tengan una energfa tan alta como para poder ignorar los
efectos del retardo electromagnético. Por esta razén sugerimos hacer experimentos
con electrones incidentes con energfas mds bajas (< 10 keV).

Resumiendo, las contribuciones més relevantes de esta parte del trabajo son:

1.- Se encontré una representacién espectral de g(Q,w) para el sistema semi-
infinito de esferas que considera interacciones multipolares a todos los érdenes y
cuyos pesos y modos son independientes de las respuestas dieléctricas (locales) de los
componentes.

2.- Se mostré que en el caso de un arreglo ordenado de esferas, el espectro de
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pérdida de energfa depende del dngulo que forman la trayectoria del electrén con la
direccién {010] del arreglo.

3.- Se vi6 que la configuracién experimental estudiada es sensible a la regién
superficial de la muestra por lo que puede ser muy 1itil para la caracterizacién de
superficies.

4.- Se empled con éxito un procedimiento recursivo, desarrollado para otro
tipo de sistemas [29] y [30], que nos permitié hacer simulaciones para sistemas des-
ordenados con mayor nimero de esferas y érdenes multipolares que las conseguidas
con los métodos tradicionales de diagonalizacién.

5.-Se propuso una manera aproximada de introducir en el célculo los efectos
de una matriz semi-infnita.

6.-Se mostré que la respuesta de un sistema desordenado de esferas, puede ser
muy diferente a la de uno ordenado, por lo que el empleo de modelos de sisternas
ordenados (p. e¢j. el de la Ref. [28]) para describir resultados experimentales en
sistemas desordenados resultan cuestionables y

7.- La comparacién con resultados experimentales en sistemas similares (7]
sugieren que se han tomado en cuenta los elementos méas importantes para describir-
los, sin embargo, para hacer una descripcién cuantitativa de los mismos se requiere
considerar otros efectos como el retardo electromagnético.

Como posibles extensiones al trabajo se pueden mencionar las siguientes: Es-
tudio de la sensibilidad del cdlculo numeérico a distintos tipos de desorden. Esto
permitirfa hacer un andlisis estructural m4s detallado de la muestra. La inclusién de
efectos como la distribucién de tamarios de las esferas. La aplicacién de la metodologia
para tratar sisteras con otras geometrias como por ejemplo inclusiones cilindricas, las
cuales han tomado importancia en los dltimos afios por su posible aplicacién a com-
puestos de nanotubos. Se podrfan implementar métodos de orden N desarrollados
recientemente para multiplicar matrices con vectores que permitirfan aumentar tanto
el mimero de esferas como el médximo orden multipolar considerados en el calculo y
poder estudiar configuraciones con fracciones de llenado més altas.

También serfa interesante poder incluir los efectos del retardo en los campos
electromagnéticos inducidos que pueden ser importantes para el caso de electrones
muy energéticos y finalmente analizar otro tipo de experimentos como por ejemplo
de reflexién de electrones incidentes sobre la superficie de la muestra.

En el caso de las teorias de medio efectivo, se podria mejorar el cdlculo de la
funcién dieléctrica efectiva removiendo la aproximacién de campo medio para tomar
en cuenta las fluctuaciones en los momentos multipolares inducidos en las esferas.

Todas estas consideraciones son importantes si deseamos hacer un an4lisis
cuantitativo mds preciso respecto a la microestructura de la muestra. Como vemos,
el cédlculo de la interaccién de electrones con medios inhomogéneos es un problema
dificil en el cual hay mucho por hacer.

Finalmente, esperamos que este trabajo estimule ain m4s la realizacién de
experimentos en este campo.
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APENDICE A: Localizacién e intensidad del modo efectivo

En este apéndice usamos las reglas de suma descritas por las Ecs. (2.39) y
(2.40):

Cb-I-ZC.,‘:]., (Al)

> Ceng= 3V L+ 1) 2+ 1)p %5 (p) i () Hur, (A2)

i

para determinar la posicién y la intensidad del modo efectivo usado en el cdlculo del
Cap. 3. Si en la primera regla de suma remplazamos los modos con s > 6 por un
solo modo “efectivo”, la intensidad de este modo Cgss debe ser

6
Cefr = I_Cb"“zcs:; (A3)

g==]

con lo que se satisface la regla de suma. La posicién de los n, modos con s > 6
caen entre n§ = 6/13 & 0.46 y n2, = 0.5 y muestran muy poca dispersién; es decir,
su posicién es casi independiente de ka. Por lo tanto escogemos, por simplicidad, la
posicién nes; del modo efectivo como una constante justo a la mitad del intervalo
entre nd y n%,, esto es, nepy = 0.48. Para mostrar que esta eleccién es adecuada, la
segunda regla de suma se tiene que satisfacer. Por lo tanto, los valores de C,fy v nesy
deben satisfacer la ecuacién

6
CeffNefs =+ Z Csns — z 3V 20+ 1) U + 1)p %5t (p) o () Hw = 0. (A4)

§=1 i

Se verificé que para f = 0.5, el lado izquierdo de la Ec. (A4) es menor que 2 x 1072,
Lo mismo ocurre para f = 0.15, excepto en el intervalo 0 < ka < 2, donde el lado
izuierdo de la Ec. {A4) toma el valor méximo 1.75 x 10~2.
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APENDICE B: Funcién de respuesta superficial

En este apéndice mostramos la forma de obtener las Ecs. (4.19)-(4.25). Primero
encontramos la funcién de respuesta g (Q, Q';w) definida por la Ec. (4.3) para un
sistema de esferas de radios a; y funcién dieléctrica e, (w) en posiciones arbitrarias r;
en el semiespacio z < 0.

Consideremos un potencial externo

#r, 1) = 9 (r) e (B1)

oscilando a una frecuencia w, cuya parte espacial ¢°**(r) tiene una sola componente

Q' del vector de onda y satisface la ecuacién de Laplace en todas las regiones del
espacio, es decir,

FHE) = o VPO (B2)

Enseguida realizamos un desarrollo multipolar de ¢**(r) alrededor de r;, el centro de
la i-ésima esfera,

¢ (r) = ZW" (') Yen(8', ), (B3)

donde r' = r — r;. Desarrollando la exponencial ¢'®"7'+Q'#' en la Ec. (B2), en serie
de potencias e identificando términos con la Ec. (B3) obtenemos que

e = G0/ 47/ (20 4 1) By ()7 ™7 Q" VP15, (B4)

donde B, = 1/3/(I+m)! ({—m)! y o' es el dngulo que define la direccién de Q"
w = Q cosyy, Q) = @ sinn’.

El potencia.l inducido que actiia sobre la esfera 2, que se origina en los momen-

tos multipolares gy,y; de todas las otras esferas j, también se puede escribir en serie

de arménicos esféricos alrededor de la esfera 4

Z ¢Im1 QO ) (BS)

donde los coeficientes ¢},,,; estdn dados por

¢tlmz Z Blrm QI’m’ - 61'.?')1 (Bﬁ)

itm!j
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y Bf:::'j estd dada por la Ec. (4.22). El momento multipolar g,; es proporcional

al coeficiente multipolar Im-ésimo del potencial total que actiia sobre la esfera i, es
decir,

2041
47

Qimi = — Qi ( imz + ¢lm1) ) (BT)

con

oy = a2 1/ (20 +1)
T e ) =1 (20 1)

(B8)

la l-polarizabilidad de la esfera ¢. Las Ecs. (B6} y (B7) se pueden resolver para qum;.
Sustituyendo la Ec. (B6) en la Ec. (B7) obtenemos

[ 21+ 1 ex
Z l’a?l +lyl'm‘j6ij611’6mm' = - A Othgmt.- (Bg)
Um'j
ah Z Bl':'m V 21 +1y1"m’ (1 - 6ij)1

I'm'j

con ym, definida como

la 2I+ly[mt (B].O)

Qimi =

Multiplicando la Ec. (B9) por {/la2*/[(21 + 1) o] y acomodando términos obtene-
mos

1

Z [u(w)5£j5u'5mm' - H::n:J] Yrmij = = laZ g, (B11)

U'm'j
donde u(w) es la variable espectral definida por la Ec. (4.20) y
[

H::.::‘j = r(su 6mm’ 61'_1 (B12)

1 ) 4 l
+Z;\/waf‘“a§‘ 1 BI™I (1 - 6y).

La Ec. (B11) se puede resolver para ym; haciendo un desarrollo en eigenfunciones de
la funcién de Green, que aparece en forma de representacién espectral [71], (72]:
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Ly 1 ]
Yomi = D Cls A/ V03 G (B13)
mj
En esta ecuacién
Gimi= 3" Uimi Uy o (B14)
imi” —~ w(w) —ng

donde n, son los eigenvalores de la matriz hermitiana Hi;ﬁfj y las matrices If definidas
anslogamente a la Ec. (4.23) diagonalizan a M, "~

lmi -

Habiendo resuelto para los momentos multipolares en todas las esferas, encon-
tramos el potencial inducido ¢™(r), el cual se puede escribir como

(bind(r) = = Z Z Flmi,thie—Qz ', (B15)

Q tma

donde t;,,; se define como

timi = \/ 12 yrmie T P (B16)

Utilizando las Ecs. (B13) y (B16) en la Ec. (B15) obtenemos

e Z D Fimsqy/ el PG g e e @Y. (B1)

Imz Yty

Definimos ahora una nueva variable Ly ;o mediante la ecuacién

ext

m'y T Ll’m'j,Q'eiQ’.pj Pos (BlS)

que junto con la Ec. (B17) nos permite escribir

1 1 ¢ ‘m’ 5 iQ p.  —iQ-p.
d) "d(r) = Z (—E Z F‘[mi,Q\/ M’af’“aﬁ‘ +1G:r:: JL[rm1j|Q.ue Q"p; € Q ‘D’d)o)
Q

Imitm'j

x e~ P, (B19)

El término entre paréntesis es ¢"™4(Q,w), por lo tanto,
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i ]_ YT} [ Q' p.  —iQ-
‘f’md(Q*“’)z_Z}? Z Fimi0 /”fa?Hlajt +1G:,::JL[fmiJ'_Q'e"Q Pig" QP (B20)

lmi 'm/!§

Por otro lado, al sustituir el potencial externo dado por las Ecs.(B1) y (B2) en la Ec.
(4.3) obtenemos

d)ind(Qrw) = _g(QvQ’;w)¢0' (BZ]')

Identificando términos entre las Ecs.(B20) y (B21) encontramos que

JQQ5w) == 3 Fmig [ Wa B G Ly g e Premi0, (B22)

lmz d'miy

ademds, de las Ecs. (B4) y (B18) obtenemos la siguiente expresién para Ly g

_ ' 47[' 0 —imiy Q'z;
L['m'J,Q' = ( 3) \/(2l’+ 1) (l' +m’)‘ ([’ — m’)IQ € e 7, (B23)

Por otra parte, el potencial inducido producido por el multipolo Im-ésimo de la esfera

1es

471. Iy —i— I I
()T T Y (0, 9), (B24)

¢lmz( ) 2] + lqlm:

cuya transformada de Fourier bidimensional definida como

Q. 2) 7] / b (1) e ¥Pdp, (B25)
resulta ser
1 4 . ,
6(Q, 2) i b €™ (1) 21 Q1 1e=9 . (B26)

TV D)+ m) ([ —m)!

para lo cual hernos supuesto una longitud L del sistema en las direcciones paralelas
a la interfaz y usamos la identidad

f Yim (6, ) e QP g2 = A+1 Bint™ ™ (Q)' S, (B27)
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donde S = (27/Q)e%"! y el dngulo 7 define la direccién de Q.
El potencial inducido, producido por todos los multipolos de todas las esferas,
es entonces

gnr) =) Y dina(Q,2)eY”. (B28)

Q ilmi

De las Ecs. (B15), (B26) y (B28) obtenemos

2w 47 -
Flmi,Q = _E\/(Bl n 1) (l n m) (l — ) (i)m elan!—lein_ (BQQ)

Finalmente, sustituyendo las Ecs. (B14), (B23) y (B29) en la Ec. (B22) obtenemos
una expresién para la funcién de respuesta g(Q, Q’;w) en forma de representacién
espectral

w) — ng

9(Q, Q’sw) = ZZE(QB-)- (B30)

La posicién de los modos n; son los eigenvalores de la matriz hermitiana 'Hln'::’ , Ec.
(B12), y las intensidades de los modos son

DS(Q’ Q’) =Q Z Aq,imi Uimi, su Hmg Al’m‘; Q' (B31)

Imillm'j

Aquf,

471- ] 2 : ' 7
L2 ( z)m —im'n’ m’ , (Q!)I -1 al_+1/2ezQ 'y EQ ij (B32)

Avmijq = ;

con Wy = U/ (20 + 1) (' + m)({l! — m')' y Aqumi = (Amj,q)® Finalmente, las
Ecs. (4.19) - (4. 25) que se utllizan para calcular (dW/dy), z, Para una trayectoria del
electrén promediada lateralmente, se obtienen remplazando el radio de las esferas a;

por el radio tnico a, haciendo Q = Q y transfiriendo el factor &' {#577) de AQ,tmi
¥ Apmiq, a la matriz H."7(Q) = e‘Q'(”f_p‘)H::;'f’, Ec.(4.21).
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APENDICE C: Regla de suma para la densidad espectral

Se puede deducir una regla de suma para las intensidades de los modos D; (@),
que aparecen en la Ec. (3.25) de la siguiente manera:

Tomemos un potencial externo producido por una carga externa infinitamente
distante de la superficie del sistema en la regién z > 0, con un solo vector de onda
Q = Qi. El potencial externo satisface la ecuacién de Laplace y es de la forma

977 (r) = e e’ (C1)

Este potencial externo induce cargas en el sistema que originan un potencial inducido.
Utilizando la Ec. (3.1) encontramos que el potencial inducido se puede escribir como

¢ (r) = —g(Q,w)dge~ ¥, z>0. (C2)

Consideremos el limite de alta frecuencia, donde €, (w)—1 ~ O (w™?) y u (w) —
co. En este limite, la polarizacién se debe a los electrones del material, que se pueden
considerar libres y la interaccién coulombiana entre ellos se puede ignorar. Cada
electrén (designado con el indice ¢} se mueve independientemente en respuesta al
potencial externo y produce un momento dipolar inducido que origina un potencial
inducido ¢i™ (r). La Q-ésima componente de Fourier de este potencial se encuentra
tomando su transformada de Fourier bidimensional

tnd Q’ L2 /qu.d iQT‘dmdy, (03)
obteniéndose
- 1
Q. 2) = — 73 h004mQe™ e, (C)
donde o = —e?/mw? es la polarizabilidad asociada a cada electrén. El potencial

total inducido ¢™%(Q, z) producido por todos los electrones se puede encontrar si
intercambiamos la suma sobre 7 a una integral sobre volumen, usando la expresién
dN = f(z)nedv para el nimero promedio de electrones dN en un elemento de volumen
dv = dxdydz, donde ng es la densidad de electrones en el material 1. Ya que q‘;i"d(r) =

$#"(Q, 2)e'?*, comparando con las Ecs. (C2) y (3.25) se obtiene la regla de suma
deseada

0
S0.@ =" [ s (05)
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En el caso de una distribucién continua de modos este resultado se expresa como

1 0
1(Q) = /0 D(Q,n)dn:%?— /_ %97 f(2)de, (C6)

que es la regla de suma para el momento de orden cero, p,(Q}, de la densidad espectral
definida en la Ec. (3.26).
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APENDICE D: Sumas de red

En este apéndice describimos el procedimiento para derivar las Ecs.(4.26) y
(4.27) de las Ecs. (4.21) y (4.22). Primero tomamos un mimero finito de esferas en
el interior de una celda unitaria central (A = 0,y = 0), y repetimos esta celda
periédicamente para generar el sistema infinito. Entonces, separamos la contribucién
a los coeficientes del potencial inducido en la esfera ¢, dada por la Ec. {B6), en una
parte proveniente de las esferas localizadas en la misma celda que la esfera i (la celda
unitaria central), mas una parte proveniente de las esferas localizadas en el resto de
las celdas:

(;bllmt - Z Bll':m' Qum' + Z Z Bll;'m’ Qg (Dl)

Pm! j(#£4) AMCUC U'm'j),

donde la primer suma es sobre las esferas j # 7 en la celda unitaria central (CUC)
y la segunda es una suma sobre las réplicas j, de todas las esferas en la celda A.
Por réplicas queremos decir las esferas que se generan a partir de una esfera en
la CUC mediante una translacién por ry = L¢(Ay, Ay). Cuando consideramos las
réplicas en las celdas A, la interaccién de la esfera 7 con sus réplicas se debe tomar en
cuenta. Debido a la periodicidad en el plano zy el momento multipolar inducido en
la esfera j, estd relacionado con el momento multipolar inducido en la esfera j por
Qimgy = Qimj € ¥*>. Entonces, la Ec. (D1) se puede escribir como

Bl = D (Z B e*'Q'*"A) Qs (D2)

Vi
= Y Bimi’ qvmis,
tm’
donde definimos
ZBL::: el (D3)
y la suma corre sobre todas las celdas excepto en el caso j = ¢, para el cual se excluye

la CUC. Finalmente, substituyendo la expresién para Blmi ' dada por la Ec. (4.22) se
obtiene la Ec (4. 27) Ahora se continda con el procedimiento descrito en el Apéndice
B, con BL™7 en lugar de Bim7, para obtener la Ec. (4.26).
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APENDICE E: Método de Ewald para calcular sumas de red

Las sumas de red que aparecen en la Ec.(4.27) tienen la forma general

Y*m(al‘ -R: ¥p, - ) iQr
Sim (R, Q) = D = | e e, (1)
X rx—R|

donde R es el punto donde se va a calcular el potencial, Q es un vector en el espacio
reciproco y ry es un vector bidimensional que denota la posicién de la A-ésima celda.
Desafortunadamente este tipo de sumas converge muy lentamente, sobre todo para
| pequefias, ya que corresponde a potenciales coulombianos de largo alcance y por
lo tanto su utilidad en cdlculos numeéricos es limitada. Es por esto que se han desa-
rrollado varios métodos para transformar las sumas de red a una forma que converja
més rédpidamente [73]-{74]. Nijboer y De Wette [55] desarrollaron un método que se
puede aplicar a las sumas (E1} y cuyo principio explicamos a continuacién para el
caso de una serie unidimensional.

Supongamos que tenernos una funcién suave f(z) que tiende a cero lentamente
para z — 00; f(0) puede ser finita o infinita. Entonces la suma

S = Z f(n) (E2)

si existe, converge lentamente.

El método consiste en introducir una funcién auxiliar F(z) para la cual F(0)
es finita y tiende a cero rdpidamente cuando z — oo. Se puede escribir

o0 >

§S=Y f)F(n)+Y fn)[L - F(n). (E3)

n=1 n=1

La primera serie en la Ec. (E3) converge répidamente mientras que la segunda tiene
la misma rapidez de convergencia que la serie original Ec. (E2). Debido a que
la transformada de Fourier de una funcién suave es una funcién que tiende a cero
rapidamente al aumentar el argumento, podemos esperar que entre méds suave sea
la funcion }_>°, f(n) [l — F(n)], mejor serd la convergencia de su transformada de
Fourier. Una condicién extra que debe cumplir F(z) es que f(n) {1 ~ F(n)] sea suave
en la vecindad de z = 0. Desde luego, la eleccién de F(x) no estd determinada
univocamente por las condiciones anteriores. Corminmente se eligen funciones que
conduzcan a sumas que se puedan calcular con facilidad.

A continuacién aplicamos el método descrito a las sumas (E1). Consideremos
en primer lugar el caso en que Q # 0 y R = (Rz, Ry, 0), es decir, el punto en el que
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se evalda la suma cae en el plano de la red bidimensional. Elegimos el sistema de

coordenadas de tal manera que r; = AL+ AL, donde L, es el lado de la celda,
y tomamos

r(i+lnlr—R[

F{r—R)= , E4
donde I" {n, z) es la funcién Gamrna incompleta. Entonces
’y(l +l,7|r ~ R[z)
1- F(r-R)=—2 , (E5)
INEEN)
donde vy (n,z) =T (n) — I'(n,z) y la suma (E1) se puede escribir como
1 Y:* (ar,\—Ra w -—R) (1 2) :
S (R, = n T T|{=+1m|rs—R|*}| Q™ (E6
e O e A A
1 )/I*m(el‘A—Rl Yr —-R) (1 2 i
. A it l -R :Q-r'\'
R morp T\t ')e

La primer suma en esta expresién converge répidamente. Sin embargo, la segunda
suma llamada, de ahora en adelante, S, tiene la misma rapidez de convergencia que
la suma original y por lo tanto ¢s necesario sacar su transformada de Fourier. El

primer paso consiste en expresar S; en la Ec. (E6) como una integral. Esto se logra
introduciendo la funcién

w(R,Q) =) §(r—ry)er, (E7)

A

con lo cual podemos escribir

Yl-,*m(gr—ﬂr ‘Pr—R) 1 2
Sg:/w(R,Q) IrHRle 7(-2-+l,1r[r—R] )dzr. (E8)

El siguiente paso consiste en aplicar la férmula de Parseval [75] a esta integral. Esta
férmula establece que si F'(h) y G(h) son las transformadas de Fourier de f(r) y g(r)
respectivamente, es decir,

F(h) = FTy {f(r)} = / F(r) e,
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entonces

/ h)G*(h)dh = / f(r)g*(r)dr. (E9)

Pero

FT3 {0 (B,Q)) = - Y60 — (s ~ k)], (E10)
Ya 7

donde v, = L2, k = Q/27 y hy = Ay/Li + Ao/Lcj. Ademds

Yim(7/2,0:_R) 1 2
FTQ{} = FTQ{ |r_R|l+r1 v §+l,7r|r—R| (E].].)
Yim (7/2,0,_gr) 1 2% omiher g2
/ |r—R|l+1 y -2-+l,7r|r—R| e d*r,
se puede evaluar haciendo el cambio de variable r' = r — R para transformar la

integral a la siguiente forma

_ (2 +1,mr? m hor'
Py =t [TIG ) gl [Ty erag] o)

donde hemos usado el hecho de que r y R se encuentran en el mismo plano al poner

8..r = w/2. La integral angular I, en esta tltima ecuacién se puede evaluar para
obtener

_ 2£+1(l_m)' m -m 1 ime
Iy = \/ pr—TE m)!P, (0)27i™ T (2mhr’) €00, (E13)

donde se usé el resultado [75]

2n
f e:him¢+ibcos(@—¢)d¢ — 271'?:me (b) e:}:im@. (E]_4)
0

Entonces

nr 2L+ 1 =m)! ® (341,77
...l = g2mih R m ™m impy 2 ! ! !
FT{---}=e \/ pma T 1L P 0)2wie -/0 — I (2mhr") dr'.

(E15)
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En esta ltima expresién P™(z) s un polinomio asociado de Legendre y J,.(z) la
funcion de Bessel de orden m. La integral radial I» que aparece en la Ec. (E15) se
puedc evaluar si substituimos la funcién y(n, z) por su representacién integral:

w2
Y (é + l.‘n"r’z) = / =i, (E16)
0

entornces podemos escribir

Lo = ] dt / 2"””")0{ remtha, (E17)
(t/m/? r

que se puede evaluar utilizando el programa Mathematica [76] obteniéndose:

K== (L 1/2) (m = DT (1/2 (—1 4+ m + 3))
(=l+m+1)°T(1/2(1+m+1))
RN+ 1/2)1/2(1-m = 1) T(1/2 (=1 + m 4+ 1))
- (~l~m+1)°T(1/2(l+m+ 1))
R t20m=0D (172 (1 4+ m + 2))
T (=l+m+ )T (m+1)

I m 11 m I m 3 2
QFQ(_§+“2"+'§,§+'§+1,—'2'+"2"‘+'§,m+1,—hﬂ'),

Ir' (E18)

donde 3 F; (ny, mg; ny, n2; ) es la funcién hipergeométrica generalizada definida por

o % (my, my;ny,na;y ) = Z(ET”L_(W?))'%, (E19)

1};

con (m), =mx(m+1)x(m+2)x---x(m+i-1)y (m), = 1. Finalmente,
substituyendo este resultado en la Ec. (E15) y usando las Ecs.(E8), (E9), y (E10)
obtenemos una expresién final para S; que se puede calcular eficientemente. Los
resultados anteriores se pueden usar cuando m > 0 y los casos con m < 0 se calculan
aplicando la relacién

Sl‘—m (R: Q) = (_l)m S;m (R? _Q) - (Ezo)

Cuando R = 0, se excluye el término con A, = Ay, = A, = 0 de la suma dada por
la Ec. (El). Llamando al resultado S;, (R = 0,Q) y siguiendo un procedimiento
andlogo al del caso con R # 0, obtenemos
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1 1/im:'n.(al‘)uwr ) 1 9 Q-
SinR=0,Q) = =4 2T 5 +L7in )& (E21)
l 1"(%_{_1) Z ll' |H~1 2
1
+]:" ( + [) 'Ua Z 71'/2 P, — ) IT‘"h:h;—ka

donde Y’ significa que se excluye de la suma el término con A\, = A, = A, =0y
Il pen, —x Significa que la funcién I dada por la Ec.(E18) se evalia en h = h, — k

Las férmulas anteriores son correctas en el caso en que R, = 0. Sin embargo,
al tratar la situacién en que R, 5 0 no nos fue posible encontrar una funcién au-
xiliar F(r — R) que permitiera evaluar analfticamente las integrales que se obtienen
al sacar las transformadas de Fourier necesarias para la aplicacién del método de
Ewald. Debido a esto se decidié seguir un procedimiento alternativo [77] consistente
en obtener directamente la transformada de Fourier de la suma original. En otras
palabras, tomamos como funcién auxiliar F(r — R) = 1. Conviene escribir la suma
(E1) en la siguiente forma:

Y*m(gr R, ¥r, — ) iQor
Sim (R, Q) = Y 2 7nnfe Qs (E22)
A ‘r,\—p—Rzk

donde p= R:i+ R,jy k es un vector unitario en la direccion z (no confundirlo con
el vector de onda k). El siguiente paso consiste en expresar Sy, (R, Q) como una
integral. Esto se logra introduciendo la funcién

Zé o — 1)) €7, (E23)

donde o es un vector que cae en el plano zy, con lo que la suma (E22) toma la forma.

Sim (R, Q) = / w(o, Q) Yin(6o _R’%}fl) d’c. (E24)

Ahora, para utilizar la identidad de Parseval Ec. (E9) es necesario conocer las trans-

formadas de Fourier de w(o,Q) y de Y%, (8o—r,¥,_r)/ En el

primer caso tenemos

FT3{w(7,Q)} Zé[h (hy —K)], (E25)
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mientras que

-~

Yim{bo-r, 90 Yim(0o-Rr: Pr- ih-
FT2 {. .. } — Fth L, ( R:§ R) — / i, ( R: ¥ R) 2mh‘7d20-‘
oc—p— Rk (

I+1 +1y/2¢

(E26)

Esta integral se puede evaluar haciendo el cambio de variable ¢/ = o — p para
transformarla en

o n

00
FTy{---} = e¥itve / do’ | Yim(8y_p it o)€M dip,.
} o ((a")?+ RZ)UHV2 o ek o)

(E27)

La parte angular de esta integral, [, se puede escribir como

A+1(0-m)t . im T s _miho’
Iy = \/ pr—TE m)!P' (cos (90,_&&)) 2 “’h-/l; e'™e CSvd, (E28)

y utilizando la Ec. (E14) obtenemos

20410 ~m) . m .
Iy = \/ o m)!B (cos (90'—Rzﬁ)) 2™ I (2mho’) €, (E29)

Finalmente, sustituyendo la Ec. (E29) en la Ec.(E27) obtenemos

, —m)! ) g P™(cos (8 _, o=
FT2 {. .. } —_ e21ﬂh-p¢2£4+ 1 (ll m)[zﬂimeimtph‘/‘ (=) ! EC ( O’(I—-:x’,l;;;)) Jm (Qﬂ_ho_!) d(f’.
(I +m)! o ((¢")* + R?)

(E30)

La integral en ¢’ se puede resolver utilizando la Ec.(7.188) de la Ref. [78]:

y“_2e—ay

A R b RS T L

donde Rea > 0, y > 0, Rev > —1, Rep > 1/2, obteniéndose
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mp |2+ -—m) . {L} (L + m)! (2mh) ! e=2rhiRs]
...l = p2mhp QiMmeimen (1) 1m ,
FL{--}=e \/ pat e LI (-1) (I-m)! T({+m+1)

(E32)

donde (—1){:"} significa que se usa (—1) si R, > 0y (—=1)" si R, < 0. Esta expresién
es correcta st m > —1.

Con los resultados dados por las Ecs. (E25) y (E32) podemos aplicar la iden-
tidad de Parseval obteniéndose finalmente

Wl +m+1) \ dr (I+m)(l—m) (E33)

z |h,\ _ klf—l e--imlphl\_k e—2m’(h,\—k)-pe—21'r]h;.-—k||R,i .
A

Sm (R, Q) = (—1){m} @m) (=)™ \/2! +1(—m){{+m)

Para valores con m € —1 podemos utilizar la Ec. (E20). De esta manera hemos
transformado la suma dada por la Ec. (E22) a una forma cuya rapidez de conver-
gencia depende, entre otras cosas, del término e~ 2" —KliR:|, Para valores grandes del
exponente, la convergencia es muy rdpida, sin embargo, existe un rango de valores
para los cuales no converge rdpidamente. En este caso lo que se hace es evaluar tanto
la suma original, Ec. (E22), como la forma transformada, Ec. (E33), con tantos
términos como sea necesario hasta que alguna de las dos alcance la convergencia.
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APENDICE F: Esferas inmersas en una matriz dieléctrica

En este apéndice discutimos la deduccién de la Ec. (5.24). El primer paso
consiste en tomar el sistema. de esferas localizado en el semiespacio z < 0 y remplazar
el vacio en todos lados por la funcién dieléctrica de la matriz €, (w). Ya que la funcién
de respuesta superficial depende del cociente de las funciones dieléctricas de las dos
componentes, la cantidad ¢, (w) en la variable espectral u, definida por la Ec.(4.20),
se debe remplazar por €; (w) /¢, (w). Esto cambia la funcién de respuesta superficial
9(Q,Q’;w) en la Ec. (B30) por una “funcién de respuesta superficial modificada”
gm(Q, Q';w). En las ecuaciones que siguen omitiremos el {ndice w.

Enseguida, si las esferas se mueven una distancia & en la direccién —z, la
posicién de los centros de las esferas z; se deben remplazar por z; — b. Entonces,
de las Ecs. (B30)-(B32) se puede ver que g,,{Q,Q’) es sustituida por g,(Q, Q') =
e~ (@+tQ%g (Q, Q).

Finalmente, debemos remplazar la matriz dieléctrica en el semiespacio z > 0
por vacfo y encontrar la funcién de respuesta superficial g,(Q) del sistema tal y
como se observa desde el vacfo. 5i tomamos una sola componente de Fourier Q
para el potencial externo en el vacfo y suponemos que el sistema es periédico, de tal
manera que los vectores de onda Q y Q' difieren por un vector de la red reciproca
G, encontramos las siguientes expresiones para el potencial en el vacio y justo en el
interior de la matriz, respectivamente,

VI = 69962 — N "0, (Q + G, Q)eQHCIoe AL, 5 5 (F1)
G

VE =3 " [aq1ce!¥ O 4 bqaeTICE] WD 05 25 b (F2)
G

Los coeficientes indeterminados bq4 ¢ se pueden expresar en términos de aq+.q,
que también se desconocen:

bara =~ )_0(Q+G,Q + G) aqsc (F3)

(el

De la continuidad del potencial y de la componente normal del desplazamiento en la
interfaz z = 0, encontramos dos conjuntos de ecuaciones,

o~ gu(Q+G.Q) =aqic— »_a(Q+G,Q + G)agie, (F4)
Gl
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beo+9(Q+G,Q) =5 {oqic+ > 5(Q+G Q+G)agier| - (F5)
~

Comtinando las Ecs. (F4) y (F5) con G # 0, obtenemos

(ev +1)}/(ev ~ Dlaqec + ¥ 0(Q+G,Q+Gaqea =0; G#0. (F6)
=y

Si el término G'= 0 se saca de la suma en la Ec. (F6) y se mueve al lado derecho de
la ecuacién, los coeficientes agy se pueden encontrar en términos de ag. Definiendo
la matriz

Tee = (e +1)/(es — Dbce + 5(Q + G, Q +G'); G,G' #0, (F7)

la solucién se puede escribir usando el inverso de T

aQ+Gq = — Z[T_I]G’G #{Q+ G,Qlag; G’ #0. (F8)
G#0

Si usamos la Ec. (F8) para los cocficientes eqiq’ en las Ecs. (F4) y (F5) con G =0
el resultado es

1-9,(Q)= aq [1 - a(Q) + W(Q)] ) (FQ)

1+ 9(Q) = e aq(l + 4:(Q) ~ W(Q)], (F10)
donde gv(Q) = gv(Q&Q)l gb(Q) = gb(Q: Q) Yy

WQ) = > 3(QQ+G)T ecen(Q+G Q). (F11)

G,G'#0

Finalmente, resolviendo las Ecs. (F9) y (F10) para g,(Q) y despreciando W{Q),
obtenemos la Ec. (5.24).

Se puede mostrar que W(Q) es despreciable bajo las siguientes condiciones:
(a) vr/w 2 2L (b) 20 2 Lc/5; (c) b 2 L./4, con L. definida en el Cap. 4. La
condicién (a) establece que el rango efectivo de interaccién del electrén incidente
debe ser apreciablemente mayor que la distancia entre las esferas; las condiciones
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(b) y (c) establecen que ni la trayectoria del electrén incidente ni la posicién de las
esferas deben estar demasiado cerca de la interfaz vacio-matriz. Las condiciones (a)
y (b) implican que en la Ec. (4.12) la trayectoria de integracién estd cerca del origen
Q = 0 y que el integrando Q! exp(—2Qz) cae rdpidamente al crecer |Q.|, de tal
manera que menos de 1/20 de la contribucién a la integral proviene de Q > Gp/2,
donde Go = 27/L.. Por lo tanto tenemos [Q+ G|~ G y |Q + G'| ~ G, asi, de las
Ecs. (B30) - (B32) se deduce que |g,(Q, Q + G') 3(Q + G, Q)| < exp(—2bGo) g5(Q).
Entonces, de la Ec. (F11) obtenemos [W(Q)}| < exp(—2bGo)|gs(Q)|, donde hemos
usado el hecho de que los términos en la Ec. (F11) tienen muchas fases distintas
en el plano complejo y suponemos que |g,(Q)| ~ 1. La condicién (¢) implica que
IW(Q)| < 0.04]g,(Q)|. También se puede mostrar que si €, ~ —1, los términos
diagonales en Tgqr son pequernios y la condicién {c) se debe remplazar por b 2 L./2.
Ademds, la suposicién |g5(Q)} ~ 1 no serd vélida cerca de las resonancias de g,(Q),
de tal manera que no esperamos que la Ec. (5.24) reproduzca correctamente todos
los detalles finos de los picos de pérdida de energia que pudieran aparecer cuando el
factor de amortiguamiento sea pequeno.
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