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Fig. 0.0.-- Cimulo globular G1, en drbita alrededor de la galaxia de Andrémeda {M31). La regién mas brillante en ef centro
contiene cerca de 300,000 estrellas. Este cimulo se encuentra a una distancia de 130,000 anos luz {~ 40 kpc) del centro de
Andrémeda y es el ctimulo globular mds brillante en el grupo local de galaxias. Se cree que este cimulo se formé poco después
del comienzo del Universo, y al igual que algunos cimulos de la Via Lictea, éstos son una pieza primordial en la comprensién
de las primeras etapas en la formacién galictica. Esta imigen es el resultado de combinar diferentes imégenes tomadas en luz
visible ¥ del cercano infrarrojo en julio de 1994, con el telescopio espacial Hubble (HST). El crédito de esta imdgen corresponde
a Michael Rich, Kenneth Mighell, and James D. Neill {de la Universidad de Columbia); y a Wendy Freedman (de Carnegie
Observatories), v a la NASA.
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RESUMEN

El fenémeno de los choques gravitacionales es uno de los procesos que determinan la
evolucién del sistema de cimulos globulares galictico. Histéricamente su estudio se ha re-
alizado con diversas aproximaciones: aprozimacion de impulso, oscilador armdnico forzado
y el problema restringido de tres cuerpos. Hemos retomado estas aproximaciones de manera
progresiva para obtener un entendimiento gradual de las caracteristicas mas importantes
de este fendémeno, tanto en el régimen impulsivo como en el adiabético.

En este trabajo se presenta, por primera vez, un conjunto de simulaciones numeéricas
autoconsistentes de un ciimulo globular, con un nimero realista de particulas, con una
distribucién de masa acorde a las observadas y en presencia de un campo de marea realis-
ta. La evolucién de los climulos se digue durante 10 periodos orbitales. Hemos estudiado
los cambios en masa y energia que experimentan los cimulos, asi como los cambios en su
estructura. Analizamos como es que ocurre la inyeccién de energia en las regiones internas
del cumulo, encontrando que el calentamiento en los casos mas impulsives tiende a com-
portarse como el dado en la aprorimacion de Spitzer (1958) y en el caso aproximadamente
adiabdtico como la eprozimacion de Weinberg (1994a).

Encontramos que la evolucidén global de los cmulos, debida a su interaccién con el
bulbo galdctico, estd dominada por dos procesos; claramente diferenciados por la manera
como ocasionan la pérdida de masa del sistcma. El primero es el desbordamiento del lobulo
de Roche, que es una consecuencia del truncamiento espacial que la parte estitica del
campo de marea impone sobre el ciimulo, ocasionando una pérdida de masa gue depende
sensiblemente del tamano del ciimulo respecto a su lébulo de Roche. El segundo es el
calentamiento por choques gravitacionales, que inyecta energia a las estrellas del ciimulo
debido a la variacién del campo de marea. Este proceso se manifiesta por medio de pulsos
en el incremento de la energia del ctiimulo, que a diferencia del anterior, no es autolimitante,
porque inyecta energia de manera continua sobre las estrellas del ciimulo.

El incremento en la energia de las estrellas, por choques gravitacionales, es funcién de
su energia de ligadura y de la excentricidad del cimulo. Para las estrellas menos ligadas el
calentamiento es mas importante en drbitas muy exéentricas (limite impulsivo), disminu-
yendo junto con el valor de la excentricidad, pero anmentando el mimero de estrellas, con
mayor energia de ligadura. que pueden ser afectadas (limite adiabdtico).

Encontramos qgue la tasa de destruccidn, por periodo orbital, aumenta con la excentri-
cidad de la 6rbita. Sin embargo, por unidad de tiempo esta dependencia no es importante,
porque los ciimulos en 6rbitas muy excéntricas experimentan menos encuentros con el bulbo
que aquéllos en drbitas menos excéntricas, llegando a ser comparable la tasa de destruccién
en ambos casos.

il




A partir de la tasa de destruccion, por unidad de tiempo, hemos evaluado los cambios
que experimenta una supuesta distribucién inicial de cimulos globulares (py x RzZ®),
como funcién de su distancia media galactica. Encontramos una ausencia de cimulos de
baja concentracién a menos de 2 kpc del centro galdctico, resultado que es consistente con
la distribucién observada del sistema de cimulos globulares galdcticos, la cual muestra un
decremento del numero de ciimulos globulares hacia el centro galactico, y en particular para
los ctimulos de baja concentracion.

Este trabajo es una primera aproximacion autoconsistente para estudiar el efecto de los
choques de marea sobre los cimulos globulares.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Todo! parece indicar que los cimulos globulares? se
formaron junto con las componentes mas antiguas de la
Galaxia, hace aproximadamente 10'° afios. Su apariencia
actual es consecuencia de las condiciones fisicas y quimicas
durante ¢l proceso de formacién galictica, de su evolucién
interna, y de su interaccién con el ambiente galdctico en
el gue se encuentran.

Por lo anterior, es natural utilizar el sistema de ctimu-
los globulares para obtener informacién sobre las primeras
etapas de la formacién galdctica. Para esto es necesario
entender los procesos que, a través del tiempo, cambiaron
sus propiedades originales. Igual que un arquedlogo nece-
sita conocer los efectos que la erosion tiene sobre los restos
de una civilizacién antigua, nosotros también debemos en-
tender los procesos dindmicos y estelares que cambiaron
su apariencia inicial.

Los procesos dindmicos y estelares que determinan la
evolucién de un cimulo glohular tienden a su destruirlo, y
por tanto, se modifican sus propiedades originales, asf co-
mo del sistema. Para obtener informacidon sobre dichas
propiedades, es necesario modelar los procescs responsa-
bles de tal evolucién, por lo que se requiere conocer dis-
ciplinas tan diversas como: la dindmica de sistemas es-
telares, la evolucidn estelar ¥ la evolucién quimica de la
Galaxia, as{ como de métodos analiticos y numéricos de
modelaje, y contar con la mejor base de datos abservacio-
nales posible.

En este capitule se hace una revision de las propiedades
mas importantes de los cimulos globulares, en particular
de aquéllas que muestran una correlacién con su distan-
cia galactocéntrica. Se describen brevemente los procesos
dindmicos v estelares que determinan la evolucién de los
ciimulos globulares, poniendao especial énfasis en aquéllos
que tienen alguna relacién con factores externos al cimu-
lo. Se discute la importancia de los choques gravitaciona-
leg? en la evolurisn de los cimulos globulares, y revisamos
en detalle los trabajos que se han desarrollado sobre este
tema, destacandg el grado de avance que cada uno de ellos

ILa evidencia observacional

2En este trabajo s6lo haremos referencia a los ctimulos globulares
pertenecientes a nuestra Galaxia

3En este trabajo los choques gravitacionales se refieren a la variacién
promedio del potencial que experimentan jas estrellas de un sisterna
estelar debido a la presencia de un sistema externo.

presenta.

Finalmente, presentamos la motivacién de este trabajo
y sus objetivos. Se proponen las lineas a seguir para tener
una mejor comprensién del proceso de destruccién de los
cimulos globulares por los choques gravitacionales.

1.1 ;Qué son los Camulos Globulares?

Los cimulos globulares se definen clasicamente como
sistemas de apariencia esférica (ver Fig. 0) integrados por
10°-108 estrellas de Poblacién I1, con edades aproximadas
de 10'° ajios®, pobres en metales, en érbitas mas o me-
nos excéntricas y sin mostrar un confinamiento hacia el
disco galdctico. Se puede decir que forman parte del halo
galactico (Meylan y Heggie 1997). La distribucion espa-
cial de los ciimulos globulares fué utilizada por Shapley
{1930), para el estudio de la estructura de nuestra Gala-
xia (ver van de Kamp 1965 y Sawyer Hogg 1965, quiencs
presentan una discusién sobre el desarrollo del trabajo de
Shapley en los cimulos globulares); y por Trumpler (1930)
como indicadores de la evolucién quimica y dindmica del
halo.

Hoy en dia se considera a los ciimulos globulares como
laboratorios, en su conjunto o de manera individual, don-
de es posible comprobar teorias sobre la evolucién dindmi-
ca de sistemas estelares, sobre la evolucidn estelar y sobre
los procesos de formacion galdctica. La existencia de estos
sistemas también impone una edad minima para el uni-
verso. De lo anterior es claro que su estudio es uno de los
campos mds ricos y de gran importancia en la astronomia
moderna,

A continuacidn listamos algunos articulos de revisién
en e] estudio de los ciimilos globulares: sobre su forma
y estructura (King 1985, Meylan y Prior 1993); sobre su
dindmica (Lightman y Shapiro 1978, Elson et of. 1987,
Meylan v Heggie 1997); sobre sus propiedades globales
(Zinn 1988, Meylan y Heggie 1997); sobrc su cineméti.
ca (Webbink 1988); sobre su abundancia quimica (Bell
1988); sobre su origen y formacién (van den Bergh 1994,
Larson 1990, Meylan y Heggie 1997); sobre su destruccidn
{Aguilar 1993); v discusiones sobre las implicaciones de los

4Existe un considerable debate sobre la dispersién en las edades de
los cimulos globulares (Dickens ef of. 1991, Meylan y Heggie 1997
y Sarajedini, Chabgyer y Demarque 1997).
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Fig. 1.1.— En (a) se muestra Ja de distribucién de cimulos como funcién de su distancia galactocéntrica. En (b) se tiene el
ndmero de cimulos por unidad de volumen. Los diferentes simbolos representan el tamafio del intervalo en el cual se promedid
para obtener el valor del punto. Las lineas, punteada y sdlida, son ajustes empiricos propuestos por Djorgovski y Meylan (1994).

Datos proporcionados por S. Djorgovski.
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Fig. 1.2.— Perfiles de brillo superficial para los cimulos NGC
6388 y Terzan 2. En (a), se tiene el caso donde los datos
ajustan un modelo de King. En (b) se muestra el caso de un
cimulo en la etapa de colapso central, var discusidén en § 1.3.1
(tomados de Djorgovski y King 1986).

datos observacionales y tedricos (Webbink 1983, Trager et
al. 1993, Djorgovski 1993 y Djorgovski el al. 1994, Harris
1996).

1.2 Propiedades de los Ciimulos Globulares

1.2.1 Distancia

El valor de algunas de las propiedades de los clmulos
globulares depende de la distancia a la que estos se en-
cuentran, razén por la cual su determinacidn es fundamen-
tal. El método mas general consiste en medir la magnitud
aparente de las estrellas RR Lira, las cuales se encuentran

dentro de los climlos, y estdn en la rama horizontal del dia-
grama Hertzprung—Russell. La magnitud absoluta (M)
de estas estrellas es funcidn de la metalicidad del camu-
lo ([Fe/H]}, v ests dada por M, (RR)=0.20[Fe/H] + 1.00
(Harris, et al. 1991). A partir de esta relacién se obtiene
el mddulo de digtancia al ¢iimulo.

1.2.2 Niimero y distribucidén

El nimero de cimulos globulares que se conoce es de
150, aunque se cree que el niimero total es un poco mayor
{Harris 1996). Es posible que algunos cimulos no sean
visibles debido al obscurecimiento del material interestelar
cerca del plano y del bhulbo galéctico, y que otros atin no
hayan sido identificados comao tales.

En la Fig. 1.1a se muestra la distribucién de los cimu-
los globulares por kiloparsec. Vemos que la mayor parte
de ellos se encuentran entre 1 kpc y 30 kpe; notames la
ausencia de éstos a menos de 1 kpc del centro galactico,
asi como una aparente disminucién de su nmimero entre
los 40 kpc y 65 kpc (Harris 1976, Zinn 1985 y Arman-
droff et al. 1992), y sélo unos cuantos entre los 65 kpc y
125 kpe. Los cimulos més alejados del centro galdctico
estdn a 100 kpc (Pal 4) y a 125 kpe (AM 1).

En la Fig. 1.1b se muestra la densidad numérica de
cimulos globulares como funcién de su distancia galac-
tocéntrica. Los datos muestran que la densidad aumen-
ta conforme nos acercamos al centro galdctico hasta los
~{.6 kpc. Las curvas, que ahi se muestran, son dos ajus-
tes propuestos de manera empirica por Djorgovski (1994),
con la cual intenta determinar el niimero de cumulos que
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N =

1.40

Nlran

Fig. 1.3 — Funcién de luminosidad para el sistema de
cimulos globulares galdctico. Se ha ajustado una Gaussia~
na con los parametros indicados arriba a la derecha. Notamos
que la distribucién es ligeramente asimétrica alrededor del va-
lor medio, con un sesgo de (.77, Datos proporcionadoes por S.
Djorgovski.

no es posible ghservar en las regiones centrales de la Ga-
laxia. La distribucion que él propone €5 de la forma

Ree\ ™
pn(Rac) = g (1 + Rfc)
Go

(2-1)

donde R es la distancia galactocéntrica, pg la densidad
central, ¢, es el factor de escala espacial y o el expo-
nente de la distribucién. La linea sdlida corresponde a
los valores de a=4, p§=5 #/kpc® y RE-=2 kpc, mien-
tras que la linea de trazo a los valores de a=3.5, pj=15
#/kpc® y RS ~=1 kpc. Estas dos curvas ajustan de mane-
ra satisfactoria los datos observados. Sin embargo, en la
regitn central difieren en su pendiente y su valor maximo.
De lo anterior se éstima que el nimerc de cimulos que
no son observados es de uno a diez, para a=4 y a=3.5,
respectivamente.

La ley de potencias, gy Rg.g;a, es semejante a la que
siguen las estrellas del halo estelar (Harris, 1976), y muy
diferente a la que se supone tiene el halo obscuro ~ HE%
(ver discusidn en §3 sobre las diferentes componentes de
la Galaxia).

Otra manera de estimar el niimero de ctintulos que no
es observado, es la que utilizan Barbuy et ol. (1998), quie-
nes estudian la distancia a los cimulos que se encuentran
dentro de un radio de 5° alrededor del centro galdctico.
Ellos reportan 17 cimulos dentro del area de estudio, es-
tando todos ellos entre el Sol y el centro galdctico. Estos
autores concluyen que del otra lado del bulbo galdctico

[
—
(=]
=
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N =121
W = 3.9 x10° M,
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Fig. 1.4.— En (a) se muestra la distribucién de masas de los
cimulos globulares galdcticos (ver texto para detalles). Apro-
ximadamente el 30% de los valores se obtiene por métodos
dindmicos, el resto considerando un cociente masa luminosi-
dad de 2.3. En (b) se muestra la masa de los ciimulos globu-
lares como funcidn de su distancia al centro galdctico. Datos
proporcionados por S. Djorgovski.

debe haber cerca de 15 cimules que no es posible obser-
var debido a la extincidn interestelar del gas y polvo en
esa direccidn.

El ntmero de cimulos que oculta el disco debe ser pe-
quefio, alrededor de un 5% del total®>. El decremento apa-
rente de ciimulos en las regiones centrales de la Galaxia,
tambien se puede deber a que no los haya, por tauto,
existe algin proceso que inhibe la existencia de ciimulos a
radios galactocéntricos menores a 1 kpe o 2 kpe. Otra po-
sible explicasién, es que como estos se mueven mas rapido
cerca de su perigaldctico, la mayor parte del tiempo los
observamos lejos del centro galactico.

1.2.3 Brillo superficial

Una de las principales caracteristicas de un cimulo glo-
bular es su perfil radial de brillo superficial {y). En la
Fig. 1.2a se muestra un ejemplo tipico de dicho perfil. En
la Fig. 1.2b se muestra este perfil para un ciimulo que se
encuentra en la etapa de colapso central (ver discysién en
§1.3.1}.

De la Fig. 1.2a, vemos que el perfil es planc en ¢l centro
de]l cimulo, generalmente asociado con una distribucién

5Valor que se obtiene de considerar que ¢l ancho del disco es de &220°
en latitud galdctica y su extensién de 360° y un perfil de distribucion
empirica propuesta por Djorgovski y Meylan (1994)
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de masa isotérmica, que decae exponencialmente confor-
me aumenta el radio.

Este perfil se parametriza por tres cantidades: el ra-
dio central (r.)®, que es el radio donde el brilio superficial
tiene la mitad del su valor maximo; radic de marea (r;),
que es €l radio donde el brillo superficial tiende asintéti-
camente a cero (generalmente se obtiene con un ajuste a
los datos, King 1962); y u(0), que es el valor central (y
maximo) de la distribucién. En la mayoria de los casos
el brillo superficial decae abruptamente en las regiones
externas del ¢imulo.

1.2.4 Luminosidad

El gran ntdmero de astrellas que se encuentran en los
cimulos globulares, sobre todo en las regiones centrales,
hace que éstos sistemas sean conspicuos. Su magnitud vi-
sual absoluta (My) se puede obtener a partir de su mag-
nitud aparente, su distancia, y haciendo la correccién por
extincién {(que depende de su latitud galdctica). La fun-
cién de luminosidad para el sistema de cimulos globula-
res galdctico se muestra en la Fig. 1.3. Debido a la forma
de esta distribucidén se ajustd una distribucion Gaussia-
na con un valor medio de Mv=-7.17 y una dispersién
de o5, =1.43. Van den Bergh (1993a), hace notar que la
forma de esta distribucién claramente distingue al sistema,
de ciimulos globulares de los ciimulos galicticos abiertos,
que muestran una funcién de luminosidad que crece mo-
noténicamente hacia luminosidades bajas. Harris (1991)
hace una revision de los trabajos que se han realizado en
sistemas de cimulos globulares extragalicticos. Reporia
que €l valor medio de la magnitud absoluta para estos
sistemas es de -7.1. Esto parece sugerir que es un valor
independiente del tipo de galaxia a la que se encuentran

de masas para las estrellas del ctimulo. Ellos determinar
la masa para 96 cimulos globulares. El valor promedio
que ellos reportan es de Y de 2.3 en unidades solares.

La distribucién de masa para el sistema de cimulos
globulares se muestra en la Fig. 1.4a. El 30% de los va-
lores son el resultado de calcular directamente la masa,
mientras que el resto se obtienen a partir de la luminosi-
dad del ciimulo utilizando el valor promedio del cociente
masa luminosidad T=2.3 (Pryor y Meylan 1993). Vemos
que los valores de la masa van de 2.5x10° Mg (AM-4) a
2.4x 108 Mg (w Centauro). La mayor parte de los cimulos
tienen masas entre 8 x 10* y 1080, con un valor medio
de 3.9%10°My. Esta distribucién muestra un pico secun-
dario centrado en 1.5x10°Mg, que decae abruptamente
hacia valores mayores.

1.2.6 Tamafio y estructura

La estructura de un cimulo globular se puede carac-
terizar por medio de dos pardmetros independientes de
longitud. Los pardmetros radiales mds usados son re, 1y
v . Este iltimo se define como el radio que contiene la
mitad del brillo total integrado, y algunos otros autores lo
identifican como el radio que contiene la mitad de la masa
del cimulo (Spitzer 1987, p.5). Uno de estos pardmetros
radiales suele ser sustituido por la llamada concentracion
del ciimulo, que se define como ¢ = log{r,/r;).

En las Fig. 1.5a-1.5¢, se muestran las distribuciones de
valores para 7, ¢ ¥ ri,. Para r, y rp ambas distribuciones
son unimodales centradas alrededor de 0.98 pc v 3.12 pc,
respectivamente. Vemos que hay una gran dispersién alre-
dedor de los valores promedio.

En la Fig. 1.5b se muestra la distribucién de los valores

asociados, 1o que ha sido utilizado comg un_indicador se-  de-la-concentracion-para-los—cimulos globulares.  Vemos

_850C1ados, 10 que nha 51dg ulllzaco Cou
cundario de distancia a otras galaxias {ver referencias en
§ 4.2 Rowan y Robinson 1985).

1.2.5 Masa y el cociente masa luminosidad

La masa, para la mayor parte de los cimulos se estima
a partir de su luminosidad, suponiendo un cociente masa
luminosidad (T = M/L). Sin embarpo, esta se puede
inferir directamente de su dispersién de velocidades, por
medio de modelos que suponen equilibrio virial dentro del
cimulo. Desafortunadamente, el niimero de climulos en
los se ha determinado su dispersién de velocidades es del
30% del total de éstos (ver referencias de § 6.1 de Meylan
y Heggie 1997).

Mandushev et al. (1991) aplica los modelos de King
(1966) para encontrar la masa de 32 cimulos giobulares,
a los cuales se les conoce su dispersién de velocidades. Los
cocientes de masa luminosidad que ellos reportan van de
0.6 a 2.9, con un valor promedio de 1.21. Pryor y Meylan
(1993) utilizan modelos de King considerando un espectro

®Para evitar confusiones se decidié usar las abreviaciones que se usan
en las publicaciones en inglés. El significado se da en el glosario de
términos al final de los apéndices.

que es aproximadamente unimodal centrada alrededor de
1.3. Se ha sombreado el mimero fraccional de cimulos
(17%) que ha alcanzado la etapa de colapso central, que
observacionalmente se manifiesta como una ley de poten-
cias en la parte central de la curva de brillo superficial
(Djorgovski y King 1986 y discusién en § 1.3).

En la Fig. 1.2b, se muestra el perfil radial del brille
superficial para un cimulo que ba alcanzado el colapso
central. Los puntos se pueden ajustar con una ley de
potencias con exponente igual a -1. En este caso es posible
determinar los valores de ¢ y rh, pero no para 7., que
tiende a 0.

En principio es posible asociar un tamaiio a cada cimu-
lo globular usando 7., r: © r4. Sin embargo, el valor de r,
cambia debido a los procesos dindmicos dentro del climulo
v r; es dificil de determinar, porque en las regiones exter-
nas del cimulo su extensién se determina por conteos de
estrellas, que se pueden confundir con las estrellas de cam-
po (ctimulos cerca del plano 6 del bulbo galactico), o por
tener magnitud aparente muy grande (cimulos lejanos al
Sol). Por otro lado, el valor de r; varia con la posicidn del
cumulo respecto al centro galdctico (ver ec. 4-11).

Al asociar un tamafio a cada cimulo es posible de-
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Fig. 1.5.— Histogramas de la distribucién de los valores observados de: (a), radio central {r.); {b), concentracién (c), la parte
sombreada indica la parte fraccional de climulos que se encuentran en la fase de colpaso central, que corresponde al 17% de la
muestra; {c), radio mediano de masa (rp) y (d), metalicidad ([Fe/H]). En la parte superior de las gréficas se indica el nimero
de ciimulos en cada muestra, el tamano del intervalo considerado. el valor promedio y }a desviacién estdndar de cada valor.

Datos proporcionados por S. Djorgovski.

terminar cantidades como la densidad promedio, tiempo
dindmico de cruce, etc, lo que no seria posible si la escala
espacial asociada esta variando en el tiempo.

Por lo anterior se toma a 7, como el tamafo carac-
terfstico de cada cimulo, porque no muestra variacidn en
escalas de tiempo del orden de ~10 ticmpos de relaja-
cién (ver definicién mds adelante). y ademas resulta ser
proporcional a la energia total del cdmulo (Lightman y
Shapiro 1978, Murphy et al. 1990).

1.2.7 Abundancia gquimica y cineméatica

La abundancia quimica de os ciimulos globulares se es-
tudia a partir de sus {ndices fotométricos v de los anchos
equivalentes en las lineas de absorcidn en sus espectros.
Zinn (1985, 1991}, con base en la distribucién de la meta-
licidad {ver Fig. 1.5d) y de la informacién cinemética, su-
giere la existencia de dos subsistemas: uno llamado de dis-
co grueso, relativamente rico en metales ([Fe/H] =~ -0.5),
de répida rotacién (Vg =193 km s™1) y con una distri-

bucién espacial achatada y sobrepuesta al disco galactico;
y otro de halo, pobre en metales ([Fe/H] =-1.7), de baja
rotacién (V,q: =43 km 57!) con una distribucién espacial
esférica alrededor del centro galdctico.

Una cantidad que al parecer esta relacionada con la
metalicidad de los ciimulos es el gradiente de poblacién
estelar en la banda de inestabilidad de las estrellas RR Li-
ra, que se mide con el cociente C = (B - R}/(B+V + R),
donde B, V', R, es el nimero de estrellas azules, variables
¥ rojas que se encuentran en la rama horizontal, respecti-
vamente. Van den Bergh {1991,1993b) utiliza los {ndices
de metalicidad ¥ el pardmetro ¢ para separar en tres sih-
grupos una muestra de cimulos. El llama a los subgrupos
o, 3y 5,y se distinguen entre sf de la siguiente forma: ~,
con [Fe/H) > -0.8 y se encuentra fuertemente concentra-
da hacia el bulbo y disco galactico; a ¥ 3, con [Fa /H] <
-1.0; 3 se encuentra concentrado hacia el centro galdctico,
Rgeo < Rg, v sus dérbitas en general son poco excéntricas;
la poblacidn «. se encuentra a distancias Hge > 8 kpe,
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con drbitas retrégradas muy radiales. El subgrupo ~ tie-
ne una cinematica parecida a la del disco, por lo que se
les conoce como el sistema del disco, mientras que a las
poblaciones ¢ y 3 como el sistema de halo. Lo interesante
de este anilisis es que el sistema de halo estd dividido en
2 subsistemas, que tiene que ser explicados por las teorias
de formacion galactica. Zinn (1993) reporta esta. divisién,
considerando también los datos cineméticos y la metali-
cidad. La importancia de estos subsistemas se discute en
la seccién 5.

La informacién cinemdtica se tiene actualmente sobre
los cimulos globulares, es insuficiente para lograr dis-
tinguir entre ambos subsistemas. La principal dificultad
estd en la determinacién de sus movimientos propios, de-
bido a que su movimiento aparente en el cielo es muy
pequeiio y estd por debajo del limite de deteccién. Sin em-
bargo, ha sido posible medir los movimientos propios de
algunos de ellos; por ejempio Cudworth y Hanson (1993),
reportan las velocidades espaciales de 14 cimulos globu-
lares.

En este trabajo no haremos distincién alguna entre los
subsisternas desde el punto de vista de la metalicidad,
pero si desde un punto de vista cinemaético, ya que nos
interesa conocer parametros drbitales que determinan sus
érbitas.

1.2.8 Forma espacial

Aunque la apariencia de los cimulos globulares es
esférica, desviaciones de esta forma han sido estudiadas
por algunos autores, en particular el cociente de b/a, don-
de a y b son los semiejes mayor y menor, respectivamente,
de! cimulo proyectado en el plano del cielo. White y Sha-

wl (1987) reportan que < bfa > es de 0.93+ 0.01, para
—  una muestra de 95 cumulos globulares. El 36% de su

muestra tiene valores en el intervalo de 0.8 < b/a < 0.9,
y sdlo el 6% tiene valores entre (0.8 y 0.7. Estos autores
reportan cierta dependencia de la asimetria con la con-
centracion; por lo que definen los siguientes grupos: ¢ <
1.05, 1.05 < e < 2.05 v ¢ > 2.05. Cada tiene una razdn
de ejes de 0.85+0.02 (con N=10), 0.93+0.01 (con N=76),
y 0.9720.01 {con N=9), respectivamente. Concluyen que
los climulos mas concentrados son los que muestran una
mayor simetria circular. (tro hecho interesante es que
no parece haber una relacién obvia de b/a con su posi-
cién galactocéntrica, aunque el promedio de /¢ muestra
mayor dispersién en las regiones internas de la Galaxia’,
Los autores dividen su muestra como funcién de la me-
talicidad, igual a la propuesta por van den Berg 1993b,
buscando relacién entre la forma y la metalicidad, sin en-
contrar relacion alguna.

"Existe cierta tendencia a que los cimulos més concentrados se en-
cuentren hacia regiones centrales de la Galaxia; entonces, si b/a
estd correlacionado con e, es posible que también exista una depen-
dencia de ésta con Rgo. La tnica evidencia de dicha interaccién
s¢ manifiesta por un aumento en la dispersién en 1os valores de 1a
concentracién, para los cimulos entre T y 10 kpe (ver Fig. 1.5).

1.3 Procesos Dindmicos de Evolucién de los Chnm-

los Globulares

La dindmica de un cimulo globular esti determinada
por la fuerza de gravedad, por lo que su comportamiento
se puede estudiar a diferentes escalas, tanto espaciales co-
mo temporales (Saslaw 1987,§ 1), Para facilitar su estudio
y comprension se hace una distincién entre procesos inter-
nos y externos. Los procesos internos estan detertninados
por las estrellas que forman al cimulo, y transcurren en
tiempos comparables al perfodo orbital de las estrellas en
las regiones centrales de éste. Los procesos externos estn
determinados por el campo gravitacional de la distribu-
cién de masa galactica.

Los procesos que determinan la evolucién de un ctimulo
globular aislado son: la evaporacién de estrellas debida
a las colisiones entre ellas, que ocasiona un aumento en
la energla de ligadura por unidad de masa, causando un
aumente en la concentracién del cimulo; la pérdida de
masa de las estrellas debida a su evolucién estelar, y que
tiende a disolver el ciimulo al producir una disminucién
de la energia de ligadura por unidad de masa.

Los efectos del campeo gravitacional externo son: el
truncamiento espacial del cimulo, impuesto por la par-
te estatica del campo de marea galdctico®, y la inyeccién
de energfa al movimiento de las estrellas del ciimulo, debi-
do al trabajo que sobre ellas ejerce la variacién temporal
del campo de marea. Existe también la friccién dindmi-
ca, producida por las estrellas del entorno galdctico que
sustraen energia orbital del cimuio.

A continuacién se describen brevemente estos procesos.

1.3.1 Ewvaporacién

L estrellas de un chimulo globular interactian entre
s{ por medio de colisiones, en las que se da un intercambio
de energia y momento angular. A este proceso se le llama
interaccién de dos cuerpos, y es el responsable de hacer
que la distribucidn inicial de velocidades tienda hacia una
del tipo Maxwell-Boltzmann, en un tiempo caracterigti-
co llamado fiempe de relajacidn colisional, t,.. Este es el
tiempo caracteristico en el gue ac logra la equipariicion de
la energia entre las estrellas del cimulo (Chandrasekhar
1942; §2, Spitzer y Hart 1971 y Saslaw 1987; § 45). Debi-
do a la forma de la distribucién de Maxwell-Boltzmann,
la velocidad de algunas estrellas puede ser mayor que la
velocidad de escape del ciimulo, y por tanto, lograr esca-
par de éste. Al mismo tiempo, en la regién central del
climulo ias estrellas se reagrupan porque la energia de li-
gadura por unidad de masa aumenta®, esto incrementa
la densidad central aumentando el niimero de encuentros,

8Formalmente hablando se deberia llamar fuerza diferencial, porque
es el resultado de la diferencia entre la fuerza gravitacional de atrac-
cidén galdctica ¥ de la del ciimulo sobre las estrellas de este.

?La mayoria de las estrellas que eseapan lo hacen moviéndose a la
velocidad de escape, y por lo tanto con energia nula. Las estrellas
que se quedan ligadas al cdrpulo deberdn compartir la misma energia
de ligadura.
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Fig. 1.6.— En (a) se muestra [a distribucién del logaritmo de los tiempos de relajacién tomando como escala caracteristica el
radio central y el radio mediano de masa. En (b} se muestran los tiemipas mencionados en funcidn de su distancia galactocéntrica.

Datos proporcionadoes por 5. Djorgovski.

haciendo mas rapida la relajacion de dos cuerpos, v por
consiguiente la equiparticién de energia se repite; entonces
el escape de estrellas seguido de una contraccidn central.
La presencia del campo gravitacional galdctico contribuye
a acelerar la pérdida de masa por este proceso.

El tiempo de relajacién, ., depende de cantidades lo-
cales dentro del cimule como son: la densidad de estrellas
n, la energia cinética promedio < %-v,?n > por unidad de
masa m, y el logaritmo de Coulomb!? (In A). El valor de
t, estd dado por (Spitzer y Hart 1971),

0.065v3,
nm2GZn A

3.4 x 10°

t, =

[t (km /s)]?
ni{pc~ ) m/My% ln A

f

anos. (3-1)

10} logaritmo de Coulomb es una cantidad que proviene del la teorfa
de colisiones gravitacionales entre dos cuerpos. Esta dadoporlnA =
R/py, donde R es el tamano del sistema considerado y po es la
separacién minima entre las estrellas. Usualmente se toma a po
como el pardmetro de impacto (Binney y Tremaine 1987, §4.1, ec.
4-6h).

Spitzer y Hart (1971) muestran que t, depende de la
region del ciimulo donde se calcule y de cantidades que
varian durante evolucidn del éste, en pacticular si este se
evalila en las regiones centrales del cimulo. Es por esto
que proponen utilizar €l tiempo de relajacién en el radio
mediano de masa (,4), que serd un tiempo representativo
de todo el sistema, el cual estd dado por

3/2
N2y
ml/2GY2in A
1.7 x 10%[rp(pc)]3/2N1/2
[Tn / i\"{a]l /2

te, = 0.138

anos,

(3-2)

que esta en términos de cantidades globales del ctunulo,
como rp, el nimero total de estrellas, N, y la masa pro-
medic de estas, m,

Debido al reacomodo de la masa y de la energfa, causa-
do por la evaporacion, el cumulo experimenta un colapso
centrol (Spitzer 1983). En la Fig. 1.2b, se muestra el perfil
de brillo superficial para un cimulo durante su etapa de
colapso central. Dicho perfil se caracteriza por ser una ley
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de potencias en la region central del cumulo. Este colapso
ocurre en tiempos del orden de 8-15 £, (Spitzer 1987).

En la Fig. 1.6a se muestra la distribucion de los tiem-
pos de relajacién central (¢,.), v en el radio mediano de
masa (tpr), para el sistema de cimulos globulares galacti-
co. Los valores de ¢, estdn el en el intervalo de ~ 10%afios
a 10'! aftos, con una mediana de 2 x 10® afos. Este tiem-
po es comparable al periodo orbital de algunos cimulos
galdcticos. Los valores de £., son mayores, por algunos
drdenes de magnitud al periodo orbital de los cimulos,
pero menores en su mayoria a la edad de la Galaxia.

Por lo anterior esperamos que las regiones centrales de
los cimulos estén relajadas colisionalmente, y los efectos
de esta relajacion se transfieran paulatinamente hacia re-
giones externas del ciimule.

Si se considera més de una componente estelar, la equi-
particién de energia para cada una de las componentes
ocurre distintos tiempos caracteristicos, lo cual depende-
ra del espectro de masas dentro del cimulo (Spitzer 1987).
El proceso de relajacion tiende a una equiparticién de la
energia cinética, haciendo que las estreilas mas masivas,
al interaccionar con las maés ligeras, disminuyan su velo-
cidad, haciendo que sus dérbitas sean desplazadas hacia
regiones internas del ciimulo. Las estrellas ligeras, que
aumentan su velocidad, estan preferentemente en las re-
giones externas del cimulo. A este proceso se le conoce
Como segregacion de masa.

1.3.2 Evolucidn estelar

La evolucién interna de las estrellas también contribu-
ve a la pérdida de masa del cimulo. La velocidad con
la que es expulsado el material en una supernova, o con
la. que una estrella poco masiva pierde sus capas exter-

en la Fig. 1.7); razén por la cual este material escapa del
ctimulo.

La cantidad de masa que puede perder un ciimulo glo-
bular, por evolucién estelar, depende de su funcién inicial
de masa (IMF), que se aproxima como una ley de poten-
cias de la forma dV o m~%dm, con N el mimero inicial de
estrellas con valores de masa en el intervalo {m,m + dm).
El tiempo de vida de una estrella en la secuencia principal
(tsp) estd dado por (Iben y Renzini 1983),

M 3
tap ™ 6 x 10° (——G’) a

m

(3-3)

Esta relacién es vilida para estrellas entre 0.7 y 8 M.

La cantidad de masa que pierde una estrella estd en
funcién de su masa inicial m;. Por ejemplo, si m; < 1M
la masa de la remanente serd 0.58 + 0.22(m; — )M 1!
(Iben y Renzini 1983). Si m:/Mg se encuentra en el in-
tervalo (4.7, 8.0], no se tiene remanente porque la, estrella
es progenitora de una superncva de tipo I (Iben y Renzini
1983); para [8.0, 15.0], se tiene como remanente una, es-
trella de neutrones con una masa final de ~ 1.4M, (Iben
v Renzini 1983).

1.3.3 Friccidén dindamica

En su 6rbita alrededor del centro galdctico los ciimulos
se mueven por el halo y atraviesan el disco. La atraccién
gravitacional del cimulo sobre las estrellas de su alrede-
dor hace que las trayectorias de éstas sean desviadas en
direccién del cdmulo, dando como resultado un aumento
de la densidad estelar por donde este ha pasado; esto da
lugar a un aumento de la fuerza de gravedad que desace-
lera. al cimulo, y provoca un decaimiento espiral hacia el.

_nas, en general, es mayor que la velocidad-de-escape-del-—centro de 1a Galaxia (Binney y Tremaine 1987, §7.1).

camulo. La pérdida de material, ademds de disminuir la
masa del cimulo, no permite un auto erigquecimiento de
los elementos pesados sintetizados en las estrellas.

En contraste con el fenémeno de relajamiento colisio-
nal, descrito anteriormente, en este caso la energia cinéti-
ca del material que escapa no proviene de la energia de
movimiento de las estrellas dentro del ctimulo, sino de las
estrellas mismas, por lo que la energia cinética por unidad
de masa permanece congtante, Esto hace que el cimulo
se expanda.

Se considera que este proceso es importante durante
los primeros 5x10° afios del ciéimulo, tiempo durante el
cual las estrellas con m > 1.1Mg, que son las que mas
masa pierden, han salido de la secuencia principal hacia
la rama de las gigantes rojas (Miller y Scalo 1979). En la
Fig. 1.7 hemos graficado la velocidad de escape en algunos
sistemas estelares, como funcion de su masa y de su radio
mediano de masa. Hemos indicado las velocidades tipicas
con |as que son expulsadas las capas de gas en las nebuy-
losas planetarias, supernovas y los vientos de las estrellas
Wolf Rayet. Estas velocidades son mayores, por algunos
6rdenes de magnitud, que la velocidad de escape necesaria
para escapar de potencial del cimulo (ver puntos sélidos

llThen y Renzini dan para una enana blanca M=:0.53n

Para el caso de un ciimulo con masa M,., que se mueve
con velocidad ve, en un medio homogéneo de particulas
con masa m, < M., con una distribucion de velocidades
Maxwelliana y una dispersién de velocidades o, la friccion
dindmica se puede expresar por (Binney y Tremaine 1987,
§7.1),

dve  4ArinAG*Mcp 2X _x2
P S {erf(X) ﬁe Ve

donde X = v,/v20, p es la densidad de masa del medio
donde se mueve el cimulo y erf es la funcién de error
(Arfken 1985, § 10.5).

De la ecuacién (3-4) vemos que la friccién dindmica
es funcién de la densidad del entorno y de la masa del
cimulo Si la densidad del medio se considera constan-
te, la desaceleracién tiene una dependencia directa con ia
masa. (dv/dt o« M,), razén por la que este es un efecto
importante para cimulos muy masivos. Aunque también

3-4)

-0.082

+0.17935, donde 1 se da como la pérdida de masa. Chernoff y
Weinberg 1990, toman el valor de #=1/3.
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log (M/Mo)

Fig. 1.7.— Velocidad de escape como funcién de 54 y de la
masa total del sistema. Se tienen los valores para M31, MR87
v para los cimulos globulares galicticos (puntos sélidos). La
lfneas punteadas indican distintos valores de isovelocidades. La
linea indicada con ¢ en el extremo superior izquierdo corres-
ponde a la velocidad de la luz. Se indica el intervalo promedio
de la velocidad con la que es expulsado el material en distintos
eventos estelares, como son las nebulosas planetarias (NP}, es-
trellas Wolf Rayet (WR) y explosiones de supernova (SN). Los
datos de los climulos fueron proporcionados por 5. Djorgovski.

hay una dependencia inversa con la velocidad de movi-
miento del ciimulo, que hace este efecto mas importante
para valores pequenos de dicha veloridad.

El decaimiento orbital, causado por la friccién dindmi-
ca de un cimulo con un halo isotérmico, ha sido estimado
por Capriottl y Hawley (1996). Ellos reportan un decai-
miento para los radios orbitales de los ctimulos, durante el
tiempo de Hubble, de un 5% para ciimulos en érhitas cir-
culares, con masas entre 3x10° M, y 108M, y deun 8% a
un 10%, para ctimulos en érbitas radiales, en el mismo in-
tervalo de masas. Sus resultados indican que los cimulos
mas concentrados sobreviven mas tiempo cuando el radio
de la drbita decae, v que los ciimulos menos concentrados
se destruyen mas rapido cerca del centro galdctico,

1.3.4 Campos gravitacionales externos

E} campo gravitacional de la Galaxia es uno de los fac-
tores que mas afecta la evolucién de los cimulos globu-
lares. Por la naturaleza de los efectos que éste produce,
es conveniente hacer una distincidn entre los efectos inde-
pendientes del tiempo {estiticos), de los que muestran una
dependencia temporal {dindmica). La parte estédtica es la
responsable de confinar espacialmente al cirmulo, mien-
tras que la parte dindmica hace trabajo sobre las érbitas

Fig. 1.8.— Representacién esquemdtica de la primer super-
ficie equipotencial que contiene a la Galaxiz y al climulo, en
la cual, tante Ja Galaxia como el ciimulo, estan contenidos de
manera independiente. El cdmulo se encuentra completamente
contenido en lo que se denomina el idbuioc de Roche.

de las estrellas del ciimulo, afectando la evolucidn interna
de éste. A continuacién describimos en detalle cada una
de estas partes.

Parte estatica

El tamano de los ciimulos se caracteriza por €l lamado
radio de marea, r¢, que es funcién de su distancia al centro
galdctico y es minimo cuando el cumulo se encuentra en
el perigaldctice de su drbita {Hper).

Si el ctimulo se mueve en drbita circular alrededor de
la Galaxia, la ecuacién de movimiento para las estrellas
en el sistema no inercial {anclado en el centro del cimulo)
estard dada por {Fetter y Walecka 1980, §2.8)

F=-V®-2(02. xf) — £ x (82 x 1), (3-5)
donde r es la posicién de las estrellas respecto al centro del
cimulo ¥ 2, la frecuencia angular de rotacién del ciimu-
lo alrededor de la Galaxia. Los términos —~2(€, x ) y
1. x {Q} x r) son conocidos como la aceleracion de Co-
riolis ¥ la aceleracidn centrifuga, respectivamente. Este
sistema tiene una integral de movimiento conocida como
la Integral de Juocobi (Binney y Tremaine 1987, § 3.3),

1., 1 y
EJ:§ :tIJ_—E-iQerJ. (3-6)
Se define un potencial efectivo $.4, como
1 2
Bor = @ - Elﬂc xr|, (3-7
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TABLA I
PROCESOS DE EVOLUCION DINAMICA PARA LOS CUMULOS GLOBULARES

Procesos Internos

Procesog Externos

Relajacion de 2 cuerpos
¢ Segregacidon de masa

[Cambios espaciales en la funcidn de masa)

« Colapso central
[Aumento de la concentracidn]

Pérdida de masa por evolucidn estelar

« Supernovas, Nebulosas planetarias y vientos estelares
(Ezpansion del cimulo]

Variacion de la Fuerza de Marea

o Cruce del disco
(Calentamiento — Expansion de la parte externa
del cimulo |

» Variacién de la fuerza de marea
[Calentamiento — Ezpansidn de la parte externo
del cimulo]

Parte estatica de la Fuerza de Marea

+ Limite espacial del etmulo

Friccién dindmica

¢ Decaimiento orbital
[Aumento de la intensidad del campo de maread]

podermnos reescribir la ecuacién de movimiento (3-3) como
sigue,

=~V — 20 x ), (3-8)

¥ a la integral de Jacobi como,

Er= %Tﬂ-ﬁ Peg. (3-9)
Como Ej es una constante, una estrella estard confinada
a moverse en regiones donde $.¢ < E;: en consecuen-
cia, la superficie que limita el movimiento de la estrella
serd donde .4 = E. Esta superficie se conoce como la
superficie de velocidad cero; que para el caso de r pequena
{comparada con la separacidén Galaxia—cimulo) sélo con-
tiene al cimulo. Conforme nos alejamos del centro del
cimulo (r =& Rge), las superficies de velocidad cero se
alejan del centro del ciimulo, y para algunos valores de
E; la superficie de velocidad cero incluye al cimulo y al
centro de la Galaxia (Mg). En la Fig. 1.8 se muestra
de manera esquematica la primer superficie equipotencial
que contiene al ciimulo y a la Galaxia. El ciimulo, en es-
ta representacién, se encuentra completamente contenido
dentro un lébulo que es cominmente llamado el {dbule de
Roche, que como hemos dicho, es la primer superficie de
velocidad cero que incluye al ciimulo ¥ a la Galaxia.

El maximo local de @.5, en la direccidn ctmulo-
Galaxia, se asocia generalmente con el radio de marea
{que en este caso llamaremos r; para no confundir con
los valores observacionales r; que se discuten en § 1.2).

Si suponemos que M. €« Mg vy que r; < Reoe (Binney
y Tremaine 1987},

1/3
M. )) Rec: (3-10)

= (3Mg(Rcc

—  ———FElvalordeT; €5 Una aproximacién al valor de r, el cual

debe ser tomado con cautela debido a lo siguiente: (i)
la superficie de velocidad cero no es esférica, por lo que
rs no se puede usar para caracterizar esta superficie; (1)
la mayor parte de los c¢lmulos no se mueven en drbita
circular, v por tanto €, varia con el tiempo (asi como
Rac v Mg(Rge)), razén por la cual no existe la integral
de Jacobi; (i) calenlos numéricos {que describimos mas
adelante y en §2.3) muestran drbitas ligadas al ciimulo a
distancias del doble de ry, lo que hace suponer la posible
existencia de integrales de movimiento ain no conocidas
(Jefferys 1974, 1976 y Keenan 1981a).

Si en la ec. (3-8), {I, y I son ortogonales entre si,
podemos reescribir la ec.(3-8) como sigue:

F= Vg + 2(0F). (3-11)

La magnitud de la aceleracién depende del signo en el
segundo miembro del lado derecho de ésta ecuacién. Si 2.
y 7 tienen el mismo signo, la aceleracién que experimenta
una estrella es menor que |V ®eg}, por lo tanto la estrelia
estar4 menos ligada al camulo (drbitas directas). Por el
contrario, si Q. v + tienen signos opuestos, la aceleracién
que las estrellas experimentan es mayor, y por lo tanto se
encuentran mas ligadas al cimulo (drbitas retrégradas).
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Parte dindmica

En su érbita alrededor de la Galaxia los ciimulos cruzan
el disco galdetico, y experimentan encuentros con el hulbo,
con nubes moleculares masivas y quiza con otros ctimulos
globulares. Durante estos encuentros las estrellas dentro
del cimulo son perturbadas, debido al cambio temporal
del potencial que actiia sobre ellas. A estos encuentros,
en que la fuerza de marea cambia de manera abrupta res-
pecto al periodo orbital de las estrellas del cimulo, se les
denomina choques de marea (Spitzer 1987, § 5.4).

La importancia de los choques de marea depende de
la razén del periodo orbital de la estrella alrededor del
cimulo (£;), al intervalo temporal durante el cual actia
la perturbacién (Fp). Si el intervalo de tiempo duran-
te el cual actia la perturbacidn es mayor al periodo de
las estrellas (P, /Fp < 1}, se dice que la perturbacién es
adiabdtica. En este caso, la perturbacién actiia como si la
masa de la estrella estuviera distribuida en la trayectoria
de su 6rbita, perturbando a ésta como si fuera un cuerpo
rigido, y por 1o tanto al centro de masa de dicha érbita.
Por otro lado, si el intervalo durante el cual transcurre la
perturbacién es corto, en comparacion con el periodo de la
estrella, nos encontramos en el limite impulsivo (F,/Fp, >
1). En este caso, las estrellas son perturbadas de manera
casi instantanea.

En los cumulos globulares ambos limites son posibles,
ya que el adiabatico se aplica a las estrellas cercanas al
centro del edmulo, y el impulsivo a las estrellas cerca del
radio de marea.

En la Tabla 1 se resumen los procesos gue afectan la
evolucién de los ctimulos globulares. En esta se separan
los procesos internos de los externos. En paréntesis cua-
drados se indica cual es el efecto de dichos procesos en la
estructura del etdimulo.

1.4 Correlaciones con la Posicién en la Galaxia

1.4.1 Masa

En la Fig. 1.4b se muestra la masa de los cimulos glo-
bulares como funcién de su distancia al centro galacti-
co. De esta figura vemos que no parece existir una co-
rrelacién entre la masas de los cimulos y su distancia
al centro galdctico, aunque los ciimulos menos masivos
(M < 10°M3) estan a Rge >10 kpe.

1.4.2 Tamano y densidad

Para el radic central r. {ver Fig. 1.9a), la tendencia es
que los cimulos con valores pequeios de 7., estén prefe-
rentemente cerca del centro galdctico, ¥ que su tamarno
aumente con RBgc (re « RE{, Djorgovski y Meylan,
1994).

En la Fig. 1.9b sc muestra el radio mediano de masa
para los cimulos globulares como funcién de su distan-
cia galactocéntrica. Van den Bergh (1991}, Djorgovski y
Meylan (1994), senalan una correlacién entre r, ¥ Rge,

2
de la forma rp o RG"C. gue a su vez tiene relacion direc-

ta con la densidad media del cimulo {pn). La densidad
de los ctimulos disminuye conforme se alejan del centro
galdctico, en particular, la densidad en el radio mediano
de masa sigue un escalamiento de la forma pgp X R_3/ >
{Djorgovski y Meylan 1994).

1.4.3 Concentracién

En la Fig. 1.9c se muestra la concentracién para los
ciimulos globulares como funcién de su distancia galac-
tocéntrica. Veros que no es claro que exista una correla-
cién, aunque si una tendencia a que los ciimulos MAs con-
centrados se encuentren cerca del centro galdctico. Los
cimulos que han alcanzado la etapa de colapso central
son graficados con ¢=2.5, y en general se encuentran a
distancias menores a 10 kpc.

1.4.4 Tiempos de relajacién

En la Fig. 1.6b, se muestran los tiempos de relajamien-
to, central y en el radio mediano de masa para los cimulos
globulares. Ambos tiempos muestran una correlacién con
su posicion galactocéntrica. Para cimulos cerca del cen-
tro galictico los tiempos de relajacién son menores que
para los maés alejados, es decir, la evolucién dindmica de
los ciimulos es funcién de su distancia al centro galactico,
tanto en su regién central {~ r.) como en zonas interme-
dla.S (’V T h)‘

1.4.5 Discusién

La existencia de una correlacion de las propiedades fisi-
cas de los cimutos globulares como funcidén su distancia
galactocéntrica nos plantea la interrogamte: [ Son el resul-
tado del proceso de formacion del camulo, o de su evolu-
cion subsecuente en el ambiente galdctico?

I.a masa de los ciimulos no parece estar relacionada con
su distancia al centro galictico.

En § 1.2.6 se menciona que ry parece no ser afectada
por la evolucidn interna del ciimula; entonces la relacidn
rp — Ree puede ser el resultado de su interaccidn con
el amhiente galictico, o de las condiciones iniciales en el
momento de su formacién.

El escalamiento de py esta de acuerdo con las hipdte-
sis de formarién para el sistema de cimulos globulares
de Fall v Rees (1985). Ellos argumentan gue los cimu-
los se forman a partir de una inestabilidad térmica del
gas protogalactico, dando como resultado que su densi-
dad sea funcién de la distancia galactocéntrica a la que se
formaron, es decir, p, ~ R&}. También arguiventan que
los ciimulos estdan limitados por el truncamiento de marea
impuesto por ¢l halo, lo que nos da un comportamiento
para la densidad de la forma p, ~ R (ver Fig. 5 de
Fall y Rees 1985). Como ya hemos visto para el sistema
de ciimulos globulares galictico, py, ~ R&éﬂ, relacion que
se encuentra dentro de los limites considerados por Fall y
Rees {1985).
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Fig. 1.9.— Distribucién de los valores de r., ra, ¢ ¥ po, como funcién de sus distancia galactocéntrica para el sistema de
cimulos globulares galdctico. Datos proporcionados por S. Djorgovski.

e

1.5 Origen de los Clmulos Globulares

El crigen de los cimulos globulares estd intimamente
ligado a la formacién ¥ evolucitn de la Galaxia, razdn por
la cual las teorias sobre su formacidn se encuentran dentro
de un contexto cosmoldgico. Los modelos, o escenarios,
bésicamente parten de dos hipétesis:

¢ Los cimulos se formaron durante las etapas tempra-
nas de la Galaxia. En particular, Peebles y Dicke
(1968) dicen que se formaron antes del colapso pro-
togaldctico, cambiando la idea original de Eggen et
al. {1962), ¢quienes proponen que los cimulos se for-
man durante las primeras etapas de! colapso proto-
galdctico; que debio ser rapido, suave y homogéneo.

s Los cimulos se formaron junto con otros sistemas
estelares (M ~ 108M), que después se fusionaron
de manera jerdrquica para formar la Galaxia {Searle
y Zin 1978, Larson 1990). Este proceso ocurre en
tiempos varias veces mayor que el escenario anterior.

Fall y Rees (1985), proponen una teorfa que explica el
origen de los ctimulos globulares a partir de una inestabi-

lidad térmica durante el colapso protogalactico. Ellos en-
cuentran que la masa inicial de los protocimulos sers del
ordent de 10°Mg. En este modelo de formacién es posi-
ble en los dos escenarios antes mencionados. La densidad
del sistema de cimulos galdctico parece estar determinada
por estas condiciones iniciales.

Los resultados de van den Bergh (1994), sobre los in-
dices de metalicidad muestran la existencia de dos subsis-
temas para los ciimulos considerados de halo (ver §1.2.7).
Van den Bergh concluye que la diferencia entre la pobla-
cién « y B se pueden explicar dentro de dos escenarios de
formacidn galdctica. El primero para la poblacién «, que
se asocia con la teorfa de Searle y Zinn (1978). El segundo
para la poblacién 3, dentro del escenario propuesto por
Eggen et al. (1962).

En la misma direccién Zinn (1993), reporta posibles
diferencias tanto en edad, metalicidad ¥ cinemética entre
ambos subsistemas, diferencias que al parecer apoyan la
teoria de que estos subsistemas pueden tener su origen en
alguno, o en ambos, de los escenarios antes descritos.
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1.6 Modelos y Trabajos Anteriores

1.6.1 Modelss para la evolucién de los ciimulos
globulares

El estudio del sistema de cimulos globulares es comple-
jo debido al gran nimero de procesos que parecen inter-
venir en su evolucidén. Una manera “directa” de abordar
este estudio es a través de simulaciones numéricas. Sin
embargo, no es posible realizar 1a integracion directa de
las 10°-108 érbitas estelares de un cimulo en un tiem-
po razonable de cémputo, porgue el tiempo dinamico de
las estrellas dentro del cimulo es, aproximadamente, ~
3 6rdenes de magnitud menor que el periodo orbital del
cimulo alrededor de la Galaxia. De ahi la necesidad de
abordar el problema utilizando modelos numéricos sim-
plificados, técnicas analiticas aproximadas y simulaciones
con lag limitaciones computacionales actuales.

Para entender el efecto que los choques gravitacionales
tienen sobre los cimulos globulares, se han desarrollado
diferentes métodos aproximados. El formalismo de la lia-
mada aprorimacidn de impulso ha sido utilizado como
una primera aproximacion. En ella se considera a las es-
trellas en reposo durante el transcurso de la perturbacién
(Sptizer 1958). En una aproximacién mas elaborada, el
movirniento de las estrellas dentro del cimulo es modelado
como un oscilador arménico sujeto a una perturbacién de
marea. En éste caso el perturbador es una particula pun-
tual que se mueve en linea recta con velocidad constante
(Spitzer 1958).

Un modelo menos aproximado es el problema restrin-
gido de tres cuerpos, en que la Galaxia y el cimulo son
puntos masa que se mueven en Orbitas keplerianas, y las
estrellas se consideran como particulas prueba{masa infi-
nitamente pequea respecto a la de la Galaxia y a la del
cimulo), que inicialmente se mueven alrededor del climu-
lo. Una simplificacién adicional es supener que el cimu-
lo se mueve en una drhita circular alrededor de la Ga-
laxia, conocido como el preblema circular restringido de
tres cuerpos. Este tiene la ventaja de contar con una in-
tegral de movimiento para las estrellas, conocida como la
energia de Jacobi, E;.

Con el problema restringido de tres cuerpos es posible
considerar casos no coplanares (estrellas en érbitas fue-
ra del plane orbital cimulo Galaxia), los cuales no son
contemplados en la aproximacién de impulso y la del os-
cilador arménico. En ésta aproximacion se considera un
potencial mas realista que el armdnico. Sin embargo. no
se considera la fuerza de gravedad entre las estrellas del
cumulo,

Otra forma de atacar el problema es considerar a las
estrellas como parte de un fluido cuyo comportamiento se
deriva a partir de la ecuacién de Fokker-Planck (Binney v
Tremaine 1987, §8.3). Esta ecuacién describe el compor-
tamiento de la funcién de distribucién f(x,v, t), suponien-
do un potencial suave y esférico. En ésta aproximacién se
consideran los términos a primer orden en expansion del
término colisional, cominmente lamados coeficientes de

difusién (Binney y Tremaine 1987, §8.3). Los efectos de
relajacion de dos cuerpos, perturbaciones de marea tanto
del bulbo como del disco, y la friccién dindmica se intro-
ducen en los coeficientes de difusién {Cohn 1985).

A continuacién mencionaremos algunos de los traba-
jos donde se estudia el efecto de la fuerza de marea sobre
los cimulos globulares, con disstintos grados de aproxi-
macion.

1.6.2 Trabajos sobre destruccién de ciimulos glo-
bulares

Spitzer (1958) es el pionero en el campo. El introdujo
la aproximacién de impulso y la refing con la aproxima-
cién de oscilador arménico. El encuentra que para el caso
del oscilador arménico la transferencia de energia a las
estrellas del cimulo (“calentamiento” ), disminuye de for-
ma exponencial como funcién del cociente entre el tiempo
que actia la perturbacién y el periodo orbital de la estrelia
(Po/ Py).

Ostriker et al. (1972), utilizan la aproximacion de im-
pulso, junto con la correccién adiabatica de Spitzer, pa-
ra estimar el calentamiento que experimenta un cimulo
globular al pasar a través del disco galdctico. Eilos en-
cuentran que el ciumulo se comprime en direccién perpen-
dicular al plano galdctico, causando un incremento en la
energia cinética de las estrellas del cimulo, seguido por
una expansidn. A este fendmeno se le denomina chogue
compresive. En este trabajo aparece por primera vez el
término de choque gravitacional. Los autores distinguen
estre dos tipos de choques: los choques de marea, que se
deben a la interaccidn del cimulo con las componentes
esféricas de la Galaxia; y los choques compresivos, que se
deben a la interaccién del ciimulo con el disco galdctico.

Keenan e Innanen (1975) integran numéricamente el
problema restringido de tres cuerpos. Ellos reportan dos
radios Yimites para el ciimulo determinados por el sentido
de rotacitn de las estrellas alrededor de éste. Las estrellas
que giran en sentido retrégrado son las que se encuentran
mas ligadas al cimulo; sucede lo contrario con las que
giran en el sentido directo (ver §1.3.4, en particular dis-
cusion de las ec. 3-8 ¥ 3-11).

Innanen (1979) da una expresién analitica para estimar
los radios limites de las drbitas directas y las retrégradas,
como funcidn del cociente entre ;a masa del ctimuloe y de
la Galaxia, asi como de la excentricidad de la érbita del
ciimulo. Encuentra gue el radio limite para las estrellas
que giran en direccidn retrograda cs, aproximadamente,
el doble de las que lo hacen en sentido directo.

Keenan (1981a y 1981b) confirma lo encontrado por In-
nanen {1979), resolviendo numéricamente el movimiento
de las estrellas bajo la aproximacion del problema de tres
cuerpos restringido. Reporta que las drbitas retrégradas
son las que mayor tiempo sobreviven en las regiones exter-
nas del cimulo. Encuentra que si la energia de ligadura
de las estrellas (respecto al ctimulo) es mayor o igual a
cero, éstas escapan definitivamente del ctimulg,
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Chernoff, Kochaneck y Shapiro (1986, referido como
CKS), usan un método semianalitico para resolver la ecua-
cién de Fokker-Planck. Ellos incluyen los efectos de re-
lajacién de dos cuerpos, evaporacién y truncamiento de
marea, También consideran las perturbaciones de marea
debidas al disco galactico y a nubes moleculares masivas
en el disco. Ellos utilizan un modelo realista para la Ga-
laxia (Bachall, Schmidt ¥ Soneira 1982, 1983) y para el
cimulo un modelo de King (1966). Los autores estudian
la evolucidn de la masa y la energia de los ciimulos debido
a los procesos antes mencionados. CKS reportan que los
cimulos mds concentrados, y posiblemente en su etapa de
colapso central, se encuentran a menos de 3 kpc del centro
galactico. Estos se pueden destruir debido a la expansién
de sus regiones externas, que son removidas por el campo
de marea galdctico. Para los cimulos menos concentra-
dos su destruccién es mds rdpida, sin pasar por la etapa
de colapso central. Otra de sus conclusiones es que las
nubes moleculares no contribuyen de manera apreciable
a la destruccion de los cimulos. En éste trabajo sélo se
consideran orbitas circulares para los ciimulos.

Aguilar, Hut y Ostriker (1938, en adelante AHO), cal-
culan la tasa de destruccién para una muestra de 83 cimu-
los globulares, incluyendo cuatro procesos destructivos:
evaporacidn, relajacién de dos cuerpos, friceién dindmica
y choques gravitacionales, con el disco y con el bulbo. Pa-
ra un cimulo dado ellos estiman de manera analitica la
tasa de destruccidn debida a cada uno de los procesos an-
tes mencionados. Para integrar las érbitas de los ciimulos
utilizan dos modelos para el potencial galdctico, el mode-
lo de Bachall, Schmidt y Soneira (1983), v el de Ostriker
y Cadwell (1983); ellos encuentran que el bulbo es muy
eficiente en la destruccidén de cimulos cuyo perigaldctico
es menor a 2 kpc; seguido en importancia, por la evapo-
raciéli,_a_a_c_l_irjtin;:_ias_glg'_N“~ 8 kpe, ¥y por-los-choques-con
el disco galactico. Consideran que la friccién dindmica
es poco significativa y sélo es importante para los ctimu-
los mas masivos. Ellos reportan una tasa de destruccién
promedio de 0.5 ciimulos por Giga afio (Ga).

Uno de los trabajos gque combinan dos técnicas numéri-
cas diferentes para estudiar la evolucitn de un ciimulo, es
el de Oh et al. (1992) y el de Qh y Lin (1992), quienes
argumentan que el proceso dinamico mas importante en
las zonas internas de un cimulo es la relajacién de dos
cuerpos, mientras que en las regiones externas es la fuer-
za de marea. Ellos proponen analizar el comportamiento
de las estrellas internas resolviendo la ecuacion de Fokker—
Planck, y el de las estrellas externas como un problema
de tres cuerpos, donde sdlo se considera el potencial del
cimulo y de la. Galaxia. Los autores no hacen una estima-
cién de la pérdida de masa del sistema, ni de los cambios
en su energfa; sélo describen el comportamiento de sus
simulaciones.

Vesperini (1997), utiliza el mismo método que CKS ex-
plorando distintas condiciones iniciales para entender el
efecto de los choques gravitacionales en la evolucidn del
sistema de ciimulos globulares. En particular, é! busca ias

propiedades que se preservan durante la evolucién del sis-
tema, asf como su relacién con la posicién galactocéntrica
y respecto al plano galictico. El concluye que el 60% de
la poblacién inicial de los climulos ha sido destruida. Los
resultados de sus simulaciones, muestran que los cimulos
en etapa de colapso central, y los mds concentrados, se
encuentran mas cerca de las regiones centrales de ia Gala-
xia, hecho que coincide con las observaciones del sistema
de cimulos globulares galdetico (ver Fig. 1.9¢).

La evolucidn estelar y la dindmica, considerando dis-
tintos valores para de masa de las estrellas, ha sido con-
siderada por los siguientes autores: Chernoff y Shapiro
(1987), utilizan un método similar al de CKS afiadiendo
distintos valores para la masa de las estrellas y consideran-
do su evolucién estelar; ellos encuentran que la pérdida de
masa es importante en la evolucién temprana del ciimu-
lo, en particular para las estrellas masivas. Chernoff y
Weinberg (1990), resuelven la ecuacién de Fokker-Planck
considerando 20 valores para las masas de las estrellas,
entre 60Mgy 0.8My. Los procesos que se consideran du-
rante la evolucién de sus modelos son: la evolucidn estelar,
la relajacién de dos cuerpos y el truncamiento por fuerzas
de marea. Ellos encuentran que la segregacién de masa
aumenta la tasa de evaporacién acelerando la destruccion
del ctimulo. También concluyen que la perdida de masa
por parte de las estrellas, durante los primeros 10% afios,
junto con los demds procesos evolutivos, ocasionan que
los ciimulos menos concentrados y menos masivos se des-
truyan durante e! tiempo de Hubble.

Spitzer {1958) ha cuantificado el efecto que los choques
gravitacionales tienen en las regiones internas del cimulo,
utilizando la aproximacién de impulso y una correccion
adiabatica de Spitzer. FEl resultado de dicha aproxima-

cidn, es un decaimiento exponencial en_la eficiencia con-
e ey T T T . 3
que la energia es inyectada al cimulo como funcidn del

cociente de las frecuencias de oscilacién de la estrella y
del perturbador, es decir, como funcién del periodo de
las estrellas dentro del cimulo y del ciimulo alrededor
de la Galaxia. Sin embargo, Weinberg (1994a, 1994b y
1994¢) muestra que es posible que una perturbacién pe-
quefia afecte de manera considerable las érbitas de las
estrellas dentro del cimulo. El propone wodelar el movi-
miento de las estrellas como una combinacién de oscilado-
res multi-dimensionales no lineales. Esto hace posible que
alguna de las frecuencias de oscilacién sea conmensurable
con la frecuencia de la perturbacién, por lo que pueden
entrar en resonancia, inyectando una cantidad apreciable
de energia al movimiento de las estrellas, inclusive en re-
giones muy internas del cimulo.

Gnedin y Ostriker {1997) calculan la tasa de destruc-
cidén para 119 cimulos galdcticos resolviendo la ecuacion
de Fokker-Planck numéricament.e, incluyendo los siguien-
tes procesos: relajaciéon de dos cuerpos, truncacién por
fuerza de marea, choques gravitacionales con el disco y
con el bulbo. Incluyen ademds de la relajacién por cho-
ques, que se introduce al considerar los términos a se-
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gundo orden en la variacion de la energial?. El térmi-
no cuadratico generalmente se desprecia, pero resulta ser
més importante que el término lineal, debido a los cam-
bios aleatorios que se producen en las estrellas durante
los choques, en particular con el disco (Kundié y Ostri-
ker 1995). Gnedin y Ostriker (1997) también consideran
la correccién adiabdtica introducida por Weinberg para
los choques con el disco y con el buibo. Ellos proponen
una expresion analilica para la correccion propuesta por
Weinberg (1994a), que decae hacia regiones internas del
cimulo como una ley de potencias, y no de manera expo-
nencial como la correccién de Spitzer. Gnedin y Ostriker
(1997) utilizan los mismos modelos galdcticos que AHO
para calcular las orbitas de los ciimulos. Gnedin y Ostri-
ker (1997) concluyen que la tasa de destruccién para el
sistema de cimulos globulares galdctico, es de 2 a 5 veces
mayor que la reportada por AHO.

Recientemente, Murali y Weinberg (1997a, 1997b) in-
troducen en la aproximacién de Fokker—Planck la varia-
cién temporal del campo de marea debido a las 6rbitas
excéntricas de los cimulos, y al cruce de estos por el dis-
co galictico, que ocurre dos veces por periodo orbital.
Los auntores llaman a este efecto colentamiento por re-
sonancios. Ademds de este efecto también incluyen en
su andlisis la relajacién de 2 cuerpes, y un espectro de
masas para las estrellas del cimulo. En general las con-
clusiones de este trabajo es que los ciimulos aceleran su
evolucién debido al calentamiento por resonancias. Los
resultados que éstos autores reportan son un gran avance
para comprender la evolucién de los cimulos globulares;
estos resultados serdn analizados y comparados con nues-
tros resultados en el capitulo 5.

La desventaja de resolver la evolucion de un cimulo
con la ecuacion de Fokker- Planck, es que el potencial del
climmulo esta restringido a tener simetria esférica. Esto
no ocurre en los cimulos globulares, que se deforman al
atravezar del disco galdctico y al pasar cerca de su peri-
galacticon.

Lamanera natural de estudiar la evolucién dinamica de
un cdmulo globular, debido a los choques gravitacionales,
es con una simulacién de N cuerpos. En este tipo de simu-
laciones, la interaccién gravitarional de las estrellas. con
cada una de las componentes galdcticas se modela de ma-
nera natural, asi como la interaccién entre ellas mismas.
El impedimento actual es el costoso tiempo de CPU que se
necesita para su realizacién. En el capitulo 4 abordamos
en detalle esta discusidn.

Uno de los trabajos que utiliza un codigo de N—cuerpos
no colisional para estudiar el comportamiento de un cimu-
lo globular, después de que este experimenta un choque de
marea es ¢] de McGlynn (1990). El modela al cimulo co-
mo Una realizacién azarosa de un modelo de King (1966)
con 3000 particulas. La Galaxia se representa como un
punio masa o como una distribucién de King, la evolucién

12E) cambio en la energia cinética contiene dos términos, uno lineal
y otro cuadratico en el cambio de la velocidad: 2AE ~ ZAK =
{v-Av) + [Av)?

de este sistema se estudia durante dos periédos orbitales
del cimulo. McGlynn reporta que el ciimulo pierde cerca
de! 30% de su masa inicial, si tiene una érbita circular con
un radio de 300 pc.

La integracién directa de un ctimulo globular con N=32k
particulas, ha sido posible debido a computadoras di-
sefiadas especificamente para resolver este tipo de pro-
blemas, como GRAPE-4 (Taiji et al. 1996).

Makino (1996) estudia la evolucién de un cimulo has-
ta que alcanza su colapso central y durante algunas de
sus oscilaciones posteriores. Esto se debe al proceso des-
crito en § 1.3.1. Makino (1996) reporta que el tiempo
caracteristico en el que ocurre ¢l colapso en sus simulacio-
nes coincide con los resultados tedricos, y con resultados
que se obtienen al resolver la ecuacién de Fokker-Planck
(Spitzer 1987)

Portegies Zwart et al. (1998) estudian la evolucién de
un conjunto de cimulos con 32k estrellas en drbita cir-
cular alrededor de la Galaxia. Consideran su evolucién
dindmica y la estelar. La evolucién dindmica se hace por
integracion directa, y la evalucidn estelar se calcula a par-
tir de trazas evolutivas dadas por Egglenton ef ol. (1989).
Este sistema se resuelve con la computadora GRAPE-4
(Taiji et al. ). Portegies Zwart et ol. {1998), reportan que
el tiempo de vida para los cimulos globulares dentro de
sus simulaciones es un orden de magnitud mayor a los que
se reporta Chernoff y Weinberg {1990), quienes utilizan la
ecuacion de Fokker-Planck para su estudio.

Aunque existen modelos tedricos y semianaliticos para
modelar la evolucién de un cimulo globular, estos resuel-
ven ¢l sistema de manera aproximada porque consideran
cada procesc evalutivo de manera aislada.

Las integraciones de N-cuerpos atn son prohibitivas,
sobre todo si se desea explorar un amplio intervalo de
condiciones iniciales con un ndimero realista de particu-
las, v durante varios periodos orbitales del cimulo. A
continuacién se define el objetivo y el plan de la tesis con
el fin de lograr realizar este tipo de simulaciones.

1.7 Objetivos y Plan de la Tesis

TUno de los objetivos de la astronomia moderna es cono-
cer las propiedades iniciales del sistema de cimulos globu-
lares galdctico. En particular, el mimero inicial de estos.
Para estimar este niimero es necesario conocer la tasa de
destruccion asociada a cada uno de los procesos respon-
sables de la evolucion de los ctmulos globulares.

En este trabajo se estudia el efecto de los choques gra-
vitacionales sobre el sistema de los cimulos globulares.
El principal objetivo es avanzar en la comprensién de esic
fendémeno utilizando un conjunto de simulaciones auto-
consistentes para un cimulo globular, considerando un
campo de mareca realista y con un nimero de particulas
cercano al que tiene estos sistemas.

En hase a éstas simulaciones se determina la destruc-
cion que han experimentado los cimulos en la edad de
la Galaxia dehida a este fendémeno, como funcién de los
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parametros estructurales y orbitales del ciimulo.

Para lograr una amplia comprensién del fendmeno,
ast como de las dificultades tedricas y numéricas asocia-
das a su estudio, se hace una revisién de los trabajos
que en distintos grados de aproximacién han analizado
este fendmeno. Comenzamos con los trabajos de Spitzer
(1958}, quien considera la aproximacién de impulso, con-
tinuando con el oscilador arménico perturbado. Seguimos
nuestro estudio con el sistema de tres cuerpos, consideran-
do al ciimulo en érbitas circular y excéntricas. Findlmente
se hacen simulaciones de N-cuerpos en un modelo galacti-
co esférico, con la meta de entender como es que operan
los choques gravitacionales con el bulbo galdctico cuando
se incluye la autogravedad del ciimulo. El efecto del disco
galdctico no se contempla en éste trabajo.

El plan de la tesis es el siguiente:

o En el capitulo 2 hacemos una revisién de los modelos
que se han utilizado en la literatura para estudiar el
efecto de los choques gravitacionales. Partimos de la
aproximacién de impulso, continuames con el mode-
lo del oscilador arménico v finalmente abordamos el
problema con el problema restringido de ires cuerpos.

¢ En el capitulo 3 se revisan tres modelos galicticos,
con el fin de seleccionar el mas adecuado en nuestras
simulaciones. El modelo que hemos seleccionado es
el de Bachail Schmidi y Soneira (1983), que se im-
plementa de manera analitica para facilitar el calcujo
numérico del potencial y la fuerza en la simulacion
de N—cuerpos.

¢ En el capitulo 4 se describen las dificultades nurnéri-
cas involucradas en la implementacidn del céddigo con
el cual se realizan las simulaciones de N-cuerpos, y
se compara con un cédigo alternativo muy popular

Armandroff T., Da Costa, G. y Zinn, R., 1992, AJ, 104,
164.

Bachall J.N., Schmidt M., Soneira R.M., 1982, AplJ, 258,
L23.

Bachall J.N., Schmidt, M., Soneira, R.M., 1983, ApJ,
265, 730.

Barbuy B., Bica E. y Ortolani 5., 1998, MNRAS, 333,
117.

Bell R., 1988, en Globular Cluster System in Galaxies,
IAU Symp. 126, eds. Grindlay J. y Philip D. (Kluwer
Academic Publishers), p. 79.

Binney J y Tremaine S., 1987, Galactic Dynamics (Prin-
centon: Princenton Univ. Press).

Capriotti E. R. y Hawley S. L., 1996, ApJ, 464, 765.

Chandrasekhar S., 1942, Principles of Stellar Dynarmics
{Chicago: Univ. Chicago Press).

Chernoff D.F., Kochanek C.8. y Shapiro S.L., 1986, ApJ,
309, 183.

Chernoff D.F. y Shapiro S.L., 1987, AplJ, 322, 113.
Chernoff D.F. y Weinberg M.D., 1990, ApJ, 351, 121.

Cohn H., 1985, en Dynamics of Stars Clusters, IAU Symp.
133, eds. Goodman J. y Hut P., (Dordrecht: Reidel },
p- 161.

Cudworth K.M. y Hanson R.B., 1993, AJ, 105, 168.

Dickens R., Croke B., Cannon R. y Bell R., 1991, Nature,
351, 212,

Djorgovski S. y King 1., 1986, ApJ, 305, L6l.

Djorgovski S.G., 1993, en Structure and Dynamic of Glo-
bular Clusters, eds. por S. Djorgovski y_G. Meylan,-

___enla literatura, pero-que-invelucra-un-mayor tiempo
de cémputo (el cédigo de drbol). Se discute el di-
sefio de los experimentos y de los pardmetros fisicos
involucrados. Se detalla el analisis de los resultados
de una simulacién para familiarizar al lector con los
paramentros mas importantes en la discusién subse-
cuente.

¢ En el capitulo 5 de describen los resultados y el ansli-
sis de las simulaciones realizadas. Se discuten los
procesos del desbordameinto del I6bulo de Roche y
del calentamiento por los choques gravitacionales. Se
reporta la tasa de destruccién, orbital y en 10 afios,
resultado de los experimentos, vy se cornpara con los
reportados en la literatura.

e En el capitulo VI se presenta la discusién y las con-
clusiones més importantes de este trabajo.
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Capitulo 2

TEORIA

En este capitulo revisamos las aproximaciones con las
que se ha investigado el efecto de los choques gravita-
cionales sobre los ctimulos globulares. La primera es la
aproximacién de impulso, que es conceptualmente la mas
sencilla y facil de implementar. Se continia con el estudio
de las correcciones adiabiticas que se hacen a la aproxi-
macidn de impulso. Hacemos una breve introduccién a la
teoria adiabdtica y a la teoria de perturbaciones, porque
son los conceptos fundamentales en que se basan dichas
correcciones. Estudiamos las correcciones adibjticas da-
das por Spitzer (1958) y Weinberg (1994a).

Analizamos, utilizando la teoria adiabatica y la de per-
turbaciones, el comportamiento de un oscilador armoénico
perturbado por una fuerza de marea periddica, esto con el
fin de entender la descripcién del movimiento que se ob-
tiene de dichas aproximaciones, asi como el papel que los
distintos pardmetros juegan en su comportamiento. Es-
to es sencillo de analizar debido a que su dependencia sc
muestra de manera explicita en las soluciones aproxima-
das.

La siguiente aproximacién que se estudia es el llamado
problema de tres cuerpos restringide (circular y eliptico).
Finalmente, se discute cuales son los limites de validez
para estas aproximaciones, y la conveniencia de realizar
simulaciones de N--cuerpos para lograr un modelaje auto-
consistente de este fendmeno.

2.1 Aproximacién de Impulso

La aproximacién de impulso es la forma més sencilla de
estudiar el efecto que el campo de marea galactico tiene
sobre las estrellas de un cimule globular. Spitzer (1958)
es e] primero en utilizar dicha aproximacidn para estudiar

-el cambio en la energia de ligadura en las estrellas de un
cimulo galdctico. Knobloch (1976) v Spitzer (1987, ver
§5 de estd referencia) extienden su aplicacién al estudio
de los ciimulos globulares.

En estd aproximacion las estrellas del cmulo son per-
turbadas instantaneamente por la Galaxia, es decir, no
hay cambios en la posicidn de las estrellas respecto al
centro del ciimulo. La energia potencial de las estrellas
permanece constante y sélo se considera la variacidn ins-
tantanea de su energia cinética.

La masa perturbadora (Mp} se mueve en linea recta

con velocidad constante, V,. La distancia minima entre
la estrella y el perturbador se conoce como el pardmetro
de impacto, p. El cambio en velocidad que experimenta
la estrella es igual al impulso que ejerce la perturbacién
{(ver Fig. 2.1). Este impulso est4 dado por

+oo

meAy = Fp(t)dt, {1-1)

-0

donde F,(t) es la fuerza que actiia sobre la masa de la
estrella de masa, m,. Esta fuerza se puede expresar como
la suma de una componente perpendicular y paralela ala
direccién de movimiento de M,

Fo(t) = Fp(t)- + Fy(t)l. (1-2)
El efecto de F,u en la integral de (1-1) se anula debido
a la simetria del problema (recordemos que la estrella se
considera estacionaria, ver Fig. 2.1). La magnitud de F
esta dada por

GMym, (2). (1-3)

1 _

F P r2 r
Utilizando que r* = V2% + p? (ver Fig. 2.1), se puede
cambiar la dependencia temporal por una espacial en la
ec. (L-1), que se puede reescribir como

+ oo
Ay — QGP/ [ JMp
]

—V—,; W} dr. (1-4)

5i la masa del perturbador tiene una distribucién de
masa, distinta a un punto masa, su efecto se puede consi-
derar de la siguiente forma: se define p(r) como la funcién
cumulativa de masa normalizada a la masa total de per-
turbador M}, y haciendo el siguiente cambio de variable,
£ =r/pydf — dr/p, entonces, Av estard dado por { Agui-
lar et al. 1988),

N QGﬂf; +oo ,Up(Pf)
o= TR ma s
_ 2GM} 1 .

donde

_ [ (p€
f(P) = [1 Ez(gzpfl))l/z d&-
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Fig. 2.1.— Representacién esquemdtica de la aproximacién
de impulso. En la parte superior se muestra la geometria del
encuentro. La masa perturbadora, Mp, se mueve en linea recta
con velocidad constante, Vj,, mientras que la masa perturba-
da se considera estacionaria. En la parte inferior se muestra
la variacién temporal de la fuerza perturbadora, que segin la
aproximacién de tmpulso, es igual al area del rectdngulo som-
breado.

ecuacion anterior, el término vAv no contribuye, porque
la suma de este sobre todas las estrellas del ciimulo es cero
(Spitzer 1958).

El incremento de la energia cinética de las estrellas, im-
plica un aumento de la energia cinética total del ciimulo,
que bajo la suposicién de equilibrio virial se traduce en un
decremento de su energia potencial, y por tanto en una
expansion (Spitzer 1958).

Esta aproximacién, aunque muy sencilla, nos ayuda a
entender el comportamiento de un cimulo globular cuan-
do interacciona con alguna de las componentes galdcticas.
Sin embargo, ésta aproximacién no considera el movimien-
to de las estrellas del ciimulo. A continuacién se describe
la teoria adiabética que nos permite corregir, a primer
orden, estd deficiencia.

2.2 Aproximacién con la Correccién Adiabitica

En la seccién anterior se considera que las estrellas no
se mueven de manera apreciable durante el trancurso de la
perturbacién. Esto quiz4 sea cierto para estrellas cerca del
radio de marea del ciimulo, pero no lo es para las estrellas
de las regiones internas de este, que posiblemente recorren
una fraccién importante de su 6rbita durante el transcurso
de la perturbacién. El cambio en la energia orbital de las
estrellas, depende del tiempo que dure la interacitn, en
términos de su periodo orbital dentro del cimulo.

Si el intervalo de tiempo durante el cual transcurre la
perturbacién (FP,), es mucho menor (pero no desprecia-
ble), que el periodo orbital de una estrella perturbada
alrededor del ciimulo (P;), se dice que estamos en el limi-
te impulsivo (P,/P, < 1).

Por otro lado, si las estrellas recorren una parte impor-
tante de su érbita, o completan varios periodos de ésta,

La informacidn sobre la distribucién de masa del pertur-
bador se encuentra en la integral adimensional f(p).
Para perigalacticos grandes f(p) — 1, se tiene el caso

donde ¢! perturbador es un punto masa. Si se sustituye
en la ec. (1-5) se obtiene

: (1-7)

Este resultado es semejante al que se obtiene al aplicar
el valor méximo de Fp(t) durante un intervalo tempo-
ral, —At <t < At, donde At = p/V,. Esta aproxi-
macién estd representada por el rectingulo sombreado de
la Fig. 2.1.

El cambio en la energia de las estrellas estd dado por
AE, = $m;[(Av)® + vAv]. Si suponemos que todas las
estrellas tienen la misma masa, el cambio en la energia del
ctmulo es la suma de los cambios individuales de todas
las estrellas {Aguilar 1993),

2
AE. = lMc 26M, <ri >,
3 prup

(1-8)

donde < r2, > y M., representan el radio medio cuadra-
do y la masa total del ciimulo, respectivamente. En la

durante el transcurso de la perturbacién, estamos en el
limite adiabético (P,/FP; > 1).

La aproximacién de impulso es el limite opuesto de
la aproximacién adiabética, razdén por la cual es necesario
hacer un replanteamiento del problema donde se considere
el movimiento de las estrellas, que depende de su posicién
dentro del ctiimulo. Esta dependencia hace que el efecto

R D 3 +
de la perturbacién sea menos importante para las estrellas

méas ligadas, que se encuentran en el limite adiabdtico,
con respecto a las menos ligadas, que estin en el limite
impulsivo.

En la siguiente seccién hacemos una breve introduccién
a la teorfa adiabdtica, y presentamos un ejemplo sencillo
para ilustrar sus conceptos mas importantes. Continua-
mas con la presentacién y discusion de las correcciones
adiabéticas propuestas en la literatura, que seran compa-
radas con los resultados de la aproximacién de impulso,
y posteriormente con la aproximacién del problema de 3-
cuerpos (ver § 2.4.6).

2.2.1 Teoria adiabdtica e invariantes adiabdticos

Un sistema es adiabdtico si el tiempo caracteristico du-
rante €l cual actia una fuerza externa es mayor que el
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tiempo dindmico del sistema (por ejemplo, el periodo or-
bital de las estrellas del ctimulo).

Consideremos un oscilador lineal cuya frecuencia de os-
cilacién varia lentamente con el tiempo (ver §7.3, 8 y 9 de
Percival y Richards 1989; y § 2.3 de Lichtenberg y Lieber-
man 1992),

wW(A) = (1+ Nwo = (1 + et)wy, (2-1)
donde wg ¥ €, son la frecuencia natural de oscilacién del
sistema y la amplitud de la perturbacién, respectivamen-
te, con A = et. La frecuencia de oscilacién tendra vn cam-
bio significativo cuando A = 1, es decir, la aproximacién
serd valida para tiempos del orden de ¢~!. El Hamilto-
niano para el oscilador arménico esta dado por (Goldstein
1980)

H=p/2m + %mw(/\)zqz, (2-2)
donde m es la masa del oscilador, g y p, es la coordena-
da y momento generalizado del sistema, respectivamente.
Utilizamos el formalismo de las variables de dangulo (8) y
de accién {I), porque es una forma elegante de resolver
el Hamiltoniano, que sélo serd funcién de I, ya que @ es
una. variable periddica (Percival y Richards 1989), aun-
que también se debe a que la accién estd relacionada con
los invariantes adiabaticos que discutiremos mas adelante
(ver §3.5a y §3.6 de Binney y Tremaine 1987}. La solucidn
de la ec. (2-2) en términos de las variables de angulo y de
accién (¢, I) es,

or 142
[———] sin #,

K Y
p = [2mIw(N)]Y?cost, {2-3)
con la funcién generadora
1
51(8,q:A) = §-n1w()\)q2 cotf. (2-4)

Si X varfa lentamente con el tiempo, tamhién lo hard w
(ver ec 2-1). Entonces, los cambios en el sistema serin
pequeiios durante un periodo del sistema no perturbado.

Utilizando la funcién generadora se puede escribir el
Hamiltonianc en términos de las variables de dngulo ac-
cidn,

/
KB 1.2y =Tu{A) + %&%—) sin 28. (2-3)
Las ecuaciones de movimiento estan dadas por

: oK e (A) .

e —_— = A 5
g a7 w(A) + 7o(0) sin 24,
: OK e (M)

= —-—— = 08 28, 2-6
d 56 winy 8 (2-6)

donde ' es la derivada temporal de w. La solucién se ob-
tiene al resolver numéricamente el sistema de ecuaciones
{2-6).

Una solucién analitica, aproximada, se obtiene por me-
dio de la teoria de perturbaciones!. Expresamos las va-
riables 8(t) e I(t) en series de potencias de ¢ (amplitud de
la perturbacién),

a(t)
1(t)

0 (£) + 6 () + O(e?)
IO + ) + O(e?)

(2-7)

Sustituyendo en la ec. (2-6) e igualando los términos del
mismo orden en ¢, se puede obtener una solucién aproxi-
mada al orden deseado. En particular, para la solucién a
primer orden se tiene

t '
Ity = I 1-< EJ—sin29(°)——-lf)-(-’—sin260 + O(%),
2\ w? wp
] }
o) = e(")—f(-‘”— 260 _ 20 29)+oe2.
{t) 7 (g oos wgcos a (%)

(2-8)

En este caso w(et) = (1 + etlwp y w' = e. Por ejemplo,
si consideramos las siguientes condiciones iniciales; 70 =
Iy=1, wo=1y Gp=0. El valor de 8!® se obtiene de integrar
para 0 la ec. {2-6) a primer orden en ¢, de donde se
obtiene,

t
g0 = [dtu()\)+80,
0

€t?
= t+ —,

; (29

Sustituyendo estas condiciones iniciales en (2-8) y con-
siderando los solamente los términos a primer orden se
tiene,

1 1 .
et? 1 1
8ty = t+ o T [m cos(2t + ftz] - 1] .

(2-11)

Laevolucién temporal de 8 e I se muestra en la Fig. 2.2.
La linea sélida y la de trazos representan la solucién
numérica y la solucidn a primer orden, respectivamente.
La solucién nuniérica se obtiene al integrar numéricamen-
te la ec. (2-1). En la figura sc muestran los resultados
para los valores de e=1, 0.5 y 0.1, El comportamiento de
ambas soluciones (numérica y a primer orden), para las
variables # e [ es muy parecido. La solucién a primer or-
den converge al resultado numérico conforme disminuye
el valor de ¢. Esto se puede ohservar en [a diferencia rms
(6-ms. para cada valor de ¢ en 8 ¢ ) entre la solucién a
primer orden y la numérica. La diferencia rms entre e=1
y €=0.1 es de dos ordenes de magnitud.

'En § 2.3 se discute en detalle la teorfa de perturbaciones. Aqui sélo
se pretende dar una visién cualitativa del método.
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Fig. 2.2.— Evolucién temporal de las variables de dngulo y
accién, 8(t) e I(t), para los valores de e = 1, 0.5 y 0.1. En
ambos casos, la linea punteada representa la aproximacién a
primer orden, y la linea sélida la solucién numérica.

La ventaja de la solucién a primer orden (ec. 2-10 y
2-11), es que en ella se puede estudiar la solucidn cono-
ciendo la dependencia de las variables involucradas, como
son: la frecuencia, la amplitud de la perturbacién y el
tiempo. Por ejemplo, el amortiguamiento en la oscilacidén
de la variable I, se puede apreciar en la ec. (2-10) por su
dependencia con el tiempo (~ ¢~2). Para la variable & el

comportamiento secular estd determinads por los térmi-
nos de la ec. (2-11), que muestran una dependencia con ¢
y 2.

El comportamiento a primer orden para p y ¢ se obtiene
a partir de las ecuaciones (2-3), {2-10) y (2-11),

1/2
g(t) = (13&) sin(t +et2/2),  (2-12)
pt) = (14 et)%cos(t + et?/2). (2-13)

En las Fig. 2.3a, 2.3b y 2.3c se muestra el comportamiento
de 15 solucién dada por el sistema (2-12) y (2-13), con la
solucidén numérica, para los valores de e=1, 0.5 y 0.1, res-
pectivamente. La linea sélida es la aproximacién numéri-
ca, ¥ la linea de puntos la aproximacién a primer orden.

Para la amplitud e=1 (Fig 2.3a}, la aproximacién
analitica muestra un mayor amplitud en su movimento
(linea de trazo) que la solucién numérica. La amplitud
de estd oscilacidén disminuye para las amplitudes e=0.5 y
0.1. En particular, para €=0.1 la separacién entre ambas
soluciones es tan pequefia que se ven como una sola (ver
Fig. 2.3c}.

En la Fig. 2.3d, hemos graficado distintos intervalos

Fig. 2.3.— Enr (a), (b} y (c) se muestra la evolucién de
las coordenadas p y ¢, para itres valores de la perturbacién
e=1, 0.5 y 0.1, respectivamente. La linea sdlida representa la
solucién numérica y la punteada la aproximacién analftica a
orden cero. En {d) se muestran 3 intervalos temporales de la
evolucidn del sistema dado por la ec.(2-3} para e=0.1. Vemos
que las curvas casi se cierran formando una elipse, por lo que
se puede decir que el movimiento es “cast” adiabdtico.

temporales para la solucién numeérica para ¢=0.1. En los
intervalos que hemos seleccionado las curvas casi se cie-
rran, formando, aproximadamente, una elipse. El drea

dentro—de-la—elipse, dada por 2wi(t) (ver Fig. 22 pa-

ra. e=(.1), es aproximadamente, constante en el intervalo
temporal que hemos graficado. Esto es una consecuencia
del comportamiento adiabatico.

En este caso I varia alrededor de su valor inicial. Si
estd variacién se encuentra acotada, se dice que I es un
invariante adiabatico (Weinberg 1994a}.

Estc ejemplo corresponde a un oscilador arménico don-
de la constante k (w2 = k/m) del resorte varia lentamente
con el tiempo. Esto es semejante a suponer que el po-
tencial que experimenta una estrella dentro del cimulo
estd variando lentamente, debido al desplazamiento del
cimulo en su 6rbita alrededor de la Galaxia.

En este ejemplo se ha utilizado la aproximacion adiabati-
ca (¢ — 0) y la teoria de perturbaciones. Ambas herra-
mientas se pueden utilizar para estimar el efecto que los
choques de marea tiene en las regiones internas de un
cimulo globular.

2.2.2 Correccién adiabatica

Spitzer (1958), afiade a la aproximaci6n de impulso una
correccién que toma en cuenta el movimiento de las es-
trellas dentro del cimulo durante su interaccién con el
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perturbador. Esta correccién se hace entre el interva-
lo transicién de la aproximacién de impulso al régimen
adiabético.

Si las estrellas son perturbadas por una masa M, que
se mueve en linea recta con velocidad V, (ver Fig. 2.1),
la dependencia temporal de la perturbacién se obtiene a
partir de (3-1) sustituyendo la variable espacial por la
temporal con, r = (V;t2 + p?)1/2, de donde se tiene que,

v\
fp(t)=(1+ ;2) :

Spitzer (1958) encuentra, partiendo de una analisis per-
turbativo, que el incremento de la energia del cimulo
estd dado por

(2-14)

2 Ly (26Mp) 5
AE, = 3Mc ( 2V, ) r° A, (8},

donde A,(3) es la correccidn que se introduce debido a la
duracion finita de la perturbacién y es conocida como la
correccion de Spitzer. Esta correccién estd dada por

(2-15)

AR = LD+ L@ + LB, (216)

donde L., L, y L. son las correcciones en cada una de las
variables espaciales. Dadas por

L8y = [BKi(B)+ B2Ko(B)]? + [B2K((8)]%(2-17)
Ly(ﬁ) = [,521\'0(,5)]2+[,.32Ix‘1(,;3)J2. (2-18)
L.(B3) = [BR(A), (2-19)

donde Ky y K| son las funciones modificadas de Bessel
{Arfken 1985); 3 es el pardmetro adiabdtico, que es una
medida relativa entre el tiempo que dura la interaccién y
¢l pericdo de las estrellas. Este pardmetro se define como
2wgp 1

oK —,
Vp Tes

8

1

(2-20)

donde w, y rcy son la frecuencia angular de rotacidn, y el
radio de giro de la estrella alrededor del ctimulo.

La ec. (2-13) es semejante a la ec. (1-8), excepto por
el factor 4,(3). Este factor nos da una medida de los
efectos que la perturbacidn tiene en las regiones internas
del cimulo. A este factor se le conoce como la correccidn
adiabdtica de Spitzer. Con estd aproximacion es posible
cuantificar los efectos de la perturbacién en las regiones
internas del ciimulo. En estA aproximacion el movimien-
to de las estrellas se supone como un oscilador armoénico
unidirnensional. Weinberg (1394a} hace notar que estd es
una aproximacion demasiado idealizada, parque sélo con-
sidera un grado de libertad para el movimento de las estre-
llas, ¥ que en este caso el cambio de la accidn disminuye
de manera expounencial como funcidn de la amplitud de
la perturbacién, Al = O(e‘“"/‘). Si la variable de ac-
cién permanece invariante ante 1a perturbacién, entonces

se dice que es un invariante adiabdtico {Goldstein 19§0,
§ 11.7). Esto es cierto mientras Al dependa exponencial-
mente del la amplitud de 1a perturbacién.

Weinberg (1994a) propone modelar el movimiento de
las estrellas, dentro del un cimulo globular, como una
combinacién de osciladores multidimensionales no—linea-
les, y si alguna de las frecuencias de estos osciladores pue-
de es conmensurable con la frecuencia de la perturbacion,
pudiede haber resonancias en el sistema. El efecto de es-
tas resonancias puede ser importante, ain para valores
pequeiios de la perturbacién. Si esto sucede los invarian-
tes adiabdticos no se conservan, hecho que al promediar
sobre todo el climulo afecta de manera apreciable su evo-
lucién.

Gnedin y Ostriker (1997) dan una forma funcional para
la correccién propuesta por Weinberg (1994a), encontran-
do que la energia decae como una ley de potencias?,

Aw(B) = (1 + %2-) - :

En la Fig. 2.4 se compara el comportamiento de la co-
rreccién de Spitzer (linea de trazos) y la de Weinberg
(linea sélida) como funcién de 5. Ambas aproximacio-
nes son muy parecidas hasta valores de g ~2, después
de dicho valor la correccién de Spitzer decae rapidamente
(x €8), de tal suerte que para #=10 ésta correccién es
menor por ~ 4 ordenes de magnitud que la de Weinberg,
Ambas aproximaciones, de Spitzer y de Weinberg, tienen
el mismo efecto en las regiones externas del ctimulo, pero
es la de Weinberg la que mayor repercusion tiene en lag
regiones internas de este.

(2-21)

En ninguna de las dos correcciones se considera el efec-
to de una peturbacion periddica. Para los cimulos globu-
lares la perturbacién tiene un comportamiento periddico
con el bulbo y el disco galictico. Con este iltimo, dos
veces por periddo orbital.

A continuacién estudiamos el comportamiento de un
sistema que es perturbado de manera periédica, buscando
entender el efecto que las resonancias tienen en su evolu-
cién. Se obtienen sus soluciones analiticas aproximadas,
a primer y segundo orden. Se comparan con la solucién
numnérica. Destacamos la utilidad de las aproximaciones
analiticas para entender el comportamiento del sistema,
dentro de los Hmites de validez de estd aproximacidn.

2.3 Oscilador Arménico Forzado por una Fuerza
de Marea Periédica

En e} siguiente paso de nuestra aproximacidn, supone-
mos que las estrellas dentro del cumulos, inicalmente se
mueven bajo la influencia de un potencial armdnico. Las
estrellas en este potencial se mueven con una frecuencia
natural de oscilacidn wg. Las estrellas en este potencial se

*Gnedin y Ostriker (1997} sélo dan {a forma funcional de ésta aproxi-
macién refiriendo a un articulo en preparacién, por lo que no queda
clara su justificacidén.
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Fig. 2.4.— Correccidén adiabatica de Spitzer y Weinberg como
funcién del parametro 3. Ver discusidn en el texto.

sometena a una perturbacién periddica, F;. La ecuacién
de movimiento para este sistema estd dada por,

F+wiz = F, (3-1)
donde F; tiene la siguiente forma,
F,=ezf(t), con  f(t) = sen{wyt). (3-2)

La dependencia lineal en z, es igual a la presentada por
Spitzer {1958). La amplitud de la perturbacién estid dada
por €. La dependencia temporal de la ecuacién (3-2) es
la mas sencilla que introduce un comportamiento periddi-
co para la fuerza externa. En la Fig. 2.5 se muestra la
representacidn esquemdtica de este sistema.

Como el sistema (3-1) no tiene solucién analitica,

su comportamiento se tiene que estudiar por métodos
numéricos.

La teoria de perturbaciones se puede aplicar si la ampli-
tud de la perturbacién es pequefia (¢ — 0), y si el sistema
no perturbado tiene sclucién analitica (Lichtenberg y Lie-
berman 1992, Cap. 2). Esto implica que la amplitud de
la perturbacién, ¢, debe ser pequefia respecto al cuadrado
de la frecuencia angular de la estrella (w2, conocido como
término arménico). La amplitud de la fuerza de marea
estd dada por

GM,
p3
donde M, es la masa del perturbador y p la distancia
minima entre el cimulo y el perturbador.

La importancia del término perturbativo, relativa al

£ =

? (3'3)

N

-

_

TR

i
y

ﬁ>"”—-
>
=

Fig. 2.5— Representacién esquemdatica del oscilador
armoénico forzado por una fuerza de marea periédica. El re-
sorte representa el comportamiento arménico del potencial del
cimulo, el cual es perturbado por una fuerza de marea pe-
riédica, de amplitud ¢ y periédo P,.

término arménico esta dada por
GM,/p®
£ GMy/p

w2 w?

£

(3-4)

Para estimar si es correcto utilizar la tecria de per-
turbaciones hemos calculado algunos valores de la expre-
sién (3-4). Para una estrella en 74, €/w? tiene un va-

__lor de 2.23x10=%, y en r; de (148 (con G=1, r;=5 pc,.

Mp/M=1.43x10%, p/r,=400 y ry/rs ~6). En ambos ca-
s0s €/w? < 1, de donde se concluye, que los resultados
de la teoria de perturbaciones serdn una buenha aproxima-
cién para describir el comportamiento del sistema en el
intervalo (rp—r).

El limite de validez de ésta aproximacién se puede ob-
tener de,

Yol <1, (3-5)
despejando w obtenemos su valor limite
[ M
Wimite ~ "532 = 0.047, (3-6)

Utilizando la relacién entre la frecuencia y el radio de la
6rbita, v suponiendo que es una 6rbita circular para la
estrella, donde wy = 1y 3/ ? obtenemos el valor limite para

el radio, »
Tlimite < W = 7.6Th. (3-7)

De lo anterior vemos que es posible resolver la ec. (3-1)
utilizando la teoria de perturbaciones.
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A continuacién resolvemos el sistema (3-1) utilizando
la teoria de perturbaciones y comparamos el resultado con
la solucién numérica del sistema.

2.3.1 Solucién por teoria de perturbaciones

El primer paso para encontrar la solucién por teoria de
perturbaciones es expresar la variable , como una expan-
sidn en series de potencias de ¢ (Spitzer 1958),

(n} _ 2 n
T =xpFeryF €T+ .. € Ty,

(3-8)

donde sustituyendo en ec. (3-1) e igualando términos del
mismo orden en ¢ se obtiene el siguiente sistema de ecua-
ciones,

Fo4+wire = 0 (3-9)
# +wiz = zosin(wyt) (3-10)
Fo +wize = 1z sin(wpt) (3-11)

De esta forma podemos encontrar la solucién al orden de-
seado en ¢, usando el método de variacion de parametros
{Davis 1981). Las aproximaciones sucesivas r,, estaran
dadas por

Zn () = Ap(2) cos(wpt) + By (t) sin{wpt), (3-12)

con las variables A, v B, dadas por
t
An(t) = - [ sinfw,7) sin(weT)Tn—1 (7)d7,(3-13)
)

Bn(t)

Il

[t sin(w,7) cos{woT)rn_1(7)dr. (3-14}
0

A orden cero encontramos que Ay y By son independien-
tes del tiempo y constituyen la solucién al sistema ho-
mogéneo:

20 (t) = xp = Ag cos{wypt) + Bp sin(wgt). (3-15)

Para obtener la solucidn a primer orden es necesario co-
nocer xy, que estd dado por

x1(8) = A; (1) cos{wgt) + B1 (1) sin(wgt), (3-16)
con 4; y B, dados por
A1) = — /t sin{w,7) sin{weT}zo(7)dT, (3-17)
0
Bi(t) = /tsin(wp-r) cos{waT)rg (7)dr. {3-18)
0

La solucién a primer orden para r y &, estin dadas por

V@) = xptem
() = Apcos(wgt) + Bo sin{wot)
+  €[A1 () cos(wot) + Bi(t) sin(wot)],
(3-19)

#V(t) = o +eiy
#1(1) — Agwyp sin{wot) + Bowo cos(wot)
+  e{]A(t) cos{wot) + Bj(t) sin{wot)
+  wo[—Ai(t)sin(wot) + By (t) cos(wot)]}-

(3-20)

donde A} y B! son las derivadas temporales de los coefi-
cientes A; y B,.

De igual forma la solucién a segundo orden paraz y &
estd dada por

.'17(2)(t) = Ip+e€r+ )
() = Apcos(wot) + By sin(wot)
4+ €[A1(t) cos{wat} + By sin{wpt)]
+  €2[Aa(t) cos(wot) + Ba(t) sin{wet)],
(3-21)
&2 (t) = do+ei1+ Ezzi’:g
) #M(t) + {[A(t) cos(wot) + B4 (t) sin(wot)
+  wo[—Ay(t) sin(wot) + Ba(¢) cos(wot)]},
(3-22)
con A; y By dados por
¢
Ax(t) = —/ sin{w,7) sin{wo7)zy (7)dr, (3-23)
Baft) = / sin(wp,T) cos{weT )z (T)dT, (3-24)
)

respectivamente. A} y B} son sus derivadas temporales
correspondientes.

En §2.3.3 comparamos los resultados de z{!) y z(?) con
fa solucidn numérica, para un amplio intervalo de frecuen-
cias y amplitudes de la perturbacién.

2.3.2 Solucién numérica

La solucidn numérica se obtiene integrando la ecuacién
{3-1). Esta se realizé con el método de Bulirsch--Stoer
(Press et el. 1992), que utiliza un integrador Runge-Kutta
de 4° orden. Esta rutina controla los errores de trunca-
miento en la solucién, ajustando el paso de integracién.
También tiene una rutina de interpolacién para optimizar
el tiempo on que se converge a la solucién.

El célculo de la integracidn numérica se realizé con un
codigo en FORTRAN. Los calculos se hicieron en doble
precisién en una magquina SPARC 20.

Las condiciones iniciales que se utilizaron, en posicion
y velocidad, son:
A) =0y 2 =1 (linea sdlida en las Fig. 2.6-2.8. ).

Fig. 2.6-2.8.).

0 (linea de puntos y trazos en las
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En cada caso se consideran los siguientes valores para
la amplitud de la perturbacién: € = 1, 0.5, 0.1 y 0.01.
Los valores considerados para w, son de: 0.01, 0.1, 0.3,
0.5,0.7,0.99, 1.5, 2 y 10. En todos los casos la frecuencia
natural del sistema es de wp=1.

Con estas condiciones iniciales es posible estudiar el
comportamiento en el limite adiabitico y el impulsivo,
asi como la transicion entre ellos. También es posible
estudiar su comportamiento para distintos valores de la
perturbacién. Hemos utilizado dos condiciones iniciales,
en posicién y velocidad, para mostrar que los resultados
son independientes de ellas.

En las figuras 2.6 y 2.7, se muestra la solucién numérica
de la ec. (3-1) para e=1y 0.5, y para los nueve valores de
wp, respectivamente. En la Fig. 2.6a y 2.7a se muestra la
solucién el espacio fase y en las figuras 2.6b y 2.7b la evo-
lucién temporal de la variable espacial z. En esta figura
se muestra el comportamiento de la perturbacién (linea
de trazo corto).

Enla Fig. 2.8, se muestra la solucién en el espacio fase
para las amplitudes e=0.1 y 0.01. Para estos valores de
la amplitud no se muestra la evolucién temporal de z,
debido a que en la mayor parte de los valores de wp, no
hay variaciones importantes en su comportamiento.

En las Fig. 2.6a, 2.7a y 2.8, el intervalo temporal grafi-
cado es de 80 periodos del oscilador no perturbado. Aun-
que en algunos casos la trayectoria se sale del intervalo
espacial graficado, es pesible dar una deseripeién de su
comportamiento, que en estos casos coresponden a reso-
nancias.

En las Fig. 2.6b y 2.7b el tiempo graficado se indica
en el recuadro derecho junto con la frecuencia correspon-
diente. El intervalo temporal, para estas graficas, fué el
necesario para resaltar las caracteristicas més importantes

del movimiento en cada uno de los casos.

Como en todos los casos, €l comportamiento para las
condiciones iniciales, A y B, es muy parecido, por lo que
no haremos referencia especifica a ninguna de ellas, sélo
describiremos el movimiento general que ambas presentan,

A continuacidn se discute en detalle los resultados como
funcidn de la amplitud de la perturbacién.

Amplitud de perturbacién fuerte (e=1)

Para las frecuencias w,=0.01, 0.1 y 0.3, (Fig. 2.6b), la
amplitud de oscilacién aumenta como funcién del tiempo,
alcanzando su maximo cuando la amplitud de la perturba-
cién es méaxima. Después de estd transicidn, la amplitud
del oscilador se queda con una amplitud mayor a la que
tenia antes de que la perturbacién alcanzara su mdximo.
El oscilador continua con un comportamiento, aproxima-
damente armdnico durante ~ 6, 3 ¥ 1.5 periodos, respec-
tivamente. Antes de que la amplitud de la perturbacién
alcanze nuevamente su maximo, aumentando su amplitud
de oscilacidn. Esto significa que la respuesta del oscilador
es funcién de la fase del perturbador, y esta aumenta ca-
da vez que la amplitud de la perturbacién es maxima, los

que parece indicar que la perturbacién inyecta energia pe-
riddicamente en el sistema, haciendo que la amplitud de
oscilacién anmente como funcién del tiempo. Especifica-
mente con el periodo del perturbador.

Para wp=0.5 y 0.7, el oscilador pasa por varias tran-
siciones que no parecen ser periddicas. Sin embargo, su
amplitud de oscilacién se encuentra acotada en el espa~
cio fase. Este tipo de comportamiento se le conoce como
intermitencia®. Esta es una solucién no periédica del sis-
tema, que en esté caso es estable, que como veremos en
los resultados de la Fig. 2.9, la amplitud de su oscilacién
no crece como en el caso de wp=0.01, 0.1 y 0.3.

Paralas w, = 0.99, 1.5 ¥ 2, los osciladores entran en re-
sonancia con el perturbador desde sus primeros periodos.
El oscilador tiende a adoptar la frecuencia de oscilacidon
del perturbador.

Para wy, = 10, el oscilador casi no es afectado por la
perturbacién, porque esta oscila tan rapido que en pro-
medio su efecto se anula. Atn asi, el efecto no se anula
del todo, y se manifiesta como una ligera variacidn en su
amplitud de oscilacién,

Amplitud de perturbacién mediana (¢=0.5)

Para w,= 0.01, 0.1, 0.3, 0.5 y 0.7, su amplitud de os-
cilacién muestra una modulacién que es maxima cuan-
do la aplitud de la perturbacién alcanza su maximo (ver
Fig. 2.7b). Por su comportamiento en el intervalo tempo-
ral que se grafica, esta parece ser una solucién periddica
v estable del sistema.

Para la wp=0.99, la amplitud de su oscilacién aumen-
ta continuamente hasta entrar en resonancia con la per-
turbacién. E! oscilador tiene la misma frecuencia de la
perturbacién, pero con un desfasamiento de #/2. Para la

-wy="135-el-oscilador no-entra-en-resonancia comoenla
amplitud anterior (e=1}, y al parecer tiene un comporta-
miento intermitente, porque su comportemiento no parece
ser periddico.

Parala wp=2 el oscilador, igual que para e=1, entra en
resonancia con la perturbacién.

Para la w,=10, como ya se se vio en la amplitud an-

la oscilacién del perturbador

P
4nida
es tan rapida, guc

tarinr
UL Aty
su efecto en promedio se anula. La amplitud de la per-
turbacién es la mitad que la del oscilador, razén por la
cual su efecto disminuye considerablemente respecto a la
amplitud anterior (e=1).

Para ésta amplitud, se tiene un comportamiento adiabati-
co cuando wpfwp < 1.

Amplitud de perturbacién débil (¢ = 0.1 y 0.01)

Para estas frecuencias no se muestra explicitamente el
comportamiento temporal de x, porque los efectos de la
perturbacién sélo son importantes para algunos valores de
Wp.

3Tste es un comportamiento que ocurre es sistema dindmicos no li-
neales, y que fué descubierto por E. Lorenz {1963).
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Fig. 2.6.— Eu (a) se muestra la evolucién temporal de la solucién numérica en el espacio fase para un oscilador arménico perturbado por una fuerza de marea
peri6dica. La linea solida, y la de trazo y puntos son las soluciones numéricas. En (b) se muestra ia evolucién temporal de la variable espacial, z, para cada una de
las frecuencias w, que hemos considerado. En este caso la linea punteada es la perturbacién del sistema. Ver en el texto la discusién de cada caso.
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Fig. 2.7— En {a) se muestra la evolucién temporal de la solucién numérica en el espacio fase para un oscilador arménico perturbadoe por una fuerza de marea
periddica. La linea sélida, y la de trazo y puntos son las soluciones numéricas. En (b) se muestra la evolucién temporal de la variable espacial, #, para cada una de
las frecuencias w, que hemos considerado. En este caso la linea punteada es la perturbacidn del sistema. Ver en el texto la discusién de cada caso.
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Fig. 2.8.— Evolucidn de la solucién numérica en el espacio fase para ¢ = 0.1 y 0.01. La linea sélida, y !a de trazo y puntos son
1as soluciones numéricas. Ver en el texto la discusidén de cada caso.

Para ¢=0.1, el efecto que la perturbacion tiene sobre
su amplitud de oscilacidén es muy pequeiio.

Las trayectorias en el espacio fase casi no muestan cam-
bios. Para wp=0.01, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 ¥ 10 los cambios en
las trayectorias son apenas apreciables. Lo mismo pode-
mos decir para e=0.1, aumentando el caso de wp=0.99 y
1.5.

Para w,=0.99, para ¢=0.1 y 0.01, el intervalo en fre-
cuecias que abarca la resonancia en wy=1 disminuye, por
lo que es posible conocer su comportamiento. El ancho

de la resonancia, Aw, se define como (Marion y Thornton
1988),

Egrbita
AE(por periodo)’

Aw ~ 2w (3-25)

Para wp=2, el comportamiento es resonante para am-
bas amplitudes. El efecto de la perturbacién para e=0.01
s6lo se manifiesta por la resonancia en w,=2.

En resumen, la amplitud de la perturbacién juega un
papel importante en el comportamiento del sistema por-
que ésta amplifica el efecto de las resonancias. Asi mismo,
la amplitud del oscilador estd en funcién de la amplitud y
frecuencia de la perturbacién, que permite distintos tipos
de comportamiento para un sistema dado.

En particular, cuando la amplitud de la perturbacion
es considerable, la amplitud de la oscilacién, para algu-
nas frecuencias, aumenta como funcién del tiempo, de tal
forma que la energfa del oscilador aumenta de manera
continua.

2.3.3 Comparacién de la solucién numérica y las
aproximaciones analiticas.

Para estimar el intervalo de frecuencias en que es vili-
do utilizar Ia aproximacién a primer y segundo la hemos
comparado con la solucién numérica, en particular para
la energia.

Comparacién de ia energia

Las aproximaciones analiticas, a primer y segundo or-
den, se comparan con la solucién numérica durante 300
periodos correspendientes al sistema no perturbado. Esto
se hizo para que los experimentos en el régimen impulsivo,
experimenten mas de una fase completa de la perturba-
cion.

Los cocientes iniciales, entre las frecuencias de pertur-
bacién y del oscilador, estdn en el intervalo de 10-% <
wpfwo < 10°. La posicién y velocidad iniciales, para la
solucién numérica son: =0y #=1.

La soluciones aproximacas se obtienen sustituyendo los
valores de wo, wp,, € ¥ ¢ en las ec. {3-19) y (3-20), para la
solucién a primer orden; y en (3-21) y (3-22) a segundo
orden.

En las Fig. 2,10 v 2.11, se presntan los cambios en la
energia por periodo de oscilacidn, como funcién dei cocien-
te wy/wp. Los resultados se muestran después de cada 30
periodos del parturbador, hasta legar a los 300. Este se
encuentra indicado en el lado derecho de cada grafica. En
la Fig. 2.10 se presentan los resultados para e=1y 0.1, vy
en la Fig. 2.11 para ¢=0.01 y 0.001.

Los diferentes estilos de lineas de las Fig. 2.9 y 2.10,
muestran la variacién de la energfa para la solucién
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y 0.1, como funcién del cociente wp/wo, para el oscilador arménico
las aproximaciones analiticas, a primer (linea delgada continua} y
el recuadro del lade derecho.
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continua) y segundo orden (linea punteada). Cada una de las grificas corresponde al tiempo que se muestra en el recuadro del lado derecho.
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Fig. 2.11.— Comparacién de las aproximaciones, a primer (linea sélida) y segundo orden (linea de puntos), con la solucién
numérica, con el parametro de incompletez i {ver texto para detalles). Se muestra la comparacién para distintos valores de la
amplitud de la perturbacion e, la cual se indica en la parte superior derecha de cada panel.

numérica (linea continua gruesa) y las soluciones aproxi-
madas, a primer y segundo orden (linea continua delgada
y de puntos, respectivamente).

En todos los casos, las tres curvas tienen el mismo com-

€ < 0.1, coincide de manera satisfactoria con la solucién
numérica. En este caso la aproximacién a segundo orden
divergerge del resultado numérico en la regién adiabéti-
ca. Esto se explica al examinar los coeficientes A2(¢) y

portamiento en el régimen impulsivo {(w,/we — 0o). Enla
regién adiabdtica (wp/wo — 0), las tres curvas difieren en
su comportamiento para valores grandes de la amplitud
de la perturbacidn.

Para e=1, la solucién numeérica presenta un comporta-
miento sumamente complejo, en particular si wy,/we — 0,
donde la energia, en algunas frecuencias, aumenta su va-
lor coino funcidn del tiempo. La solucion a primer orden
coincide con la solucién numérica, para log{w,/wp) < 0.5,
y la solucién a segundo orden para log(wp/we) > 1.5. En
este caso, como ya habiamos visto en la § 2.3.2, el osci-
lador experimenta transiciones en su amplitud de oscila-
cién, asi como de su energia como funcién del periodo de
la pertubacién (intermitencia).

Para € < 1 la zona de convergencia entre las solucidnes
a primer y segundo orden, y la solucién numérica, se ex-
tiende del régimen impulsivo hacia el adiabético, coinci-
diendo con e! comportamiento del oscilador, que se ob-
tiene numéricamente, en sus caracteristicas mas notables.
Algunas de ellas son: la resonancia en wp/wp=2, la pen-
diente (de la solucién numérica} y la magnitud de cambio
en su energia.

En particular, la aproximacién a primer orden para

Bz(t), a3l como sus derivadas, que muestran términos de

la forma w;™, que para valores de m entre 2 y 6, que
para wyp — 0, tiene un comportamiento divergente. Este
problema es conocido como el problema del denominedor
pequenio, que es 1o que ocasioha el comportamiento diver-
gente en las aproximaciones analiticas (ver § 2 y § 2.1b
de Lichtenberg y Lieberman 1993). Este comportamien-
to, en las soluciones, a primer ¥ segundo orden, muestra
claramente las limitaciones de la teor{a de perturbaciones.

Como ya hemos dicho, el incremento en la energia del
oscilador es funcién de e. Para ¢=1 el incremento de la
energia estd, entre 10~* y 1071, para e=0.1 entre 1073 y
1079, para ¢=0.01 entre 10~* y 10~° y para €=20.001 entre
10~% y 1012, Para los valores de € <1, el incremento en
la energia para cocientes de las freciencias wp/wp < 2, es
pequena. Sin embargo, para wp/we > 2, la energia del
oscilador cambia lentamente con el tiempo.

Como funcién del tiempo (ver Fig. 2.10 y 2.11), la so-
lucién a segundo orden diverge del la solucion numéri-
ca. Por ejemplo, para €=0.01, el intervalo en que di-
cha aproximacién converge en el régimen impulsivo hasta
log{wp/we) ~ —0.4, para t=30, y del régimen impulsivo
hasta log(wp/wo) ~ 0.6, para t=300. Vemos que el in-
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tervalo de convergencia para la solucién a segundo orden
disminuyé en 0.8 ordenes de magnitud en 270 unidades
de tiempo.

El incremento de la energia, en la regién adiabdtica,
para todos los casos tiene un comportamiento aproximado
de AE ~ (wp/wp)? Py

Comparacién entre las soluciones

Para dar una medida cuantitativa de la similitud en-
tre las solucién, aproximada, a primer y segundo orden,
con la numérica se utiliz6 el pardmetro de incompletez, 2,
que nos permite comparar el comportamiento entre am-
bas soluciones durante el intervalo de tiempo considerado.
Este pardmetro se define de la siguiente forma (Binney y
Spergel 1982),

N f 9rA mra s
2 o ez (A ()] — [Aen ()] i
% Ziil {wiznum(£:)]% = [Cnum (t,-)]2}' (3-26)

donde N es el niimero de puntos muestreados donde se
comparan las soluciones analiticas {a primer y segundo
orden) ¥ la numérica, en un intervalo de tiempo dado;
Ar™ = 2" —Tpum ¥ Av™ = " — vpum, con n = 1,2 6l
orden de la aproximacién de que se trate. La ecuacién (3-
24) es una medida de la desviacién cuadratica media entre
la solucién numérica y la solucién analitica. Este procedi-
miento tiene mayor validez estadistica de la que se obtiene
al comparar solo los puntos finales de cada solucidn.

El tiempo que se comparan las soluciones es de 2 veces
ct periodo de la perturbacién (2x2x/w,). El intervalo
temporal entre los puntos de comparacién estd dado por,

2 x Perfodo 2 x 27
At = - = .
f\r‘ JVLLJP

(3-27)

Los resultados de i para las aproximaciones, a primer
y segundo orden (linea sdlida y de puntos ) se muestran
en la Fig. 2.11. En tada uno de los paneles se muestran
los resultados para los valores de ¢ = 0.1, 0.01, 0.001 y
0.0001. Ed nimero de puntos para cada valor de wy/wo es
de 10%. En esta figura se puede comparar, para cada valor
de €, con los de las Fig. 2.9 y 2.10 para t~ 30, porque el
intervalo de comparacién no abarca las 300 unidades de
tiempo que se muestran en dichas figuras.

En la Fig. 2.11 hay mdas de 80 drdenes de magnitud en
la variacién de los valores de 2. Esto puede parecer sos-
pechoso, si consideramos que la precisién numeérica con la
que se realizan las aperaciones sélo tiene 16 cifras signi-
ficativas. En este caso, cada valor de 2 s6lo depende del
la solucidn numeérica y de la solucidn analitica (a primer
¥ segundo orden), para cada valor de wy /wg.

En la Fig. 2.11 vemos gue la solucién a segundo orden
es la que menos se desvia de la solucion numérica en el
régimen impulsivo, porque es la que muestra los valores
mas pequefios para i2, Los intervalos en que mejor con-
vergen las soluciones analfticas, para cada valor de ¢, son:
100 < wpfwg < 1000 para € = 0.1, 30 < wpfwp < 1000

para € = 0.01, 10 < w,/wg < 1000 para ¢ = 0.001 y
0.3 < wpfwy < 1000 para ¢ = 0.0001. Después de estos
intervalos la solucién a segundo orden diverge mas rapido
que la solucién a primer orden. Sin embargo, sigue siendo
la que mejor coincidencia tiene con la solucién numérica.

La rapida divergencia de la solucién a segundo orden
se debe, como ya se menciono en la seccién § 2.2.2, a la
dependencia que tienen los coeficientes: 4, y By a primer
orden; y Ay ¥ B2, a segundo orden, con la frecuencia de la
perturbacién. Los coeficientes a primer orden tienen una
dependencia de ~ w, ly wy 2y a segundo orden ~ Wy 4
y de w, 6 por estd razén es mayor la pendiente para la
aproximacién a segundo orden.

El comportamiento de ambas soluciones tiene cam-
bios en sus pendientes alrededor de w,/wp=2, punto que
habifamos identificado como una resonancia {ver §2.2.2).
La pendiente de ambas curvas se vuelve plana en el inter-
valo de 0.9 < wp/fwp < 2.

El cambio en la pendiente alrededor de wp/wo ~ 1, es
debide a cambios en el valor del cociente de las frecuen-
cias.

Para determinar el comportamiento de un sistema de
manera precisa utilizando la teoria de perturbaciones, es
indispensable que la amplitud de la perturbacién sea pe-
guefia, y que el orden con el que se realize la aproximacidn
sea suficientemente grande, para que el intervalo de con-
vergencia sea mayor. Sin embargo, hay que ser cuidado-
508, ya que se puede tener un comportamiento divergente
de las series con las que se realiza la aproximacién, como
el que muestra la solucién a segundo orden, si wpfwp —
0, o cuando los coeficientes A, y B, estdn en términos de
w, ™ para valores de m > 1.

Hemos estudiado el comportamiento del oscilador armdni-

co forzado con una fuerza de marea periddica. Los cam-
bios cuantitativos y cualitativos son funcion de la ampli-
tud de la perturbacién. Cuando la amplitud de la per-
turbacién es grande, los cambios de la energia. en el régi-
men adiabatico, crecen de manera no lineal con el tiem-
po. Cuando la amplitud de la perturbacién es pequetia,
su efecto sobre el oscilador se manifiesta por medio de re-
sonancias. Dichos efectos estdn presentes en la evolucién
de un cimulo globular, debido a que su interaccidn con el
disco y el bulbo es periddica.

Hasta ahora, los modelos expuestos son demasiado sen-
cillos, aunque de gran utilidad para entender el efecto de
los choques de marea sobre las estrellas del cimulo. Sin
embargo, estos estdn limitados si se pretende involucrar
todos los elementos que afectan un ciimulo real, de ahf la
necesidad de buscar mejores modelos que nos ayuden a
entender este proceso. Proponemos, como siguiente paso
en nuestro estudio, andlizar el fendmeno de los choques
gravitacionales utilizando el problema de los tres cuerpos.
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2.4 Aproximacién con el Problema de Tres Cuer-
pos

En estd aproximacitn es posible considerar el potencial
gravitactonal de la Galaxia y del cimulo sobre las estre-
llas de este, asi como las variaciones periddicas asociadas
a al periédo orbital del ciimulo alrededor de la Galaxia.
En este contexto las estrellas se mueven bajo la influencia
del potencial galdctico {®g) ¥ del ctimulo ($.), que son
representados como puntos masa. La masa de las estre-
llas se considera infinitamente peguena respecto a la de la
Galaxia (Mg), y ala del cimulo (M), por tanto la fuerza
de las estrellas sobre Mg ¥y M, es despreciable. El movi-
miento relativo entre el ciimulo y la Galaxia se resuelve
como un problema de dos cuerpos (ver discusién y refe-
rencias en Boccaletti y Pucacco, 1996 § 4). Si el cimulo
se mueve en 6rbita circular alrededor de la Galaxia, las
estrellas tienen una integral de movimiento llamada Inte-
gral de Jacobi?, que es de gran utilidad para parametrizar
el comportamiento de sus drbitas.

Esta aproximacion ha sido ampliamente explorada en
el estudio de distintos sistemas astronémicos. Para el caso
de los cumulos globulares, con su implementacion se han
logrado importantes contribuciones en la comprensidn de
los efectos causados por el campo de marea. A continua-
cién hacemos una breve revisién de algunos de ellos.

Hénon (1970) realiza un estudio numérico® de este
problema. El reporta que las drbitas retrégradas (ver
Fig. 2.12) son més estables que las directas, es decir, per-
manecen mayor tiempo ligadas al cimulo.

Keenan e Innanen (1975) realizan un estudio numéri-
co donde consideran a los cimulos en 6rbitas circulares y
elipticas, ¥ a las estrellas en una distribucién esférica alre-
dedor del centro de masa del ctimulo. Ellos reportan que

retrégradas (r.). Estos limites varfan entre r./rp = 1.9 y
rr/rp = 2.1, donde el primer valor le corresponde a una
estrella en érbita radial y el segundo a una en 6rbita cir-
cular. El cociente entre los radios limites, como funcién
de la excentricidad del cimulo estd dado por,

Tr o [5+e+2(4+e)1/2]2/3. 1)

Tp 3+e
Innanen (1979) menciona que la aceleracién de Coriolis es
despeciable la mayor parte del tiempo (para las 6rbitas
del cumulo muy excéntricas), pero que aiin asi, son las
estrellas en orbitas retrégradas las que permanecen mas
ligadas al cdmulo.

Keenan (1981a y 1981b) retoma el andlisis utilizando
las superficies de seccidn y la integral de Jacobi, tanto para,
el caso circular como para el eliptico (ver Boccaletti y Pu-
cacco, 1996 § 4.7). El confirma que las 6rbitas retrégradas
son las que mds tiempo sobreviven en las regiones externas
del cimulo en presencia de la fuerza de marea. Ademds
encuentra que €l radio limite de los climulos es mas pe-
quefio que el estimado por King (1962), v, (Keenan) ~ 0.7
r¢(King). Como parte de su anélisis reporta que cuando
la energia de las estrellas (respecto al ciimulo) es mayor
que cero, éstas escapan definitivamente del cimulo. Con-
firma, nuevamente, que las estrellas en planos dOrbitales
muy inclinados (respecto al plano cimulo—Galaxia), y en
érbitas directas, son lag que tienen mayor probalilidad de
escapar.

En resumen, el estudio de los choques gravitacionales
por medio de estd aproximacion ha ayudado a entender
este fendmeno. Contando entre sus resultados mdas im-
portantes log siguientes: los cimulos se deforman debido
al campo de marea galactico; las estrellas en drbitas re-

las 6rbitas-mds-estables-son-las-que-se-mueven-en-sentido—trégradas-son-mds-estables-que-las-que-se-encuentranen -

retrégrado respecto al movimiento del ciimulo, con excen-
tricidades menores a 0.5, y en drbitas de poca inclinacién
respecto al plano orbital Galaxia—cimulo.

Jefferys (1976), partiendo nuevamente de ésta aproxi-
macion, y utilizando la integral de Jacobi junto con el
método de superficies de seccién {ver Jefferys 1974), en-
cuentra gue ¢l efecto del campo diferencial galdctico defor-
ma a los cimulos, haciéndolos prolatos u oblatos, segin la
posicién del cimulo en la Galaxia. Ademas, reafirma que
las érbitas retrégradas son mds estables que las directas.

Innanen {1979} célcula la aceleracién que experimenta
una estrella en un marco de referencia no inercial, consi-
derando que la érbita del cimulo es circular. El reporta
que el sentido de la aceleracién de Coriolis impone dis-
tintos radios limites para las érbitas directas (rp) y las

4El nombre es en honor a Jacobi que en 1823 formulé el problema

de los tres cuerpos restringido, aunque parece gue Euler ya habia
mencionado su existencia desde 1772, Ver introduccién del libro
Celestial Mechanics de H. Poincaré, por D.L. Goroff (1991).

*Cuando nos referimos a un estudio numérico significa que las ecua-
ciones de movimiento se resuelven de manera numérica porque no
Se conoce una solucién analitica.

drbitas directas; el radio limite para las estrellas en érbi-
tas retrégradas es el doble que para las directas; y que
las estrellas con energia de ligadura, respecto al cdmulo,
mayor o igual a cero escapan definitivamente del ciimulo.

Como en este trabajo nos interesa entender como ocu-
rre en detalle la inyeccién de energia en las regiones inter-
nas del cimulo, hemos planteado estd aproximacion para
estudiar dicha inyeccién como funcién de la amplitud de
la perturbacién y del periédo de las estrellas dentro del
cimulo. A contimiacién presentamos la implementacion
del problema, continuando con la presentacién y discusién
de los resultados, finalizando con las conclusiones.

2.4.1 Implementacién numérica del problema

Consideremos un sistema de coordenadas anclado en el
centro de la Galaxia. El cimulo se encuentra en 6rbita
alrededor de ésta, en el plano Z=0. El movimiento de las
estrellas estd determinado por el potencial de la Galaxia
(®g) y del cimulo ($.). Las ecuaciones de movimiento
para la estrella son:

od,

X, = -E"E—s'-'

0%
8X,’
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}"/s _—3‘:}6 _ B‘I)G‘ A
Oy 3Y, 7
- ad I9%q
Zy = ———L£ 1= -
9z, 0Z,° (4-2)
donde {z..¥s, 2;) ¥ (X;,Ys, Z;) son las posiciones de la
estrella, respecto al cimulo, v a la Galaxia, respectiva- % 6 -mn2
mente. El movimiento del cimulo estd determinado por v ,/_\
. 0dq
X =G
< aXc 1
.. b5 L) Tes
v, = %8¢ (4-3) ¢ y
oY, —
=T C.C
con ¢ v @, dados po ' al centro
G Y %e por de la Galaxia
GMq
P = 4-4
¢=p U (4-4)
G M,
P, = , (4-3)
Ts X

respectivamente. La variable R, s es la distancia de la
Galaxia al cimulo ¢ a la estrella, segin sea el caso.
La relacién vectorial entre ellas estd determinada por
rslec - Rsi-

2.4.2 Condiciones Iniciales

Las estrellas de prueba se lanzan inicialmente en 6rbi-
tas circulares airededor del cimulo, en planos definidos
por lag variables @ v ¢. Nos referimos a estos planos como
los Planos FEstelares, PE, que se define por los angulos:
8, que es el dngulo entre el plano orbital ciimulo Galaxia
v PE: v &, que es el 4ngulo entre la interseccion de estos
plancs con la direccién de la Galaxia en t=0), es decir, con
el eje y (ver Fig. 2.12).

El radio de cada drbita estd parametrizado por su fre-
cuencia angular de rotacién (w,), que para el caso keple-
rianc estd dada por

we = (GM)V/2r 32, (4-6)
donde 1., es el radio inicial de la drbita estelar respecto
al centro del del cimulo. El sistema de unidades es tal
que G=1, M.=1, Mg=1x10"M® y la unidad de longitud
como el radio mediance de masa, r,=1. De lo anterior se
tiene que w, = r‘;” Z

Para cada valor de w, se lanzan 40 estrellas distribuidas
de manera uniforme en fase orbital 4. El cambio final en
la energia es el promedio de las 40 fases de cada frecuen-
cia orbital. De estd forma se garantiza quec el resultado
sélo sea funcién de la frecuencia inicial de la orbital de la
estrella.

En la Tabla I se muestran los valores adoptados para
8.0y .

Nuestros experimentos estdn divididos en dos seties,
cada uno corresponde al sentido de giro en gue se lanzan

SEn este caso sélo se considero la masa del bulbo galdctico, dentro
de 2 kpc del centro.

Fig. 2.12.— Plano de las condiciones iniciales para las esire-
llas prueba, respecto al centro del cimule. El Plano Estelar
(P.E.), queda definido con los angulos 8 y ¢. La fase de las
estrellas en P.E. con .

las estrellas, respecto a la direccién de movimiento del
cimulo. En un caso, el vector de momento angular en
la componente z, (w?) es paralelo {directo) al vector del
momento atngular del ctimula, 2, vy en ¢l otro caso es
antiparalelo (retrégrado, ver Fig. 2.12).

Hemos considerado cuatro valores de la excentricidad
para las drbitas del los cimulos, para el perigaldctico que
hemos considerado, 2 kpc?. Los valores de la excentrici-
dad, en nuestros experimentos, se indican en la primera
columna de la Tabla IT. Con estos valores se tiene un am-
plic intervalo para la variacién temporal de la fuerza de
marea, desde un valor constante para e=0.0, hasta la va-
riacién mas extrema, con e=0.75.

En la Fig. 2.14, se muestran las érbitas de los ciimulos
para cada excentricidad considerada. En la Fig. 2.15 se
muestra el intervalo de variacion de la fuerza de marea
para estas 6rbitas.

La posicidn inicial de los ciimulos, en nuestras simula-
ciones es el apogaldctico de su 6rbita. Ahf es el lugar don-
de se mide y reporta la energia de ligadura de las estrellas,
después de completar cada periodo orbital. El tiempo de
integracién para cada ciimulo es de 10 periodos orbitales.

En la Tabla II se muestran los valores de Rperi, Rapa. ¥
¢l periodo orhital del ciimulo, para las drbitas circulares y

7S6lo hemos considerado un valor para la amplitud méaxima de la
perturbacidn, porque en este caso s6lo quereincs entender el efecto
de la variacién periddica de la fuerza de maera. 5i cambiameos el
valor del perigaldctica, sélo esperamos una variacién en la amplitud
del efecto de los chogues.
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TABLA 1
CONDICIONES INICIALES

Variable Intervalo de Variacién Incremento Nimero de casos
6 0<8<x/2 ©/6 4
] 0<o<2n 7/3 6
0 0<y<2m /20 40
Orbita retrograda
.75
Fig. 2.13.— Direccitn inicial de la velocidad de las estrellas 0.50
respecto a la direccién de movimiento del cimulo.
0.25
elipticas (Py). También se muestra el tiempo de CPU en 0.00
el que se realizd cada experimento. La solucion del sistema
se obtiene de forma numérica, integrando con el método de
Bulirsch-Stoer, con un programa en FORTRAN en doble
precision. Todos los experimentos se realizaron en una
maquina Origin 2000, de Silicon Graphics.

Energia de Jacobi

Para estimar la confiabilidad del integrador se mide la

conservacion de la enefgia dé Jacobi de las estrellas, que es
una constante de movimiento cuando el cimulo se mueve
en 6rbita circular.

Se integraron 4 dérbitas circulares con radios correspon-
diente a cada apogalactico de las érbitas elipticas que he-
mos considerado. En cada una de ellas se evalia el cambio
en la energia de Jacobi de cada una de las estrellas.

3

La energia de Jacobi estd dada por,

“lpies %mc X Ry[2.

E_}'2

(47)

A continuacién presentamos los resultados de cada una
de las integraciones y de la conservacién de la energia de
Jacobi.

2.4.3 Resultados

E! incremento en la energia de las estrellas®, para cada
valor de la frecuencia, se calcula en el apogaldctico del

8 Cuando nos referimos a la energfa de las estrellas estamos hablando
de la energfa respecto al cimulo

__Fig. 2.14.— Oxrbitas con un 86l0_Rper de un cimulo-alrededor - -

de la Galaxia.

ciamulo de la siguiente forma,

1 Norb 1 N

Ry 24 2(E )

i=1

AE(w,) = (4-8)

donde N es el niimero de estrellas en dérbita circular alre-
dedor del centro del cimulo, con frecuencia angular de
rotacién w,, Nopp €9 el niimero de fases orbitales conside-
radas (40 en este caso), Ef es la energia promedio de la
{-ésima estrella, después del primer periodo de su érbita
alrededor del cimulo®. E* es el promedio de la energia
de las estrellas en el j-ésimo apogdlactico del ciimulo. La
energia de cada estrella respecto al climulo estd dada por,

1, M
2 o} rcs,

E,

(4-9)

donde vy ¥ s se refieren a la velocidad y distancia de la
estrella respecto al ciimulo.

SEsto se hace para que las estrellas relajen sus condiciones iniciales.
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Fig. 2.15.— Variacién temporal de la fuerza de marea
galdctica como funcidn de la excentricidad de su érbita. El
tiempo se normalizd respecto al los periodo orbital de cada
cimulo.

2.4.4 Qrbitas circulares

Las érbitas circulares del ciimulo se utilizan para eva-
luar la variacion de la energia de Jacobi, v de la energia
de ligadura, para las estrellas del cimulo. En este caso
es solo la parte estitica de] campo de marea la que actia
sobre las estrellas,

Ambas energias, de ligadura y la de Jacobi, se reportan
cada vez que el ciimulo completa un periodo orbital (ver
Fig. 2.16 y 2.17).

Problema restringido

El problema restringido es el mas sencillo de estudiar en
el problema de tres cuerpos. En este problema las estrellas
se mueven en el mismo plano que define el cimulo en su
drbita alrededor de la Galaxia, PE(#=0.¢).

En la Fig. 2.16 se muestra la variacién en la energfa
de Jacobi como funcion de la distancia de las estrelias
al centro del cimulo. En la parte derecha se indica el
periodo orbital correspendiente. Por sencillez, sélo hemos
graficado los resultados de las dérbitas més cercanas y de
las mas alejadas del centro galdctico {ver pie de Figura).
En cstd figura vemos que la energia de Jacobi se conserva
dentro de la precisién numérica'® con que se realizan las
operaciones durante la integracidn,

En la Fig. 2.16 podemos ver que el comportamiento

10 A inicio de ésta seccidn mencionamos que las integraciones se hi-
cieron en doble presicién, lo que nos da la posibilidad de tener 16
cifras significativas en una operacién de punto fotante.

del integrador es aceptable, porque la conservacién de la
energia de Jacobi es del orden de la precisién numeérica con
la que se estd trabajando (~ 1071%), que como veremos a
continuacién, es varios ordenes de menor que los cambios
producidos por los choques de marea.

Energia de ligadura

En la Fig. 2.17 se muestra el incremento de la energia
de ligadura para las estrellas del ciimulo, después de cada
periodo orbital. Cada linea es el resultado de cada uno
de los radios galactocéntricos que hemos considerado (ver
pie de figura). En estd figura se ve que el incremento en
la energia de las estrellas, es mayor para los ciimulos en
drbitas cercanas al centro galictico. El comportamiento
entre las érbitas directas y las retrégradas es muy pareci-
do. Al parecer no se establece un radio limite, al menos
en el intervalo radial que se muestra. Es interesante ha-
cer notar que no hay un incremento para la energia del
citmulo como funcidn del tiempo.

2.4.5 Orbitas elipticas

En las graficas de las Fig. 2.17 a la 2.19, se muestra
el incremento de la energia de ligadura de las estrellas
respecto al ciimulo, como funcién del pardmetro 3;, que
se define como,

B = o flotds nyr (4-10)
Vo

donde Atf es una fraccidn del periddo orbital, en la que

F, varia 0.1 dex, de su magnitud (ver Fig. 2.15). Esto nos

da una medida de la rdapidez con la que cambia la fuerza

de marea en cada una de las drhitas.

Los valores de At/ para cada excentricidad que hemos
considerado (e=0.25, 0.5, ¥ 0.75) son: 0.32, 0.118 y 0.036,
respectivamente.

Cada valor de AF corresponde al promedio de las 960
estrellas que tienen la misma frecuencia angular de rota-
cién alrededor del cumule, y que provienen de los cuatro
valores de 8, 6 de ¢ y las 40 fases iniciales.

En estas graficas hemos incluido las correciones pro-
puestas por Spitzer{1958), ¥ por Gnedin y Ostriker (1997),
utilizando la siguiente relacién,

GM

2
2, 3%

VperiRperipz) " ‘45‘w(-‘3e)£(Rperl)’\(e)s
{4-11)

donde £(Rperi) s funcidn de la distribucién de masa de

la Galaxia, que en el caso de una masa puntual es igual

a la unidad (Aguilar, Hut y Ostriker 1988). La correc-

cidn, AMe), se introduce con la finalidad de reproducir la

variacién temporal de la fuerza de marea en una dSrbita

eliptica; y basicamente es el cociente de los valores que

tiene en el perigaldctico vy apogalactico de su érhita. Es-

te factor estd dado por Aguilar, Hut y Ostriker {1988,

4
AE >= —
< 3 (



38 CAPIiTULO 2. TEORIA

Orbitas Retrogradas __ __ Orbitas Directas | t/P

~0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

log(r/ry) log(r/r,)

Fig. 2.16.— Incremento de la energia de Jacobi por paso de integracién. Por claridad sélo hemos graficado los resultados para
las grbitas circulares con radios de 2 kpc (linea sélida} y 14 kpe (linea de puntos). En este caso se ha normalizado el valor de
la energia de Jacobi, al nimero de pasos en cada uno de los casos.
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Fig. 2.17.— Incremento en la energia de ligadura para las estrellas del cimulo en 6rbita circular. Las linea solida, la de puntos,
la de trazo y la de trazo y punto, corresponden a los radics de las orbitas de 2, 3.3, 6 y 14 kpc. Vemos que el efecto de ]a Galaxia
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Fig. 2.18.— Incremento en la energia de ligadura para las estrellas del cimulo en érbita excéntrica, e=0.25 (linea continua).
La linea de puntos es la correccién de Spitzer y la de trazo largo la de Weinberg. En el panel superior (t/FP.=10) se comparan
los resultados para €l primer y el dltimo periédo. Ver texto para discusidn.
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TABLA 11
PARAMETROS PARA LAS ORBITAS EXCENTRICAS Y LAS CIRCULARES DE REFERENCIA.

€ Rper® Rapc:a Per®  CPUg(hrs) Pclb CPUezcent(hrs)
0 400 400 502 320 502 320
025 400 666.6 1081.4 360 773.8 328
0.5 400 1200 2617.0 872 1421.6 496
0.75 400 2800 9308.8 1700 4021.0 1460

“Estas cantidades estan en unidades del 4.

Bra unidad de tiempo es de 1 x 10%a.

referidos en adelante como AHO),

2
M(Rapo) (1 —e\* |
M (Rper,') 1+e

En éste caso Mperi = Mape, por lo que sélo se tiene la

dependencia en la excentricidad. Entonces (4-12) se puede
escribir como

Ale, Rperi) = (4-12)

1-e\? 2
Ae) = — ) - -
(e [(1 T e) 1] (4-13)
Sustituyendo las ec. (4-12) y (4-13) en la ec. (4-11),
tenemaos,
2
4 GM
< AE >= - | ———— | %A, .(3))Me), 4-14
3 (Vpeﬁggm) w(BONE),  (4-14)

donde A ,,, indica si se trata de la correccion de Spitzer
o de Weinberg, respectivamente.

A continuacién hacemos una discusién de los resultados
para cada valor de la excentricidad que hemos considera-
do. Finalmente damos una visién general del fenémeno.

Caso ¢=0.25

En la Fig. 2.18 se muestra el incremento en la energia
de ligadura de las estrellas como funcidn del pardmetro
355. En cada panel se muestra le incremento en cada
periodo orbital. Nuestros resultados estan graficados con
linea sdlida delgada, la aproximacién de Spitzer con la
linea de trazo corto y la de Weinberg con la linea de trazo
largo. Las dos dltimas dadas por la ecuacion (4-14).

Lo primero que notamos en la Fig. 2.18, es que el radio
limite, rjm (donde AE — () se establece desde el pri-
mer perioda orbital, para las drbitas directas. Los radios
l{mites para las drbitas directas y retrogradas son seme-
jantes después del quinto periodo orbital. En general, el
comportamiento entre las dérhitas directas y retrogradas
es muy semejante para tiempos mayores a 317%.

En este caso, la perturbacién transcurre de manera
suave (adiabdtica) para casi todas las estrellas del cimu-
lo. El comportamiento es muy parecido al de la orbi-
ta circular (ver Fig. 2.17, linea continua). La pendien-
te de ambas curvas (directas y retrégradas) es la misma

para casi todo el intervalo considerado. En el intervalo
0.4 < log 83, < 0.5, para t/Pu>s, la curva parece adquirir
una pendiente mayor, efecto que apenas se nota.

En este caso vemos que la aproximacion de Spitzer
(linea de puntos) no coincide con nuestros resultados. Sin
embargo, parece tener la pendiente adecuada en el interva-
lo 0.4 < log 335 < 0.5, pero un orden de magnitud menor.
La aproximacién de Weinberg (linea de trazo corto), en
general, parece coincidir con nuestros resultados, aunque
las pendientes no coinciden completamente,

En el panel correspondiente a #/Py=10, la linea de
punto y trazo corresponde a los resultados del primer
periodo (¢/FP.u=1). Ahi se puede comparar directamen-
te ambas soluciones, para ve si existe un incemento ge-
neral en la energia del cimulo. En este caso vemos que
no hay un incremento general en la energfa, destacando el
cambio en la pendiente en el intervale antes mencionado
0.4 < log 835 < 0.5.

Finalmente, notamos que las curvas muestran cierta es-
tructura, en particular, algunos picos que se pueden deber
a resonancias entre w, y alguna frecuencia instantanea de
la perturbacion. Sin embargo, estos picos no aparecen en
todos los periodos del ciimulo.

Caso e=0.5

En la Fig. 2.19 se muestran los resultados para el cimu-
lo en drbita eliptica, con excentricidad e=0.5. El signifi-
cado de las lineas es el mismo que en la Fig. 2.18. Nota-
mos que el rjm es sistematicamente menor para las érbi-
tas directas, que para las retrogradas, aunque después de
t/P,=7, ambas convergen a un mismo valor, alrededor de
log 350=0.

Los resultados de la Fig. 2.19 muestran dos tipos de
comportamientos, el primero entre 0 < log 8%, < 0.3, v
el segundo para log 47, >0.3. La pendiente en el primer
intervalo es mayor que en el segundo intervalo, tanto pa-
ra las drbitas directas como para las retrdgradas. FEn el
primer intervalo el comportamiente parece seguir la for-
ma de la aproximacién de Spitzer (linea de puntos}, en
ambos casos, directo y retrégrado. Para el caso directo el
intervalo se extiende hasta valores de log 8, ~ 0.4. En
¢l segundo intervalo se muestra un comportamiento muy
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Fig. 2.19.— Incremento en la energfa de ligadura para las estrellas del climulo en érbita excentrica, e=0.5 (linea continua). La
linea de puntos es la correccién de Spitzer y la de trazo largo la de Weinberg. En el panel superior (t/P=10) se comparan los
resultados para el primer y el iltimo periddo. Ver texto para discusién.
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diferente, mds parecido a la aproximacién de Weinberg
{linea de trazos).

Nuevamente, en el panel final (¢/P,;=10), se comparan
los resultados finales con el primer periodo. Vemos que
el incremento en la energia es mayor que para las drbitas
directas. Esto se nota claramente en el intervalo, 0.4 >
Bsp > 0.

Para los camulos en érbitas directas, el incremento de
la energia ocurre desde el primer periodo orbital, mien-
tras que para las retrégradas aumenta en cada periodo.
Si contrastamos la manera como aumenta la energfa en-
tre el caso retrogrado y el directo, se puede decir que en
las drbitas retrégradas el campo de marea realiza un tra-
bajo secular, como funcidén del tiempo, que después de 10
periodos periédos orbitales del cimulo, es comparable al
incremento que experimentan en un periodo las drbitas
directas.

Caso ¢=0.75

En la Fig. 2.20 se muestran los resultados para el ciimu-
lo en 6rbita eliptica con excentricidad e=0.75, el signifi-
cado de las lineas es el mismo que en las Fig. 2.17 y 2.18.

Como en los casos anteriores (e = 0.25 y 0.5), el rijm
primero se establece en las érbitas directas. El radio limite
es semejante, para drbitas directas y retrégradas, después
de t/ Py = 6.

Igual que en el caso anterior {e=0.5) se tienen dos tipos
de comportamientos, diferenciados por la pendiente de sus
curvas. El primer intervalo es, —0.5 < log 82, < =0.1,y el
segundo log 37, > —0.1. La diferencia entre ambos com-
portamientos estd claramente marcada. Para el primer
intervalo los resultados son muy parecidos a la aproxima-
cién de Spitzer. La aproximacién de Weinberg no coincide
en ningun intervalo con los resultados. De hecho para el
segundo intervalo parece que no hay un cambio apreciable
en la energia.,

Nuevamente comparamos el resultado final con el del
primer periodo en el panel de t/FP,;=10. Vemos que el
compottamiento es muy parecido al de e=0.3, donde el
incremento en la energia de las érbitas retrogradas se da
de manera secular, mientras que en el caso directo, se da
desde el primer periodo. Ambos cambios son comparables
después de 10 periodos orbitales.

2.4.6 Discusién

El incremento en la energfa de nuestros experimentos,
estd relacionado con dos efectos: el primero se debe a la
variacién de la fuerza de marea, AF,, entre el perigalacti-
co y apogaldctico de la dérbita. que en este caso van de
6.3 (para £=0.25) a 250 (para e=0.75); el segundo cfecto
esta relacionado con la velocidad relativa con que las estre-
llas, dentro del cimulo, ven este cambio (ver Fig. 2.13):
efecto que se tratd de incluir en la defincién de 3], al
considerar el tiempo en que amplitud de la perturbacién,
cambia 0.1 dex, respecto al periodo orbital del cimulo.

Para ¢=0.25, la variacidn de la amplitud es suave, por

estd razén, el incremento en la energia de las estrellas es
muy parecida a la que ocurre en una 6rbita circular (ver
Fig. 2.14), es decir,aproximademente adiabética.

En el caso extremo, e=0.75, F; varia rdpidamente {~
un orden de magnitud durante el 5% de su periodo or-
bital, ver Fig. 2.14.), que corresponde a algunas dece-
nas de periodos orbitales para las estrellas en el intervalo
—0.1 < logB3s < —0.7. Esto produce una modulacién
de su amplitud, y después un cambio en su energia cuan-
do el cimulo pasa por Rpei. Llamaremos a este efecto
cuasiadiabdtico. Una manera de visualizar este efecto es
con los resultados del oscilador armonico forzado, que se
muestran en la Fig. 2.6. Si consideramos una amplitud
de la perturbacidn, en particular, para e=1, con wp=0.01
a 0.7, al igual que la amplitud de F; disminuye rapida-
mente, v las estrellas se quedan con una energia mayor
hasta el siguiente periodo del cimulo, donde ésta vuelve
a aumentar.

Se puede hablar de 3 distintos comportamientos :

o Comportamiento fuertemente adiabdfico, como el de
los intervalos; 0.3 < log 83, < 2.2y 0.3 <logfzy <
1.25. Donde el incremento de la energia transcurre
sin producir grandes cambios. Esto se debe a que las
estrellas ven a la perturbacién variar de manera sua-
ve con el tiempo, es decir, ¢l gradiente en variacién
temporal no es muy grande.

¢ Comportamiento cuasiadiabdtico, como el que se tie-
ne en los intervalos —0.5 < logf3; < —-01, 0 <
log 72, < 0.3, y de manera apenas apreciable en
0.3 < logBs, < 0.5. Que se debe a los cambios en
la energia orbital de las estrellas, que son ~ suaves.
Estos cambios sélo ocurren durante la maxima apro-
ximacion entre las estrellas y Galaxia, contimando
la estrella ligada al mimulo pero con una energia ma-
yor.

Para e¢=0.75, este incremento ocurre en un intervalo
temporal muy corto, en comparacién al periodo de
las estrellas. La amplitud de la perturbacién varia
casi 3 ordenes de magnitud, que desde el marco de
referencia del ctiimulo, es muy parecido al modelo
gue se presenta en la § 2.2.2, propuesto por Spitzer
{1958}).

e Comportamiento neutro, como el que ocurre en el
intervalo, log 83, > —0.1, donde las estrellas no pa-
recen coresponder a ninguna de las dos formas an-
teriormente mencionadas. Las estellas no presentan
respuesta alguna a la perturbacidn de la Galaxia, por
lo que su energia no experimenta ningun cambio.

La aproximacidn de Spitzer es la que mejor reproduce
los resultados en el intervalo cuasiadiabdtico, excepto por
un factor de escala (de 2 a 3 ordencs de magnitud), pero
que cualitativamente es muy acertada.

La aproximacién de Weinberg coincide mejor en la
parte fuertemente adiabdtica, v en regiones internas del
ctimulo; sin embargo, la pendiente entre los resultados y
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Fig. 2.20.— Incremento en la energfa de ligadura para las estrellas del climulo en érbita excentrica, e=0.75 (linea continua).
La linea de puntos es la correccion de Spitzer y 1a de trazo largo la de Weinberg. En el panel superior (¢/Fa=10) se comparan
los resultados para el primer y el iiltimo periédo. Ver texto para discusién,
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la aproximacién difiere entre si, sobre todo para e=0.50 y
0.75.

La diferencia entre los resultados de las 4rbitas directas
y las retrégradas no es muy notoria después de los prime-
ros ~ 5 periodos del cimulo. La diferencia entre ellas es
como se da este incremento en la energia.

En estd aproximacién hemos encontrado que la ampli-
tud y variacién temporal del campo de marea determina
en gran medida el comportamiento en diferentes regiones
del ciimulo. Encontramos en el problema restringido de 3
cuerpos un modelo cualitativo y cuantitativo para deter-
minar como es que ocurre la inyeccidén de energia dentro
del ciimulo.

En este nivel de aproximacién ya hemos considerado
la variacion de la fuerza de marea de una fortna méis re-
alista, asi como el movimiento de las estrellas debido al
potencial del cimulo. También hemos considerado una
distribucién espacial para las estrellas, lo que nos permite
determinar su comportamiento en distintas regiones del
cimulo, porque la perturbacién produce efectos distintos,
en diferentes regiones del ciimulo.

2.5 Conclusiones

En este capitule hemos hecho una serie de aproxima-
ciones para lograr una mejor comprensién de los choques
de marea.

De los resultados que se obtiene en cada una de las
secciones se puede concluir lo siguiente:

Con la aproximacién de impulso es posible determinar
el cambio en la energia de las estrellas mas externas en
un eimulo globular. Sin embargo, este modelo no pue-
de ser aplicado si las estrellas que recorren una fraccién
importante de su 6rbita, durante el transcurso de la per-
turbacién.

Las correcciones derivadas de la teoria adiabética, per-
miten entender el efecto de la perturbacion considerando
el movimiento de las estrellas. Esta aproximacién da una
expresién analftica que nos ayuda a entender el compor-
tamiento del sistema en funcion directa de la masa, la
velocidad y distancia al perturbador, as{ como su posi-
cién dentro del ciimulo (frecuencia angular de rotacién).
Esta aproximacién sélo es véilida cuando la amplitud de la
perturbacién es pequefia. Estas correcciones modelan el
movimiento de las estrellas dentro de un potencial arméni-
co, y limitan la variacién temporal de la fuerza de marea
a tener sélo una interaccién con el perturbador. Atn asi,
estas aproximaciones nos ayudan a entender el comporta-
miento de los resultados en el problema de tres cuerpos de
manera cualitativa, en particular dentro de la estructura
del ciimulo.

El problema de tres cuerpos involucra el cdlculo direc-
to de la fuerza de gravedad sobre las estrellas del ciinuloe,
as{ como una variacién realista de la fuerza de marea, dan-
do como resultado un comportamiento mas aproximado
que el de las aproximaciones anteriores. El efecto sécular
en las érbitas retrégradas en la region cuasiadiabdiice, in-

dica que la inyeccién de energia dentro de! ctimulo depen-
de del sentido de giro de las estrellas. Siendo para el caso
de las érbitas directas més eficiente que para las retrogra-
das. Sin embargo, después de 10 periodos del cimulo, el
resultado en ambos casos es el mismo.

La aproximacién de Spitzer y Weinberg son de 2-4
érdenes de magnitud menor, que los resultados en la apro-
ximacién de tres cuerpos, si éste es el caso, los resultados
reportados en la literatura por Aguilar et al. 1988, y Gne-
din y Ostriker 1997, quiza esten subvaluados. Aunque esto
s6lo sucede para las érbitas mas excéntricas y si la Galaxia
es considerado como un punto masa {e=0.5 y 0.75).

Las aproximaciones antes mencionadas nos ayudan a
tener un mejor entendimiento de los choques gravitaciona-
les. Sin embargo, atin es necesario anadir otros elementos
bésicos para una total comprensién como son: una dis-
tribucién de masa realista y autoconsistente del ciimulo
globular, y una distribucién de masa de la Galaxia con-
sistente con las observaciones.
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Capitulo 3

MODELOS DEL POTENCIAL

GALACTICO

En este capitulo se discuten y comparan las propiedades
dindmicas de tres modelos galicticos, buscando el mas
apropiado para nuestras simulaciones de N-cuerpos. La
seleccidn se hace en base a dos criterios: que sea autocon-
sistente y realista; y que su implementacién computacio-
nal sea sencilla v precisa, porque en una simuiacién de N
cuerpos, un factor critico es el tiempo de computo.

Cabe sehalar, que en el presente estudio nuestro ob-
jetivo es entender el efecto de los chogues gravitacionales
que sobre los etimulos globulares produce el bulbo galacti-
co, dejando para un estudio posterior los efectos gque pro-
duce €l disce. Por ésta razén es necesario modificar los
maodelos considerados, para eliminar la parte axisimétrica
del disco, pero conservando su efecto dindmico. Al final
de este capitulo se describe el procedimiento que hemos
adoptado, para obtener el potencial que utilizaremos en
la simulacién.

3.1 Introduccién

A grandes rasgos, la Galaxia se pnede modelar con tres
componentes: un bulbo, formado con estrellas de distintas
edades v metalicidades (Gilmore, ¢f al. 1990); un disca,
con estrellas de abundancia quimica parecida a la solar, y
que generalemente se asocia con estrellas jovenes de Po-
blacién I, gas y polvo; y un halo, estelar y obscuro. Ei
halo estelar est4 formado basicamente por los cimulos glo-
bulares y estrellas de Poblacion II. La presencia del halo
obscuro se infiere por el comportamiento de la curva de
rotacidn que se manticne con un valor constante a radios
galactocéntricos de 30 kpe a 100 kpe. Esto es observado
tanto en la Galaxia, como en galaxias externas (Mihalas
v Binney 1892, Capitulo 8). En este estudio nos interesa
canocer la distribucidn de masa del halo obscuro, porque
es el que ocasiona log mayores efectos dindmicos.

La distribucién de masa, para el bulbo y ¢l disco
galactico, se modela a partir de chservaciones de galaxias
externas que muestran el mismo tipo morfoldgico que la
nuestra. Esto se debe a que la absorcién interestelar en
la Galaxia, no permite obtener la informacién necesaria,
para determinar completamente la distribucién de dichas
componentes,

Diversos autores han propunesto modelos para la distri-
bucién de masa en la Galaxia, en particular, revisamos
los modelos dados por; Allen & Santillan (1991); Bahca-
11, Schmidt y Soneira (1982, 1983}, y Ostriker y Caldwell
(1981).

Estos modelos incorporan las tres componentes men-
cionadas, pero con diferentes formas y factores de escala.
La diferencia entre ellos se debe al método con que se
calculan dichos factores.

Bésicamente hay dos métodos para encontrar estos fac-
tores: el método fotométrice, que intenta determinar la
distribucién de masa a partir de conteos de estrellas y
medidas del brillo integrado en diferentes direcciones del
cielo, para que una vez conocida su distirubucidn de luz, y
suponiendo un cociente masa-luminosidad (Y = M/ L), se
determina la distribucidén de la masa; el método dindmi-
co, por otro lado, infiere la distribucidén de masa en base
a sus efectos dindmicos; a partir la curva de rotacidn, la
velocidad de escape de las estrellas en la vecindad solar,
v de la fuerza perpendicular al plano galdctico.

En las siguientes secciones se decriben los modelos con
cierto detalle, después y comparamos sus propiedades fisi-

cas para determinar el mds conveniente en nuestro estu-
dia.

3.2 Modelo de Allen y Santilldn

El modelo de Allen y Santilldn (1991) (referido en ade-
lante como A&S) tienc una expresion analitica para el
potencial v la fuerza que ejerce cada una de sus compo-
nentes. Las componentes que integran este modelo son
tres: un bulbo, un disco y un halo masive. Los pardme-
tros del modelo se ajustan para reproducir 1a velocidad de
rotacion galdctica dada por Haud (1984}, Hanson (1987)
y Fich et al. (1989), y la densidad local de masa, que se
supone igual a 0.15 Mg pc—3.

La descripcidén detallada de cada una de sus compo-
nentes se da a continuacion.
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Fig. 3.1.— Densidad, masa acumulada, fuerza y velocidad circular para cada una de las componentes del modelo de ALS.
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3.2.1 Bulbe

La densidad de masa {p,) para estd componente se da
como una esfera de Plummer (Binney y Tremaine 1987,
§2.2.1). Las expresiones para la densidad, la masa acu-
muiada, M), el potencial, &;, v la fuerza, £} (por unidad
de masa)? son:

AR, z) = 4«(R23i§2f:0 R @)
My(R,z) = 4r [) ' op(r )y dr! (2-2)
IR

donde 7% = R? + 22,
@(R2) =~ +f;"iwb§0)1/2 (2-4)
R ) =1~ vy = [ AT 2) 2| )

(RZ+ 22 + 03,32 )

donde Mpyg es la masa total del bulbo y by es el factor
de escala radial, con valores de 1.40 x101%4, v 0.39 kpc,
respectivamente.

3.2.2 Halo

El halo en este modelo es muy masive, con el fin de
reproducir la curva de rotacién en las partes externas de la
Galaxia, que segiin este modelo es de 200 km s~} a radios
mayores a los 40 kpc. La densidad, la masa acumulada,
el potencial y la fuerza estdn dados por,

Aflfh(]
dmapg R2
2.02 + (r/an) %

pulr) = (rfan)"® %

TrlfaieE: T <100 ke
(2-6)
_ A.’[ho(-‘r/ah)g-o2
ﬂrfh(?‘) = W‘ (2“7)
_ Mp(r) Mo
bu(r)y =~ (_—,-__) - (m) x
100
[—Tﬁwi*'lﬂ{l-f-(r/ah)rng}] ‘
(2-8)

11,as unidades de la masa, densidad de masa, del potencial y de
Ia fuerza (por unidad de masa} en las ecuaciones de este capitulo
{a menos que se indigue lo contrario) serdn de Mo, Mz pe?,
4.3%1078(km/s)? ¥ 4.3x107%(km/s)? kpc~?, respectivamente. Es-
tas unidades de energia y fuerza resultan de tomar a la constante
de gravitacién igual a la unidad, G=1.

_ My(r)
2

Fh(r) = (2-9)
donde Mo ¥ ax tiene los valores de 1.07 x10'! Mg y 12.0
kpe, respectivamente.

Los autores introducen un radio de corte para esta com-
ponente a 100 kpc (limite superior de las relaciones 2-7y
2-8).

>

3.2.3 Disco

La densidad del disco para este modelo estd dada por
(Miyamoto y Nagai 1975):

b2 M,
pa(R,z} = (’d—‘g;d‘g) X

aaR? + [aq + 3(2% + 62V aq + (22 + B2)Y2P
(R + [ag + (2% + b2)122}5/2(22 + b2)372
donde ay y by son factores de escala en R y z, respecti-

vamente, con valores de 5.32 kpe y 0.25 kpe. Mg es la
masa total del disco a 100 kpe, que es de 8.56x10'° Mg

La masa acumulada como funcién de Ry z es

(2-10)

R z 2
Ma(R,z) = / / R'py(R', ) d2' dR' dg. (2-11)
4} 0 0

El potencial ®4 esta dado por
Mo

R,z)y=— . (2-12
iR 2) = O ar 7 (% + B -
La magnitud de la fuerza Fy esta dada por
Fy{R.z) =]~ V&q4(R, z)). (2-13)
En particular, la fuerza en el plano del disco es
1
Fa(R.0) = Haoft (2-14)

" [R® + (aq + ba)?PY

En la Fig. 3.1 se muestran la densidad, 12 masa acumu-
lada, la fuerza (por unidad de masa) y la velocidad de
rotacién para cada una de las componentes de este mode-
lo.

3.3 Modelo de Bahcall, Schmidt y Soneira

Este modelo se obtiene a partir de conteos de estrellas
en diferentes direcciones, movimientos de estrellas de alta
velocidad v de la curva de rotacién galictica. Consta de
cuatro componentes: un disco exponencial, un bulbo de
de Vaucouleurs, un halo masivo y una componente cen-
tral. La densidad de masa de cada una de sus componen-
tes tiene una expresion analitica; sin embargo, la masa,
el potencial y la fuerza sdlo se pueden calcular numéri-
camente, para lo cual es necesario utilizar las relaciones
2-22, 2-23a y 2-23b de Binney y Tremaine {1987).

El modelo que adoptamos es el que se da en |a Tabla 4
de Bahcall, Schmidt v Soneira (1983, referido en adelante
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TABLA |
VALORES DE NORMALIZACI@N PARA EL MODELQ DE
BSS 83.
Referencia Poc Pob Por  Pod
BSS 82 76x105  1.87x10~% 012 015
Este Trabajo  3.8x10°  1.2x10~* 012 0.11

0 10 20 30 20 50 50
R{kpc)

Fig. 3.2.— Velocidad circular de rotacién debida a la com-
ponente central y a todo en modelo. Los puntos negros son
los valores de la velocidad para la componente central en la
Tabla 4 de BSS 83. Nuestro ajuste a la velocidad de rotacidén
central y su resuliado en la velocidad total es la linea sdlida.
La velocidad circular debida a la componente central y de to-
do ¢l modelo, que se obtienen a partir de los pardmetros de
BSS 82 se muestra con la linea de puntos.

como BSS 83). Se intento reproducir la curva de rotacién
de dicha tabla utilizando los parametros dados por Bahca-
1l, Schmidt y Soneira (1982, referidos como BSS 82), que
segtn los autores (BSS 83) son los necesarios para repro-
ducir esa curva. Como no fue posible reproducir la curva
reportada por BSS 83 con los pardmetros de BSS 82, se
hizo un ajuste de los pardmetros para poder reproducir la
curva de rotacién de BSS 83. En la Tabla I se da el re-
sultado de nuestro ajuste y los valores dados por BSS 82,
En esta tabla encontramos diferencias entre los valores del
ajuste v los reportados por BSS 83. La densidad, de la
componente central, es la que muestra una mayor diferen-
cia, nuestro valor es casi el 1a mitad del dado por BSS 83.
En la siguiente subseccidn estudiamos el efecto en la curva
de rotacion debido a esta diferencia.

A continuacién se describe en detalle cada una de las
componentes de este modelo.

3.3.1 Componente central

Los autores incorporan esta componente al modelo pa-
ra reproducir la curva de rotacién observada en 2.2 ym a

r = 1 kpe determinada por Becklin y Neugebauer (1968).
La densidad de masa para esta componente es

pel@) = poca™® exp(—r?), (3-1)

donde

o2 = (1000 R)? + (1000 z)? (2) : (3-2)

con pg. la densidad central y a, ¢ constantes de forma.

Si ¢fa=1 la forma de esta componente es esférica, que
es el caso que adoptamos para facilitar su estudio®. En-
tonces, la expresién para la densidad se puede reescribir
como:

2e(r) = poc(1000 ry~18 exp{~r?). (3-3)

Para reproducir los valores de la curva de rotacién de
BSS 83 con la ec. (3-3) es necesario intreducir un factor
de escala en estd componente. El mejor ajuste se obtiene
con exp{(—r/0.86)%] y con el valor de pp. dado en la Ta-
bla I. En la Fig. 3.2 se compara la curva de rotacién que
se obtiene a partir de los datos dados por BSS 82, con

el resultado de nuestro ajuste, tanto para la componente

central,-como-en-el-resultado total Ver pie dé figura para
detalles.

3.3.2 Bulbo

La densidad de masa del bulbo py, estd dada por,

po» exp(10.1[1 — (r/ Ro)*/%))
" 1.25(r/ Ro) /8,

(/Ro)™*[L - spapdmeyrs), T2 0.03Ro
(3-4)

ou(7)
r < 0.03R,

donde pgy ¥ Ry son los valores de normalizacion con valo-
res de 1.2x10~4Mg /pc® v 8 kpe, respectivamente.

La masa acumulada, el potencial y la fuerza se calculan
numéricamente. En la Fig. 3.3 se muestran las diferencias
de la velocidad de rotacién, entre nuestro ajuste y los
puntos de la Tabla 4 de BSS 83 (linea de trazos cortos). De
ésta grafica vemos que el ajuste para esta componente es
bastante satisfactorio, y como veremos mas adelante, ésta
diferencia est4 por debajo de los errores observacionales.

2B5S 82 adoptan el valor de ¢/a=0.4
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Fig. 3.3.— Diferencia entre el ajuste y la curva de rotacién
dada por BSS 83 para el halo {linea de puntos), bulbo (linea
de trazos cortos) y disco (linea de trazos largo).

3.3.3 Halo

La distribucién de masa para el halo esta dada por
(BSS 83)

Poh
ph("") - 1+ (r/2)1~3’
que tiene la forma propuesta originalmente por Bahcall y
Soneira (1980), con la winica diferencia de que el exponente
es 1.8 y no de 2, que corresponde a una esfera isotérmica.

En este caso el halo es masivo, los autores dan un radio
de corte a los 150 kpe.

La curva de rotacién que se obtiene con los pardmetros
de BSS 82, coincide de manera razonable con la curva de
la Tabla 4 de BSS 83. En la Fig. 3.3 se muestra esta
diferencia (linea de puntos).

(3-5)

3.3.4 Disco

Para la densidad del disco pg, se propone una distribu-
cién exponencial en la direccién radial y perpendicular al
plano, dada de la siguiente forma,

pa(R, ) = poa exp (%) exp (~%) exp (—}‘;') :

donde H es la escala de altura del disco en la vecindad
solar, determinada por Bahcall v Soneira (1980) en base
a conteos de estrellas con z <325 pc. Ry es la distancia
del Sol al centro galictico. que se asume de 8 kpc. g es
la. escala radial del disco exponencial gue es de 3.3 kpe,
valor se obtiene en base a la observacidn de galaxias con
el mismo tipo morfolégico que 1a nuestra {Freeman 1970),
v por el brillo superficial del disco galictico, observado
por de Vaucouleurs y Pence (1978}). En la Tabla I se
comparan los valores de BSS 82 y nuestro ajuste. En la
Fig. 3.3 se grafica la diferencia en la velocidad de rotacidn,
entre nuestro ajuste y los datos de la Tabla 4 de B35 83
(linea de trazo corto).

En la Fig. 3.4 se muestran las graficas para la densidad,
la masa acumulada, la fuerza (por unidad de masa) y la
velocidad de circular de rotacién, para cada una de las
componentes de este modelo.

3.4 Modelo de Ostriker ¥y Caldwell

Este modelo consta de 3 componentes: un bulbo, un
halo y un disco. Los parametros de este modelo se deter-
minan con el método dindmico.

Los datos que Ostriker y Caldwell (1981, referidos en
adelante como Q&C) utilizan para encontrar el valor de
los pardametros del modelo son: la distancia al centro
galdctico, las constantes de Oort {A y B), el brillo su-
perficial observado (X}, la escala de longitud del bulbo
de Hubble-Reynolds, las componentes de las velocidades
tangenciales de las lineas de emisién en las lmeas de Hl y
CO a 5 longitudes galdcticas y a diferentes radios galac-
tocéntricos, y la velocidad de escape en la vecindad solar.
Ellos ajustan los pardmetros de las componentes del mo-
delo para reproducir estos datos observados, utilizando un
método de xZ.

A continuacién se da la descripcién detallada de cada
una de las companentes.

3.4.1 Bulbo

Esta componente se modela con una ley de Hubble (~
1/7%) que es el perfil aproximado que presenta en nuestra
Galaxia, y otras del mismo tipo morfolégico.

La densidad, la masa acumulada, el potencial y la fuer-
za (por unidad de masa), para esta componente estan da-
das por:

(3.75 [21n (222) - 3], r <& .
%[‘Zﬁﬁln (—11—*_:%;—:;5))3], v < I,
po(r) = oy 4 r="
5 {345 [tan (550) + 3] - 3},
T > Ty,
| 187 ()7, 7> R, > o,
donde
Z = |{rfr)* - 1, (4-1)

donde pyo cs la densidad central con un valor de 101.8 M,
pc™? y rp es factor de escala con un valor de 0.1 kpe. R,
(~ 1 kpe) es un radio de transicidn a partir del cual la
densidad comienza a ser proporcional a 1/73, La masa y
el potencial estidn dados por,
in f7 po(r)r2dr, r< R,
Mu(Ra) +4mpo(r)r§n (). r> R.,
(42)
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Fig. 3.4.— La densidad, la masa acumulada, la fuerza (por unidad de masa) y la velocidad circular de rotacién para cada una
de las componentes del modelo de BSS 83.
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¢ .
foﬁs G:‘:agrldr_l_ G‘;;:!,
+417prr§lg—"- [R—l,' _ 1 ] ,

Tt
B4(r) r <R,
G = I
CHMR:) 4 4rGpyrg e izttt _ a ]
r> Ry
L .
(4-3)

Riot es el radio de corte para el bulbo, con un valor de
150 kpc. La fuerza que ejerce el bulbo por unidad de masa
esta dada por

My(r
Fyfr} = -—-—:—2(-—)-. (4-4)
3.4,2 Halo
La densidad de esta componente es
— P N
) = T *9)

donde ppo es la densidad central y rpg €l factor de escala
para el halo con valores de 0.2 Mg pe~% y 2.332 kpe,
respectivamente.

La masa acumulada estd dada por

Ma(r) = Ampnoriy [L ~tan~! (—’L)] . (46)
Tho

Tho
El potencial de estd componente es

1+ (Reat/Tho)? ] ]’/2}

—@u(r) = Admproriy (1 +In {[ T3 (/o)

I R "‘?wﬁ)] .
[ {r/rao) ) ' (&)
La fuerza estd dada por
Fu(r) = —4xGpromno [r/rhe — tan™ 1 (r/rpa)] (4-8)

(r/rao)?

3.4.3 Disco

La densidad de masa se propone como la diferencia
de dos funciones exponenciales, que bisicamente dan un
disco que decrece de manera expounencial hacia regiones
externas de la Galaxia, y con un agujerc en la parte cen-
tral. La densidad, masa acumulada. potencial y fuerza
estdn dados por:

R R —n
patR) = pan {QXP (—-R_I;) - exp (_EE)J Mepe™=,

(4-9)

Ma(R) = 2mpas {Rzﬂ [l ) (R;; T) o (- —gﬂ)]

() ()]} o

~®4(R) = npaoRUPKL — IPKP ~ ISKE + IF{{EBU

R s
FR) = wpa|qo UK - IPKP)
D
_ R

(ISKS —ITKT)]
Rg

(4-12)

donde Iy, I, Ko y K1 son las funciones modificadas de
Bessel (Arfken 1984). Los subindices G y D se refieren
a los pardmetros de normalizacién que se usan en cada
una de ellas, dados por Rp ¥ Rg, con valores de 3.26 kpc
y 3.25 kpc, respectivamente. La densidad, pgo, tiene un
valor de 5.98%104Mg pe~2. El disco que estos autores
proponen es bidimensional.

Para introducir la dependencia en z, algunos autores
han propuesto una funcién de la forma e~%/%, o como
una secante hiperbélica (BSS 82, Freeman 1970, van der
Kruit y Searle 1981,1982). La secante hiperbdlica tiene
una derivada continua en cero, la funcién exponencial no.
Aunque esto no serd de reelevancia en este trabajo, es
importante sefialar que este tipo de funcién se puede uti-
lizar para incluir la dependencia axisimétrica del disco en
el potencial galactico.

3.5 Comparacidén y Seleccién del Modelo

En esta scccién se comparan las propiedades de cada
uno de los modelos que hemos descrito. Los criterios de
comparacion son los siguientes: validez fisica de la distri-
bucién de masa, sus efectos dinamicos, y facilidad en su
implementacién numérica.

3.5.1 Comparacidén de las distribuciones.

Analizamos cada una de las componentes de los mo-
delos que hemos descrito para evaluar si tienen sentido
fisico.

Halo

La distribucidn de masa del halo es muy parecida en
todos los modelos (esfera isotérmica). Para radios mayo-
res a 10 kpe, esta distribucién es proporcional a r. aunque
en las regiones centrales los modelos son ligéramente dife-
rentes. Sin embargo, en este caso no €8 importante porgue
ahi domina el bulbo y/o disco galactico.

FEn todos los modelos se introduce un truncamiento pa-
ra estdé componente, porque el halo no se puede extender
a infinito, de lo contrario la masa diverge.

En este caso no hay un criterio estricto para dar prefe-

rencia a alguno de los modelos, ya que los tres son fisica-
mante congruentes.
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Fig. 3.5— Densidad, masa acumulada, fuerza {por unidad de masa) y velocidad circular, como funcién del radio galactocéntrico,
para cada una de las componentes del modelo de Q& C.
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Disco

En este caso cada modelo presenta una componente
diferente.

La densidad de masa del modelo de A&S decrece muy
lentamente, y al parecen no coincide del todo con los dis-
cos ohservados en galaxias externas, que muestran un de-
caimiento exponencial (Mihalas y Binney 1981 §5.2, en
particular Fig. 5-22.).

El modelos de O&C presenta un hoyo en la regién cen-
tral del disco, que fisicamente no es posible, porque es
justo donde uno espera que la masa esté mas concentra-
da, o al menos no decrezca. El comportamiento en las
partes exteriores parece congruente con las observaciones
de galaxias externas. Sin embargo, los autores no dan una
dependencia explicita para la distribucién de masa en la
direccién z.

El modelo de BSS presenta una distribucidn para la
masa que decae exponencialmente en R y z. Esta distri-
bucién es la que mas se observa en galaxias externas de
disco.

De lo anterior, se decidio tomar el disco del modelo de
BSS 83, porque tiene mayor sustento observacional que
los otros dos.

Bulbo y componente central

Los tres modelos proponen un bulbo, que para A&S y
0&C decae como r~3 y para BSS como un modelo de de
Vaucouleurs.

En el modelo de BSS 83 se introduce una componente
central con el fin de reproducir la curva de rotacion que se
reporta en las regiones centrales de la Galaxia por Becklin
v Neugebauer {1968}, entre en ! kpc y 2 kpe. Esta curva
se se cree que es causada por una barra en la regién cen-
tral de la Galaxia (ver capitulo 3 de Gilmore et al. 1990).
La velocidad circular de rotacién debida a la distribucion
central y al bulbo, coincide con la del bulbo para otros
modelaos.

El modelo de Q& C tiene una funcién que se divide en
varias regiones, lo que dificulta su interpretacion fisica,
aunque basicamente decae como r~2. La distribucién det
modelo de A&S es una esfera de Plummier, que tiene ex-
presiones analiticas para masa y fuerza.

Los perfiles de densidad de masa para los modelos de
A&S y de BSS, decrecen mas rdpido que el modelo de
0&C, lo que al parecer es correcto, ya que no se espera
que la distribucién del bulbo que eompita con la del halo.

Concluimos que la componente mds plausible es la del
modelo de A&S. Sin embargo, la suma del bulbo y la
componente central de BSS también es aceptable.

En resumen, se puede decir gue para modelar la dis-
tribucidn de masa del halo cualquiera de estos modelos es
aceptable. Para el disco el modelo fisicamente mds acep-
table es £l de BSS 83, con la ventaja de que numérica-
mente es sencillo de implementar. El bulbo mas sencillo
y fisicamente plavsible es el de A&S, aunque, el mode-

Io de BSS 83, con bulbo y componente central, ta.mf_:sién
es aceptable. Sin embargo, este no presenta la sencillez
numérica del modelo de A&S.

A continuacién hacemos una comparacién de los efectos
dindmices que produce cada modelo.

3.5.2 Comparacién de los efectos dinamicos.

Los efectos dindmicos que produce cada modelo se pue-~
den evaluar comparando la fuerza (por unidad de masa)
y la velocidad circular de rotacidn.

La fuerza de marea sobre un cimulo globular depende
del gradiente radial de la fuerza y del tamaiio del cimulo.
El intervalo donde se espera que los cimulos experimenten
el maximo efecto de la fuerza de marea, esta entre 1 kpe
¥ 10 kpc (ver Fig. 3.6), porque es ahi donde la pendiente
de la fuerza experimenta sus mayores cambios.

En este intervalo €l modelo de O&C tiene el mayor
cambio de su pendiente, entre 0.8 kpc y 3 kpc. El modelo
de BSS tiene un comportamiento parecido al de O&C,
pere con una pendiente menos pronunciada, que cambia
alrededor de los 2 kpe. El modelo de A&S no muestra
cambios mayores en su pendiente.

De la Fig. 3.6b, se muestra la velocidad circular para
cada uno de los modelos estudiados. Notamos que el mo-
delo de O&C es e! que presenta valores mas altos en esta
curva. Bste modelo también presenta 1a curva de rotacién
m4s plana.

En conclusién, la magnitud de los efectos dindmicos
que el modelo de O&C produce es mayor que lo otros
dos, seguido en magnitud por el de BSS y A&S, respecti-
vamente.

3.5.3 Discusién e implementacién numaérica

Los choques de marea han sido estudiados por otros
autores, y es importante considerar a los modelos que
otrog autores han utitizade. En particular Aguilar et
al. {1988), en adelante AHO) y Gnedin y Ostriker (1996,
en adelante GO} han utilizado los modelos de BSS 83 y el
de 03&C. Este es un criterio adicional para dar preferencia
a alguno de estos modelos.

El madelo de BSS 83 presenta un disco y un halo fisi-
camente realistas. 5i consideramos el buibo mds la com-
ponente central, el resultado también es aceptable. La
fuerza de marea que produce éste modelo se encuentra en
el caso intermedio (ver Fig. 3.6) ya que segin AHO y GO,
este modelo no es tan destructive como el de Q&C.

En el modelo de Q&C, el disco fisicamente no es rea-
lista, lo cual es compensado con un bulbu muy masive.
Este produce una fuerza de marea muy grande, siendo el
mas destructivo segin AHO y GO.

Como ya se ha dicho, el modelo de A&S no ha sido ci-
tado en la literatura en trabajos relacionados a la destruc-
cién de cumulos globulares. Sin embargo, tiene la ventaja
gue el potencial y la fuerza que ejercen todas todas sus
componentes se pueden calcular de manera analftica.
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Fig. 3.6.—— En (a) se presenta la fuerza y en (b) la velocidad circular de rotacién, como funcién del radio galactocéntrico para

los modelos estudiados.

En la discusién anterior el modelo que fisicamente es
mas realista es el de BSS 83, y el que computacionalmente
es mas ficil de implementar es el de A&S. Sin embargo,
descartamos a este Ultimo porque no hay trabajos que lo
utilicen en el contexto de los choques gravitacionales.

Proponemos utilizar el modelo de BSS 83 modificado,
haciendo una implementacion analitica utilizando algunas

de las funciones que se usan en el modelo de A&S paralas

_componentesvesféricasry‘una"fiﬁiﬁml
disco. Esta implementacién reproduce el comportamiento
dindmico del modelo de BSS 83, con la ventaja de tener
una expresién analitica para el potencial y la fuerza de
todas sus componentes,

2.8 Consiruccion de Nuestro Maodelo.

En en estd seccién construimos una versién analitica
para el modelo de BSS 83. La idea bdsica es ajustar los
parametros, de forma y escala, dados en § 3.2.1, 3.2.2
¥ 3.3.4, para reproducir la curva de rotacién dada por
BSS 83.

Como se dijo en el Capitulo I, se pretende entender el
efecto de la fuerza de marea sobre los cumulos globulares,
en particular, el efecto del bulbo. Se propone, como una
primera aproximacion, considerar el efecto de las compo-
nentes esféricas (halo y bulbo), gin considerar los efectos
que la distribucidn axisimétrica del disco tiene sobre los
ciimulos, pero conservando el efecto dindmico que ejerce
su distribucién de masa. Para esto se propone conservar
la. masa del disco, pero como una distribucidén esférica.

3.6.1 Distribucién esférica para la masa del disco

Aungue no se considere la distribucion axisimétrica del
disco, se quiere conservar su efccto dindmico. Esto es
posible si consideramos que su distribucién de masa es
funcién de la variable radial, r, es decir, como si esta
masa esté en una distribucion esférica.

La densidad del disco estd dada por,. —— — - -

R1 T
pa(r) = praexp }';;1" exp —H 3

donde piq, hay ¥ R1 son los pardmetros a encontrar utili-
zando los valores de la curva de rotacidn para estid com-
ponente de BSS 83, minimizando el valor de x?.

La masa estard dada por

(6-1)

R
My{r) = dwpraexp (—E::) X

[exp (“é}) (23, + 2027 + hgrr?) — 2h§1] . (6-2)

El potencial y 1a fuerza estan dados por

R
—By(r) = dmwpra €xp (E::) X

exp [ —-"- (2R3, + 2h3,7 + hair?) — 2R3,
hd]_ r

1.
+hg1(har + 1) exp (— ?a:;) (6-3)
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r2 ’ (6'4)

respectivamente.

3.6.2 Bulbo y halo

El bulbo de nuestro modelo equivale a la suma del la
componente central y el bulbo de! modelo de BSS 83. Los
pardmetros de forma y escala, en la ecuacién (2-3)% se ob-
tienen al ajustar el resultado de la suma de las velocidades
de las curvas de rotacién de ambas componentes.

Para obtener el halo se ajustan los pardmetros de la
ec. {2-7}), utiizando los valores de la velocidad circular de
rotacién correspondiente al halo de BSS 83.

El ajuste de todos los pardmetros se hizo con la funcién
NonlinearFit del paquete Mathematica, que minimiza el
valor de x? entre la funcién vy los datos de entrada.

Los parametros que se obtienen para cada componente
son:

¢ Bulbo
MbD = 1\32X1010M®
by = 0.32 kpc

¢ Halo
Mpo = 1.12 x1011 M,
ap = 10.75 kpc

» Distribucién esférica del disco
pP1a = D.0816 M, pc—3
R, = 2.58 kpc
hay = 2.027 kpe

En la Fig. 3.7 se muestra la diferencia entre la curva de
rotacién de nuestro ajuste con la de BSS 83.

3.7 Conclusicnes

Hemos expresado un modelo galdctico realista de forma
analftica, ajustando los pardmetros de forma y escala para
reproducir el comportamiento dindmico del modelos de
BSS 83.

El modelo analitico facilita £] cileulo numérico de las
4rbitas estelares, en puestro caso de las estrellas de un
climulo globular. De estd forma se tiene mayor precisién
en el caleulo del potencial y de la fuerza sobre cada una
del las estrellas.

En la Fig. 3.7, se ve que nuestro ajuste a la curva de
rotacién de BSS 83, no es del todo satisfactorio. Sin em-
bargo, una diferencia de + 4 km s~? no es tan grave si
consideramos que la barra de error gbservacional de este
modelo es de + 10 km s~!. De lo anterior podemos decir
que tenemos un modelo esférico para explorar los efectos
de marea, que exeperimenta un cimula globular en un po-
tencial galactico, debido a las componentes esféricas del

3Recordemos que la masa estd directamente relacionada con la velo-
cidad circular por la expresién v = GM(r)/r

V {km/s)

Fig. 3.7.— Diferencias entre nuestro ajuste y la curva de
rotacién para cada una de las componentes del modelos de
BSS 83. La linea de trazos cortos corresponde al bulbo, la
siguiente al halo y la de trazos mas largos al disco. La linea
continua es la diferencia total.

mismo. Una ventaja de dicho modelo es que tenemos su
contraparte axisimétrica, que se puede implementar para
estudiar los efectas que produce el disco galdctico sobre
los cimulos globulares.

Las funciones analiticas que se utilizan para ajustar
el modelo de BSS 83, se pueden aplicar a otros modelos
galdcticos, en particular, al de O&C. De estd forma se
puede tener anbos modelos de manera analftica sin perder
sus caracteristicas dinamicas.
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Capitulo 4

SIMULACION DE N-CUERPOS

En este capitulo se presentan las caracteristicas genera-
les del cédigo empleado, y de los experimentos que hemos
realizado. Hacemos una discusion de las dificultades que
estos experimentos plantean, y de las razones por las cua-
les se escogieron las herramientas numeéricas empleadas.
Se presenta en detalle el estudio de un experimento, con
el fin de introducir las herramientas de anélisis utilizadas
en este trabajo.

La eleccidon del cédigo de N—cuerpos, en particular, es
una decisién de suma importancia, ya que e} intervalo
dindmico, tanto espacial como temporal de las simulacio-
nes, restringe enormemente lag posibles opciones. Recor-
demos, por ejemplo, que las escalas temporales van desde
los periodos orbitales de las estrellas mas ligadas al cimu-
lo, al perfodo orbital del climulo alrededor de la Galaxia.
Ademds, es necesario que el calentamiento numérico del
ciimulo, producido por errores de redondeo y truncamien-
to, sea los suficientemente pequefio durante el transcurso
de una simulacién, para que no oculte los efectos del ca-
lentamiento por choques, que es lo que deseamos medir.
Finalmente, el proceso de escape de particulas del cimu-
lo, en presencia de un campo de marea externo, ocurre
a una tasa que depende sensiblemente de la granularidad
del potencial del ciimulo, en las inmediaciones de st radio
de marea. Por estd razon es muy importante que los ex-
perimentos numéricos se realizen con un nimero realista
de particulas.

Por otro lado, los aspectos fisicos de la evolucidn
dindmica de los ciimulos globulares, que nuestros experi-
mentos no contemplan son los siguientes: En primer lugar,
nuestras simulaciones no incluyen el fendmeno de colisio-
nes entre particulas, que da lugar a una contraccién del
la regidn central y a una expansién en las partes mas ex-
ternas del mismo (ver §1.3.1). Simular este aspecto de su
dindmica invelucra el uso de cédigos de N--cuerpos de in-
tegracion directa, que utilizan técnicas de regularizacién
(Aarseth, 1985). El tiempn de cédleulo que se requiere en
estos cédigos, hace imposible su utilizacién en el proble-
ma que se¢ quiere estudiar. debido al nimero de particulas
que deseamos utilizar (N = 10%). Por otro lado, la evo-
lucién dindmica ocurre en escalas de tiempo del orden de
trn, que para los cimules globulares galdcticos van de 108
a 10'® anos (ver Fig. 1.6). Nuestros experimentos siguen
la evolucidn de los cimulos durante 10 perfodos orbitales

alrededor de la Galaxia, esto implica escalas de tiempo del
orden de 10® afios para las 6rbitas que hemos considera-
do. Avin asi, hemos puesto especial cuidado en estimar los
efectos producidos por la evolucién colisional en las esca-
las de tiempo que abarcan nuestras simulaciones (§4.2.3).
Otro aspecto no incluido en nuestros experimentos es la
segregacién espacial producida por el espectro de masas
de las estrellas del camulo (Spitzer, 1969). Este fenéme-
no ocurre en una escala de tiempo comparable al ¢., ¥ su
efecto principal es: 1a evaporacion selectiva de las estrellas
poco masivag. Otro fenémeno importante es la pérdida de
masa producida por la evolucién estelar (ver §1.3.2). Su
efecto dindmico es importante en los primeros 5 x 10° afios
de la vida del cimulo, y por tanto, no lo hemos considera-
do en el presente trabajo. Un dltimo fenémeno que hemos
ignorado es la friccidn dindmica, que causa que {as drbitas
de los cimulos decaigan hacia el centro galdctico; sin em-
bargo, este fendmeno ocurre en escalas de tiempo mayores
a las que nos interesan, y s6lo es importante para camulos
masivos (ver §1.3.3).

Debido a las limitaciones descritas, y a los desafios
numéricos gque representan las simulaciones del fendmeno
que se desea estudiar (con el nimero de particulas rea-
lista, al intervalo dindmico temporal y espacial que estos
sistemas implican, y en un campo de marea producido por
un modelo relativista para la (Galaxia) que experimentos
con las caracteristicas aquf descritas no se han presentado
en la literatura. Por lo anterior, los experimentos repor-
tados en esta tesis representan una de las contribuciones
mas importantes en el estudio de estos sistemas,

Hemos seguido la evolucidn de un cimulo globular con
dos cddigos diferentes; uno basado en una expansién de
armonicos esféricos, y el otro basado en una organizacion
jerdrquica (cédigo de drbol), con el proposito de verificar
que los resultados que se obtiene son independientes del
codigo utilizado.

4.1 ;Por qué Necesitamos un Nimero Realista
de Particulas?

El movimiento de las estrellas en un sistema autogra-
vitante, como lo es un cimulo globular, estd determina-
do por el potencial promedio generado par sus estrellas,
En una simulacién numérica, idealmente. se desea que el
nimero de particulas (NVp) sea igual al ndimero de estrellas
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(N,) del sistema que se desea modelar. Sin embargo, debi-
do a las limitaciones computacionales (tiempo de célculo,
memoria y espacio en disco) el mimero de particulas, ge-
neralmente, es menor que Nj.

Si en una simulacién el niimero de particulas es menor
que el nimero de estrellas del sistema que se desea mo-
delar, para una masa fijs total, la masa de cada particula
serd mayor que las masa de las estrellas dentro del ciimulo.
Esto da como resultado que el potencial de las particulas
sea mas profundo que el de las estrellas, causando una
mayor fluctuacién del potencial promedio, lo que acelera
el proceso de relajacién.

El tiempo de relajacién para el sistema estelar, co-
mo para €l modelo numérico, es funcién del mimero de
particulas que lo integran {ver ec. 4.1 de la § 4 en Spitzer
1987, Binney y Tremaine 1987},

Para comparar €l tiempo de relajacién entre la simula-
cién v el sistema real, se define el cociente

t2 _ NpInN,

tr T N,In N,
donde t} y &7 son los tiempos de relajacidn de la simulacién
v del sistema real, respectivamente.

En la Fig. 4.1, hemos graficado distintos valores de la
relacién anterior como funcién del cociente N,/Ny, para
algunos valores de N,. El tiempo tipico de relajacién, en
el radio mediano de masa, t,,, para los ciimulos globulares
es del orden de 5 x 1% aiios (ver Fig. 1.7, capitulo 1.}. Si
consideramos que el periodo orbital de los cimulos es, en
promedio, de 10® afios (~ 0.2¢7,)}, podemos estudiar su
comportamiento con N, ~ 0.2N, (ver Fig. 4.1).

Por otro lado, si deseamos realizar una simulacién por
10 periodos orbitales, ¢ ~ 2¢7,, es necesario que nuestra

(1-1)

simulaeién-cuente-con-N,-~_N, para.que los resultados

sean representativos del sistema (ver Fig. 4.1).

Las curvas de la Fig. 4.1, pérmiten determinar e} tiem-
po que una simulacién de N cuerpos tiene sentido fisico,
si csta se realiza con N, < N,

4.2 El Cédigo de N—Cuerpos

Un cimulo globular tiene del orden de i0% a 10% estre-
Nlas {Djorgovski y Meylan 1993). Para describir su com-
portarniento es necesario resolver el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales acopladas,

N,
Exi _ = Gmyi(x; — %)

7 2.2 - e2]3/2

dt i [(XJ xz) + € ] /

i=1,...,Np (2-1)

donde G es la constante de gravedad, € es la longitud de
suavizamiento!, x; ¥ X, son las posiciones de la i-ésima
y j—ésima particulas, respectivamente.

1Este parametro se introduce en la simulacién de N cuerpos por dos
razones: para que el integrador realize una correcta descripcion del
movimiento si dos particulas se aproximan una distancia muy pe-
quefia y para disminuir los efectos de la relajacién espirea. El valor
de ¢ es menor que la separacién media entre particulas para no al-
terar demasiado la evolucion fisica del sistema.
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Fig. 4.1.— Relacidn entre ¢l cociente del los tiempos de re-
lajacion de una simulacién y el sistema fisico correspondiente,
v el cociente entre el nimero de particulas y estrellas. Las
curvas en orden ascendente indican el nimero de estrellas del
sistema que se desea modelar.

Resolver {2-1) con un mimero de particulas semejante
al nimero de estrellas que tienen los ciimulos globulares,
actualmente es inaccesible, porque el ntnero de opera-
ciones por paso de tiempo en una integracion directa, se

_escala ﬂlo_()_(ﬂg). Ademas, si se considera la presencia

inicial y la subsecuente formacién de estrellas binarias se
introduce en el sistema una escala de tiempo extremada-
mente pequefia que es necesario considerar.

De manera reciente, algunos autores han realizado si-
mulaciones con 32,768 particulas integrando la ecuacion
(2-1}, para estudiar como ocurre el colapso central en los
camulos globulares. Esto se ha hecho con una compu-
tadora disehada exclusivamenie para resolver estc tipo
de problemas (GRAPE-4, Ebisuzaki et al. 1993, Taiji et
al. 1996).

Por ¢l costoso tiempo de CPU que se requiere en una
integracién directa, varios autores han desarrcllado méto-
dos aproximados para resolver el lado derecho de la ecua-
cién (2-1). Sellwood (1987) hace una extensa revision de
las aproximaciones y de los cédigos que se han aplicado
en el estudio de sistemas astrondrnicos.

A continuacién hacemos una breve descripeidn del cédi-
go de 4rbol (CA), que es uno de los mds populares en la
literatura porque se adapta a la geomeria del problema
estudiado. Sin embargo, presenta la desventaja de ser cos-
toso en tiempo de CPU. Como el problema que se desea
estudiar es aproximadamente esférico es posible integrar
la ec. (2-1) con un codigo basado en una expansién de
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armonicos esféricos (CAE), con el que es posible realizar
simulaciones con Np, = 10° particulas en un tierapo razo-
nable de cdémputo.

4.2.1 Método del arbol jerarquico

Este método organiza alas particulas de manera jerdrqui-

ca en el espacio, esto evitar hacer el calculo de la fuerza
entre todas las particulas del sistema de manera explicita.
La fuerza entre particulas cercanas se calcula de manera
directa, mientras que para las particulas lejanas estas se
agrupan en seudoparticulas. La resolucién espacial con la
que se calcula la fuerza, se determina con un criterio de
tolerancia 8, y con €l nimero de términos en la expansién
del potencial alrededor de las seudoparticulas.

Barnes y Hut {1987), introducen la divisién del espacio
de manera octal, que a su vez se subdividen en octantes
hasta que cada particula se encuentra dentro de una sub-
divisién. La direccién de cada subcelda se conoce por es-
tar dentro de la estructura jerirquica, lo que antomadtica-
mente define su posicidn en relacidn a las demds particulas
del sistema.

El criterio para determinar que particulas se conside-
ran en el calculo directo de la fuerza, ¥ cuales como seu-
doparticulas, depende de la separacién entre la particula
¥ los nodos de cada subcelda (d), en relacién al tamafio
de cada subcelda (1),

< 59 (2'2)

Q] =~

donde 8 es el criterio que determina hasta donde se con-
sideran las particulas individuales para hacer el célculo
directo de la fuerza, o la agrupacién de estas en scudo-
particulas (Hernquist y Barnes 1990, Pfalzner y Gibbon
1996).

La ventaja de este método es que no se requiere de
ningan tipo de geometria global del sistema, porque se
ajusta a las inhomogeneidades del mismo. Sin embargo.
la conservacion de cantidades comeo la energia, el momento
y el momento angular dependen del valor de & (Hernquist
y Barnes 1990).

Este método, aungue es uno de los més populares hoy
en dia, atin es prohibitivo para realizar intregraciones con
mas de 10° particulas durante tiempos de mds de dos tiem-
pos dindmicos del sistema. El tiempo de cdmputo, en este
cHdigo, se escala como O(Nlog N). E160%-80% del tiem-
po de CPU se emplea en regenerar el arbol que define la
estructura jerdrquica de las particulas en cada paso de
tiempo (Hernquist 1989).

4.2.2 Cédigo de armdnicos esféricos

La idea basica de este método es la de sustituir la par-
te derecha de la ec. (2-1) por un desarrallo finito en se-
ries armdnicas, adecuadas a la simetria del problema que
serda modelado (White 1983, McGlynn 1984, Aguilar 1985
y Aguilar 1992). El sistema debe conservar una simetria
global para que el potencial y la fuerza converjan a lo

que se obtiene por integracién directa. A continuacién
se muestra el método para realizar la expansién, y como
se caleula el potencial v la fuerza que experimenta cada
particula.

Método de Expansion

El potencial gravitacional que ve la i-ésima particula,
debido a las N -1 particula.s del sistema, estd dado por

(2-3)

B E e

con r; ¥ r; los vectores de posicidn del la i-ésimay j—ésima
particula respecto al centro del potencial, respectivamen-
te.

La sumatoria de la ec. (2-3) se puede dividir en dos
regiones: una interior y otra exterior a r;. Reescribiendo
(2-3) se tiene (Aguilar 1985, y Hernquist y Barnes 1990)

m;
—P(r;) =
® = X P T
2-4
¥ E e
Si se define s; y s; de la siguiente forma,
si = (ri+ )2, (2-5)
s; = (v} +eH)/2
Para |r;] < |r;,
. ~1/2
. rf 2r-T;
(]ri—rj]‘)'+e)—1/2 =gt (1 + ;;Lj — —I;?—ri) , (2-6)
V] i
v para ;] > lejl,
-1/2
. ; r2. 2 P T !
(Iri—r; 2 +e) /2 = 5! (1 + Lo —"—92—‘1 (27
Se define a z de la siguiente forma,
2 2riry
& ot Iml <,
r=g (2-8)
té' - 'ZL_;ELLv iril > '!l'j]-

sI

Las ecuaciones (2-6) y (2-7) se pueden reescribir en térmi-
nos de (14 z)~1/2. Espresando (1 + x) '/ en series de
potencias,

1 3., 5
e R e L o
37T 16T

Sustituyendo en la ec, (2-4), se puede reescribir come,

9 n
. r: —2r; -r;
J ¥ J
> 2> an T
8; 8§

r;<r; n T

+ 3 m’Zan (+——~———2r1 r’) (2-10)

rpor

(142271 .. paralz] < 1. {2-9)

"I’(I‘i) =
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donde a, tiene la siguente forma recursiva,

1-—-2n
Tn On—1;

sin>1,
a, = {2-11)

1, sin=0,

con n el orden de la expansién con que se desea aproximar
el potencial. La fuerza que experimenta una particula en
r; sera

F(r;) = -V, ®(ri}, (2-12)

con &(r;} dado por la ecuacién (2-10} al orden deseado
en n. A los primeros érdenes de estid expansién se les
conoce como expansién monopolar (n=0), dipolar{n=1),
cuadrupolar (r=2) y octupolar (n=3).

La fuerza y el potencial que experimenta cada particu-
la se calcula en dos pasos lineales sobre del arreglo de
particulas, una vez que estas se han ordenado de manera
ascendente en |r] respecto al centro del potencial. En la
primer suma se evalda la fuerza o potencial debido a las
particulas internas, en la segunda a las externas. En este
métado el tiempo de céleulo estd dominado por la rutina
que ordena las particulas en orden ascendente (respecto al
centro del potencial), gue se escala como O(N) (Hernquits
y Barnes 1990).

Centro de expansion

Un aspecto que resulta critico en €l método de expan-
sidn en armdnicos esféricos, es la determinacion del punto
espacial alrededor del cua) se haré dicha expansién. Cabe
hacer notar que esto no ha causado dificultad en trabajos
anteriores, porque los autores han modelado el sistema
estelar con un perfil de de Vacouleurs, que presenta una
singularidad en el centro de su perfil de densidad, lo que
hace mas ficil la determinacién de un centro de expan-

Lamentablemente, la posicién del centro de masa depende
sensiblemente de las particulas més alejadas del ciimulo,
mientras que la posicidn del centro del potencial ests do-
minada por las particulas més ligadas a este.

Por lo anterior hemos implementado un proceso ite-
rativo intermedio entre los dos procesos arriba descritos,
basado en una idea de D. Carpintero (1997, comunicacién
privada}. La condicién inicial es que el centro de expan-
sidn es el minimo del potencial colectivo de las particulas
del ctimulo, cuyo gradiente cumple la siguiente condicion:

Ne
z miiri - l'-'ce:t:p'
{Irs — rcexplg + 62)3/2 .

i=1

v (rcexp) =

= 0, (2-14)
donde €, es un pardmetro de suavizamiento, que es del
orden o mayor que la separacién media entre particulas,
< I >2, que se introduce para evitar que el minimo de este
potencial sea afectado por los potenciales individuales de
las particulas, en particular, de aquellas que se encuentran
en la region central. N, es el niimero de particulas, menor
o igual al total de estas, con las que se hace ¢l cilculo del
potencial, ¥ T.exp €5 la posicién del centro de expansién
que deseamos encontrar.

Evaluando el gradiente y despejando la posicién del
minimo, que aparece en el nimerador, obtenemos

m.-r’f_'

ZJ'VC T T STIWCTYYC
k i=1 (1!‘i—rc;p|2+e§)3f‘?

Teexp = TSNC = , (2-15)
L S ey

(lri _rcexp]2+f

donde 1%, , es una k-ésima aproximacién al valor buscado
y riod es el valor de la aproximaci6n anterior.

sién. En nuestro caso nos interesa modelar cimuldos con
un perfil de King, que presenta una zona central con den-
sidad aproximadamente constante (ver Fig. 1.2a). Esto
hace particularmente dificil y critica la determinacién de
un centro de expansién aprapiado.

Idealmente, el centro de expansién debia ser el cen-
tro del potencial, es decir, el minimo global del potencial
del ctimulo suavizado a escalas espaciales menores que la
distancia promedio entre particulas. Desafortunadamen-
te, aunque sencilla, la descripcién anterior es costosa de
implementar en términos de tiempo de cémputo. Dicha
implementacién contemplaria un proceso en el que se es-
tablece una malla espacial cartesiana alrededor de un po-
sible punto inicial. En cada punte de la malla se evahia el
valor del potencial colectivo de las paticulas del climulo,
para posteriormente evaluar el minimo global de la malla,
y centrados en este minimo se procederia a iterar cada vez
con una malla mas fina, deteniendo la iteracién al alcanzar
la precisién requerida.

Una alternativa, relativamente sencilla, es emplear el
centro de masa del sistema:

N
R —_— Ei ;T3
em = SN~

AL (2-13)

La idea ahora es usar la expresion anterior de manera—

iterativa, sustituyendo del lado derecho con una primera
aproximacién del centro de expansién y obteniendo del
Jado izquierdo la aproximacion subsecuente

Se define la tolerancia () como la condicién necesaria
para detener el proceso iterativo, que ocurre cuando se
cumple gue,
k=1 k (2_] ﬁ)

_ | .
cexp Leexpl- e

Los pardmetros que juegan un papel importante en la con-
vergencia de este método son: el suavizamiento, ¢; la to-
lerancia, 7.; y €l ntiimero de particulas con las que se en-
cuentra el centro de expansién (N, que es un porcentaje
de las particulas ordenadas de manera radial respecto al
centro de masa. Este algoritmo lo llamaremos Algoritmo
De Centrado(ADC).

Para probar la confiabilidad del ADC se generaron 100
realizaciones azarozas de un modelo de King. La concen-
tracién del modelo fue de ¢=1.5 con N = 10* particulas.
En cada uno de ellos se calculd el centro del potencial

2Como la densidad de los modelos de King es funcién el radio, nos
referimos a la separacién media entre particulas dentro del radio
central.
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Teexps variando e, entre 0.1 < { > y 100 < ! >; n, entre
10~! y 107%; N, entre 0.1N y N. La posicién inicial pa-
ra el ADC se varié entre r. (radio central del modelo de
King) y 100 r,.

Los valores encontrados con el ADC se comparan con
los que se encuentran utilizando una malla cibica de
muestreo de la funcion potencial dentro del ctimulo. Ini-
cialmente se utiliza una malla cibica con baja resolucién
para encontrar la posicidn aproximada del minimo del po-
tencial. Centrada en esa posicidn se utiliza una malla de
mayor resolucién, donde se evalia con mayor precisién la
posicién del minimo del potencial. La resolucién de 1a ma-
la es del orden de ~ 0.1 < I >. Los valores encontrados
con este método los llamaremos valores de la malla cibica
(VMCOC).

Encontramos que los resultados de ADC siempre con-
vergen al VMC, al menos dentro del la resolucién de la
maila, cuando e, >< [ >. Si¢e, << | >, el método conver-
ge a minimos locales, es decir, a los pozos del potencial de
particulas individuales. El nimero de iteraciones en las
que se converge, en el peor de los casos fué de 10 y 15. Si
la, posicidn inicial del centro de expansidn estd dentro de
e, €l método converge en 3-6 iteraciones. El pardmetro 7
controla la precigién con la que se converge a la sclucion.
Si se desea una precisién muy grande el nimero de itera-
ciones aumentara. En este caso la mejor convergencia se
obtiene para un valor de 1073 < < 5 x 1073,

Conocidos los intervalos de confiabilidad del ADC, ha-
cemos un par de simulaciones para probar la rutina en
condiciones semejantes a las de nuestros experimentos
{N=10% particulas). Primero en un cimulo aislado y des-
pués en drbita circular. En ambos casos el primer pun-
to para el algoritmo es el centro de masa. El criterio
que se utilizé para determinar los mejores valores de es-
tos parametros, es que la variacidn total de la energia del
cimulo sea minima.

Nuestros resultados muestran que la energia total del
clurilo se conserva mejor con los siguiente valores: €, ~
10 <> 97 ~3x 1073, Para el cimulo aislado y en
drbita circular.

El nimero de particulas con las que se logra una mejor
convergencia, es de un 30% a 100% del tatal, siempre y
cuando estas sean las mds cercanas, en orden ascendente,
al centro del ciimulo. El nimero de iteraciones en las que
se converge estan entre 5 y 10.

Estos pardmetros son los que hemos “sintonizado” en
el codigo de armoénicos esféricos para realizar nuestras si-
mulaciones.

Momentos cuadrupolar y octupolar

Para determinar a que orden es conveniente realizar [a
expansion de los armdnicos esféricos, hemos comparado la
evolucién de un cimulo con un céddigo basado en la ex-
pansion de armonicos esféricos hasta el orden cuadrupolar
(CAEC), y en otro hasta orden octupolar (CAEO).

Evolucionamoes un modelo de King, de concentracidén
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Fig. 4.2.— Comparacién de la energia potencial {W), cinética
(K) ¥ la total (E), durante la evolucidn de un cimulo globu-
lar aislado, utilizando la expansién de arménicos esféricos al
término cuadrupolar (linea sélida), y al octupolar (linea de
trazo), durante 8825 f.,.

c=1.5, con 10® particulas, durante 8650 tor (ter ~ 7n /Um =
5 pe/7 km s7! = 1.3 x 10* afios) que corresponden a
~ 11t =~ 107 afos, con un At = t../40.

En la Fig. 4.2 sc muestra la evolucién temporal de la
energia potencial, la cinética y la total del cimulo, para
ambas simulaciones. En la Fig. 4.3 se muestra la evo-
lucién de los radios lagrangianos para cada fraccion de
masa ahi indicada. Los cambios en la energia del ciimu-
1o son mayores para los resultados del CAEO que para
el CAEC. La estructura de! ciimulo experimenta mayores
cambios para los resultados del CAEQ.

El cambio porcentual en la energia de cliimulo evolu-
cionado con el CAEC es de 1.88%, mientras que para el
CAEQ fue de 7.74%, es decir, 4.1 veces mayor que e] re-
sultado del CAEC.

La diferencia entre los resultados se puede deber al ma-
yor nimero de operaciones que se realizan en el CAEQ,
aproximadamente, 60 mas por componente espacial, lo
que puede estar introdiendo mayores errores de redondeo,
los cuales son arumulativos [Press et al. 1592),

Como nuestro cddigo no es colisional, no esperamos re-
producir el colapso central del cimulo (ver §1.3.1}, asi co-
mo la evaporacion de este. Los resultados que se obtienen
con el CAEQO, muestran una expansion que no correspon-
den a lo que se espera del cédigo, ya que dicha expansién
se presenta en regiones internas como de las externas. Los
resultados del CAEC no muestran dicha expansién, asi co-
mo la variacién tan considerable en las regiones centrales
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Fig. 4.3.— Comparacién de la evolucién temporal de los ra-
dios lagrangianos para las mismas simulaciones de la Fig. 4.2.
La linea de trazo corresponde a los resultados del CAEQ y la
linea continua al CAEC.

del ciirmnulo.

Como el objetivo de nuestros experimentos es el de me-
dir el cambio en la energia de las estrellas, debido a los
choques de marea, esto serd imposible si el mismo cédigo
introduce un calentamiento numérico considerable, ocul-
tando-el-efecto_que se desea medir. Por esa razén se deci-

dié utilizar el CAEC para realizar nuestras simulaciones,

que es el que menores efectos numéricos introduce en la
simulacion.

4.2.3 Expansion del ctimulo

En la Fig. 4.3 (linea sdlidaj vemos que el cimulo man-
tienie una cstructura razonahlemente estable durante el
tiempo de integracidén (~ 11t¢,,). Esto se debe al cardcter
no-colisional del cddigo que hemos utilizado. ?

La evaporacién es una consecuencia de la relajacién de
2 cuerpos (ver § 1.3.1). Este proceso hace que el ciimulo
experimente un colapso de su regién central en un tiempo
del orden de 11-19 {,;,, acompanado de una expansion en
su regiones externas {ver § 4.2 de Spitzer 1987, y referen-
cias que ahi se dan.).

El colapso central fué predicho tedricamente, y también
ha sido reproducido en simulaciones de N-—cuerpos con
codigos colisionales (Makino 1996).

Como el CAE es un ¢6digo no colisional no es posible

8Recordemos que este no sigue en detalle las colisiones de las
particulas, en particular, en [a regién central, donde estas son mds
importantes.

r/r,

Fig. 4.4— En (a) se muestra la cantidad de masa porcen-
tual gue puede llegar a cada intervalo considerado, que inicial-
mente contiene el 5% de la masa para dos modelos con 10*
(tridngulos abiertos) y 10° (circulos sélidos) particulas.. En
(b) se muestran los tiempos tedricos de relajacién para el caso
t» (linea sélida} y ¢} (linea de trazos) para 10% y 10% partfculas.
Notamos que ¢; es mayor que ¢, por mas de medio orden de
magnitud. El valor de ¢,5 utilizado en la normalizacidn, es el
que corresponde a ¢, para el modelo con 10° particulas.

seguir en detalle el colapso central y la evaporacién en
nuestras sigpulaciones. Sin embargo, estos procesos ocu-

escalas que agui nos interesan, por lo cual es importante
estimar cualitativamente el efecto esperado.

Una manera heuristica de evaluar este efecto es suponer
que la distribucién de velocidades, en cada intervalo radial
dentro del cimule, {r,r + Ar), alcanza la forma de una
distribucién Maxwelliana en un tiempo de relajacion local
{(tr—ioc)(ver §1.3.1). Por lo gue las estreclias en Ia cola
superior de la distribucién de velocidades pueden pasar
a formar parte de un intervalo radial externo, o escapar
definitivamente del ciimulo.

El mimero de particulas, que de un intervalo radial
interno, Arjys, pueden pasar a un intervalo radial externo,
Areyt, €s funcién de la energia de las particulas. Una
particula con energia E;, puede pasar al intervalo externo
donde su energia cinética es ignal a cero, E; = $(rex).

En cada intervalo externo se suman lag particulas inter-
nas cuya energia total corresponda a la energia potencial
de dicho intervalo. La tasa de acrecidén estd dada por
el mimero de particulas gue provienen de cada intervalo,
entre e} tiempo de relajacion local correspondiente al in-
tervalo radial del que provienen. Como podemos ver, &l
momento en que las particulas pueden pasar a un inter-

rren en escalas de tiempo comparables o similares d las— —
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f;}g con N; la densidad local de particulas y m; la masa de la
= 108 1-ésima. particula.
En la Fig. 4.4b se muestran los tiempos de relajacion
como funcién de r, para un modelo de King con ¢=1.5 con
10* (linea con tridngulos) y 10° (linea con circulos negros)
0.1 particulas. En ambos casos &+ es mayor (~ 8 veces) que i,.
- Estos limites nos dan una idea aproximada de los tiempos
it de relajacién local que se tienen en los cimulos globulares.
,:3 \o-2 Notamos que el tiempo de relajacién en la regién central
= es dos drdenes de magnitud mayor que para las zonas
< externas del camalo.

10-3

Fig. 4.5.— En (a) se muestra la fraccién de masa gue con-
tamina cada intervalo radial, que contiene inicialmente el 5%
de la masa total, por unidad de tiempo. En (b) tenemos Ja
masa fraccional que contamina a cada uno de los intervalos en-
tre t=0.2¢.,—4t ., que corresponden al intervalo temporal de
nuestras simulaciones. Ahi mismo se han graficado las curvas
de calentamiento segin los modelos de Spitzer y Weinberg, que
se discuten en el capitulo 11, con el fin de mostrar las escalas
fisicas donde el efecto de relajacién se puede sobreponer al de
los choques de marea.

valo radial externo estd determinado por el tiempo local
de relajacion (¢, o). que corresponde a la posicidn radial
de donde provienen las particulas.

En la Fig. 4.4a se muestra la fraccién de masa que
puede llegar a cada uno de los intervalos radiales exter-
nos. Esta crece como funcién del radio, porque el niimero
de intervalos que contribuyen a cada intervalo externo,
aumenta como funcién de r.

El tiempo de relajaciton correspondiente a cada inter-
valo se puede obtener con dos tipos de analisis: el primero
es funcién del tiempo dindmico (¢4). Esta suposicidn nos
permite utilizar una de las expresiones mds citadas en la
literatura (Binney y Tremaine 1987, §4.1);

%

\'in 1/ -
b tax plr) T (2-17)

by = e
8 lI] i’\‘jnt

donde p(r) es la densidad de masa promedio interna a r,
¥ Nim es el numéro de particulas dentro de r. La segun-
da forma, de evaluar éste tiempo, es utilizando cantida-
des locales como Ia separacidn media entre particula, y la
dispersién local de velocidades, < v* > (Chandrasekhar

Conociendo el niimero de estrellas gue pueden pasar a
cada intervalo externo (ver Fig. 4.4a), y el tiempo de re-
lajacién para cada intervalo (Fig. 4.4b), se puede calcular
la tasa de acrecimiento de masa en los intervalos externos.
Esta sera igual a la suma del niimero de particulas inter-
nas al cascardn considerado, con energias en el intervalo
(Ei = &(r;), Eix1 = B(rip1)), entre el t,_ 4o del intervalo
interno de donde proviene cada particula. La tasa de acre-
cimiento de masa, para cada intervalo externo estd dada
por,

Tint Llext
. e AM (Tine)
Mlrea) = 3 75—n=5

Fint=0

(2-19)

En la Fig. 4.5a, se muestra la tasa de acrecimiento de
masa por intervalo radial {que inicialmente se define con
el 5% de la masa) para un modelo con 10° particulas. En
estd figura vemos que la diferencia entre la relacidn (2-18),
que considera condiciones locales (con ¢, linea punteada)
v la ecuacion (2-17), que considera condiciones promedio
{con t., linea sdlida), cs aproximadamente, de un orden
de magnitud.

El intervalo temporal que abarcan nuestras simulacio-
nes es de 0.2 ¢, a 4 t,.,. En la Fig. 4.5h, hemos graficado,
considerando la tasa de acrecidn mas baja de la Fig. 4.5a,
el incremento fraccional de la masa para cada uno de estos
intervalos. Vemos que en el peor de los casos (1=4 #.;),
la masa que “cae” en un intervalo centrado alrededar de
rp es de un 4% de M,,;, disminuyendo hasta ser de 0.7%
Mioe en las zonas externas. Por otro lado, para el caso
mas favorable (0.2 t,3), la masa que “cae” en el intervalo
centrado en r, es de un 0.4% M, disminuyendo hasta
ser de un 0.1% en el radio de marea.

En la Fig. 4.5b hemos graficado las funciones de calen-
tamiento de Spitzer y Weinberg (ver § 2.2.2), con el fin
de mostrar la escala espacial en la que el calentamiento y
la evaporacion se pueden sobreponer. Vemos que ambos
efectos casi no se sobreponen durante el intervalg tem-
poral considerado. De lo anterior se puede decir que el
efecto de los choques es el mas importante en las regiones
externas del cimulo.
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Los criterios que utilizamos en este andlisis son muy
aproximados. Hemos supuesto que las particulas sélo
“Huyen” hacia regiones externas, y que todas aquellas
con una energia F; = ®(r..) pasan al intervalo exte-
rior. Esta suposicién, en principio, sobreestima la magni-
tud de este efecto, razén por lo que podemos concluir gue
no serd importante en el intervalo temporal que abarcan
nuestras simulaciones. Respecto al intervalo espacial, de
la. Fig. 4.5b, podemos apreciar que ambos efectos se sobre-
ponen de manera significativa en un intervalo alrededor de
0.8< r/r, < 2. En este intervalo el efecto del choque es
dos ordenes de magnitud menor que en r;. Un aspecto
adicional que se debe considerar, es que estd evaporacion
es continua, mientras que los choque de marea son periddi-
cos, por lo que dicha sobreposicién se debe analizar por
periodo orbital y no considerando el tiempo total de la si-
mulacién, lo que reduce aiin m4s la posible sobreposicion
de estos efectos.

4.2.4 Calentamiento numérico

Llamaremos calentamiento al incremento total de la
energia del cimulo (AE,). Este es causado por la inte-
raccién del ctimulo con la Galaxia (AEgc) y por errores
de redondeo inherentes al codigo (AE,um). El calenta-
miento total dentro de la simulacidn serd,

AE. =AEqgc + AEnum- (2-20)
Si AE,um es mayor que AEge los resultados seran do-
minados por “ruido numérice” y no por el fendmeno que
deseamos estudiar.

Para evaluar la magnitud de AEn.y, hemos realizado
tres experimentos. En el primero se estudia la evolucién

del cimulo dé manera aislada, yenlos otrosdos en drbita
circular. De estd manera podemos saber cual es el error
que introduce el cédigo al hacer el calculo del potencial y
la fuerza de manera aproximada, y al incluir el potencial
y la fuerza de la Galaxia sobre cada estrella del eiimulo.
En la Fig. 4.6 se muestra el calentamiento porcentual para
los experimentos antes descritos.

Para evitar que los efectos del campo de marea galdcti-
co dominen la evolucidn de los ctimulos globulares duran-
tes sus Orbitas circulares, hemos escalado su tamafio, para
gue los ciimulos sean menores que el tamafio del 1obulo de
Roche que le corresponde.

A continuacién se reportan los resultados de estos ex-
perimentos donde el edmulo se tomo como un modelo

de King, de concentracién £=1.5, con 10° particulas {ver
Apéndice A).

Ciamulo aislado

Retomando los resultados que se obtienen en § 4.2.2
para el CAEC (ver Fig. 4.2 linea continua), tenemos que
el cambio fraccional de la energia es de 1.84 x107% en
10* unidades de tiempo (~4 x10° pasos del integrador).
Esto significa que la variacién porcentual de la energia del

NI .

AE/E{%)

Ly 1
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Fig. 4.6.— Calentamiento porcentual como funcién del tiem-
po para un cimulo aislado (linea sélida}, érbita circular a € kpc
(linea de traza corto) y a 3 kpc (linea de trazo largo}).

cimulo, por unidad de tiempo, es

1 AESs
t E,

(%) = 2.1 x 1074 (2-21)

Donde hemos supuesto que la variacién de la energia es
lineal con el tiempo (ver linea sélida de la Fig. 4.6).

4.2.5 Cumulo en Orbita circular

Para medir el calentamiento numérico que se introduce
al incluir el calculo del potencial galdctico hemos realizado
dos experimentos en Srbita circular, a 6 kpc y 10.5 kpe,
del centro galactico.

El 16bulo de Roche es 2.5 y 3 veces mayor que el tamafio
inicial del cimulo para la simulacién a 6 kpe y 10 kpc del
centro galdctico, respectivamente.

El calentamiento numérico, por unidad de tiempo, para
cada uno de los experimentos es de,

6Gkpec
%Aﬂ_‘% (%) = 2.9 x 10741, (2-22)
c
y
10.5kpe
'}A_EEET_(%) = 4.6 x 107%;}. (2-23)
(3

De las ec. (2-21), (2-22) y (2-23), se decidi6 tomar el pro-
medio de {2-22) con (2-23), porque son las que involucran
el potencial galictico. Vemos que el valor de (2-21) es 2
veces menor que el de (2-23), y muy parecido al de {2-22).
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Definimos la funcién de calentamiento numérico como,

1AE,
t E.

(%) = 3.8 x 1074} (2-24)
Fl cambio porcentual en la energia del cimule, debido al
calentamiento numeérico, serd evaluado a partir de est4 re-
lacién.

En las Tablas TIT-VI (ver § 4.4) se da ¢} periodo orbital
de cada uno de los experimentos en unidades del mode-
lo. Consideando 10 perfodos orbitales para el experimento
que mayor duracién tiene, encontramos que el mayor ca-
lentamiento numérico que se puede esperar en nuestras
simulaciones, es de un 2.5%.

4.3 Diseno de los Experimentos

Para estudiar el efecto que los choques de marea tie-
nen sobre un cidmulo globular, es necesario considerar un
intervalo de valores para los pardmetros que define la es-
tructura del climulo y de su 6rbita alrededor de la Galaxia.

La frecuencia orbital de las estrellas dentro del ctimulo
estd determinada por su perfil de masa, y por la densidad
media del ciimulo. La amplitud y frecuencia con la que
actia la fuerza de marea, es funcién de la excentricidad
y la distancia perigaldctica (Rperi) de su érbita alrededor
de la Galaxia.

Debido a las limitaciones que se tienen en el tiempo de
computo, no es posible explorar de manera detallada el
espacio de pardmetros que determinan la estructura del
cimulo (masas y concentracion), asi como de su drbita
(Rperi ¥ G).

Es por esto que necesitamos determinar las condicio-
nes inicales de manera adecuada para obtener la mayor
informacién posible sohre el fendémeno que se desea estu-
diar, y ademads de poder estudiar los casos extremos en
el comportamiento de dicho fendmeno. La seleccién de
los parametros iniciales de las simulaciones se discute a
continuacion.

4.3.1 Orbitas del ciimulo

La amplitud de la fuerza de marea es méxima cuando
el evimulo se encuentra en su punto perigaldctico (Rper)-
Los valores de Rper; que consideramos son 1.5 kpe, 3 kpe
y 6 kpc. La relacién entre estos valores de Hperi es ge-
ométrica, a intervalos de factores de 2.

La variacidén temporal de la fuerza de marea se pue-
de relacionar con el momento angular de la orbita. El
momento angular relativo se define como & = J/Jmas,
donde Jn., es el momento angular de la érbita circular,
que corresponde al apogalictico de la drbita del cimulo.
Para una érbita circular 5 = 1, y para una dérbita radial
% = 0. Sin embargo, es mas sencillo visualizar la forma de
la &rbita con la excentricidad, que se define en términos
de Rperi Y Rapcn

. Rapo - Rperi

—_—. 3-1
Rapo + RpEri ( )

e

Para cada valor de Rper; seleccionamos 4 valores de la
excentricidad: e=0, (.25, 0.5y 0.75. Para e=0 la fuerza de
marea es constante, la maxima variacién se tiene cuando
e=0.75 (ver Fig. 2.15).

En la Tabla I se dan los valores Rapo como funcién de
los valores de Rper; y e. También se da el valor de « que
corresponde a cada excentricidad.

4.3.2 Masa y densidad inicial

La masa y concentracién inicial de los camulos es de
5x105My, ¥ 1.5, repectivamente. Estos valores correspon-
den a las medianas de las distribuciones respectivas, para
el sistema de cimulos globulares galdctico {ver figuras 1.4
y 1.5). La concentracién determina la distribucién espa-
cial de 1a masa dentro del cimulo. La densidad media del
cimulo est4 determinada por el valor de ry,, que depende
de la masa y de escala espacial que se le asigne al modelo.

La Galaxia impone un radio limite, Ry, para el cimulo,
valor que es minimo cuando este se encuentra en su Rperi,
dado por (Binney y Tremanine 1987},

3 1 Mc

R}=:——f —
L 3 MG’(Rperi)

Rgeriv (3-2)

donde M, es la masa total del ciimulo, Mg (Rperi) es la
masa de la Galaxia dentro de Rpes. El valor de B, a
primera aproximacién, se puede identificar con el radio
del 16bulo de Roche. En R; la densidad del cimulo es
aproximadamente igual a la densidad de la Galaxia.

En la Fig. 4.7, se muestra el valor de Ry como fun-
cion de la distancia galactocéntrica para tres valores de la
masa del cimulo (indicados en cf lado izquierdo de cada
curva). Ahi mismo hemos graficado los valores observados
de ry para los cimulos glohulares galdcticos, como funcion
de su distancia galactocéntrica. Los simbolos indican el
intervalo de masa en que se encuentra cada cimulo.

En la Fig. 4.7 vemos que hay cierta correlacién entre los
valores de r; con Rg. Para los ciimulos masivos (circulos
negros) estd correlacién es muy clara. Para los ctimulos de
masa intermedia (circulos ablertos) no es claro que exista
alguna correlacion, porque la dispersién en los valores de
la masa parece aumentar a radios galactocéntricos mayo-
res a los 10 kpe. Los ciimules menos masivos (esqueleto
de tridngule} no parecen seguir ningin tipo de relacién.
Cabe hacer notar que la posicién galactocéntrica de los
cimulos observados, no es necesariamente al valor de su
perigaldctico, que seguramente es menor.

En nuestros experimentos los ciimulos se lanzan inicial-
mente en el apogalictico de su 6rbita, donde la influencia
del camnpo de marea galdctico, en una orbita dada es mi-
nima. El raadio del lobulo de Roche disminuye proporcio-
nalmente a su distancia galactocéntrica (ver Fig. 4.7 line-
as solidas), de tal forma que el cimulo puede 0 no estar
totalmente contenido dentre del 1ébulo de Roche cuando
estd en su Hper.

Si el tamano del cimulo, r;, es mayor que el tamano
minimo del 1dbulo de Roche (R}, una fraccidn de 13 ma-




68 CAPITULO 4. STMULACION DE N-CUERPOS

TABLA 1
VALORES DE R,p0 COMO FUNCION DE
Rperi Y e.
€ K Ep_eri (kpc)
1.5 3.0 6.0
0 1 1.5 3 6
0.25 0.77 2.5 4.5 10.5
0.5 0.51 5 9 21
0.75 0.27 10 18 42

r -
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Fig. 4.7.— Radio limite r; impuesto por el campo de ma-
rea galdctico como funcién del radio galactocéntrico Rgo para
tres valores de la masa del cimulo segiin la ec. (3-2). Los
simboles son los valores observados del radio de marea ()
de los cimules globulares galdcticos. Cada simbolo indica el
intervalo de masas en que se encuentran.

sa del cimulo serd desprendida por el campo de marea
galdctico. La fraccidn inicial de masa que estd dentro
del 16bule de Roche cuando este pasa por su punto pe-
rigaldctico, se define como M(zy) (Murali y Weinberg
1997}, donde x4 esta dado por

=l (3-3)

donde r; y 1 son los radios de marea del cimulo v del
16bulo de Roche en el R, del cimulo. El valor de M(zy)
también depende de la distribucién radial de la masa del
cumulo, que en los modelos de King estd determinada por
la concentracion.

Fig. 4.8.— Esquema ilustrativo para mostrar ¢l tamaifio ini-
cial de los cimules, en nuestros experimentos, respecto al
16bulo de Roche en Rperi. La linea sélida muestra el 1é6bulo
de Roche. Las lineas de trazos indican los distintos tamaifios
de los ¢fimulos que hemos considerado.

Para estudiar el truncamiento que el campo de ma-
rea, galdctico impone sobre la distribucién de masa del
cimulo, hemos escalado su tamafio inicial para que xy
y M(z;) tengan los siguientes valores: M(3.5) = 0.8,
M{1.5) = 0.98, M(1) =1y M(0.95) = 1. Con estos va-
lores se tiene un amplio intervalo para la densidad inicial
del cimulo. No hemos considerado valores con zp < 0.95,
porque el efecto del campo de marea en esos casos es mini-
mo, como ya se ha visto en §4.2.4. En la Fig. 4.8 se
muestran los tamafios iniciales de los ciimulos respecto al
l6bulo de Roche en su Rperi-

Nuestros modelos se escalan en funcién del radio vi-
rial (r,), que por construccién es igual a la unidad (ver
Apéndice A). En la Tabla II se dan los factores de esca-
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la que utilizamos en cada experimento, como funcién de
los tamaifios relativos del ciimulo y el 16bulo de Roche,
asi como del Rp.p; de su érbita. La relacién entre el radio
mediano de masa v el radio virial, para una concentracién
de c=1.5, es de rj, ~ 0.8r,.

4.3.3 Escenarios fisicos

Las condiciones iniciales que hemos seleccionado nos
permiten definir una serie de experimentos para estudiar
la evolucién del los ciimulos globulares bajo los siguientes
£scenarios:

A) Cdmulo limitado por fuerza de marea, M(z;) =1,
con £y < 1, en Orbitas excéntricas. Eisto nos permite
estudiar la inyeccién de energia en la estructura del
cimulo cada vez que este pasa por su perigalactico.
También es posible estudiar los efectos de una per-
turbacion perfodica sobre la estructura del cimulo,
donde no existe una interaccién directa del campo
de marea sobre la distribucién de masa, es decir, no
hay truncamiento.

B) Cimulo no limitado por fuerza de marea, M(zs}=
0.8. Nos permite estudiar el “desbordamiento del
l6bulo de Roche” mientras se establece el radio de
marea. Ademas es posible estudiar los transitorios
en su estructura y el proceso de pérdida de masa a
través de las colas de marea. Se estudian los efec-
tos combinados del “truncamiento de marea” y el
calentamiento por choques. Tamnbién nos permite
estudiar el comportamiento del sistema después de
los primeros encuentros {gue se espera sean los mds
destructivos).

C) Cuamulo en el limite del 16bulo de Roche, M (zy) =1,
para todas las drbitas. Se espera que el calentamien-
to par choques sea el que determine la destruccidn
del ctimulo.

Estudiar los casos anteriores variando la amplitud y
la frecuencia con que actia la fuerza de marea (Rperi
y e). De estd manera se puede conocer la importan-
cia de los pardmetros drbitales en la evolucidn del
etimulo,

4.4 Experimentos

Hemos realizado 48 experimentos, que son el resultado
de considerar 3 perigaldcticos, 4 excentricidades y con los
4 tamaifios del cimulo respecto a su lébulo de Roche.

4.4.1 Notacién

Por sencillez hermos definido una notacién que nos da
informacidn sobre las condiciones iniciales de cada expe-
rimento en el nombre de la “corrida”,

X nn t . (41)
1 2 3

En cada espacio se da la siguiente informacién;

1) Con valores de A, B y C, que determinan el valor del
Rperi inicial de la 6rbita del ciimulo, éstos correspon-
den a 1.5 kpc, 3 kpc ¥ 6 kpc, respectivamente.

2) Este espacio indica la excentricidad de la érbita del
ctimulo, con valores de 00, 25, 50 y 75, que corres-
ponde a e=0.0, 0.25, 0.50 y 0.75, respectivamente.

3) Esta parte nos indica el valor inicial de zy, que tiene
valores de 0.95, 1.0 ,1.5 y 3.5, que en estd notacién
corresponden a s, m, ml y I, respectivamente.

Por ejemplo, el experimento con Rperi=1.5 kpe, e=0.50
y 5 = 1, con estd nomenclatura se escribe como “A50m”.
Si el perigaldctico de la érbita es 6 kpc, entonces el nombre
del experimento serd “CH0m”.

4.4.2 Condiciones iniciales

Los pariametros iniciales de cada experimento se dan
en las Tablas ITI, IV, V y VL. Cada una de las tablas
corresponde a cada uno de los tamafios del cimulo que
hemos considerado {{,ml,m y s). Ahi mismo se dan los
factores de escala espacial {[{](pc)) que corresponden a
cada Rperi, asi como la posicién Rape ¥ velocidad inicial
Vapo de los ciimulos en ¢=0. También se indica el periodo
orbital de los climulos alrededor de la Galaxia.

El ciimulo es una realizacién azaroza de un modelo de
King (1966), de concentracién 1.5 (ver Apéndice A). El
sistema de unidades que hemos considerado en nucstras
simulaciones es tal que G = r, = M,=1, E.=-1/4. El
nimero de particulas de la simulacién es de 10°. El mo-
delo se escala dando el valor fisico de ry y de la masa (ver
Apéndice B). En las Tablas 11I-V1 se dan los valores a los
que se escala r, (pc) en cada experimento.

El modelo galdctico que utilizamos es el modelo de
BSS 83 {ver §3.3), que hemos modificado para que todas
sus componentes sean esféricas (ver §3.6).

El ciimulo se evoluciona de manera aislada durante 80
tiempos dinamicos en el radio mediano de masa, esto se
hace para relajar sus condiciones iniciales antes de que
interaccione con el potencial galdctico.

Todas las simulaciones se siguen durante 10 periodos
orhitales. Cada F,.,/4 se guardan las posiciones y ve-
locidades de las 10° particulas, hasta completar un total
de 40 cuadros por experimento. Todos los experimentos
se realizarén en una maquina Origin 2000 de la Silicon
Graphics.

A continuacidn presentamos el analisis de una simula-
cién para familiarizar al lector con la notacién y la presen-
tacidn de los resultados, que se muestran en su conjunto
en el capitulo 5 y en el Apéndice C. En este altimo se
muestra en detalle los resultados de cada simulacién.

4Estas letras son las abreviaciones en inglés de los adjetivos smell,
medium, medium -large y large, respectivamente
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TABLA 11
VALORES DEL r, QUE CORRESPONDEN A
LA FUNCION M(xzs) PARA CADA VALOR
DE Rperi CONSIDERADO. )

Rperi M(z)

(kpc) 0.8 0.98 ~1 <1
15 18 8 5.2 5
30 30 13 8.4 8
6.0 45 19.8 13 12.3

TABLA 111

PARAMETROS INICIALES PARA LAS SIMULACIONES CON z; = 3.5(1).

Rperi=1.5 kpe Rperi=3 kpc Rperi=6 kpe
rv=18 pc r»=30 pc ry,=45 pc
e Bapo Yapo Py, Repe Yape Lo Bepo Vope Pory,
™ 10.68 16.41 o 8.27 35.32 T 6.75 54.88
0 83.3 10.99 26.16 100 24.95 25.16 133.3 32.44 25.81
0.25 138.8 14.74 26.56 166.6 19.34 22.23 2222 24.46 24.46
0.50 250.0 10.23 38.02 300 13.65 33.70 400.0 16.8 39.13
0.75 583.3 5.64 76.225 700 7.4 74.01 933.3 89 83.05

NOTA.—-Las escalas espaciales resultantes estdn en kpe, las temporales en fracciones de 10% afios
y la velocidad en km/s.

TABLA 1V
PARAMETROS INICIALES PARA LAS SIMULACIONES CON &y = 1.5(mi).

Rperi=1.5 kpc Rperi=3 kpe Rperi=6 kpe
rv=8 pc rv==13 pc r,=19.8 pc
apo Vapo apo (. Rape Vapo Pt
€ R_rf' 16.03 %é% B?f_ %’S_T I%%f = 103 18.32
0 187.5 13.3 88.4 230.8 164 88.2 309.7 21.3 914
0.25 312.5 9.8 89.7 384.6 12.7 78.0 516.3 12.2 86.6
0.50 562.5 6.8 128.1 692.3 9.0 118.5 920.3 11.0 138.4
0.75 1312.5 38 253.1 1615.4 4.8 259.6 2168.3 5.8 294.0

NoTa.-Las escalas espaciales resultantes estin en kpe, las temporales en fracciones de 10° afios

y la velocidad en kim/s.
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TABLA V
PARAMETROS INICIALES PARA LAS SIMULACIONES CON z; = 1(m).
Rperi=1.5 kpe Rperi=3 kpc Ryeri=6 kpc
rv=3.2 pc ry=8.4 pc rv=13 pe
Rupo Vepo Rupa Vapo spo Vepo ork
= e 19.88 '2}?%5 = 15.62 %2& E;'\;L 1257 51.07
0 2884 10.7 171.7 357.1 13.2 169.9 461.5 174 166.3
0.25 480.7 7.9 174.3 595.2 10.2 150.1 769.2 13.3 157.6
0.50 865.4 5.5 249.6 1071.4 7.2 228.1 1384.6 9.0 252.1
0.75 2019.2 3.0 500.3 2500 39 499.8 3230.7 4.8 523.1

NoTA.—Las escalas espaciales resultantes estdn en kpc, las temporales en fracciones de 10° afios

v la velocidad en km/s.

TABLA VI
PARAMETROS INICIALES PARA LAS SIMULACIONES CON z; = 0.95(s)

Rperi=1.5 kpc Rperi=3 kpc Boeri=6 kpc

Ty =9 peC ry=8 pc =123 pc
0 300 10.5 178.8 375 12.87 182.7 489.4 16.9 181.5
0.25 500 7.7 181.6 625 9.98 161.5 815.6 12.9 172.0
0.50 900 5.4 260.0 1125 7.04 244.8 1468.2 8.8 275.2
0.75 2100 3.0 521.2 2625 3.82 538.2 3425.7 4.6 383.9

NoTa.-Las escalas espaciales resultantes estdn en kpce, las temporales en fracciones de 10* afos

y la velocidad en km/s.

TABLA VII
PARAMETROS INICTALES PARA LAS ORBITAS DE LOS CUMULOS EN UNIDADES FISICAS.
Rperi=1.5 kpe Rperi=3 kpe Rperi=6 kpc
€ Rapo l’fapn Pm-k‘)q Rapo Vape Pm't_s, & R Vapo Pm-t:
(kpe) (kms™!)  (x107a) (kpe) (km™!) (x10%a) (kpe) (kms'} (x107a)
0 1.5 2136 4.29 3 206.3 888 G 218.7 16.7
0.25 2.9 156.1 4.36 4.5 160.0 7.83 10 167.0 15.8
0.50 4.5 109.4 6.24 9 112.8 12.0 18 113.9 25.4
0.75 10.5 60.8 12.5 18 61.2 26.1 42 59.5 53.8
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CAPITULC 4. SIN

TULACION DE N-CUERPOS

4.5 Analisis

Fl anilisis ¥ reduccién de los resultados se realizd con
diversas rutinas con las que se obtiene las cantidades que
se desean estudiar. A continuacién se muestran los re-
sultados v el andlisis para el experimento A50ml. Se dis-
cuten las rutinas de reduccion, asi como la presentacién
de los resultados (grificas). La discusién, comparacién e
implicaciones de los resultados se hard en los siguientes
capitulos.

4.5.1 Definiciones

Se define al sistema inercial anclado en el centro de
la Galaxia como (X' Y*,Z’}, y al sistema anclado en el
centro de masa del cimulo por {X,Y,Z). En este sistema
la posicidn inicial del cimulo, respecto al centro galdctico,
es (0,Rupo,0}.

La posicién y velocidad del centro de masa del cimulo,
en cada instante, estin dados por

Z 1 miX 21—1
E =1 M4 Zml my

donde m; es la masa de la i-ésima particula y N; es el
ntimero de particulas ligadas al cimulo (ver siguiente sec-
ci6n). LOs vectores x; y v}, corresponden a la posicién
y velocidad de la i-ésima particula. La transformacién
de posicién y velocidades entre ambos sistemas esta dada
por,

Xem = Ve = (5-1)

¢ !
Xi=X;—Xem ¥ Vi=Vi—Vem. (5-2)

Para ser consecuente con la notacién que se utilizd en el
Capitulo L, se define Reo = [%em| ¥ Voo = [Veml

La energia cinética estd dada por

N,
1 Z o
= 5 mi’l‘.}i
t=1

donde m; y v{ es la masa y velocidad de la i-ésima particu-
la respecto al centro de coordenadas galactico.

La energia potencial total es la suma de la energia po-
tencial de las particulas.

En este caso hemos considerado un potencial rigido que
se encuentra anclado al origen de coordenas, razén por la
cual no se considera el despazamiento del centro del po-
tencial galactico. Sin embargo, si este se encontrara libre
v se pudiera mover en respuesta al potencial del cimulo,
que supondremos a 1.5 kpc ¥ en érbita circular, este se
desplazaria en una drbita circular con un radio de 3.3R¢ a
una velocidad de 334.3 metros por afio. La energfa cinéti-
ca del centro galictico, en este caso, es de 17 drdenes de
magnitud menor que la energia del cimulo.

Para el experimento A50mi AEom(%) = 6.9 x 1073,
con una dispersién rms dada por og(%) = 3.4 x 107%. El
cambio en la energia total de la simulacién, para este caso,
es dos 6rdenes de magnitud menor que la variacion de la
energia del cimulo. Estos valores son representativos de
lo que ocurre en todos nuestros experimentos.

Kiotal (5-6)

Energia de las estrellas y el ciimulo

La energia del cimulo es la suma de la energia (por
unidad de masa) de todas las estrellas ligadas a este. La
energia de la i-ésima estrella estd dada por

E; =

v + @ (r;). (5-7)

El valor escalar deposicién—y~velocidad;-respecto-al—

centro de masa del cimulo, estd dado por,

Ty = ]x,-| Yy Ui = lV,’I. (5—3)

4.5.2 Energias

Conservacion de la energia

La primer cantidad que se mide en cada uno de los ex-
perimentos es la conservacién total de la energia. Esta se
reporta como la variacién porcentual, que se evalia de la
siguiente forma,

10 H
Eiotat — Erotat
ED ’

total

AEjg10:(%) = 100 x (5-4)

donde ED,., v E15.;, es la energia total inicial y despiies
de 10 perlodos Grbitales, respectivamente.

La energia total se cdlcula como

Etotal = Ktotal + Wtotaly (5'5)
donde Kioai ¥ Wiotal, SOn las energias cinética y potencial,

total de la simulacién, respectivamente.

donde 9,(7;)es el potencial-que-experimenta-la—i-ésima- -
estrella debido a las demas particulas ligadas al cdmulo.
Si E; < 0, la estrella se encuentra ligada al ciimulo, si
E; > 0, no lo esta.

La energia total del ctimulo se calcula mediante un pro-
ceso iterativo con la siguiente relacién:

E.=K +We=< Z miv} + Y mid(ry).
E‘.<G E;<0

(5-8)

Si en el calculo de la energia se encuentra una estrella con
E; > 0, se vuelve a hacer el cdlculo de la energia cinética
y la potencial sin considerar a dicha estrella. Este proceso
se detiene cnando no se encuentran estrellas no ligadas.

Para determina si el cimulo se encuentra en equi-
librio virial calculamos la cantidad, 2(K./W.|. En la
Fig. 4.9 hemos graficado la evolucion temporal de K, W,
y 2|K./W,| para la simulacién A50m!. Las lineas vertica-
les indican el paso del ciimulo por su perigalactico.

El cambio temporal de la energia del cimulo, se define

(4
come AE(t) _ Eelt)~ Fo
Eo - EO

(5-9)
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Fig. 4.9.— Evolucién temporal de la energia cinética (K.),
potencial (W), y de la condicién de equilibrio virial para el
cimulo de la simmlacién A50ml Las lineas verticales indican
el paso por el perigalictico de la 6rbita.

donde E.(t), es la energia total del ciimulo al tiempo ¢, y
Ey es la energfa inicial del cimulo.

En la Fig. 4.10a se muestra la variacién de la energia
del cimulo, para el experimento AS50ml.

El cambio total en la energia del cimulo, en estd simu-
lacién, es de un ~8%. Notamos que este cambio no es gra-
dual, este muestra escalones relacionados con el perfodo
orbital del cimulo. Este comportamicnto se discutird en
detalle en el siguiente capitulo.

4.5.3 Pérdida de masa

La masa del camulo a un tiempo ¢ se define como,
ﬂ/fc(t) =35 x Jwrj(t)ﬁffﬁ., (5—10)

donde N;(t) es el nimero de estrellas ligadas al cimulo al
tiempo t.

I.a masa de las estrellas que escapan es Mjpre = Mp —
M_(t}, donde My es la masa del ciumulo en ¢t = 0 (Mp =
Mt = al).

El cambio fraccional de la masa del cimulo estd dado
por,

AM _ Ng — N

= 5-11
My No ( )

E! intervalo de variacidén de estd funcién estd entre 0 v
1. En la Fig. 4.10b se muestra la variacion temporal de
la masa del cimulo para la simulacién A50ml. El cambio
total de la masa del ciimulo es de un ~8%. Nuevamente se

AE/E, [x10-?)

I

AM/M, [x10-2

o IJIIJIIIJ_LIII

Fig. 4.10.— Evolucién temporal de la variacién absoluta de
la energia (a) y de la masa (b). Las lineas verticales indican
lo mismo que en la figura anterior.

presentan ios escalones asociados con el paso del cimulo
por el perigaldctico.

En las graficas de la Fig. 4.10 también es posible ana-
lizar la tasa de variacion de la energia y de la masa, que
para este cjemplo parece desacelerarse como funcidn del
ticmpo.

4.5.4 Evolucién diferencial de la energia y la ma-
sa

Para enfatizar el efecio de los choques gravitacionales,
se define el incremento diferencial de la energia v de la
masa como

SE(t) =
SM(1)

E(t) — E.(t— At) y
M.(t) — M.(t — At),

(5-12)

respectivamente, donde At es Fon, /4.

En la Fig. 411 se muestra la evolucién temporal de
dE(t) vy M (t). En ambos casos se normalizo con respecto
a la masa y energfa inicial. Las lineas verticales significan
lo mismo que en las grificas anteriores. En estd represen-
tacidn los cambios de la energia v la masa se muestran co-
mo pulsos claramente relacionados con el perfode orbital
del cimulo. El aumento de la energfa alrededor de Rper
es, en promedio, 5 veces mayor que en Hap,e. Como solo
tenemos 4 fases drbitales no se tiene resolucién temporal
para determinar si el méiximo de los picos ocurre antes o
después de su perigaldctico. Con estd representacién se
resalta la importancia de los choques gravitacionales. En
el siguiente capitulo se discute este efecto en detalle.
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Fig. 4.11.— Variacién diferencial de la energia y la masa para
la simulacién A50mi.

4.5.5 Estructura

Los cambios en la estructura del ciimulo se analizan
en detalle siguiendo la variacidén tempeoral de los radios
lagrangianos de igual masa. De manera mas general se
analiza con cantidades como: la concentracion, la densi-
dad central v la densidad en el radio mediano de masa.
Estas cantidades globales tienen una contraparte obser-
~vacional, queen principio-permiten-compararlos-modelos
con las observaciones.

Estructura de la masa

En Fig. 4.12 se muestra la evolucion temporal de los
radios lagrangianos, normalizados al radio virial (ry), pa-
ra el 5%, 10%, 20%, ...90%, 91%, 92%,...99% y 100%
{lineas sdlida delgadas v lineas delgadas de trazos cortos
para los valores subrayados) de la masa total del siste-
ma. Y los radios lagrangianos para el 10%, 50%, 90%
95% y 99% y 100% (linea gruesa solida y de trazos cortos
para los valores subrayados) de la masa ligada. Las lineas
verticales sefialan el momento en que el ciimulo pasa por
su perigalactico.

Estos valores se obtienen al ordenar los radios de las
estrellas de manera ascendente en cada tiempo £. Consi-
derando en un caso todas las estrellas y en otro sélo las
ligadas al cimulo.

En la Fig. 4.12 podemos ver como son afectadas distin-
tas capas radiales del ciimulo durante su evolucién, Po-
demos ver que la pérdida de masa estd relacionada con
el paso del cimulo por Rpeq. La estructura interna del
ciimulo muestra una contraccién, posiblemente a un rea-
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Fig. 4.12— Evolucién de los radios lagrangianos de la masa
total (lineas delgadas) y la ligada (lineas gruesas) al cimulo
(ver texto para detalles).

comodo en las estructura del cimulo, En las partes ex-
ternas se tiene una oscilacién relacionada con el Fyy,.

Concentracion

Para medir la concentracién de nuestro modelo se de-

fine una concentracién teérica ct, como

—_——— Fa
Tragor y— - —— ——— -
d=log (-—99%)
T10%

donde g9 ¥ g%, son los radios lagrangianos con el 10%
y el 99% de la masa ligada al ciimulo, respectivamente.
En la Fig. 4.13a, se muestra la variacién absoluta de ¢!
como funcién del periodo orbital.

Densidad central
La densidad central se define como
0.1 x N;mt-
P0= T g
(47 /3)(r10%)

donde r; ~ rige para un modelo de King con ¢=1.5.

En la Fig. 4.13b se muestra la variacién temporal de po.
Vemos gue la variacién de la densidad central no muestra
correlacion con el periodo orbital del cimulo.

(5-14)

Densidad media
La densidad media se define como

0.5 x N;m,-

Ph = T ) (ra)® (5-15)

(5-13)



4.5. ANALISIS 7%
f—;—lﬂt—rj——rﬂ—'——r*ﬁ—w—-r—; ’— 00] 0.5 1.0
_ s @ | @
) r ; i
1 [ = i
= - 4
x - 2.0 25 3.0 .
= 0 - ‘ Yy ,  {e=050
i : o R =) v e f\ - R¢.=4.5kpc
s Fo - 4 - . P,A=8.22x10"s,
40 Y 0 5.
1e1.22748
- B kN - o
N r,,=6.50306
6.0 6.5 7.0 7.5 r, 10=5.92197
) "‘} W ' AE = 0.021198
' k ; g AM = 0.08485
= I, ~ Proyeccion:
¢ N piano orbital |
8.0 B.5 9.0 9.5 10.
a0 - .
< L s B
i ® | ©® | ©
- [ ;
+ -
-30 "~
L— 1 i | L j
-30 0 ao
x {pc}

Fig. 4.13.— En (a) se muestra la evolucién temporal de la
variacién de ¢’ para la simulacién A50mi. En (b) se muestra
la variacién temporat de po, para la misma simuelacidn.

donde r5oe; es el radio que contiene al 50% de la masa del
cimulo.

En el signiente capitulo comparamos €l valor de py, co-
mo funcidn de la distancia galactocéntrica promedio de
los cimulos de la simulacién.

4.5.6 Cambios en la geometria

Los cimulos se deforman cuando se aproximan al cen-
tro galdctico, lo cual es causado por el campo de marea
ocasionando las colas de marea, que muestran un alar-
gamiento simétrico del cumulo debido a que las estrellas
escapan por los puntos de Lagrange.

Los isocontornos de densidad indican el grado de de-
formacién que tiene el ciimulo a distintos radios, lo que
indica la importancia de los choques de marea en la es-
tructura de! ciimulo.

Los isocontornos de densidad superficial, en el plano
X'—-Y' yenplano X" - Z", sc muestran cn las Fig. 4.14
y 4.15, respectivamente. El sistema (X" Y, Z") se define
como un sistema en corrotacion con el cimulo, anclado en
centro de la Galaxia.

En las Fig. 4.14 y 4.15 sc muestra la evolucién tempo-
ral de los isocontornos con las proyecciones descritas an-
teriormente. En la parte superior se indica si los cuadros
de abajo son para el Ry.i 0 del Rype. En cada cuadro se
indica en el lado superior izquierdo el tiempo. que corres-
ponde a cada cuadro, en fracciones del periodo orbital. La
flecha en el lado inferior izquierdo, en la Fig. 4.14, indica
la direccidn donde se encuentra la Galaxia. La proyeccion

Fig. 4.14.— Evolucién temporal de los isocontornos de den-
sidad superficial como funcién del tiempo y posicién en la Ga-
laxia. En cada cuadroe se indica la direccién de la Galaxia, el
tiempo como funcién de F,r3. En ¢! panel derecho se muestra
la 6rbita del ciimulo, los puntos en la drbitas corresponden a
cada uno de los cuadros que se muestran. En la parte infe-
rior de] panel derecho de dan los pardmetros de la drbita y los
cambios en ¢!, ra, E y M. La proyeccién se hizo el plano X-Y.

que se muestra en la Fig. 4.15 corresponde a observar el
cimulo desde el centro galdctico. Los valores de los ejes
X v Y estdn dados en parsecs. El panel de la derecha,
en ambas figuras, se muestra la drbita del climulo en el
plano galdctico. Los circulos negros sobre la drbita co-
rresponden a cada uno de los cuadros que se muestran
en el lado izquierdo. Los pardmetros iniciales de la érbi-
ta (excentricidad e, Fperis Rapo, ¥ el periodo orbital en
afnos).

Los isocontornos estan espaciados logaritmicamente ca-
da media decada del valor anterior. Todos los isocontor-
nos estdn referidos 2 los valores del primer cuadro.

En el panel medic de la derecha se da el valor inicial
y final de la concentracion tedrica y del radio mediano de
masa. Fambién se da la variacidn relativa de la energiay
la masa del ciimulo. Ahi mismo se especifica la proyeccién
que se muestra.

En la Fig. 4.14 se puede apreciar que el cimulo tiene
mayor deformacidn cuando se encuentra en su perigaldcti-
co. El alargamiento no coincide del todo con la direccidn
de la Galaxia, por unos grades. Ejemplos mds jlustrati-
vos sobre la formacion y evolucidn de las colas de marea
se pueden ver en el Apéndice C, en particular para los
cimulos grandes, [.

La magnitud y orientacién de la deformacién que expe-
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Fig. 4.15.— Evolucién temporal de los isocontornos de den-
sidad superficial como funcién del tiempo y posicién en la Ga-
laxia. Los pardmetros indican lo mismo que la figura anterior,
pero sin la flecha ya que en estd proyeccion es vista desde el
centro de la Galaxia.

rimenta el cimulo se obtiene al diagonalizar el tensor de
inercia, a partir de los eigenvalores y eigenvectores. Los
eigenvalores determinan la magnitud relativa de los tres
semigjes principales del cimulo, que de mayor a menor
hemos llamado X, Y7 v Z;._ Con_los eingenvectores se
obtiene el dngulo 8, que da la separcién angular entre el
semieje mayor del cimulo y radio vector entre la Gala-
xia y el centro del cimulo. Recordemos que en este caso
el ciimulo ahora tiene una forma elipsoidal, y estos ejes
determinan las proporciones relativas de este volumén.
En la Fig. 4.16 se muestra la evolucién temporal de los
coeficientes Y7 /X (linea sélida) y Z;/X; (linea de trazo
corto), y del 4ngulo @ (linea sélida gruesa), considerando
el 100% de la masa ligada al cimulo. El intervalo de
variacidn de @ se muestra en la ordenada del lado derecho.

En este caso podemos ver que los valores de Yi/X; v
Z; /X7 estan relacionados con la fase orbital del cimulo.
I.a razén entre los semiejes mayores parece que tiende a el
valor de 0.9, después de haber pasado por una fuerte de-
formacién inicial. También se puede ver que los cimulos
son menos simétricos cuando se encuentran en su apo-
galdctico.

La direccién de dicha deformacién se puede estudiar
con los valores de #, los valores positivos indican que el
semieie mayor apunta en la direccidn de movimiento del
climulo, es decir, semieje adelantado; los valores negativos
apuntan en la direccidn opuesta al movimiento, es decir,
un retraso. El comportamiento de 8 parece indicar que el
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Fig. 4.16.— En (a) evolucidn temporal de! los semiejes ma-
yores X;/Y: (linea s6lida delgada} y X;/2Z; (linea de trazo
delgada), as! como la variacidn del dngulo @ (linea sélida grue-
sa). Las lineas verticales indican el paso del climulo por su
perigaldctico.

elipsoide de inercia se adelanta cuando se aproxima a su
Rperi, quedando adelantado por casi 1/4 de su fase orbital.
Cuando el cimulo estd en su apogalactico, el elipsoide
parece estar alineado en la direccién de la Galaxia.

—4.6__Comparacion_Entre el Cédigo de Arménicos

Esféricos y el de Arbol

Para mostrar que nuestros resutados son independien-
tes del cédigo que se utilize, hemos realizado dos series de
simulaciones utilizando el cddigo de arménicos esféricos y

el cédigo de arbol.
En la primer serie utilizamos las condiciones iniciales de
A&dml, y en la segunda de A50L El tiempo que se integran

ambas soluciones es de 5 ¥ 10 Py, respectivamente.

En ambas series se utilizan las mismas condiciones ini-
ciales para el cimulo giobular. Una cocentracién c=1.5,
y con 104 particulas. El niimero de particulas con las que
comparamos los ¢édigos es un orden de magnitud menor
que con la que realizamos nuestros experimentos. Esto se
debe a que el cédigo de drbol consume un mayor tiempo
de CPU (ver Tabla VIII). La tolerancia para el cédigo de
arbol es de 0.7.

Los experimentos que repetirmos con ambos cédigos
son: A50ml y A50l. Para distinguir entre los resultados
de ambos cédigos les hemos llamado A50mit y A50lt, a
los resultados con el cédigo de drbol, respectivamente. De
igual forma para los experimentos integrados con el codigo
de arménicos, como A50mih y A50ih, respectivamente.
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Fig. 4.17.— Conservacién de la energia total de las simula-
ciones ASQ0mlt y A50mlh, panel superior y para A50lt y A50Lh,
panel inferior. Notese los diferentes valores de la absisa para
ambas graficas.

Lo primero que comparamos en las simulaciones es la
conservacion total de la energia, ver Fig. 4.17. En la Ta-
bla VIII se dan los cambio porcentuales de la energia total
de la simulacién, de la energia y de la masa del cumulo.
También se da el tiempo de CPU por paso del integrador
en cada simulacién.

En las Fig. 4.17a y 4.17b se muestra la variacién tem-
poral de ia energia total para las simulaciones AS0ml y
A501 con ambos c6digos. Los resultados entre los cddigos
son muy parecidos para la energia total de la simulacidn,
aunque ¢l promedio es mayor para los resultados del codi-
go de drbol.

Comparacién para la simulacion Ab0mi

En la Fig. 4.18bl, se muestra la evolucidn temporal de
la energia para A50mlt (linea de puntos) y A50mlh (linea
solida). En Fig. 4.18b2 se muestra la diferencia porcentual
entre ambas simulaciones, vemos que la maxima diferencia
es de ~0.5%.

Los cambios en la masa AM,, ver Fig. 4.18al, son ma-
yores para AS0mit que para AS0mlh. La diferencia entre
los resultados es de 1.2%, ver Fig. 4.18a2.

El incremento diferencial de la energia y la masa
(8E/En y §M/Mp), respectivamente, son parecidos en
ambas simulaciones. Sélo muestran una diferencia en el
maximo de sus picos.

En la serie de graficas de la Fig. 4.18 se incluye el resul-
tado de una, simulacién hecha con el CAC con 10° particu-
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Fig. 4.18.— Comparaci6n de las simulacién A50ml realizada
con el CAC (linea sdlida) y con el CAJ (linea de puntos) con
10* particulas. Ahi mismo se muestran los resultados de esta
simulacién con 10® partfculas (linea trazos cortos).

las (linea de trazos cortos). Vemwos que estos resultados
son consistentes con los que se obtienen con un menor
nimero de particulas.

4.6.1 Comparacién para la simulacién A50!

En la Fig. 4.19al y 4.19b1, se muestran los cambios de

‘la masa y la energia para ABOh yAbS0lt. Las diferencias

porcentuales entre los resultados de los cédigos son seme-
jantes a las reportadas para A50ml. Estas son de 0.8%
para la energia y del 1.1% para la masa {ver Fig. 4.19b2 y
4.19a2, respectivamente). Notamos que la variacion por-
centual de la energfa del cimulo es un orden de magnitud
mayor que la de AS0ml.

El comportamiento diferencial de la energla y la masa,
son muy parecidos para ambos cédigos.

Los cambios en la energia y la pérdida de 1a masa del
cimulo, para ambos codigos es muy parecida. Los resulta-
dos para la simulacién A501 con 10° particulas no muestra
gran diferencia con la simulaciones de 10* particulas.

En la simulaciones A30] la forma del cimulo cambia
dristicamente en sus regiones externas. Al obtener resul-
tados semejantes entre ambos cddigos nos da confianza
en los resultados del CAC en situacicnes donde la geome-
tria en las regiones externas esta cambiando, como en este
€aso.

Los resultados entre ambos cédigos nos dan una dife-
rencia de 1-2% para AM, y de 0.8% y 0.5% para AE.
De esta comparacién se puede afirmar que nuestras simu-
laciones se pueden reproducir con el cédigo de arbol con
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TABLA VIII
COMPARACION ENTRE EL CODIGO DE ARBOIL Y EL DE ARMONICOS ESFERICOS.

Simuiacién < AFBoi(%) > AE(R) AM (%) Tepu(s€9)/Npasos
A50mlt -6.0x10~4 -6.1x10~2 6.2%102 7.5
A50mlh -3.0x10¢ -5.7x10-2 -5.2x10~2 6.6x10"2
A501t -8.7x1074 -4.2x10™1 -3.7x1071 5.8
A501h -6.0x10~% -4.1x10-1 -4.1x10! 4.5%x10"2

E/Eo(%) AE/E, [x10-1]

(MP—MY) /M{%) AM /M, [x10°1]

(Eh_

SE/Ey[x1072] dM/M,{x1D7]

L/P

orh

Fig. 4.19.— Comparacién de las simulacién A50] realizada
con el CAC (linea sélida} y con el CAJ (linea de puntos) con
10* particulas. Ahi mismo se muestra los resultados de estd
simulacién con 10° particulas (linea trazos cortos).

~ 2% de diferencia entre nuestros resultados. Esto nos
da la certeza que los resultados reportados en el siguiente
capitulo no cambian significativamente si se repiten con
el CAJ.

En la 1ltima columna de la Tabla VIII se reporta el
tiempo de CPU por paso del integrador en una Origin
2000. El CAC es dos ordenes de magnitud mds rapido
que el CAJ. Gracias a esto es posible realizar un conjunto
de simulaciones para explorar el espacio de parametros en
un tiempo razonable de computo.

4.7 Conclusiones
En resumen las conclusiones del presente capitulo son:

e Los efectos de la granularidad del potencial en las
regiones externas del ciimulo afecta sensiblemente la

tasas de escape de particulas en esas regiones, por
lo que es necesario adoptar un niimero de particu-
las muy semejante al que se cree tienen los ciimulos
globulares (~ 10°).

e Como el tiempo que se desean seguir las simulaciones
es del orden del tiempo de relajacién de los cimulos
reales, es necesario considerar un mimero de particu-
las del orden al que tienen los cimulos globulares
para evitar los efectos espireos asociados a este pro-
ceso.

e La evaporacion (y colapso central) no es importante
durante el tiempo en el que realizan nuestras simu-
laciones, Esto se debe a que las escalas espaciales y
temporales en las que ocurren ambos efectos no se
sobreponen.

¢ Seimplementa una rutina para encontrar el centro de
la expansion de armoénicos esféricos, esta es robusta
v rdpida. Este método encuentra el valor minimo
del potencial de manera iterativa, y es una de las

___ principales aportaciones dentro del c4digo numérico.

¢ La conservacién de la energia es 4 veces mejor pa-
ra la expansién cuadrupolar que la octupolar, lo
que se puede deber al mayor numero de operacioc-
nes que se realizan en ¢l caso octupolar (alrededor
de 60 por componente espacial). Se decidié uti-
lizar la expansién cuadrupolar para realizar nues-
trag simulaciones. El cddigo con €l que se realizan
las sirnulaciones tiene un calentamiento numérico de
AE/Ey(%)=3.8x10~* por paso de tiempo.

o Los resultados que se obtienen con cédigo de arbol y
¢l de armoénicos esféricos son semejantes entre si, con
una diferencia entre los resultades de un 2% para la
masa v de un 0.8% para la energia.

¢ FEl cédigo de arménicos esféricos, a segundo orden es
varias veces un orden de magnitud mas rapido que
el cédigo de drbol. Gracias a esto es posible realizar
nuestras simulaciones con un nimero razonable de
particulas 10°, y con diversas condiciones iniciales,
que nos permiten explorar el espacio de parametros
drbitales y estructurales del ciimulo respecto al cam-
po de marea galactico.
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Capitulo 5

RESULTADOS DE LA SIMULACION

DE N-CUERPOS

En este capitulo se presentan los resultados de las simu-
laciones que hemos realizado, con el fin de obtener una
mejor comprensién de los efectos que los choques de ma-
rea ocasionan sobre los ciimulos globulares.

Hemos estudiado los cambios totales de la masa, la
energia, la concentracién, y en el radio mediano de ma-
sa; encontrando que su comportamiento estd determinado
por dos procesos: el desbordamiento del lébulo de Roche y
por los choques de marea. Analizamos la dependencia de
estos procesos con los parametros estructurales del ciimu-
lo, asi como con sus parametros orbitales. La variacidn
temporal de la energia y de la masa confirma que la evolu-
cién de los clmulos estd determinada por estos procesos,
claramente diferenciados por la manera como ocasionan
dichos cambios.

Estudiamos el incremento de la energia (calentamiento)
en las regiones internas del cimulo, cuando este cs afec-
tado por chogues de marea. Encontramos que nuestras
simulaciones coiciden con los resultados semianaliticos re-
portados por Murali y Weiberg (1997a). Utilizamos cl
pardmetro 3 (ver §2.2.2), para medir la importancia del
choque gravitacional en términos del periodo orbital del
cumulo repecto al de las estrellas dentro del ciimulo.

Finalmente, se determina la tasa de destruccidn que
experimentan los cimulos en nuestras simulaciones, por
periodo orbital ¥ en el timepo de Hubble, como funcién
de su distancia media galactocéntrica, Comparamos es-
tos resultados con los trabajos de Aguilar, Hut y Ostri-
ker (1988, en adelante AHQ), y el de Gnedin y Ostriker
(1997, en adelante GO), quienes hacen una aproximacién
semianalitica del fendmeno con modelos que involucran la
aproximacion de impulso, mas las correcciones adiabdti-
cas de Spitzer (1958) y Weinberg {1994a), respectivamen-
te. Nuestros resultados coinciden con los reportados por
Gnedin y Ostriker para el sistea de ciimulos globulares
galactico.

5.1 Cambios Totales

A continuacidn analizamos los cambios en la energla,
la masa, la concentracién y el radio mediano de masa que
experimentan los cttmulos después de 10 periodos orbita-

31

les.

5.1.1 Cambios en la energia y la masa de los
cimulos

En la Tabla I se presentan los cambios porcentuales en
la energia y la masa de nuestros experimentos, después
de 10 periodos orbitales. En la Fig. 5.1 se muestran los
resultados en forma de histogramas agrupados segin el
tamano inicial del ciimulo, y como funcién de Jos parime-
tros Orbitales del cimulo (e ¥ Rperi-

Para los ciimulos que exceden el tamarnio del 16bulo de
Roche, en su perigalacticon (mi y 1), el cambio total de
la masa y la energia es monoténico como funcién de su
excentricidad y de su Hper;- Los climulos en érbitas menos
excéntricas, con Hper 1.5 kpc, son quienes experimentan
los mayores cambios (ver Fig. 5.1).

Los cambios en la energia de los etimulos pequenos son
mas complicados, porque ademdas de tener un comporta-
miento parecido al de los ciimulos grandes, las variaciones
de la energfa presenta un aumento para las drbitas de
mayor excentricidad. Esto hace que AFE/FE, presente un
valle en los valores intermedios de e (ver Fig. 5.1 para los
cimules s ¥y m.). El cambio en la masa de los ctimulos
tiene el mismo comportamiento, pero con una amplitud
apenas apreciable.

Los cambios en la energia estdn entre el 0.4% y el 2%,
para los cimulos pequefios {s ¥ m). Los cambios en su
masa son un poco mayores, entre el 0.6 y el 3%. Comeo
funcién de su Rper; la variacién méxima en la energia co-
rresponde a la drbita circular, con un radio de 1.5 kpe.
Como funcién de la excentricidad, la maxima variacidén
corresponde a las dérbitas mds excéntricas. Para los
climulos més grandes (ml y [}, la variacion de la energia
estd entre un 5% y el 65% de su valor inicial. Los cambios
en la masa son del mismo orden. Para estos climulos, la
variacién de la energia siempre es mayor para las drbitas
circulares, y disminuye conforme aumenta la excentrici-
dad. Como funcidn de Rpei, la méxima variacién ocurre
para las érbitas cercanas al centro galdctico. En este caso
los cambios en la masa son semejantes a los de la energia.

De lo anterior es claro que existen al menos dos proce-
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Fig. 5.1.— Variacién porcentual total para la energia y la masa de los cimulos en nuestras simulaciones después de 10 periodos érbitales, como funcién de la
excentricidad y de su Rperi. Los histogramas estan agrupados segin el tamafio inicial del cimulo respecto al tamafdic de lébulo de Roche en su Rperi.
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TABLA T
VARIACION PORCENTUAL DE LA MASA Y LA ENERGJA PARA LOS CUMULOS GLOBULARES, DESPUES DE 10 PERIODOS
ORBITALES.
.’.Ef=0.95 :1:,-:1.0 Zy =15 Tf =3.5
Ezperimento | AE(%) AM(%) | AE(%) AM(%) | AE(%) AM(%) | AE(%) AM(%)
ADO 1.55 2.2 2.04 2.8 14.37 15.76 65.74 58.45
BOO 0.61 1.0 1.03 1.5 10.57 11.91 56.64 50,74
Coo 0.69 11 1.07 1.7 9.79 11.12 55.83 50.09
A25 0.92 1.24 1.26 1.62 9.79 10.77 56.22 50.50
B25 0.39 0.48 0.63 0.69 6.60 7.22 49.37 44,72
C25 0.55 0.64 0.86 1.03 7.03 7.82 50.70 46.08
A50 .92 0.99 1.38 1.13 8.11 8.58 51.78 46.18
B50 0.48 0.42 0.71 0.61 6.68 5.94 46.39 41.85
C50 0.48 0.57 0.95 0.89 6.02 6.44 47.86 43.48
AT5 1.07 0.77 1.31 0.98 6.92 6.47 46.44 40.81
B75 0.98 04 1.13 0.59 5.07 4.89 42.81 38.07
C75 1.58 0.6 1.66 0.87 5.58 5.31 44.66 39.85

sos fisicos que ocastona los cambios de la masa y la energia
de los cimulos en nuestras simulaciones: un proceso que
es mas efectivo para los ciimulos en érbitas pequefias y
de poca excentricidad, cuya importancia aumenta con el
tamano del cdmulo en relacién a su lébulo de Roche, y
un segundo procesos cuya importancia ¢s mayor para las
Grbitas mis excéntricas, cuyo efecto es mas importante en
los cimulos méds pequenos.

En § 1.3.4 hemos dicho que el campo gravitacional de la
Galaxia afecta en dos formas la evolucidn de los ciimulos
globulares. Una de ellas es per medio de la parte estdtica
de dicho campo, que es la responsable de imponer un limi-
te fisico a la extensidn espacial del cimulo, por medio del
lobulo de Roche (ver § 1.3), y la otra es la parte dindmica,
que se debe a a la variacién temporal de la fuerza de ma-
rea, que depende de los parametros drhitales del cimulo
y de la densidad media de éste {ver § 4.3.2}.

Por construccién, los cimulos pequeiios se encuentran
incialmente contenidos dentro del lébulo de Roche, mien-
tras que los grandes tienen una fraccién de su masa fuera
de éste en el momento de pasar por su perigaldctico. Los
cambios en masa y energia, que se muestran en la Fig. 5.1
para los cimulos grandes (ml y [}, parecen indicar que
dicha variacién estd relacionada con la cantidad de masa
que inicialmente se encuentra fueta del lébulo de Roche.

Por otro lado, los choques gravitacionales son impor-
tantes cuando la variacién temporal de la fuerza de ma-
rea es grande, que es el caso de las drbitas més excéntri-
cas. Para los ctimulos pequenios la variacidn de su energfa
es maxima para e=0.73, independientemente de su Hperi.
Aunque este efecto también ocurre en los cimulos gran-

des, la magnitud del desbordamiento opaca el efecto de
los choques.

De lo anterior, concluimos que: el desbordamiento del
16bulo de Roche esta directamente relacionado con el ta-
matio del y de la distribucién de masa del cimule; mien-
tras que el calentamiento por choques gravitacionales es
funcion de la amplitud y de la frecuencia con que varfa la
fuerza de marea. A continuacidn presentamos un modelo
heuristico muy simplificado que utilizaremos para enten-
der la dependencia de los procesos en cuestion con su Rper
¥ la excentricidad de su drhita.

5.1.2 Consideraciones sobre el desbordamiento
del lébulo de Roche

Intuitivamente, podemos decir gue el desbordamiento
del lé6bulo de Roche depende del cociente entre el radio
limite del ciimulo {r,) y el valor minimao de su l6bulo de
Roche {R;), que es cuando el cimulo se encuentra en su
Ryeri. Siry < Ry, todo el cimulo estd contenido dentro
del Ry, ¥ no esperamos que haya deshordamiento. Por
otro lado, si r, > Ry, una fraccién de la masa del ciimu-
lo estard fuera de Hr, y cuando éste pase por su R,
las estrellas que estén mds alld de R, dejardn de perte-
necer al cimulo, porque la fuerza de marea galictica las
arrencard de éste.

La cantidad de masa que pierde el cimulo es funcién
del tamana relativo entre ry vy Ry. Los cambios en la masa
del ciimulo, debido al desbordamiento, (AM:)p; g, estdn
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dados por
(AMc)prr / plrydv
Ry
re Ry,
= [ oy - [ pirsav
0 0
= M- M, = My, {1-1)

donde p(r) es la densidad del cimulo, My y M, son la ma-
sa dentro del 16bulo de Roche y la total, respectivamente.
My es la fraccidén de masa inicial que se encuentra fuera
del 16bulo de Roche, entre Ry v 7.

De manera general podemos escribir la relacién (1-1)
como,

(AMc)prLr x1— F(ri/Ry), (1-2)
donde F(r;/Rr) es la fraccién de masa del cimulo fuera
de Ry. La dependencia de este proceso con el Rperi del
climulo estd implicita en el cilculo de Ry (o Rperi)-

La dependencia con la excentricidad de la 6rbita es in-
directa, pues no es su forma lo gque importa sino el hecho
de que (ry/rr) varia segin la excentricidad de la érbi-
ta. A mayor excentricidad el cimulo pasa menos tiempo
cerca del centro galdctico y por tanto este proceso debe
disminuir, de donde podemos decir que la pérdida de ma-
sa varia de manera inversa con la excentricidad, digamos
(AMc)prr < (1 —e).

Parailustrar la dependencia de este proceso con F(r, /Ry)
v la excentricidad, supongamos una esfera isotérmica,
donde M (r} « r, por la que podemos escribir la ec. (1-2}
como

Fig. 5.2.— Tendencias cualitativas del desbordamiento del
l16bulo de Roche (a}, de los choques de marea (b) y ambos
(c) como funcién del la excentricidad y del tamaiio relativo
del cimulo al I6bulo de Roche, el cual se escala directamente
con s Rpari.

Tt

_ _ - -
(AMc)pLr < l:l - (E;) ] (1—¢€), re>Rp. (1-3)

Esta relacién nos da una idea cualitativa de la depen-
dencia que podemos esperar a el desbordamiento del lébu-
lo de Roche. En la Fig. 5.2a hemos graficado este com-
portamicnto come funcidn de vy /Ry v el

En la Fig. 5.2a vemos que el desbordamiento es im-
portante cuando r¢ /Ry, — oo, lo que implica que Ay y
Rperi = 0, es decir, Orbitas cercanas al centro galdcti-
co. Este proceso serd importante hasta que el tamafio del
ctimulo sea igual o menor a Ry, es decir, My — 0. Esto
sucede después de que el cimulo ha pasado varias veces
por el perigaléctico de su 6rbita. En el caso de una drbita
excéntrica esto ocurre de manera periodica, y para una
drbita circular de manera continua.

En conclusién, el desbordamiento es importante para
valores de Rperi pequefios, donde el ciimulo es mayor que
el tamaiio del 16bulo de Roche, y para 6rbitas con excen-
tricidades pequefias.

1para comparar la Fig. 5.2a con la Fig. 5.1 recordemos que re/Rp &
r¢/Rperi.
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5.1.3 Consideraciones sobre los choques de ma-
rea

En § 1.3.4 se menciona que este proceso se debe a la va-
riacion temporal del campo de marea que inyecta energia
a las érbitas de las estrellas, lo que ocasiona una pérdi-
da de masa debido a que dichas estrellas adquieren una
velocidad mayor a la velocidad de escape. Este proceso
afecta directamente la distribucién de energia del cimulo
v uo la distribucién de masa. La variacidn de esta dltima
serd un efecto secundario.

Las variacién de la fuerza de marea que experimentan
las estrellas de un cimulo, es funcién de la excentrici-
dad de su érbita, asi como de las orbitas estalares dentro
de este. Como funcién de la excentricidad, la fuerza de
marea tiene su maximo de variacién para érbitas radia-
les, y es nulo para drbitas circulares. Como funcién del
radio promedio de las orbitas de las estrellas, el efecto
de los choques es maximo en el radio de marea y decae
fuertémente hacia regiones internas del cimulo, debido
a los invariantes adiabaticos (ver discusién en § 2.2.2).
Gnedin y Ostriker (1997) han modelado la eficiencia del
choque dentro del ciimulo, a partir de la teoria dada por
Weinberg (1994a), como

2y 3
AEoc(1+%) ,

donde 3 es el cociente entre la frecuencia angular de la
estrella dentro del ciimulo {w,}, y la frecuencia angular del
cimulo alrededor de la Galaxia (w.). 51 suponemos que
la frecuencia angular de una érbita sc puede escalar de
manera inversa al tamafio de la misma, y que Ry x Rperi,
podemos escribir la dependencia funcional de este proceso
en términos de e y r,/ Rz como sigue?,

(1-4)

1 Tt -2
(AEC)GS x (AM)gs xe [1 + 1 (E) :’ . (1-5)

En la Fig. 53.2b se muestra el comportamiento de este efec-
to como funcién de e y r¢/ Ry, de acuerdo a este modelo.
Vemos que hay una fuerte dependencia con la excentrici-
dad y una muy pequenia con Rper, al menos en el intervalo
graficado.

En la Fig. 5.2¢c se muestra el efecto de los choques y
del desbordamiento como funcién de e y r¢/ R;,. Debemos
resaltar que sélo hemos hecho un anélisis cualitativo de
las dependencias y proporcionalidades de estos procesos,
por lo que dicha figura sélo se puede usar para guiarnos
en la comprensién de las tendencias de los procesos gue
hemos considerado. De este andlisis no es posible cuanti-
ficar la magnitud absoluta de la variacidn de su energia, o
de las magnitud relativa entre ambos procesos. Tampoco
es posible afirmar con certeza la forma funcional de las
dependencias con los pardmetros que hemos considerado.
En la figura vemos que estos procesos son independientes

2En este caso hemos utilizade que # x ws/we X Rperi /Tt x Ry /fre.

entre si. Sin embargo, existe una zona en el centro de la
grafica donde ambos se superponen, en particular para los
cumulos grandes.

En resumen, se puede decir que el efecto del desbor-
damiento domina a los ciimulos en érbitas circulares cer-
canas al centro galdctico (ry/Rr o 71/ Rperi), sobre to-
do si su tamaiio fisico es mayor que su lébulo de Roche.
Los choques son importantes para los ciimulos en 6rbitas
excéntricas, independientemente de su Rperi.

5.1.4 Cambios globales en la estructura

En la Tabla II se presentan los cambios totales en la
concentracién tedrica de los ciimulos, asi como el cociente
de los valores inicial y final de ry,.

En las figuras 5.5. y 5.6 se muestran los cambios en
la distribucién de masa del ctimulo cuando su evolucién
estd determinada por el deshbordamiento y por los choques
de marea, respectivamente. A continuacién se discuten en
detalle estas distribuciones.

Cambios en la concentracidn

En la Fig. 5.3 se presentan los cambios de la concen-
tracién para los cimulos de nuestras simulaciones después
de 10 periodos orbitales. Los valores positivos indican un
aumento en la concentracién del ciimulo, mientras que los
negativos una disminucién de esta. Vemos que el efec-
to de los choques es el de aumentar la concentracion del
cimulo (tamafios s y m), mientras que el desbordamiento
la tiende a disminuir (tamanos il y ).

Este comportamiento lo podemos entender observando
las distribuciones de las figuras 5.5. y 5.6, y recordando la
forma comeo se define la concentracién tedrica (ver §4.5.5),

P To9%
c =log| — 1},
0%
donde r r son los radios que contiene el 99% vy el
99% Y T10% q Y
10% de la masa ligada al ciimulo.

Cuando la evolucién de un edmulo estd determinada
por el desbordamiento, el campo de marea impone un
limite al radic maximo del ciimulo, haciendo que el valor
de rogy disminuya. Aunque rigy disminuye, rgge; experi-
menta la mayor variacidn respecto a su valor inicial, razén
por la cual ¢! disminuye.

(1-6)

Si la evolucidn estd determinada por choques, la, varia-
€16n del campo de marea inyecta energia en las érbitas de
las estrellas del ciimulo, razén por la cual estas pueden
alcanzar regiones externas, hecho que se manifiesta por
una “expansién”. Esta expansion ocurre en las regiones
externas del cimulo, sin afectar la estructura en las regio-
nes centrales (ver Fig. 5.6). Esto hace que rgge aumente
(respecto a su valor inicial} sin que ryp% lo haga, razén
por la cual la concentracidn del cimulo tiende a aumentar
(¢! = rogo fr199)-

La concentracidn sélo aumenta cuando el calentamien-
to es mds eficiente que el desbordamiento {ver Fig. 5.3),
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Fig. 5.3.— Resultados en la variacién de la concentracién porcentual to-
tal para todos los cimulos de nuestras simulaciones después de 10 periodos
orbitales.

Fig. 5.4.
tal para t
orbitales.

 — Resultados en la variacién de la concentracién porcentual to-
bdos los cimulos de nuestras simulaciones después de 10 perfodos
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Fig. 5.5.— Cambio en las distribucién inicial de masa después
de 10 periddos orbitales de un cimulo globular, cuando su
evolucidn estd determinanda por el desbordamiento del 1ébulo
de Roche. El experimento que se muestra es el A50!.

que es el caso de los cimules pequefios en drbitas muy
excéntricas.

Cambios en ),

Los cambios del ry después de 10 periodos orbitales se
dan en la Tabla I1. Enla Fig. 5.4 se muestra esta variacidén
en forma de histogramas.

En esta figura se ve que los ciimulos mas pequefios, y
en drbitas exeéntricas, muestran un ligero aumento de su
rp. En todos los demds casos el valor de ry, disminuye, y
en particular, de manera muy dréstica para los camulos
grandes.

Cuando el deshordamiento es importante, el valor de
rogy;, disminuye (ver Fig. 5.5), y debido al reacomodo que
el ciimulo experimenta al tener una menor masa en sus
primeros periodos orbitales, también lo hace el valor de
Th.

Si los choques dominan la evolucidn, el valor de rogy
aumenta, y por tanto también lo hace el valor de ry. Sin
embargo, vemos que esto no es el caso para la mayor par-
te de estos cimulos, para los cuales el valor de rp esta
disminuyendo. Esto se puede deber a un reacomodo de la
masa para estar en equilibrio con el campo galactico, ya
que dicha variacién es un orden de magnitud menor que
en el caso del desbordamiento.

De lo anterior, se puede concluir que los cambios en la
estructura del ciimulo son mayores cuando su evolucion
estd dominada por el desbordamiento, al menos para los
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Fig. 5.6.— Cambio en la distribucién inicial de masa después
de 10 periédos orbitales de un cimulo globular, cuando su
evolucién estd determinada por choques gravitacionales. El
experimento que se muestra es el A75m.

casos que hemos considerado.

5.2 Cambios como Funcién del Tiempo

En la Fig. 5.7 se presenta la evolucidn temporal de la
cnergia ¥ de la masa de los cimulos de todos nuestros
cxperimentos, agrupados segin su tamafio inicial. Los
paneles del lado izquierdo corresponden al incremento de
la energia, AE, y los de la derecha al cambio fraccional
de la masa ligada al cimule, M /M. Cada panel corres-
ponde a un valor de las excentricidades que hemos con-
siderado. Los simbolos de las curvas corresponden a los
distintos perigalacticos que hemos considerade (cuadros
para 1.5 kpc, tridnguios sdlidos para 3 kpe y tridngulos
ablertos para 6 kpc).

En general se puede hablar de dos tipos de comporta-
miento. Ei primero es un cambio exponencial de la energia
y de la masa para los cimulos s v m, que se encuentran
en 4rbitas excéntricas, ¥ cuva evolucidn estd determinada
por los chogues de marea. El segundo comportamiento
muestra una rdpida variacién inicial de la energia y de la
masa, para los cimulos m! y I, pasando por una etapa de
desaceleracidn para después tener una tasa de variacidon
mucho menor a la inicial. Los cimulos 8 y m, en drhitas
circulares, también presentan este comportamientao.

La variacitn en la energia del cimulos, s y m, es mis
importante en las 6rbitas mas excéntricas. En drbitas po-
co excéntricas, esta variacién es aproximadamente lineal,
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Fig. 5.7.— Variacién temporal de la energia y la masa para todas las simulaciones en este trabajo. Los resultado estan
agrupados segtin el tamafio inicial del cimulo y con [a excentricidad, que aumenta de arriba hacia abajo.
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TABLA I
VARIACION DE LA CONCENTRACION TEGRICA Y DEL rp

zy =0.95 zf =10 zg=1.5 xy =35

€ Act{%) %:103 A (%) r—f’i‘-%’- Act(%) %ﬁl Act(%) %’%
AQD -3.05 097 -4.03 0.97 13.08 083 | -29.86 0.52
BOo -1.38 0.98 -2.41 098 { -1141 Q87 -1998 056
CQ00 -2.04 0.98 -2.48 0.97 | -10.34 087 | -20.33 0.56
A25 -1.14 0.99 -1.88 0.98 -9.16 088 | -22.55 057
B25 -0.86 0.99 -0.48 0.99 -5.60 092 | -16.82 0.60
C25 -0.46 0.99 -0.79 0.98 -6.35 091 | -21.31 0.60
A50 0.31 0.98 -0.45 0.99 -3.74 091 | -10.96 0.60
B30 0.48 0.99 0.24 0.99 -2.16 0.94 -1.06 0.63
C50 0.65 0.99 0.06 0.99 -3.55 093 | -16.96 0.62
ATS 2.72 1.00 2.48 1.00 3.97 0.94 0.26 0.65
B75 2.38 1.01 1.98 1.00 2.29 0.95 -1.27 0.66
C75 1.83 1.01 2.37 1.00 0.73 0.95 -0.97 0.65

5.2.1 Diferencias en la evolucién temporal entre
los choques y el desbordamiento

En la Fig. 5.7 vemos que la variacién temporal de la
encrgia y de la masa no es continua (en particular para los
cumulos s y m, en todas sus drbitas cxcéntricas, v para los
cumulos m! y I, para e=(.75), mostrando escelones espa-
ciados temporalmente, como funcién del periodo orbital
del citmulo.

Enla Fig. 5.8 se presenta la evolucién diferencial® de la
energia y la masa (ver §4.53.4), como funcidn del periodo
orbital del cimulo, para las simulacicnes AQOml y A76m
{que en las Fig. 5.1, corresponden a los casos m y i, con
Rperi=1.5 kpc para las e=0.75 y 0.0, respectivamente).
Las lineas verticales indican el paso del cimule por su
perigalactico.

Para la simulacién A00m{ la pérdida de masa crece
rapidamente hasta alcanzar un méximo después de medio
periodo orbital, comenzando a decaer hasta llegar a una
situacién aproximadamente estacionaria, después de 3 a6
periodos érbitales. En este caso la variacién de la energia
y de la masa no muestran un correlacién con el periodo
orbital del ciimulo.

La evolucién del cimulo, en el experimento AT5m, es
dominada por los choques que se manifestan por medio
de pulsos en la variacidn de la energia y de la masa. Es-
tos cambios estan claramente relacionados con el periodo
orbital del ctimulo, alcanzando su maxima variacién cuan-
do este pasa por su perigaldctico. En esta simulacién, la

3Recordemos que §E y §M se refieren al los cambios de energia y
masa respecto al intervalo temporal anterior y no al inicial.

masa comienza a variar después de su segundo paso por
Rperi, aumentando gradualmente la amplitud de su varia-
cién, hasta llegar a ser comparable con la amplitud de la
energia. Llamaremos a cste tipo de comportamiento un
retraso en le variacién de la masa.

Los ejemplos que se muestran en la Fig. 5.8 son pa-
ra ilustrar el efecto de los choques y del deshordamiento
cuando cada uno domina la evolucién del ctimulo. Sin
embargo, es posible que ambos procesos se sobrepongan,
v afecten la evolucién del cimule de manera conjunta.
En la Fig. 5.9 se muestran los resultados de las simula-
ciones 400mi, A25mli, A50mi y ATiml (Rperi=1.5 kpc,
y re/R; = 1.5). En estos experimentos es posible estu-
diar la transicidn entre ambos efectos como funcidn de la
excentricidad de su orbita. Para la drbita circular, e=0,
el desbordamiento domina durante los primeros periodos
del climulo, para después tender a una situacién aproxi-
madamente estacionaria para la energia y para la masa.
Conforme aumenta la excentricidad, la importancia del
deshordamiento disminuye, comenzando a ser mas impor-
tante el efecto de los choques. La evolucién en el ex-
perimento A25mn! estd determinada por ambos procesos,
inicialmente por el deshordamiento, cuya magnitud dis-
minuye continuamente como funcién del tiempo, mientras
que la importancia de los choques estd aumentando. Este
comportamiento es periddico, con el maximo de sy am-
plitud en el perigalictico de su drbita. La evolucién del
cumulo, en el experimento A75mli, estd completamente
determinada por los choques. Cuando los choques co-
mienzan a determinar la evolucidén del cimulo el retrase
en la variacién de la maso comienza a ser importante.

En las Fig. 5.8 ¥ 5.9 podemos ver que el desbordamien-
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Fig. 5.8.— Incremento diferencial de la energia y }a masa para
dos ¢imulos globulares. En el primero su evolucién esta domi-
nada por el desbordamiento del 16bulo de Roche (A00mI), ¥y
el segundo por los choques gravitacionales (A75m). Las lineas
verticales indican el paso de los ciirnulos por su Rperi. Para las
drbitas circulares estas lineas indican cada que transcurre un
periodo orbital.

t0 es un proceso autolimitante, porque el ciimulo pierde
masa de manera continua hasta un cierto valor, después
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Fig. 5.9.— Incremento diferencial de la energia y de la masa
para un cimulo globular de tamafio ml en érbitas de distin-
ta excentricidad (con un mismo Rpei) alrededor del centro
galactico. El panel superior corresponde a una érbita circular
y el inferior a una 6rbita con excentricidad de 0.75.

estan dadas por,

1

King — 1 M, )3
" <3+8) (MG(RGG) Y

(2-2)

del cual queda en equilibrio con el campo de marea galacti-
co. Esto ocurre cuando ry ~ Hr. En la Fig. 5.10 hemos
graficado la evolucién temparal del 16bulo de Roche (linea
sélida), y del radio limite del cimulo (puntos circulares),
para las simulaciones A00m{ (panel superior) y la A25ml
{panel inferior). El radio limite del cimulo contiene el
100% de la masa de este (r; = rigoz)- E! valor del 16bulo
de Roche lo hemos determinado con la signiente relacién

(Binney y Tremaine 1987),

M(re)

= (MG(RGC) 1)

1
3
) fec,

donde M (r¢) es la masa de] cimulo que esta dentro de su
radio de marea y Mg (Rgc cs la masa de la Galaxia que
se encuentra dentro del radio Rge.

En la Fig. 5.10 vemos que los valores de r; tienden a
los valores de 7y, después de algunos periodos orbitales,
tanto para la érbita circular (A00m!)} como para la érbita
excéntrica (A25ml). Vemos que el tamafio del ctimulo
tiende al valor impuesto por el campo de marea galactico.

En la Fig. 5.10 hemos incluido las aproximaciones de
King (1962), linea de puntos, y la de Innanen et al. (1983},
Iinea de trazos, para el radio limite del cimulo. Ambas

_ N
plnnanen _ [1 —1In ( 2'RDEI'i )] 5 ( Mc('f't) ) ¢ .
E Rapo + Rperi MG(RG'C){
2

De la Fig. 5.10 vemos que los valores dados por la relacion
(2-1) es la que mejor aproxima los resultados de nuestros
experimentos. Los valores dados por las relaciones (2-2)
¥ (2-3), son 30% menores que nuestros resultados. Es im-
portante destacar la diferencia entre nuestros resultados
con los valores que se obtienen de (2-2) y (2-3), porque
algunos autores intentan determinar la masa de la Gala-
xia utilizando estas aproximaciones (Innanen et af. 1983),
que como podemos ver sobrestiman el valor de la masa.

La varjacién de 7; tiene el mismo periodo que la varia-
cién de la energfa. Los méximos de la energia correspon-
den al minimo de 7, que es cuando el ciimule cambia su
energia de ligadura (menos ligados}. Este comportamien-
to se ohserva en nuestros cimulos cuya evolucidn esta de-
terminada por choques.

5.2.2 Ajuste a la variacién de la energia

Para describir y extrapolar el comportamiento tempo-
ral de la energia y de la masa, hemos ajustado los pardme-
tros de una funcién analitica a los resultados que se pre-
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Fig. 5.10.— Evolucién teérica y de las simulaciones A00m!
y A26ml, para el radio limite del cimulo. La linea sélida
corresponde al valor dado por la ec. (2-1), la linea de puntos
es la aproximacién de King (1962), y la de trazos la de Innanen
et al. (1983). Los puntos son el resultado para el radio limite
de las simulaciones.

sentan en la Fig. 5.7. Aunque el comportamiento de la
energia y de la masa son muy parecidos, el ajuste lo ha-
cemos de manera independiente.

Sc propone ajustar los resultados de la energfa con una
funcién de la forma:

t \°F
AFE = Egexp (——) . (2-4)

TE

donde ag y 7g son los pardmetros a encontrar. El
parametro ag es el exponente de la funcién y rg es el
tiempo caracteristico, en las mismas unidades de ¢, en
que la energfa se reduce por un factor e~!, que correspon-
de a una variacién del 74% de su valor inicial. Los puntos
que hemos considerado en el ajuste dependen del proceso
inicial que domina la evolucién del ciimulo.

Para los choques (cimulos s y m) se consideran todos
los valores de la energfa y de la masa. Para el deshor-
damiento sélo se consideran los puntes una vez que han
pasado por su etapa inicial de pérdida de masa (cimulos
miyl).

El ajuste de los pardmetros (ag ¥ 75} se realizé con el
método de Levenberg-Marquadt, que busca y encuentra
el minimo de x? de manera iterativa (Press et al. 1992).
Los valores de g ¥ 7g se muestran en la Tabla 171

Para los ciimulos que son afectados por desbordamien-
to, el valor de ag siempre es menor a (.8, con un valor
promedio de a2*®=0.59 + 0.2. Cuando los choques de-
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Fig. 5.11.— Comparacién entre 7 y s, para los cimulos

cuya evolucidn estd determinada por los choques gravitaciona-
les. Los simbolos corresponden a los tamafios de los cimulos
considerados: s con cuadros, m con tridngulos y m! con (*).

terminan el comportamiento del cimulo a24% ~ 0.9-1,
con un valor promedio de a24F=1.00+0.04.

5.2.3 Ajuste a la variacidn de la masa

La funcién que se ajusta al comportamiento de la masa

es,
£\
M = Myexp (——) .
TM

(2-3)
donde apr y Ta son los pardmetros a encontrar, Siendo
anr el exponente de la funcidn y ras es el tiempo carac-
teristico, en las mismas unidades de ¢, en que la masa del
ctimulo ha variado un ~74% de su valor inicial.

En la Tabla IV se dan los valores del ajuste para el
exponente aay ¥ para el tiempo caracteristico 7.

Cuando la evolucion del cimulo es dominada por cho-
ques, los valores del exponente estan entre 1< aﬁ'f <2.5,
can un valor promedio de 1.720.4. Para el desbordamien-
to los valores del exponente estdn entre 0.2< of}f® <1,
con un valor promedio de 0.554:0.2.

El la Fig. 5.11 se comparan los tiempos caracteristicos
que se obtiene en el ajuste de la energia, Tg, y de la masa,
Tar, para los ctimulos cuya evolucién es dominada por los
choques de marea. Vemos que la dispersidn en los valores
que se obtienen del ajuste de la masa es mayor que los de la
energia. La diferencia entre ambos tiempos, en promedio,
es menor que un factor de dos.
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TABLA 111

VALORES DEL AJUSTE PARA EL EXPONENTE «g Y EL TIEMPO CARACTERISTICO TE.

zp =095 zg =10 zy=1.5 Ty =3.5

e ag  Te(x10¥%) | ag 7E(x10%) | ag 7E(x10%) | ag T5(x10%)
A0O | 0.79 0.61 0.73 0.50 0.33 0.05 0.27 7.3%x1073
BOO | 0.0 2.08 0.84 1.68 0.41 0.81 0.31 2.1x10~2
Co0 | 0.90 3.87 0.80 2.96 0.40 0.35 0.31 4.1x310~2
A25 1 0.99 1.18 0.97 1.22 0.60 0.14 0.35 1.2%102
B25 | 0.98 2.68 0.98 2.58 0.67 0.45 0.42 29%x10~2
C25 1 0.99 4.98 0.98 4.61 0.65 0.80 0.40 54x10~2
A50 | 1.03 1.14 1.03 1.15 0.82 0.38 0.52 2.7%1072
B50 | 1.04 3.06 1.01 2.95 0.89 1.19 0.52 6.2x10~2
C50 | 1.02 5.66 1.03 5.59 0.84 2.08 0.49 1.1x107!
A75 1 1.05 1.19 1.03 1.27 0.99 1.08 0.66 8.6x10™2
B75 | 1.02 2.92 1.04 3.16 1.01 2.86 0.62 1.1x10"1
C75 | 1.03 531 1.03 5.72 1.01 5.25 0.63 3.6x10~1

TABLA 1V

VALORES DEL AJUSTE PARA EL EXPONENTE nps Y EL TIEMPO CARACTERISTICO DE DESTRUCCION 7as. 7777 7"

zy =0.98 x; =10 zg=15 £y =3.5
e | an Ta(x10%) | apr  Tm(x10%a) | epr  Tar(x10%a) | anr Ta(x10'a)
AQD 1 06 23.8 0.5 34.5 0.3 27.0 0.2 0.07
BOO | 0.7 57.5 6.7 32.9 0.4 24.0 0.3 0.31
Coo | 0.8 47.9 0.4 182. 0.3 71.2 0.3 0.58
A25 | 1.3 1.26 1.2 1.42 0.6 2.03 0.3 0.13
B25 | 14 3.62 1.5 2.13 0.6 4.11 0.4 0.26
C25 | 14 5.37 1.3 5.66 0.6 7.57 0.4 (0.52
A0 | 1.7 0.92 1.6 0.94 0.9 1.00 0.5 0.16
B30 | 1.8 1.59 1.8 1.93 1.0 1.62 0.5 0.38
C50 | 1.8 4.14 1.7 4.08 1.1 3.76 0.4 0.84
A75 | 2.3 1.05 2.1 1.10 1.2 1.15 0.7 0.32
B75 | 2.5 2.39 2.3 2.29 1.3 2.48 0.7 0.75
C7h | 21 6.12 2.0 5.64 1.3 4.95 0.6 1.55
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5.2.4 Tiempo caracteristico y de destruccién

El tiempo caracteristico g s, es el tiempo en que la
energia y la masa cambian un 74% de su valor inicial.
En ambos casos, éste no es el tiempo en que ocurre la
desintegracién del cimulo.

No tenemos un criterio estricto para decir en que mo-
mento los ciimulos se desintegran en su totalidad, pero
considerando la distribucién de masas para el sistema de
cimulos globulares galactico, que se muestra en la Fig. 1.4
de §1.2.5, vemos que hay pocos ctimulos con masas meno-
res a 10*My,, por lo que podemos pensar que este serd, en
promedio, un limite inferior para el valor de la masa. Los
clirnulos cercanos al centro galdctico no muestran masas
mayores a 5 x 10* M, valores que representan, aproxima-
damente, entre el 2% y el 10% de la masa inicial de los
cimulos que hemos considerado (M, = 5 x 10°Mp).

De lo anterior, un valor que se puede asociar con la
desintegracién del cimulo es el tiempo de destruccién, que
en nuestro caso serd cuando el cimulo sélo tenga el 1%
de su masa inicial. Este es un criterio justificable desde
el punto de vista observacional, porque no se observan
ciimulos con masas menores a 5 x 10° M.

La relacién entre el tiempo caracteristico y el tiempo
de destruccién (tg.,:} se obtiene de las relaciones {2-1) ¥
(2-2), dada por

taest = 4.06"%1g pr. (2-6)
En la seccidn 5.4 calculamos la tasa de destruceidn para

los ciimulos globulares, utilizando los valores de tge5 que
hemos encontrado en esta seccidn.

5.3 Eficiencia del Choque Dentro del Cimulo

La eficiencia de los choques gravitacionales es funcidn
de la energia de ligadura de las estrellas dentro del ctiimulo,
del tiempo en que ocurre la interaccidn, v de la distribu-
cién de masa del ctimulo. Esta eficiencia se puede medir
en una escala de tiempo correspondiente a un periodo or-
bital, 0 por unidad de tiempo.

En esta seccidn se analiza el calentamiento del cimulo
por pericdo orbital, y en la seccién 3.3.3 por unidad de
tiempo. El calentamiento, por periodo orbital, es de gran
interés desde un punto de vista tedrico, porque nos da
informacién sobre el tipo de drbitas, que para un potencial
determinado, causan mayores danos en la estructura del
cimulo. El calentamiento, por unidad de tiempo, tiene
un interés desde e] punto de vista ohscrvacional y de las
teorias de evolucion galdctica, porque a partir de este es
posible estimar de erosidn que éste proceso ha ocasionado
durante el tiempo de Hubble.

5.3.1 Calentamiento por periodo orbital

El calentamiento que experimentan las estrellas den-
tro de un cimulo, debido al choque de marea, AE;, se
mide cada vez que este alacanza su apogaldctico. En

las figuras 5.12-5.14 se muestra el calentamiento pro-
medio que experimentan las estrellas por periodo orbi-
tal (AE, =< E, — E,_1 >), que en el periodo an-
terior se encontraban dentro de un intervalo de energia
(En-1 —AE < E < E,_1 + AE). En el recuadro inferior
de cada panel se muestra el valor de la dispersién en AE
asociada a cada intervalo. En cada grifica se muestran
dos series de resultados, diferenciados por el tamafio de
los ctimulos, s y m, respectivamente. Cada panel corres-
ponde a un valor de la excentricidad. Las linea de trazos
es el calentamiento en cada periodo orbital, la linea sdli-
da delgada y la gruesa corresponden a la primera y a la
tiltima drbita del ciimulo, respectivamente.

Vemos que el incremento de la energia para los ciimulos
en drbitas circulares, disminuye como funcién del tiempo,
tendiendo a cero en algunos periodos orbitales mas. Este
calentamiento debe ser en su mayoria espureo, porque la
dispersion es mayor para las estrellas menos ligadas. Qtra
razén de este calentamiento, y su disminucién con el tiem-
po es por el reacomodo del ciimulo al potencial galactico.
Para los ciimulos en érbita circulares la varianza aumenta
para las estrellas menos ligadas, en cada periddo orbital,
efecto contrario al calentamiento para esas mismas estre-
Has. Este comportamiento nos indica que los datos cada
vez son mas ruidosos, lo cual se debe a una disminucién de
estrellas en estos intervalos de energia o a una mayor dis-
persién de sus valores, las cuales estan siendo arrancadas
por el campo de marea galActico.

Las érbitas con e=0.25 muestran una disminucién de
la energia durante los primeros periodos orbitales. Sin
embargo, este incremento no tiende a cero como funcién
del tiempo. Para las drbitas mds excéntricas, e=0.50 y
e=0.75, el incremento de la energfa en cada periodo or-
hital se mantiene constante en los periodos que hemos
graficado. La dispersion en el incremento de la energfa
disminuye como funcién de la excentricidad en todos los
cimulos y para todos los valores de Rperi.

En la Fig. 5.15 se compara el calentamiento del dltimo
pertodo orbital para los ctimulos con el mismo tamano.
En general, ¢l calentamiento es minimo para los ciimu-
los en érbita circular, aumentando su importancia con la
excentricidad, siendo los cimulos en érbitas mds radiales
los ue muestran un mayor incremento de su energia por
perfodo orbital. Aunque en los experimentos A()s, B()s y
B()m, ¢l calentamiento parece ser mayor para las érbitas
con e=().25, la tendencia general de la curva es a estar por
debajo de les valores de las otras dos excentricidades.

El calentamiento, como funcién del tamafio del cimu-
lu, es mayor para los cumulos mas grandes, m, aunque
la diferencia entre ambos tamafios es muy pequefia. Fi-
nalmente, como funcién del Rperi, los cimulos que expe-
rimentan mayor calentamiento por periodo orbital son lo
més cercanocs al bulbo.

La importancia del choque como funcién del pardmetro
de adiabaticidad, 3, que se define como (que es funcién del
cociente entre el tiempo dindmico de las estrellas dentro
del cimulo y el periodo orbital de éste alrededor de la




Fig. 5.12.— Calentamiento de los cimulos en los experimentos A{}s y A{}m en cada periodo
anterior. Las lineas de trazos son los resultado para cada una de las 6rbitas consideradas. La
perfodo del cimulo, respectivamente. En el recuadro inferior de cada grifica se muestra el valor
lineas significan lo mismo que en la grifica del panel superior.
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lineas significan lo mismo que en la grafica del panel superior.

Fig. 5.14.— Calentamiento de los ¢imulos en los experimentos C()s y C()m en cada perfodd orbital como funcién de la energia de las estrellas en el apogaldctico
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Galaxia, ver §2,2.2),

3= 2W.s-Rperi _ 2""'-Rperi
Vperi Pszeri ’

(3-1)

donde P, es el periodo de la estrella alrededor del cimulo
¥ Voeri ¥ Rpen son la velocidad y distancia en el peri-
galdctico del ciimulo. En nuestros experimentos no cono-
cemos el periodo orbital de cada una de las estrellas dentro
del cimulo, por lo que utilizamos la dependencia de este
con las variables que conocemos directamente, como es su
energia, F,, su posicidn, r, o su velocidad, v.

El periodo orbital de las estrellas dentro del ciimulo, se
puede escribir en términos de su energia E, (Lightman y
Shapiro 1977),

log(P,/2.4x10%)

2rGM,

Po(E,) = G

(3-2)

donde G es la constante de gravitacién universal y M, es

i A
acion “0.3 -02
la masa del cimulo. Esta aproximacién supone que las E

6rbitas de las estrellas son keplerianas, lo cual es vilido :

en las regiones externas del cimulo, que es donde es méas

importante este proceso. Fig. 5.16.— Radio promedio de las estrellas dentro del
La energfa orbital de las estrellas, para un potencial cimulo, como funcién de su energia promedio. En la ordenada

del lado derecho se muestra su periodo orbital como funcién
de la energia. Estos resultados corresponden al experimento
1GM ATbs.

~ -3
By~ 5, (3-3)

kepleriano estd dada por (Binney y Tremaine 1987),

donde a es el semieje mayor de la érbita de la estrella. En las figuras 5.17, 5.18 y 5.19 se presentan los resulta-
Hemos aproximado a la energia de las estrellas, como  dos que se muestran en las Fig. 5.13-5.15, respectivamen-
funcién del su radio orbital promedio (ver Fig. 5.16), te, pero como funcién de < 3 >. Cada figura corresponde

: __alas 6rbitas_con_Rpe.i=1.5 kpc, 3 kpc y 6 kpc, respec-
< E >~ 3 GM (3-4) tivamente. Cada una de las lineas sélidas corresponde a
8 A ” . .
2<r> cada uno de los 9 periodos orbitales que hemos conside-
rado. Se ha excluido el primero porque el ciimulo atin no
se encuentra en equilibrio con el campo de marea. El ca-
Combinando (3-2) y (3-3) podemos escribir el periodo  Jentamiento se reporta en el apogaléctico del ciimulo. Los
en términos de < r > como, valores de < AFE > son el promedio de los incrementos
o individuales de las estrellas en un intervalo AJ.

3—“3‘/'—2(GM )THE < 32 (3-5) Las linea de puntos y de trazos cortos corresponden a

dos ajustes que hemos hecho a la aproximacién de Wein-

En la Fig. 5.16, se muestran los valores de 7 y P, como berg (1994a), y la de trazos cortos y largos, correjspon.d?n

funcién de < E, >. Las lfneas sélidas son los resultados 2 las aproximaci6n de Spitzer (1958)' Estas se discutiran
de la simulacién A75s en los periodos pares de la orbita @ detalle en la siguiente subseccién.

De esta relacién podemos decir que a ~< r > /3.

<Py >=

del ctmulo. La linea de trazos es la relacién dada por la En las figuras 5.17, 5.18 y 5.19, vemos que el calen-

ecuacién (3-4). tamiento es funcién de la excentricidad de la érbita del

Sustituyendo en la ec. (3-1) el valor de < P, > dado cimulo. Para las érbitas menos excéntricas, e=(1.25, el in-

por la ec. (3-5) ) cremento de la energia abarca un intervalo de 10< 8 <50.
* b

Para e=0.50 este incremento abarca el intervalo de 9 <

sy Roeri B < 30, y parae=0.75, el intervalo vade 7 < 8 < 20. Con-

<B>=2)EFHEGM)? <r > 32 _—Vper.l- (3-6)  forme aumenta la excentricidad, el intervalo que abarca el

pen calentamiento se reduce a la mitad del intervalo anterior,

De esta relacién tenemos a < 8 > como funcién de la dis- €8 decir, ?1 intervalo en 3, para e=(.75, s una cuarta

tancia radial promedio de las estrellas dentro del cimulo, ~Parte del intervalo de e=0.25. Las tendencias que hemos
y del tiempo caracteristico en el que ocurre el choque de descrito se aplican a los cimulos s y ™.

marea (~ 2Rperi/Vperi)- Para los ciimulos en orbitas de baja excentricidad, la
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TABLA V
VALORES UTILIZADOS PARA EL AJUSTE DE LOS MODELOS DE
AHO vy GO.

Nombre Ale, Rperi) | ¢AHO I £c°

A25 0.447 1.69 x 107! 5.59 x 101
A50 0.789 7.68 x 1072 2.23 x 10!
AT5 0957 1.80 x 10-2 4.65 % 10-2
B25 0.366 1.35 x 107! 1.93 x 101
B50 0.763 7.23 x 1072 7.67 x 1072
B75 0.959 2.28 x 1072 2.28 x 1072
C25 0.411 1.57 x 101 3.33 x 10~!
C50 0.807 1.00 x 101 1.45 x 10!
C75 0.965 2.67 x 1072 3.36 x 102

variacién del cociente, entre el periodo orbital del ciimulo
al de las estrellas, en general, no es tan grande, por lo que
el calentamiento es descrite por la aproximacidn adiabdti-
ca, afectando estrellas medianamente ligadas al ciimulo,
pero cambiando poco su energia orbital. Por el contrario,
si el cimulo tiene una drbita muy excéntrica, el cociente
entre los periédos (Pye,/Ps) es grande, y el calentamiento
puede ser descrito en el limite impulsivo, donde las es-
trellas menos ligadas son las mas afectadas, cambiando
drasticamente su energia orbital.

En general, para las drbitas mds excéntricas el incre-
mento de la energia decae mds rdpido hacia valores gran-
des de 3. La diferencia entre las figuras es el valor de
Rperi que les corresponde, notamos que el calentamiento
disminuye como funcién del Ry, de la érbita.

Aproximaciones Tedricas

El calentamiento debido a los choques gravitacionales
ha sido analizado por varios autores de manera semia-
nalitica (AHO y GO}. En estos trabajos se parte de la
aproximacién de impulso (ver §2.1}, donde la velocidad
con la que ocurre el encuentro es mucho mayor que la de
las estrellas dentro del cfimulo. Sin embargo, como esto
no es cierto para cumulos en drbitas poco excéntricas, o
para las estrellas cercanas al centro del cimulo. AHO y
GO proponen afiadir a esta correecién para considerar los
efectos de la perturbacién cuando las estrellas del cimulo
recorren una fraccidn, o varias de sus drbitas durante el
trancurso de la perturbacidn. Hemos retomado las apro-
ximaciones que se utilizan en estos trabajos, y las hemos
comparado con nuestros resultades. Sin embargo, es ne-
cesario determinar los valores de normalizacion necesarios
para que dicha comparacidn sea valida.

En estas aproximaciones, el incremento de la energia

esta dado por la siguiente expresién (AHO y GO):

_4( GMg
AE=3 (V,,Rg

2
) r? As w(B)E(Rperi) Me, Rperi)-

(3-7)
A continuacién discutimos en detalle cada uno de los
términos.

El factor A, .,(3) puede ser la correcci6én adiabtica de
Spitzer o de Weinberg. AHO utiliza la correccién de Spit-
zer {1958). GO utiliza resultados que se obtienen de la
teorfa adiabdtica, aplicados por Weinberg (1994a) en sis-
temas astrondmicos (ver §2.2.2). La correccién que mejor
ajusta nuestros resultados es la de Weinberg. La aproxi-
macién de Spitzer es varios drdenes de magnitud menor
que nuestros resultados (ver linea de puntos y trazos en
las Fig. 5.17-5.19).

El pardmetro £(Ry..i) es un factor que considera la
distribucién de masa galdctica (Aguilar y White 1985).
AHQ aproximan este factor como

eri

1
EMO(Rperi) = 215 (3-8)
vy GO como
1 a
€7 Rperi) = 5[(3J0 = 1 = fa)?, (3-9)
+(2Iy — I = 3Jo + J1)? + I3). (3-10)
donde Iy, I, Jy ¥y J1, estan dados por
Y | d
IO(Rpen) = -/1 fﬂ(RperIC}W, (3—11)
I(Pyert) = fm"(f? RSP
1 peri == ) m pen@ W, (3-12)
I
JD(Rpen) = /; m(RpenC)W, [3—13)
[ dg
Ji(Rperi) = /; m(RpcrlC)W' (3-14)
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Fig. 5.17.— Calentamiento interno del los cimulos s y m,
con Rperi = 1.5 kpe, como funcién de 8. Las lineas sélidas
son los resultados de cada perfodo orbital. La excentricidad se
indica en al parte superior izquierdo. La linea punteada y de
trazo son las aproximaciones de AHQO y GO para los valores
de £, respectivamente. La linea de puntes y de trazo es la
aproximacidén de Spitzer.

m(R) = M (R)/M;,: esla masa normalizada a la masa to-
tal de la Galaxia y m{R)=dm(R)/dIn R {(=Rdm{R)/dR).
— Elnuestrocaso hemos considerado-el-limite-superior-de
la integral como Rypo/Rperi, ¥y am(R) = M(R)/Mapo. En
la Tabla V se dan los valores de £ que corresponden a cada
uno de los experimentos que se muestran en las Fig. 5.17-
5.19. En general, la diferencia entre £4H0 y £50 es del
orden de un factor de 3 para drbitas poco excéntricas.
En el caso de drbitas excéntricas y alejadas del centro
galdctico estos valores son muy semejantes entre si {ver
Tabla V).

El término A(e, Rperi) se introduce para considerar la
variacién temporal de la fuerza de marea entre el peri-
galdctico v el apogalactico de la érbita del cimulo. Este

estd dado por,
2 2
( ) - 1] ) (3-15)

donde M (Rapo)} ¥ M(Hper) son la masa galdctica interna
a Rapo ¥ Rperi, respectivamente. Los valores de Ae, Rperi)
se dan en [a Tabla V.

En las Fig. 5.17-5.19, hemos graficado las aproxima-
ciones dadas por la ec. (3-7). La linea de trazos y de
puntos corresponden a los valores de £ dados por las ec.
(3-8) y (3-9), respectivamente. El valor de M¢q que consi-
deramos es la masa total de la Galaxia a 100 kpc, que es

l—e
l1+e

M(Rapo)
M(Rperi)

A(B, Rpeﬁ) = [

10-2

T T

T

L

Fig. 5.18.— Calentamiento interno del los cimulos s ¥ m,
con Rpei = 3 kpe, como funcién de 8. Las lineas sélidas son
los resultados de cada periodo orbital. La excentricidad se
indica en al parte superior izquierda. La linea punteada y de
trazo son las aproximaciones de AHO y GO para los valores
de £, respectivamente. La linea de puntos y de trazo es la
aproximacién de Spitzer.

1 x 1012 M.
Las aproximaciones tedricas muestran un comporta-
“miento muy parecida o nuestros resultados—Notamos-que
la magnitud de dicha aproximacion varia poco respecto
a nuestros resultados, y esta es funcidn del Rpen de la
6rbita, siendo mayor para A y menor para C.

Tiempo de destruccién

Fl incremento de la energia total del cimulo es la suma
de los cambios individuales de todas las estrellas. Este
incremento se puede evaluar al integrar el drea bajo la
curvas < AE > vs. < 8 >, que se dan en las figuras 5-
17-5.19. De donde el tiempa caracteristico de destruccién
se estima a partir de (AHO y GO),

E
T X Pyrb~——0.

N (3-16)

La diferencia entre los valores propuestos por AHO y GO
estd en los factores de proporcionalidad que ellos utilizan.
Estos se discutirdn a continuacién.

Propuesta de AHO

Para evaluar el tiempo de destruccién de un cimulo
globular, debido a los choques de marea, AHO proponen
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Fig. 5.19.— Calentamiento interno del los cimulos s y m,
con Rperi = 6 kpc, como funcién de 3. Las lineas solidas son
los resultados de cada perfodo orbital. La excentricidad se
indica en al parte superior izquierda. La linea punteada y de
trazo son las aproximaciones de AHQO y GO para los valores
de &, respectivamente, La linea de puntos y de trazo es la
aproximacién de Spitzer.

una expresién de la forma

TAHO

E,
C{AE/PO,J' (3-17)
donde ¢ es la razén entre el cambio fraccional de la
energia de ligadura y de la masa que se induce durante
el choque de marea (Spitzer y Chevalier 1973}. Cher-
noff et al (1986), encuentran que ¢ ~ 2/a.. donde
e = —E J(GM fry) = 0.2(ry/ra). Sustituyendo en la
ecuacion (3-4) se tiene que,

AHO Th E.
=101 — — | Pyry.
" (r, ) (AEc) °

HO

{3-18)

Hemos evaluado 74%© en cada periodo orbital, con-
siderando los valores de K., rp ¥y r que el ctunulo tiene
en ese instante. Los resultados se utilizan en la siguiente
seccidn para cdlcular el tiewapo de destruccion.

Propuesta de GO

GO calculan ¢l tiempo de destruceion de forma muy
parecida a la de AHO, con ¢=1. Ellos anaden un término
a segundo orden para la variacién de la energia (Kundik
vy Ostriker 1995), que considera los efectos de relajacién
dentro del ciimulo debido a un aumento en la dispersién
en la energia de las estrellas. Los tiempos caracteristicos

donde los subindices 1 y 2, indican el primer y segundo
orden, respectivamente.

Estos tiempos caracteristicos se utilizan en el cdlculo
de la tasa de destruccién de los ciimulos globulares en la
seccién 5.4,

5.3.2 Promedio de los cambios en la energia

A partir de los resultados que se muestran enla Fig. 5.7,
es posible evaluar el incremento en la energia que experi-
mentan los ctimulos por periodo orbital, y de las relaciones
(3-17), (3-18) ¥ (3-19) es posible evaluar el tiempo carac-
teristico de destruccién, que a su vez es posible relacionar
con una tasa de destruccidn (ver §5.4).

5.3.3 Calentamiento por unidad de tiempo

La calentamiento, que por unidad de tiempo experi-
mentan los cimulos en nuestras simulaciones, se muestra
en la Fig. 5.20, las lineas tienen el mismo significado que
en la Fig. 5.15. Este calentamiento tiene una tendencia
diferente que el calentamiento por perfodo orbital, porque
en este caso las drbitas que experimentan mayor variacién,
son las menos cxcéntricas, e=0.25, variacidn que disininu-
ve conforme aumenta el valor de la excentricidad. Este
comportamiento se explica si recordamos que el perfodo
orbital para los ciimulos, en Orbitas con excentricidades
de e=0.75, son casi tres veces mayores que para una 6érbi-
ta con e=0.25. De lo anterior, si consideramos un tiempo
lo suficientemente grande tendremos por cada choque de
una Orbita con excentricidad e=0.75, tres de la 6rbita con
excentricidad e=0.25. Por esta razén el calentamiento en
la drbitas de menor excentricidad es comparable o mayor
que el de las érbitas mas excéntricas.

Las orbitas circulares no muestran un incremento de su
energia, porque la fuerza de marea s6lo actiia de manera
estatica imponiendo una energia limite para las estrellas
del cimulo.

5.4 Tasa de Destruccién en los Choques Gravi-
tacionales

La tasa de destruccién, debida a los choques gravitacio-
nales por periodo orbital, o durante el tiempo de Hubble,
es funcidn del tiempo caracteristico, 7, o del tiempo de
destruccién, ty4... Estos tiempos estan directamente rela-
cionados con la variacién de la energia v de la masa, de los
cimulos.

La tasa de destruccién que experimenta un climule du-
rante un tiempo determinado estard dada por

t
=
tdest
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5.4. TASA DE DESTRUCCION EN LOS CHOQUES GRAVITACIONALES

donde » es fraccién del ctimulo se pierde debido al efecto
de los choques de marea.

Proponemos 4 métodos para evaluar la tasa de destruc-
ci6n en base a los resultados de nuestras simulaciones. En
los primeros dos se utilizan los valores de tfm yt¥ ., da-
dos por los ajustes de la variacién temporal de la energia
y de la masa, respectivamente (ver §5.2.4). La tercera
es considerando los valores que se obtienen de integrar el
area bajo las curvas del calentamiento, < AE, > vs. 3
(ver §5.3.1), y finalmente la m4s sencilla, considerando la
variacién promedio de la energia (ver §5.3.2).

5.4.1 Tasa de destruccién por periodo orbital

En la Fig. 5.21 se muestra la tasa de destruccién por
periodo orbital (¥4, ), como funcién de la distancia me-
dia galactocéntrica del cimulo (Ry,eq). Se han graficado
los resultados de los 4 métodos que hemos considerado.
Los circulos, cuadros y tridngulos diferencian los distintos
valores de la excentricidad, que son: 0.25, 0.5 y 0.75, res-
pectivamente. Los simbolos abiertos y negros representan
los cimulos s y m, respectivamente. Los puntos que co-
rresponden a orbitas con el mismo Rper, estdn conectados
por una linea sélida. En cada panel se muestran los resul-
tados que se obtienen de los distintos métodos que hemos
considerado.

La tasa de destruccién, para érbitas con el mismo Ryeri,
aumenta como funcidn de la excentricidad, efecto que
ya era observado en la Fig. 5.1, donde las drbitas mas
excéntricas son 1as que mayores cambios producen en la
energia del ciimulo. De lo anterior, podemos afirmar que
la tasa de destruccidn, por periodo orbital, es mas impor-
tante para érbitas mas excéntricas. Los resultados que se
obtiene a partir de los 4 métodos muestran ésta tenden-
cia, siendo los resultados de la integracidn los que mayor
dispersién tienen.

Estos resultados son una consecuencia directa del ca-
lentamiento por periodo orbital que se describe en la
§5.3.2, y que se muestran en la Fig. 5.15, donde los ciimu-
los que mayor variacién presentan son los que se encuen-
tran en las 6rbitas mas excéntricas.

5.4.2 'Tasa de destruccién en el tiempo de Hubble

La tasa de destruccién en el tiempo de Hubble (r7,445)
se obtiene a partir de

Trtuon

Vigubb = {4"2)

tdes!

En la Fig. 5.22 se presentan los resultados de vy,
para cada uno de los métodos que hemos considerado,
como funcién de su distancia media del ciimulo respecto al
centro galictico, B Los simbolos significan los mismo
que en la Fig. 5.21. La linea sélida con asteriscos y la de
trazos con las cruces son las tasas de destruccidn para el
bulbo dados por AHOQ y GO, respectivamente.

Vemos que los resultados del ajuste de la energia y la
masa, para ias érbitas menos excéntricas, coinciden con
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Fig. 5.21.— Tasa de destruccién por periodo orbital para
los climulos 5 ¥y m, como funcién del Rge de la drbita del
cimulo. La linea punteada une a las érbitas con igual Rper.
Los paneles son los resultados que se obtienen en cada uno de
los 4 métodos que hemos utilizado.

los resultados de GO, aunque estos autores no consideran
una dependencia en sus resultados con la excentricidad,
vemos que para un Rperq dado no hay una fuerte depen-
dencia con la excentricidad de la érbita, dando como re-
sultado una mayor dispersion en Rgo pero no en el valor
de la tasa de destruccidn.

Considerando el promedio de las energias, panel in-
ferior de la Fig. 5.22, vemos que el comportamiento es
parecido al de los peneles superires, pero con una mayor
dispersion cn los resultados. En esta figura sélo se mues-
tran los resultados que se obtienen al considerar la ec.
(4-3), propuesta por GO.

Aunque los choques son mds eficientes para los cimu-
los en orbitas mds excéntricas (ver § 5.3.3), es decir, por
periodo orbital, el nimero de veces que un cimule en
Orbita poco excéntrica pasa cerca del bulbo es mayor, ha-
ciendo que la eficiencia por unidad de tiempo sea superior
en este caso.

5.4.3 Discusion

En general, los ciimulos con tamafoes s y m sobreviven
durante el tiempo de Hubble perdiendo, en el peor de los
casos, sélo el 20% de su masa. Esto sera cierto si sélo se
considera que su evolucién se debe a los choques con el
bulbo galactico.

La tasa de destruccidn que se obtiene al considerar que
el cimulo pierde el 99% de su masa inicial, coineciden con
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Fig. 5.22.— Tasa de destruccién en el tiempo de Hubble para los cimulos s y m. Los circulos, cuadros y tridngulos negros,
representan lo mismo que en la Fig. 5.21. La linea punteada une a las érbitas con igual Rperi. Los asteriscos y las cruces son las
tasas de destruccién dadas por AHQ y GO, respectivamente. Los paneles son los resultados para de cada uno de los 4 métodos

que hemos utilizado.

los resultados de GO, quienes evolucionan sus modelos
hasta que se destruyen completamente.

Los resultados de la integral y el promedio, son el re-
sultado de considerar la ec (3-16), que estd directamente
relacicnada con la forma funcional que se propone para

En el capitulo 6 se discuten de manera detallada las
conclusiones que se desprenden de estos resultados.

5.5 Resultados (Generales

ajustar la energia, ver ec. (2-4),

t\""
E = Eyexp (-—-—) (4-3)
TE
donde la derivada temporal se puede escribir como,
@ — 1 FA AN
dt TE (e

sfi ag=1.

Esta relacién se puede aproximar como AE/Puy
1/7g. En la §5.2.4 se discute que g es el tiempo en que
el cimulo cambia un 74% su energia (o su masa), que es
un tiempo mds corto que el tiempo necesario para que el
cimulo se desintegre. Al tener un tiempo de destruccién
mas corto, la tasa de destruccidn que se obtiene a partir
de este valor es mayor. Esto es lo que se obtiene en los
resultados de la integral y del promedio, porque utlilizan
la ec. (3-16).

Para que dichos resultados estén de acuerdo con los que
se obtiene del andlisis hecho en §5.2.4, su valor es aproxi-
madamente una cuarta parte del valor que presentan (ver
ec. 2-6), que es cuando la masa del ciimulo es del 1% de
la inicial.

Como el objetivo de esta tesis es el de entender 13 eVo-
lucién de los cimulos debida a los choques de marea pro-
ducidos por el bulbo galdctico, no hemos analizado en
detalle otros aspectos de la evolucién y de la dindmica de
los ciimulos.

En el Apéndice C se presentan los resultados individua-
les de cada simulacién, con el fin de mostrar la autoconsis-
tencia de los resultados. Las gréficas
son:

p
gue zhi se muestran

o Isocontornos de densidad superficial en el plano X-
Y.

Isocontornos de densidad superficial en el plano X'
Z'(para los casos mas reelevantes).

¢ Variacién temporal de la energia y masa del ciimulo.

e Variacién temporal de la concentracién y densidad
del cimulo.

e Variacién diferencial de la energia y masa del ciimulo.

Variacién temporal de los radios lagrangianos a in-
tervalos del 10% de la masa, total y ligada al ctimulo.

o Diagramas de Bottlinger, para las particulas ligadas
al cimulo como funcién del tiempo.
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¢ Variacién temporal del semieje mayor del cimulo,
b/a.

e Variacién temporal de la orientacién del semieje ma-
yor de cimulo, con respecto a la direccién de la Ga-
laxia.

En el Apéndice D, se dan datos sobre las simulaciones
como son: el nimero de pasos en cada simulacién, el tiem-
po de cémputo y andlisis y el espacio en disco utilizado,
asi como los pardmetros de la rutina del centrado.
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Capitulo 6

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Hemos estudiado con distintos grados de aproximacion
(con la aproximacion de impulso con la correcién adiabati-
ca, con €l problema restringido de tres cuerpos y con si-
mulaciones de N-cuerpos) los efectos que una distribucién
de masa esférica ocasiona sobre un ciimulo globular. Se ha
estudiado en detalle la manera como se inyecta energia a
las regiones internas del ciimulo, y el efecto de dicha inyec-
cién por periodo orbital y durante el tiempo de Hubble.
Desde un punto de vista tedrico se busca entender la ma-
nera como se da la deposicidn de energia en la estructura
del edimulo, y su dependencia eon su parametros drbita-
les y estructurales. Desde el punto de vista observacional
¥ cosmolbgico, en particular de la formacién galactica y
la de los cimmulos mismos, se busca entender como estos
procesos ocasionan la evolucion de los ciimulos, 1o que es
fundamental para establecer restricciones sobre los mode-
los cosmolégicos, v asf tener una menor incertidumbre en
la distribucidn de pardmentros estructurales y drbitales,
en la distribucidn inicial de los ciimulos globulares galdcti-
co.

A continuacién hacemos la discusién de los resultados
mas importantes que se desprenden de estd tesis.

6.1 Desbordamiento vs. Calentamiento

Hemos mostrade que 1a evolucién global de los cumulos,
debida al campo de marea galactico, es dominada por dos
procesos que se diferencian entre si por la manera como
ocasionan los cambios en la masa y la energia del cimulo.
El primero es el desbordamiento del 16bulo de Roche, v el
segundo es el calentamiento por choques gravitacionales
(ver §5.2.1).

El desbordamiento ocurre cuando el tamafio del cimulo
es mayor que e] tamafio del I6bulo de Roche que le corres-
ponde en el perigalactico de su érbita. Esto ocasiona que
el campo de marea desprenda a las estrellas menos ligadas,
aquellas que su distancia al centro del ciimulo es mayor
que el radio del l6bulo de Roche. Este proceso es ocasio-
nado por la parte estitica del campe de marea, que actia
directamente sobre la distribucién de masa truncando al
cimulo cuando éste se aproxima a su perigaldctico. Este
efecto es importante durante los primeros periodos drbi-
tales del ciimulo, ya que inicialmente se tiene una rapida
variacién de la masa en 3-5 periodos orbitales, para érbitas
circulares y excéntricas, respectivamente (ver Fig. 5.9 pa-
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ra r;/R1=3.5). Después de esta rdpida variacién inicial,
los cambios en la energia y 1a masa tienden a mantenerse
constantes.

El calentamiento por choques gravitacionales es ocasio-
nado por la parte dindmica del campo de marea galactico,
v depende de la razén entre el periodo orbital de las es-
trellas dentro del cimulo, repecto al periodo orbital del
cimulo alrededor de la Galaxia. Este proceso se mani-
fiesta por medio de pulsos en la variacién diferencial de
la. energia y de la masa (ver figuras 5.8 y 5.9}, los cua-
les estan claramente relacionados con el perigalictico del
ciimulo.

Cuando los cimulos que no se encuentran completa-
mente contenidos dentro de su lébulo de Roche, ambos
procesos se pueden sobreponer. Sin embargo, el deshor-
damiento es un proceso que decrece con el tiempo, debido
ala pérdida de masa del ciimulo hasta que este se encuen-
tra contenido dentro de su lébulo de Roche (ver §5.2.1).
Kl calentamiento, a diferencia del desbordamiento, conti-
mia inyectando energia dentro del cimulo cada vez que
este pasa por su perigaldctico.

La inyeccdn de energia, debida a los choques de ma-
rea, acelera la evolucion de los cimulos hacia su desin-
tegracién. La energia de ligadura del las estrellas cerca
del radio de marea disminuye cada vez que el cimulo
experimenta un choque, haciendo que estas puedan ser
arrancadas del cimulo en su siguiente aproximacidn a su
perigaldctico. El retraso en la variacidn de la masa que he-
mos seiialado en §5.2.1, es un ejemplo de como los chogues
actian inyectando energia al ciimulo sin alterar, necesa-
riamente, la masa de este.

6.2 Calentamiento en la Estructura del Cidimulo

El incremento en la energia promedio de las estrellas
del camulo, es funcién de su energia de ligadura y de la
excentricidad del ciimulo, cuando la evolucidn de estos es
dominada por choques gravitacionales.

Nuestros resultados indican (ver Fig. 5.15) que el ca-
lentamiento, por perfodo orbital, es importante para las
estrellas menos ligadas, cuando el clnulo se encuentra en
drbita muy excéntrica. Sin embargo, cuando la excentrici-
dad de la érbita disminuye el calentamiento es menos con-
siderable para las estrellas menos ligadas, pero comienza

-
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a afectar a estrellas medianamente ligadas, que en el caso
anterior no experimentaban ninglin cambio. Ambos casos
se aproximan a los limites impulsivo v el adiabdtico, que
hemos estudiamos en capitulo 2.

El calentamiento,por unidad de tiempo (ver Fig. 5.16)
ge invierte como funcién de la excentricidad (respecto al
calentamiento por perfodo orbital), siendo las drbitas me-
nos excéntricas las que mayor calentamiento experimen-
tait. Esto se explica si consideramos que en un tiempo
determinado, los cimulos en érbitas menos excéntricas
experimentan un mayor nimerc de pasos cerca del bulbo
galdctico, con respecto a los que experimentan climulos
en Orbitas muy excéntricas. Esto hace que la eficiencia
del los choques, por unidad de tiempo, sea mayor para los
climulo en dérbitas menos excéntricas.

Murali y Weinberg (1997) han modelado los choques
resolviendo la ecuacién de Fokker-Planck, considerando
el efecto resonante de una perturbacién, que en esie ca-
s0 es el que ocasiona la Galaxia sobre las drbitas de las
estrellas del camulo. Ellos reportan una tendencia seme-
jante a la que hemos encontrado paa el calentamiento por
unidad de tiempo, lo que parece destacar la importancia
de las resonancias en la inyeccién de energia dentro del
cimulo, en particular, para las orbitas menos excéntricas.
En los resultados que ellos presentan, los eximulos en érbi-
tas circulares son los que mayor calentamiento presentan,
que es contrario a nuestros resultados. Esto se debe a
que el niimero de estrellas disminuye conforme aumenta
la energia de ligadura, porque estas son arrancadas del
ctimulo por la fuerza de marea escapando por los puntos
de Lagrange. Este efecto que no es completamente mo-~
delado al resolver la evolucién del ciimulo con la ecuacién
de Fokker-Planck (ver §1.6.1}, porque el cimulo siempre

el problema de tres cuerpos restringido (ver §2.4), en don-
de el intervalo de 3 en el que ocurre el calentamiento es
menor para las drbitas mds excéntricas (e=0.75). Para
estas dérbitas es la aproximacién de impulso la que mejor
predice los resultados, tanto en la aproximacién de tres
cuerpos como para la simualciones de N-cuerpos {cuali-
tativamente).

La mayor tasa de destruccién, por periodo orbital, es
para los ctimulos se encuentran en drbitas més excéntricas,
porque son las estrellas de estos quienes experimentan las
mayores fluctuaciones del campo de marea.

6.4 Calentamiento y Tasa de Destruccién en el
Tiempo de Hubble

La tasa de destruccion, para los ciimulos de nuestras si-
mulaciones, como funcién de la distancia media galictica
se muestra en la Fig. 6.1 (linea solida gruesa). Esta curva
es el resultado de promediar las tasas de destruccién de
los ciimulos s y m (ver Fig. 5.22). Las lineas de trazos y de
puntos corresponden a la tasa de destruccién ocasionada
por el bulbo galdctico para el sistema de cimulos globu-
lares galictico dada por GO y AHO. Los valores dados
por AHO disminuyen drasticamente como funcién de su
distancia galactocéntrica, lo que se debe a que estos estan
basados en la aproximacién de impulso, dada por Spit-
zer (1958), que predice una menor inyeccién de energia
en regiones internas del cimulo {(ver §2.3 y §5.4). Nues-
tros resultados muestran un buen acuerdo con los valores
reportados por GO.

La tasa de destruccién (de nuestros resultados) dismi-

nuye como una ley de potencias conforme aumenta la dis-
tancia de los cimulos al centro galdctico, hasta un radio

se considera esférico.

6.3 Calentamiento y Tasa de Destruccién por
Periodo Orbital

En el capitulo 2 estudiamos, con distintas aproxima-
ciones, los efectos que el campo de marea tiene sobre las
drbitas de las estrellas, tanto en el limite impulsivo como
en el adiabitico. Los resultados de dicho capitulo mues-
tran que el calentamiento para los ciimulos en las drbitas
mas excéntricas (e >0.50) coincide con la prediceién de
la aproximacion de impulse, mientras que para los cimu-
los en 6rbitas de baja excentricidad (e <0.50), el calen-
tamiento es acorde con la prediccidén de la aproximacién
adiabAtica.

Los resultados del capitulo 5 (ver figuras 5.17 a 5.19),
muestran que el calentamiento de los cimulos en orbitas
poco excéntricas (e=0.25 y 0.50) es descrito, aproximada-
mente, por la teoria adiabatica. Sin embargo, los resulta-
dos para las érbitas mds excéntricas, e=0.75, sdlo coinci-
den con dicha aproximacién en un intervalo pequefio para
los valores de 3. El calentamiento, para estas Grbitas, de-
cae mas rapido de lo predicho por la teoria adiabatica,
conforme aumenta el valor de 3. Este comportamiento
coincide de manera cualitativa con el que se obtiene con

de 6 kpe,despuésdel cual-parece-adoptar-un-valer-apro-
ximadamente constante hasta un radio galactocéntrico de
40-50 kpc (después de este valor no tenemos informacién
para decit c6mo es el comportamiento de la curva). La
curva promedio gue hemos descrito tiene algunos picos,
que corresponden a las érbitas mas excéntricas que he-
mos considerado. El pico mds alto se encuentra alrededor
de los 8 kpc.

6.4.1 Implicaciones en la evolucién del sistema
de cimulos globulares

Heuristicamente podemos pensar que al aplicar la tasa
de destruccién debida al bulbo galdctico (como funcién
de Rae), a una supuesta distribucion inicial del sistema
de ctimnlos globulares galdctico, es posible reproducir la
distribucién que actualmente se observa.

Para evaluar los cambios que dicha distribucitn ha ex-
perimentado, durante el tiempo de Hubble, hemos su-
puesto dos distribuciones iniciales con la misma depen-
dencia radial que proponen Djorgovski y Meylan (1994,
ver §1.2.1). Lo importante de estas distribuciones es su
dependencia espacial, porque sélo podemos decir que frac-
cién, respecto del total, se encuentra en un intervalo ra-
dial. Por lo anterior no es posible hablar, al menos con
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Fig. 6.1.— Tasa de destruccién en Tiupp como funcién de
su distancia galactocéntrica media (linea sélida gruesa). Las
lineas de trazos y de puntos son los resultados de GO y AHO,
respectivamente

estos resultados, de un mimero inicial para el sistema de
cimulos globulares. En la Fig 6.2 se muestran la forma de
las distribuciones iniciales que hemos supuesto. La liinea
solida y de trazo corresponden a la distribuciones con una
dependencia de py x Rg3% y pyv o« Ry¢., respectivamen-
te.

Al aplicar la tasas de destruccién dada en la Fig. 6.1,
se obtiene una aproximacion a la distribucién actual del
sitema de cimulos globulares. La tasa de destruccidn,
fuera de los intervalos que no abarcan nuestros resulta-
dos, la hemos extrapolado con los siguientes valores: para
Ree > 50 kpe de (L.015, v para Rge < 1.5 kpe 1a tasa de
destruccidon aumenta como una iey de potencias conforme
disminuye Rge, hasta ser igual a la unidad alrededor de
0.8 kpe< Rge <1 kpe.

La apariencia, de cada una de las distribuciones que
hemos supuesto, después de 10'° afios se muestra en la
Fig. 6.3 (linea solida gruesa). En la Fig. 6.3(a) se muestra
el resultado para py Rag;s y en la Fig. 6.3(b) para
pn o R’

En la Fig. 6.3 vemos que en cl intervalo de 3 kpe a
10 kpc, los cambios en ambas distribuciones estin entre
un 3% y un 10%, respectivamente. Sin embargo, para
los cumulos entre 0.3 kpe y ~2 kpe las variaciones estdn
alrededor de un 100% a un 60%, respectivamente. De lo
anterior de puyede decir que el bulbo es responsable de
remover los ciimulos radios galactocéntricos menores a los
2 kpc. En este caso vemos que los cimules, a distancias
mayores a los 10 kpc no son afectados de manera signifi-

Nfrac

o | L PRI P PR | N P
0.5 1 5 10 50

Rec {kpe)

Fig. 6.2.— Distribucién del mimero fraccional de ciimulos
globulares galdcticos, como funcién de su distancia galac-
tocéntrica (histograma) y para las distribuciones propuestas
de la forma py Ra‘és (linea sélida) y para py o R5é (linea
de trazo).

cativa.

En la Fig. 6.4 se comparan las distribuciones resultan-
tes de nuestro experimento con la distribucidn observada
de ctimulos globulares {ver Fig. 1.1a). Vemos que hay un
acuerdo cualitativo en la forma de las distribuciones. Sin
embargo, vemos que el mimero de ctimulos galdcticos que
se observa a menos de 2 kpc, es mayor que el de nuestros
resultados. Esta diferencia se explica si recordamos que
en nuestros modelos s6lo hemos considerado un valor para
la masa (5x10°M,) y la concentracién {c=1.3) inicial de
los ciimulos.

Al examinar la Fig. 1.9 (del Capitulo 1), vemos que
la concentracidn promedio de los cliimulos cerca del cen-
tro galdctico es mayor que ¢=1.5, que es la concentracién
inicial de nuestros modelos. El observar cimulos muy
concentrados cerca del centro galactico, hace suponer que
estos son los que mds tiempo sobreviven a los choques
gravitacionales con el bulbo galactico.

De nuestros resultados, vemos que la distribucién que
maés se aproxima a la distribucién del sistema de ctimulos
globulares galdctico es la que inicialmente tiene una de-
pendencia de la forma py x Raé's, gue coincide con la
distribucién que muestran las estrellas del halo galdctico
(Harris 1976).

Como ya hemos dicho, con estos resultados no es posi-
ble dar un niimero inicial de ciimulos globulares (debido
a las limitaciones en los pardmetros iniciales de nuestras
simulaciones), pero si hemos dado una primera aproxima-
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Fig. 6.3.— Evolucién de las funciones de distribucién pro-
puestas, después de 10'° anos. Las distribuciones iniciales
estdn indicadas con lineas delgadas de trazos, y las finales con
lineas gruesas. En (a) se muestra el resultado para py o« Rg5°
y en (b) para px « R55.

cién a una posible distribucidn inicial de cimulos globu-
lares. Sin embargo, atin es necesario estudiar los efectos
que ¢l disco ocasiona sobre dicha distribucidn.

Hemos reproducido una de las caracteristicas mas im-

portantes de la distribucién observada, para el sistema
de ctimulos globulares galdcticos, que es la ausencia de
cimulos a radios galactocéntricos menores a los 2 kpc.
En particular de cimulos de baja concetracién (¢ < 1.5).

Para decir mds sobre las caracteristicas de dicha dis-
tribucidn, y como ha sido su evolucién en el tiempo, es
necesario considerar un modelo mas elaborado, donde se
consideren la evaporacidn, la friccion dindmica, asi como
ampliar el espacio inicial de pardmetros de las simulacio-
nes, en particular los valores de la masa y la concentracién
inicial de los cimulos.

6.5 Conclusiones y Trabajo Futuro

En resumen, las principales conclusiones de esta tesis
son:

e La evolucién de los cimulos globulares, debida al
campo de marea galdctico, se manifiesta por medio
de dos procesos: el desbordamiento del {6bule de Ro-
che y el calentamiento por fuerzas de marea.

o El deshordamiento del 16bulo de Roche se debe a la
parte estitica del campo de marea galdctico, la cual

Fig. 6.4.— Comparacién de las distribuciones resuitantes
que hemos supuesto (linea sélida delgada y de trazos para
P X Bg%:ﬁ ¥ pn X Ra‘é, respectivamente) con la distribu-
cidn observada para el sistema de climulos globulares galactico
(linea gruesa).

actiia directamente sobre la distribucién dc masa del
cimulo, imponiendo un limite espacial a dicha dis-
tribucién.
¢ El calentamiento, debido a los choques graviatacio-
-—nales; se-debe-a-la parte dindmica del campo de ma-
rea galdctico que inyecta energia en las érbitas de las
estrellas debido a la variacién temporal del potencial
que estas experimentan. Este proceso se manifiesta
por medio de pulsos en la inyeccién de energia del
cimulo.

¢ Elcalentamiento de cimulos en érbitas muy excéntri-
cas es descrito de manera satisfactoria por la aproxi-
macién de impulso. Para cimulos en drbitas menos
excéntricas el calentamiento es descrito por el limite
adiabdtico.

¢ FEl calentamiento que experimentan los cimulos, por
periodo orbital, es mayor para érbitas muy excéntri-
cas, dismunuyendo para orbitas de menor excentri-
cidad.

e Elcalentamiento de los eiimulos, por unidad de tiem-
po, disminuye conforme aumenta el valor de la ex-
centricidad de su érbita. Sin embargo, este es efecto
es casi nulo en las orbitas circulares, lo que se debe
a la ausencia de estrellas (porque son desprendidas
del cimulo por el campo de marea galactico), en re-
giones externas del climulo.

e La tasa de destruccién, después de 10'° afios, como
funcién de la distancia media radial de los c¢timulos
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al centro galdctico, es aproximadamente constante
para radios galactocéntricos mayores a los 4 kpe. Sin
embargo, estd aumenta hasta ser igual a la unidad
para radios del orden de 0.8-1 kpc.

o La tasa de destruccion de nuestros resultados, en
10'%, coincide con los resultados dados por Gnedin y
Ostriker {1997) para el bulbo galactico.

e Considerado una distribudén inicial para el sistema
de ciimulos globulares galdctico, encontramos que el
bulbo es responsable de Ia destruccién de fos ctimulos
a distancias menores a los 1-2 kpc, reproduciendo la
falta aparente de ciimulos a distancias menores a las
indicadas. Observacionalemente se encuentra que la
mayor parte de los ciimulos en las regiones centrales
de la Galaxia tiene una concentracién mayor a 1.5,
1o que explica el exceso de cimulos (segin nuestro
modelo) en dichas regiones.

A lo largo de este trabajo hemos desarrollado herra-
mientas de cdlcule y andlisis para estudiar los efectos que
una distribucién de masa ejerce sobre un climulo globu-
lar. Es posible utilizar estas herramientas para estudiar
la evolucién de los ciimulos durante varios perfodos orbi-
tales, para distintos valores de la concentracién y de la
masa del ciimulo.

El trabajo futuro que se puede realizar con las herr-
mientas que hemos desarrollado en est4 tesis, son:

¢ Ampliar el intervalo de pardmetros en nuestras simu-
laciones considerando un intervalo de valores para la
masa del eiimulo, asi como de su concentracidn ini-
cial. De estd manera podemos obtener una malla
de datos para comprender mejor el efecto que los
distintos pardmetros juegan en la destruccién de los
cimulos globulares.

e Incluir Ia componente axisimétrica del potencial galdcti-

co {disco), para poder considerar el calentamiento de
los eiimulos debido a estd componte.

e Considerar diferentes modelos para el potencial galdcti-

co.

Entender del todo la evolucién del sistema de cimulos
globulares aiin es un tema que requiere mucho trabajo.
Aqui s6lo hemos upa mejor aproximacion al femonome-
1o que nes interesa, ain con muchas simplificaciones, pe-
ro como un peldafio mas hacia la comprensién de estos
fendmenos.
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APENDICES

A  Moeodelos de King

En este apéndice hacemos un breve revisién de la te-
oria que hay detrds de los modelos de King. La parte de
mayor relevancia para esta tesis es la que se refiere a la
construccion del los modelos numéricos. Sin embargo, e}
material que aquf se presenta es de gran ayuda como ma-
terial de consulta, desde el punto de vista tedrico como
numérico.

A.1 El Modelo analitico

Los citmulos globulares son sistemas que se encuentran,
dinamicamente hablando, en un estado avanzado de evo-
lucidn, es decir, estos han tenido el tiempo suficiente para
que los encuentros estelares realizen la equiparticién de la
energia, logranado que su distribucién de velocidades sea
muy parecida a una distribucién Maxwelliana, en la cual
se curnple que,

fw)xe ™. (A1)

El tiempo en que se realiza dicha equiparticién es del

orden del tiempo de relajacidn. (t.). En este tiempo la

energia se redistribuye debido a la relajacion de 2 cuerpos,

la cual es funcién del mimero de particulas en el sistema
(N) v del tiempo dindmico del sitema, ¢4,

N
P t
8 inN

donde t; esta dado por

d {A2)

(A3)

Y
donde R es una distancia caracteristica del sistema y Ve,
una velocidad de cruce del sistema. Para el caso de un
cimulo globular la se toma como un radio caracteristico
al radio mediano de masa (ry).

Aproximando V., ~ og = 7 km 57!, donde ¢ es la
dispersidn de velocidades en el centro del ciimulo, entonces
ta(ry) ~ 2 X 108¢,.(rs) ~ 1 x 10° afios.

Si en cimulo hay del orden de 10° estrellas ¢, ~ f., 109,
La edad de los etimulos globulares es del orden de ~10
Gaiios, entonces, los procesos de relajacion (~ 10%a -10%a,
ver Fig. 1.7) han tenido tiempo suficiente para llevar al
cumulo a dicha equiparticién de energfa.

La evolucidn de un cimulo globular estd determinada
por la ecuacién de Boltzmann,

af af oUu af (6‘1‘)

9 . of ot of _ [0f 4
+v 5 (A4)

o o Or v

donde f(r,v,t) es la funcién de distribucién, o la densi-
dad en el espacio fase. Con f(r,v,t)d°rd®v el nimero de
particulas por unidad de volumen del espacio fase.

En la ec. (A5) U(r,t) es funcién del potencial gravi-
tacional, que en este caso se considera independiente del
tiempo. El término (8f/0t)cn. €s una medida de las in-
teracciones no suaves entre las particulas del sistema, y
importante si el tiempo durante el cual se desea estudiar
¢l sistema, es mayor al tiempo de relajacion.

De lo anterior 1a ec. A5 se puede escribir,

Voo - - 0.
or Or .8v
Esta se conoce como la ecuacidn de Liouville para la
dindmica estelar de sistemas no colisionales. La solucién
general de esta ecuacién fue dada por Jeans de [a siguiente
manera

(A5)

F(r,v)=F(I,13,..), (AS6)

donde F es una funcién arbitraria del argumento. Las
I, I, ... son las integrales de movimiento, que se consi-
deran independientes del tiempo, si se considera ¢l movi-
miento de una particula de masa unitaria que se mueve
bajo la accion del potencial U{r). En el caso de simetria
esférica solo se conocen dos integrales de movimiento: la
energia (E) v el momento angular ().

La distribucién de velocidades, descrita por la ec. Al,
no estd limitada espacialmente. 5in embargo, los cimulos
globulares si lo estan. Por esta razdn King (1965) propo-
ne, para corregir la deficiencia que presenta la ec. Al, una
distrubucién espacialmente limitada de la siguente forma,

F(0,v) = klezp(—j*v*) ~ exp(-jv2)), (A7)

donde v, es la velocidad de escape en cualquier punto,
dada por

v = —28(r). (AB)
Por otro lado, la energia por unidad de masa de cada una
de las estrellas estd dada por

E = %Uz +¢'(T).

Donde si una estrella tiene energla positiva, esta dejard de
estar ligada al cumulo.

(A9)

La funcién de distribucién, F'D, dentro del ciimulo se
puede escribir a partir de A7, A8 y A9 de la signiente
manera

f(0,v) = k exp{2j2®¢)[exp(-25*E) — 1]. (A1)
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Fig. Al.— En (a) se muestra la densidad de masa como
funcién de r/r, para distintos valores del potencial Wy. En (b)
se muestra la funcién cumulativa de la masa para los diferentes
valores de Wo.

donde €3 = ¢$(0) que es el valor del potencial en el centro
del ciimulo.

Sabemos del Teorema de Jeans (ec. A7) que la FD se
puede escribir como funcién de las integrales de movimien-
to, las cuales sélo dependen de las coordenadas del espacio
fase. En particular, para un sistema con simetria esférica
y en estado estacionario, que es el caso de los ciimulos glo- £t

— bulares, la mscnblr en términos de E,J, pero

ademds por ser integrales de movimiento estas deben ser
las mismas para todos los puntos del cumulo, entonces,
sin perdida de generalidad, se puede escribir la FD para
toda r y v como

fle,v) =

Por el momento supondremos que no existe componente
neta de rotacion en los cimulos globulares, por lo que se
puede decir que J= 0. De donde se tiene que f(r,v) =
f{E), o de manera explicita,

fr,v) =

donde v, esta dada por la ec. (A9). Esta relacién tiene la
forma de una Maxwelliana con un corte en la distribucién
de velocidades, que es funcién de la posicién.

La densidad en cada punto esta dada por

Ve
= [ f(r,v)4mv’dy,
0

F(E,T). (A11)

ko207 (B(r)=0) o (e—g v? _e—jzuf),

(A12)

(A13)

y si definimos

W = —24%®, (A14)

1= j%0?,

(A15)

y sustituimos (A15) y (A16) en (Al13), y (A13) en (Al14)

tenemos

w
p:27rkj"3e(w_w")[ (e7" —e Winkdy,  (A16)
1}

que al integrar por partes se tiene,

4 w
p= gﬁkj'3e(w_w°)/o e~ Mt dn, (A1)
donde
w 1
3+ 2W)W/2
[ e"midy = _@ AW 26,,3,W + %wlﬂerf(wlﬂ).
0

(A18)
de donde se obtiene la densidad de manera implicita:

(3 + 2W)W1/2

p= Fﬂkj 2eW

3 + gﬂ'l/zerf(Wlﬂ) )
{A19)
Inmediatamente notamos que p esta en términos de
W, sin embargo, a nosotros nos interesa conocer a g como
funcién del radio. Para poder encontrar la relacién entre

el potencial y la densidad recurrimos a la ecuacidn de
2d4%

Poisson,
f¢+_
dr? = rdr

donde & es la constande de gravitacidn.

3, (W~Wo) [_

= 4xGp (A20)

Se define un factor de escala r,, que como veremos
més adelante es el radio donde la densidad central deja
de ser constante. Se define un radio adimensional, tal que

= r/r. y de la_ecuacién {15) se-tiene, - — — -

W 2dW

YRR 8xGjrlp, (A21)

donde King (1958) encuentra de manera empirica que

87Gjrp =9, (A22)
sutituyendo en (A22) tenemos
W 2dW P
C 2 = gt A23
a2 TRIR T o (A23)

que es finalmente la ecuacién que resolveremos usando
como condiciones iniciales en B = 0 que W(0) = Wy y
dW/dR = 0, las cuales implican que el segundo término
del lado izquierdo de la ec. (A24) cumple con lo siguiente;

2dW

. " .
}lz—m RdR 6 (A24)

Hemos encontrado el conjunto de relaciones y condicio-
nes que nos pérmiten obtener la forma de la distribucion
que tienen los ciimulos globulares, a partir de esté es posi-
ble construir los modelos numéricos de la siguiente forma:
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Wo Tt C ﬂ 23 k
5 10.696 1.029 31.393 11.817 1.678
6 17.991 1.255 50.786 16.906 2.231
7 33.710 1.528 78.966 24.940 2.987
8 68.128 1.833 122.554 39.896 3.658
9 131.371 2.118 195.782 69.887 3.672
10 223.613 2.349 324.280 125.717 3.199
TABLA A2
II. VALORES NUMERICOS
Wa c Te Tt
i) 1.029 0.4070 4.354
6 1.255 0.3037 5.463
7 1.528 0.2068 6.978
8 1.833 0.1221 8.316
9 2.118 0.0635 8.344
10 2.349 0.0331 7.398

1. Se da un valor de Wy,

2. Se resuelve la ccuacidn de Poisson (A24) para en-
contrar W como funcién de r. A partir de esto se
determina el radio de marea {r,}. como el valor don-
de W{(r,)=0.

3. Calculamos p(W (r1}/pg & partir de la ecuacidn (A20).

Una vez hecho lo anterior hemos encontrado la solucidn
del modelo de King en forma adimensional. Por 0ltimo, ¥
para poder construir de manera completa nuestro modelo
es necesario conocer los valores de la energfa potencial
y de la masa, que scrdn de gran utilidad al definir las
constantes de nuestro modelo como son:

R, o
. / 4 R2dR, (A25)
o Fo
Re p
3= f W -4rR?*dR, (A26)
] Pua
hd 310°
= 2mP10 (A27)
2

donde ¢ es la concentracidn del modelo que se define
como ¢ = log(ry/re).

En la Tabla I se dan los valores de ry, ¢, 3, 1, que
corresponden a cada valor de Wy.

La forma en la que se resolvio el modelo fue usando
el paquete Mathematica, donde lo primera que se hace es

encontrar la solucién de la ecuacidn {A16), es decir, W(r},
y entonces asi podemos encontrar el valor del cociente
p(W{r))Y/ p(Wp). De estd forma es posible obtener una
solucién adimensional sin conocer de manera explicita los
valores de r., p. = p(Wp}.

A.2 Fl modelo numérico

En la seccién anterior hemos constriudo un modelo
tedrico de un cimulo globular para diferentes valores dela
concentracidn, ¢. Se conoce la funcidn de distribucién y el
valor de las constante involucradas, de tal forma que sabe-
mos cual debe ser las distribucién espacial en velocidades
de las estrellas en un cimulo glebular a una concentracién
dada.

Para generar las condiciones iniciales de un modelo
numérico necesitamos dar posicion y velocidad inicial pa-
ra cada una de las [V estrellas que van a formar parte
de nuestra simulacién. También es necesario que el siste-
ma asi generado se encuentre en equilibrio virial, de esta
forma garantizamos que el modelo sea intrinsecamente es-
table (dentro de la precisién numérica posible) cuando se
evoluciona en el tiempo, sin considerar fuerzas externas
que lo perturhen.

Empecemos por definir el sistema de unidades que se ha
adoptado para hacer simulaciones de N-cuerpos (Heggie
& Mathieu, 1986)

G=1 (A28)
Miotar = 1, (A29}
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Fig. A2.— Modulos y dngulos necesarios para definir la posicién y velocidad de un punto en el espacio.

1

Erpta; = ——, (A30) 3. Para poder dar el vector de posicién r calculamos de
4 manera aleatoria los dngulos 8 y ¢, en los siguientes
donde G es la constante de gravitacién, M la masa total intervalos:

del sistema y F la energia inicial.

Definimos de manera inicial a r. = 1, y usando que

— 3 . .
M = porep y junto con (A30), tenemosgey 4 Seuszelrmodulyde T para encontrar la velocidad de

0<op<2r y O<cosf <1 (A33)

-

_ 1 (A31) escape vg.
Po= 3’ 5. Se define la funcién de distribucién de velocidades
el valor de j se obtiene como f?lai?gi punto considerado, utilizando la siguiente
9 . ) .
2 32 22942
7% Sarlpg (A32) flv) = dmvPhe™ 2 ¥ O (= VSR ) (A34)

=2

Encontramos el valor de la velocidad (vm) para el
cual la funcién de distribucién de velocidades es
maxima (frmaz). (Ver figura A3b)

Eleccién de r y v. 7. Escojemos de manera aleatoria una vpryuepa, entre 0
¥ Vese ¥ UNa {forueta), entre 0y fm + cle.

Luego entonces con los valores de v, pp ¥ 32 podemos
construir niestro modelo numérico.

Para encontrar lag posiciones que correspondan a la

funcién de distribucién del cimulo se uso la funcidn cu- 8. Si los puntos estan debajo de la curva: f(vprt_wba)
mulativa de la masa como funcién de peso, y para las < fp,_meba se toma v = Upryebe, de lo contrario la
veloeidades la funcién de distribucidon de velocidades. El velocidad es rechazada y empezamos desde e_l punto
procedimiento con el cual obtenemos los vectores Ty v es (1). En la figura A3b vemos dos puntos seleccionados
el siguiente: al azar, el punto 1 es el que es aceptado mietras que

el punto 2 se rechaza.
1. Elegimos al azar un nimero entre 0 y 1 que repre-

senta a algin valor de la masa acumulada en el eje
de las ordenadas.

9. En caso de ser aceptada la velocidad se calculan de
manera aleatoria los dngulos 1 ¥ { entre los interva-

los:
2. Encontramos el valor de r al cual corresponde la fun-

cién cumulativa. D<y<2r y 0<cosf<1], (A35)
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quedando de esta manera definidos los vectores de
posicion y velocidad.

El procedimiento anterior se aplica de manera iterati-
va N veces, en que se aprueba el punto en el paso 8 de
la iteracién. Este serd el niémero de particulas que ten-
dra nuestro modelo.

Equilibrio y escalamineto virial

Una vez que hemos calculado las posiciones y velocida-
des para el modelo de N-cuerpos, cada uno con una masa
my = 1/N, calculamos la energia total del sistema para
lo cual evaluamos la energia cinética total, asi como la
energia potencial de la siguiente forma,

Y1
i=1
N N m
U= — A37
g _Z lri — Ty ( 3 )
=1 j=¢+1

Luego entonces, como lo que queremos es virializar el
sistema, es decir, que K = -1/2 U, escalamos las veloci-
dades de la siguiente forma

T
Ui = Uiy“L‘.-—J

3R (A38)

lo que nos garatiza el equilibrio virial. Por iltimo, pa-
ra escalar la encrgia total, para que su valor sea -1/4,
escalamos cada una de las posiciones y velocidades, ya
virializadas por los siguientes factores

ro= 4Er (A39)
1
v = '—m (;&40)

Luego entonces hemos generado un modelo numérico
de un cimulo globular en equilibria virial, cuya uridad
de longitud es el radio virial, que es igual a la unidad,
Miptat = 1, ¥ Einiciar = —1/4. En la Tahla 1T damos los
valores del 7¢, r¢, ¥ Po como funcién de la concentracion
¢ que en promedio deberian tener una serie de modelos
aleatorios generados por nuestro algoritmo.

Fig. A3.— En {a) se da un ejemplo de como se obtienen dos
puntos de manera aleatoria para las posiciones de las estrellas
en el camulo globular. La funcién de peso que se utiliza es la
funcién cumulativa de la masa. En (b) se muestra un ejem-
plo de el método de rechazo de von Neumann, en este caso
tenemos dos puntos generados de manera aleatoria, tanto las
velocidades como los valores de la f, si los valores de fi < f{v:)
el punto es aceptado, de lo contrario se rechaza. En este casc
el punto 1 es aceptado v 2 se rechaza.

B Escalamiento en Simulaciones Numéricas y
Unidades

Sean [f], [m] y [t] las unidades de longitud, masa y
tiempo del modelo numérico, y que en general son las que
se usan en el cddigo. Utilizando ¢ = 1, tendremos una
relacién entre estas cantidades de la forma,

3 3
c=1 __gg7x10
[m][t]? gr s*

(B1)

Para definir completamente el sistema de unidades son
necesarias otras dos relaciones entre las unidades del c6di-
go y las unidades cgs. Estas relaciones son los valores de
1], Im] o [{] en unidades fisicas. Con determinar 2 de ellas,
la tercera queda determinada por Bl.

Cualquier otra unidad queda determinada por la com-
binacién de estas relaciones fisicas.

Por ejemplo, el sistema de unidades que utilizamos en
este trabajo la masa se escala en masas solares, la longitud
en parsecs, ¥ la unidad de tiempo en afios. La relacién
entre estas cantidades estd determinada por

R\ M \V?
t] = 1.52 = — fi
=152 0" (1) (M@> afes  (BY)
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y por tanto la velocidad y la aceleracion por

~12 oar M2
o] = 6.41 x 10~2 (f—) (—) kms™! (B3
o} =) (i (B3)

-2
M
la| = 4.14 x 1078 (;—Z-) (E{—@-) kms™. (B4)

De donde queda determinado el sistema de unidades.

C Tabla de pardmetros iniciales

En la Tabla C3 se dan los pardmetros iniciales que se
utilizaron en las simulaciones con Rpen=1.5 kpe. Solo
reportamos estos valores porque son represntativos de los
valores que se obtiene para los demas perigaldcticos que
hemos considerado. En general los parametros iniciales,
en la rutina de centrado y del integrador son los mismos
para toda las simulaciones.

¥n la primer columna se da el nombre de la simulacidn.

En la signientes dos columnas se dan los tiempos de
cédmputo de la simulacidn y del andlisis, respectivamente.
El andlisis consiste en retirar las estrellas que no se en-
cuentran ligadas al sistema, razén por la cual este tiempo
es mas largo para los cimulos que pierden una cantidad
apreciable de estrellas, debido a que requieren un mayor
nimero de iteraciones.

En las columnas 4 v 5, se dan los valores que se utili-
zaron en la rutina de centrado, para el suavizamiento y la
tolerancia.

En la iiltima columna se da el valor del intervalo de
tiempo utilizado en la integracion.—— ——————




C. TABLA DE PARAMETROS INICIALES

TaBLA C3
PARAMETROS INICIALES ¥ TIEMPOS DE COMPUTO.

Nombre del Experimento  {cpu  taAnatisis € n At
(hrs) (hrs) (<[>} (107%)
A00s 12.6 45.1 0.1 5 0.025
A25s 13.2 45.2 " ” 7
ARQs 19.6 45.2 " " ”
AT75s 39.9 45.4 " v ?
A00m 15.0 46.3 ” i "
A25m 11.3 46.3 " ” "
ABOm 16.4 46.6 " ” b
A75m 34.1 46.2 " " "
ADOml 6.1 50.1 " v
A25ml 6.5 51.1 " "
A50ml 9.3 52.1 " " "
AT75ml 19.2 521 " " "
AD01 1.7 55.1 " " "
A251 1.7 55.2 B " "
Ab0L 2.5 56.0 " " "
A751 6.3 55.7 " " "
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D Resultados
D.1 Orbitas del ciimulo

En la Fig. D4, se muestran las érbitas que siguen los
ctimulos durante nuestras simulaciones. Cada panel co-
rresponde a cada valor de los Ry que hemos considera-
do.

D.2 Posiciones y velocidades

En la Fig. D35, se muestran dos ejemplos del tipo de
informacién que se obtiene en cada cuadro de la simula-
ciones. Se muestra la posicién y vector de velocidad del
1% de las estrellas del cimulo en el experimento A50¢,
después de su primer paso por su perigaldctico en su si-
guiente perigalactico.

D.3 Radios lagrangianos, E, M, ¢t y pp

En la primer serie de grificas se muestra la evolucién
temporal de:

¢ En el panel superior izquierdo se muestran los radios
lagrangianos con el 5%, 10%, ...90%, 91%, ..99% y
100% de la masa ligada al cimulo (lineas gruesas),
v para los mismos porcentajes pero con lineas delga-
das, el total de las particulas en la simulacion. Del
91% al 99% las lineas son de trazos, para las particu-
las ligadas y las totales, respectivamente.

o En los dos paneles inferiores de la izquierda, se mues-
tra la variacion diferencial de la energia y de la masa
como funcién del tiempo.

¢ En los dos paneles superiores derechos se muestra
la variacidén abscluta de la energia y de la masa del
climulo

+ El los paneles inferiores derechos se muestran la va-
riacién temporal de la densidad central, y de la con-
centracidn tedrica del cimulo.

Las lineas verticales en todas las graficas indican el paso
del cimulo por su perigalactico.
D.

A Qneintac Aal
x WTINITJTS Uy

En la sigulente serie de gréficas se Se muestra la varia-
cidn de los semiejes mayores del elipsoide de inercia, que
contienen el 100% de la masa ligada. Se muestra también
como varia la orientacién del semieje mayor respecto a la
direccién cumulo-Galaxia.

D.5 Diagramas de Botlinger

En estéerie de graficas se muestran los diagramas de
Botlinger para las simulaciones con Rper; = 1.5 kpe. Sélo
se muestran los resultados para este valor del perigalacti-
co, porque los demds son muy parecidos.




D. RESULTADOS 121

Fig. D4.— Orbitas los ctimulos globulares en las simulaciones que hemos realizado. Cada panel corresponde a uno de
los apogaldcticos que hemos considerado 1.5 kpc, 3 kpe ¥ 6 kpc. respectivamente.
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Fig. D5.— Comparacién de la forma y campo de velocidades de un ctimulo globular en su apogalactico (panel superior)
¥ en su pericéntro (panel inferior). Ambas para la simulacién A501. En ambas figuras dolo se muestra el 1% del total
de las particulas del sistema. El centro galdctico estd en la direccién ~y.
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GLOSARIO DE TERMINOS

A continuacién se describen los términos més utilizados a lo largo de este trabajo, junto
con una breve descripcién de estos, asi como la pigina donde aparece por primera vez en el
texto. No se incluyen variables temporales ni los términos que sélo se utilizan una sola vez.

FPoros Pa
Py
P,

Te

Teexp
Th

e, TJ
TL
Te,Td
Ty

Pvs Tyir
Rperi
Rapo
Ree
t‘Cl‘

te

Correccidn adiabatica de Spitzer, 23.

Correccién adiabdtica de Weinberg, 23.

Cociente entre el semieje mayor, a, el semieje menor, b, de un cimulo
proyectado sobre el plano del cielo, 6.

Concentracién de los cimulos globulares (¢ = r¢/r.), 4.
Concentracién tedrica de los cimulos globulares (¢ = rogy; /r109 ), T4
Energia del cimulo al tiempo t, 20.

Energia de Jacobi, 9.

Energia total de la estrella (cinética mas la potencial), 36.
Abundancia de elementos pesados, respecto a la albundancia solar, 2.
Fuerza que ejerce una masa perturbadora, 19.

Constante de gravitacion.

Parametro de incompletez, 33.

Momento angular por unidad de masa, 113.

Energia cinética de cumulo, 72.

Masa del cimulo al tiempo t, 73.

Masa de la Galaxia, ver capitulo 3.

Masa del perturbador, 19.

Magnitud visual absoluta, 2.

Masa solar, 7.

Niumero de estrella que se utiliza en la rutina de centrado, 62.
Fraccién de ctimulos globulares respecto a su total, 2.

Nimero de estrellas ligadas al ciimulo, 73.

Numero de particulas en la simulacién, 60.

Nimero de estrellas en ¢l sistema real, 60,

Parametro de impacto. Distancia minima entre una particula y

la masa perturbadora, 19.

Periodo orbital del ciimulo, 35.

Periodo con el que actiia una perturhacién, 10.

Periodo orbital de una estrella, 10.

Radio de la regién central del ctimulo globular,

se define como el radio donde el perfl] del brillo superficial decae

a la mitad de su valor maximo, 4.

Posicién del centro de expansion, 62.

Radic con la mitad de la masa del ciimulo. Radio mediano de masa, 4.
Radio del l6bulo de Roche, 10.

Radio minimo del 16bulo de Roche, 67.

Radio limite para las estrellas en orbitas retrogradas y directas, 34.
Radio de marea observado en los ciimulos globulares, 4.

Radio virial, 114.

Radio perigaldctico det cimulo globular, 35,67

Radio apogalictico del cimule globular, 35,67,

Distancia de un ciimulo al centra galdctico, 3.

Tiempo de cruce, .

Tiempo dindmico en que una estrella cruza ol sistema.

En este trabajo hemos considerado que este tiempo es

igual al tiempo de cruce, 113.
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(AE)pLa
(AE)gs
AEqum

W
o
N

f4

TE,M

o,/

Tasa de destruccién por_periédo orbital, 1017 [ U p—

Tiempo de desintegracién de un eiimulo globular, 101.

Tiempo de relajacién en el radio mediano de masa, 7.

Tiempo de relajacidn lecal utilizando el ¢4, 7.

Tiempo de relajacién local utilizando propiedades locales, 65.

Tiempo de relajacién en el radio central de un cimulo globular, 7.
Tiempo de relajacion en el radio mediano de masa de un cimulo
globular, 7.

Tiempo en que una estrella de una masa determinada sale de la secuencia principal, 7.
Velocidad con la que se mueve la masa perturbadora, 19,

Energia potencial del cimulo, 72.

Potencial adimensional de un cimulo globular, 114.

Tamafio relativo entre el radio de marea y el radio del 16bulo de Roche, 37.
Parametro de adiabaticidad. Cociente entre el tiempo caracteristico en
en el que transcurre la perturbacién al tiempo dindmico de las estrellas, 23.
Parametro de adibaticidad escalado a la fraccién del periodo orbital
en que la amplitud de la perturbacién cambia 0.1 dex, 23.

Incremento diferencial de la energia, 73.

Incremento diferencial de la masa, 73.

Incremento de la energia (calentamiento), 72.

Calentamieta debido al desbordamiento del lébulo de Roche, 84.
Calentamieto debido a los choques gravitacionales, 85.

Calentamiento numérico, 66.

En el §2, es la amplitud de la perturbacién. En el §4 es el
suavizamiento del potencial.

Suavizamiento en la rutina de centrado, 63.

Tolerancia en la rutina de centrado, 62,

Potencial gravitacional, 9.

Potencial gravitacional debido al cdmulo y a la Galaxia,
respectivamente, 34 y 35.

Potencial gravitacional efective, 9.

Brillo superficial, 2.

Brillo superficial en la regién central de un ctmulo globular, 3.

Masa normalizada del perturbador, 19.

Tasa de destruccién en el tiempo de Hubble, 103.

Frecuencia angular de rotacién circular para un cimulo globular, 9.
Frecuencia angular con la que es perturbado un oscilador forzado, 21.
Frecuencia angular de rotacidén para una estrella alrededor

de un cimulo globular, 35.

Frecuencia natural de oscilacién para un arménico forzado, 21.
Densidad de masa central para un cimulo globular, 12.

Densidad numérica de cimulos globulares, 3.

Densidad en el radio de masa mitad, 74.

Tiempo caracteristico de destruccién para los ciimulos globulares,
como funcién de Jos cambios en su energia o de su masa, respectivamente, 90 y 91.
Variables de dngulo y accién, 21.

Cociente masa luminosidad (M/L), 4



	Portada
	Resumen
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Teoría
	Capítulo 3. Modelos del Potencial Galáctico
	Capítulo 4. Simulación de N-Cuerpos
	Capítulo 5. Resultados de la Simulación de N-Cuerpos
	Capítulo 6. Discusión y Conclusiones
	Apéndices
	Glosario de Términos



