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Fig. 0.0.--- Cúmulo globular Gl, en órbita alrededor de la galaxia de Andrómeda (1131). La región más brillante en el centro 
contiene cerca de 300,000 estrellas. Este cúmulo se encuentra a una distancia de 130.000 años luz ( ..... 40 kpc) del centro de 
Andrómeda y ~s el cúmulo globular mi", brillante en el grupf) loral de galaxias. Se cree que este cúmulo se formó poco después 
del comienzo del Universo, y al igual que algunos cúmulos de la Via Láctea, éstos son una pieza primordial en la comprensión 
de las primeras etapa'! PTI la formación galáctica. Esta ímágen es el resultado de combinar diferentes imágenes tomadas en luz 
visible y del cercano infrarrojo en julio de 1994. con el telescopio espacial Hubble (HST). El crédito de esta imágen corresponde 
a Michae1 Ric11. Kenncth lHighell, and James D. l\~ei1l (de la Universidad de Columbia); y a \Vendy Freedman (de Carnegie 
Observatories). y a la NASA. 
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Director de Tesis: Luis A. Aguilar 
Instituto de Astronomía, UNAM 

RESUMEN 

El fenómeno de los choques gravitacionales es uno de los procesos que determinan la 
evolución del sistema de cúmulos globulares galáctico. Históricamente su estudio se ha re
alizado con diversas aproximaciones: aproximación de impulso, oscilador armónico forzado 
y el problema restringido de tres cuerpos. Hemos retomado estas aproximaciones de manera 
progresiva para obtener un entendimiento gradual de las características más importantes 
de este fenómeno, tanto en el régimen impulsivo como en el adiabático. 

En este trabajo se presenta, por primera vez, un conjunto de simulaciones numéricas 
auto consistentes de un cúmulo globular, con un número realista de partículas, con una 
distribución de masa acorde a las observadas y en presencia de un campo de marea realis
ta. La evolución de los cúmulos se digue durante 10 períodos orbitales. Hemos estudiado 
los cambios en masa y energía que experimentan los cúmulos, así como los cambios en su 
estructura. Analizamos como es que ocurre la inyección de energía en las regiones internas 
del cúmulo, encontrando que el calentamiento en los casos más impulsivos tiende a com
portarse como el dado en la apro:rimación de Spitzer (1958) y en el caso aproximadamente 
adiabático como la aproximación de Weinberg (1994a). 

Encontramos que la evolución global de los cúmulos, debida a su interacción con el 
bulbo galáctico, está dominada por dos procesos; claramente diferenciados por la manera 
como ocasionan la pérdida de masa del sistema. El primero es el desbordamiento del lóbulo 
de Roche, que es una consecuencia del truncamiento cspacial que la parte estática del 
campo de marea impone sobre el cúmulo, ocasionando una pérdida de masa que depende 
sensiblemente del tamaño del cúmulo respecto a su lóbulo de Roche. El segundo es el 
calentamiento por choques gravitacionales, que inyecta energía a las estrellas del cúmulo 
debido a la variación del campo de marca. Este proceso se manifiesta por medio de pulsos 
en el incremento de la energía del cúmulo, que a diferencia del anterior, no cs autolimitante; 
porque inyecta energía de manera continua sobre las estrellas del cúmulo. 

El incremento en la energía de las estrellas, por choques gravitacionalcs, es función de 
su energía de ligadura y de la excentricidad del cúmulo. Para las estrellas mcnos ligadas el 
calentamiento es más importante en Órbitas muy exéentricas (límite impulsivo), disminu
yendo junto eOIl el valor de la excentricidad. pero aumentando el número de estrellas, con 
mayor energía de ligadura, que pueden ser afectadas (límite adiabático). 

Encontramos que la tasa de destrucción. por período orbital, aumenta con la excentri
cidad de la órbita. Sin embargo. por unidad de tiempo esta dependencia no es importante, 
porque los cúmulos en órbitas muy excéntricas experimentan menos encuentros con el bulbo 
que aquéllos en órbitas menos excéntricas, llegando a ser comparable la tasa de destrucción 
en ambos casos. 

\JI \ 
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A partir de la tasa de destrucción, por unidad de tiempo, hemos evaluado los cambios 
que experimenta una supuesta distribución inicial de cúmulos globulares (PN IX Rab5

), 

como función de su distancia media galáctica. Encontramos una ausencia de cúmulos de 
baja concentración a menos de 2 kpc del centro galáctico, resultado que es consistente con 
la distribución observada del sistema de cúmulos globulares galácticos, la cual muestra un 
decremento del número de cúmulos globulares hacia el centro galáctico, yen particular para 
los cúmulos de baja concentración. 

Este trabajo es una primera aproximación auto consistente para estudiar el efecto de los 
choques de marea sobre los cúmulos globulares. 

------- -- ~.~------~-
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Capítulo 1 

.. 
INTRODUCCION 

Todo' parece indicar que los cúmulos globulares2 se 
formaron junto con las componentes más antiguas de la 
Galaxia, hace aproximadamente 1010 años. Su apariencia 
actual es consecuencia de las condiciones físicas y químicas 
durante el proceso de formación galáctica, de su evolución 
interna, y de su interacción con el ambiente galáctico en 
el que se encuentran. 

Por lo anterior, es natural utilizar el sistema de cúmu
los globulares para obtener información sobre las primeras 
etapas de la formación galáctica. Para esto es necesario 
entender los procesos que, a través del tiempo, cambiaron 
sus propiedades originales. Igual que un arqueólogo nece
sita conocer los efectos que la erosión tiene sobre los restos 
de una civilización antigua, nosotros también debemos en
tender los procesos dinámicos y estelares que cambiaron 
su apariencia inicial. 

Los procesos dinámicos y estelares que determinan la 
evolución de un cúmulo globular tienden a su destruirlo, y 
por tanto, se modifican sus propiedades originales, así co
mo del sistema. Para obtener información sobre dicha...:; 
propiedades, es necesario modelar los procesos responsa
bles de tal evolución, por lo que se requiere conocer dis
ciplinas tan diversas como: la dinámica de sisterllas es
telares, la evoluciÚIJ estelar y la evolución química de la 
Galaxia, así como de métodos analíticos y numéricos de 
modelaje, y contar con la mejor base de datos observado
nales posible. 

En este capítulo se hace una revisión de 1&<.; propiedades 
más importantes de los cúmulos globulares, en particular 
de aquéllas que muestran una correlación con su distan
cia galactocéntrica. Se describen brevemente los procesos 
dinámicos y estelares que determinan la evolución de los 
cúmulos globulares, poniendo especial énfasis en aquéllos 
que tienen alguna relación con factores externos al cúmu
lo. Se discute la importancia de los choques gravitaciona
les3 en la evolllrión de los cúmulos globulares, y revisamos 
en detalle los trabajos que se han desarrollado sobre este 
tema

j 
destacando el grado de m'ance que cada uno de ellos 

1 La evidencia observadonal 

2En este trabajo sólo haremos referl.'ncia a los cümulos globulares 
pertenecientes a nuestra Galaxía 

3En este trabajo los choques gravitacionales se refieren a la ·variadÓn 
promedio del potencial que experimentan las estrellas de un sistema 
estelar debido a la presencia de un sistema externo. 

1 

presenta. 
Finalmente, presentamos la motivación de este trabajo 

y sus objetivos. Se proponen las líneas a seguir para tener 
una mejor comprensión del proceso de destrucción de los 
cúmulos globulares por los choques gravitacionales. 

1.1 ¿Qué son los Cúmulos Globulares? 

Los cúmulos globulares se definen clásicamente como 
sistemas de apariencia esférica (ver Fig. O) integrados por 
105-106 estrellas de Población ll, con edades aproximadas 
de 1010 años4, pobres en metales, en órbitas más o me
nos excéntricas y sin mostrar un confinamiento hacia el 
disco galáctico. Se puede decir que forman parte del halo 
galáctico (Meylan y Heggie 1997). La distribución espa
cial de los cúmulos globulares fué utilizada por Shapley 
(1930), para el estudio de la estructura de nuestra Gala
xia (ver van de Kamp 1965 y Sawy(·¡- lIogg 1965, quienes 
presentan una discu.sión sobre el dpsarrollo del trabajo de 
Shaplcy en los cúmulos globulares); y por Trumpler (1930) 
como indicadores de la evolución química y dinámica del 
halo. 

Hoy en día se considera a los cúmulos globulares como 
laboratorios, en su conjunto o de manera individual, don
de es posible comprobar teorías sobre la evolución dinámi
ca de sistemas estelares, sobre la evolución estelar y sobre 
los procesos de formación galáctica. La existencia de estos 
sistemas también impone una edad mínima para el uni
verso. De lo anterior es claro que su estudio es uno de los 
campos más ricos y de gran importancia en la astronomía 
moderna. 

A continuación listamos algunos artículos de revisión 
en el estudio de los cúmulos globulares: sobre su forma 
y estructura (King 1985, Meylan y Prior 1993); sobre su 
dinámica (Lightman y Shapiro 1978, Elson el a.l. 1987, 
Meylan y Heggie 1997); sobre sus propiedades globales 
(Zinn 1988, :Vleylan y Heggie 1997); sobre su cincmáti 
ca (Webbink 1988); sobre su abundancia química (Bell 
1988); sobre su Origen y formación (van den Bergh 1994, 
Larson 1990, Mcylan y Heggie 1997); sobre su destrucción 
(Aguilar 1993); y discusiones sobre las implicaciones de los 

4Existe un considerable debate sobre la dispersión en las edades de 
los cúmulos globulares (Dickens et ni. 1991, :Vieytan y Heggíe 1997 
y Sarajedini, Chaboyer y Demarque 1997). 
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Fig. 1.1.- En (a) se muestra la de distribución de cúmulos como función de su distancia galactocéntrica. En (b) se tiene el 
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para obtener el valor del punto. Las líneas, punteada. y sólida, son ajustes empíricos propuestos por Djorgovski y Meylan (1994). 
Datos proporcionados por S. Djorgovski. 

0.5 ~ ........... . 

t·· •• 
2.5 

2 re •• 2 

1.5 

1 e 

" 
" 
'.' .. 

dentro de los cúmlos, y están en la rama horizontal del dia
grama Hertzprung-Russell. La magnitud absoluta (Mv) 
de estas estrellas es función de la metalicidad del cúmu
lo ([FejH]), y está dada por Mv (RR)=0.20[FejH] + 1.00 
(Harris, et al. 1991). A partir de esta relación se obtiene 
el módulo de distancia al cúmulo. 
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Fig. 1.2.- Perfiles de brillo superficial para los cúmulos NGC 
6388 y Terzan 2. En (a), se tiene el caso donde los datos 
ajustan un modelo de King. En (b) se muestra el caso de un 
cúmulo en la etapa de co1;:\pso ~ent!al, ver discusión en § 1.3.1 
(tomados de Djorgovski y King 1986). 

datos observacionales y teóricos (Webbink 1983, Trager et 
al. 1993, Djorgovski 1993 y Djorgovski el al. 1994, Harris 
1996). 

1.2 Propiedades de los Cúmulos Globulares 

1.2.1 Distancia 

El valor de algunas de las propiedades de los cúmulos 
globulares depende de la distancia a la que estos se en
cuentran, razón por la cual su determinación es fundamen
tal. El método más general consiste en medir la magnitud 
aparente de las estrellas RR Lira, las cuales se encuentran 

El número de cúmulos globulares que se conoce es de 
150, aunque se cree que el número total es un poco mayor 
(Harris 1996). Es posible que algunos cúmulos no sean 
visibles debido al obscurecimiento del material interestelax 
cerca del plano y del bulbo galáctico, y que otros aún no 
hayan sido identificados como tales. 

En la Fig. 1.1a se muestra la distribución de los cúmu
los globulares por kiloparsec. Vemos que la mayor parte 
de ellos se encuentran entre 1 kpc y 30 kpc; notamos la 
ausencia de éstos a menOS de 1 kpc del centro galáctico, 
así como una aparente disminución de su número entre 
los 40 kpc y 65 kpc (Harris 1976, Zinn 1985 y Arman
droff et al. 1992), y sólo unos cuantos entre los 65 kpc y 
125 kpc. Los cúmulos más alejados del centro galáctico 
están alOa kpc (Pal 4) ya 125 kpc (AM 1). 

En la Fig. 1.1b se muestra la densidad numérica de 
cúmulos globulares como función de su distancia galac
tocéntrica. Los datos muestran que la densidad aumen
ta conforme nos acercamos al centro galáctico hasta los 
~0.6 kpc. Las curvas, que ahí se muestran, son dos ajus
tes propuestos de manera empírica por Djorgovski (1994), 
con la cual intenta determinar el número de cúmulos que 



1.2. PROPIEDADES DE LOS CÚMULOS GLOBULARES 3 

N ~ 140 

0.3 

0.2 

0.1 

o 

-12 -!O -, -. 

AM ~ 1 

Mv =' -7.168 
aw., == 1.43 

-2 o 

Fig. 1.3.- Función de luminosidad pata el sistema de 
cúmulos globulares galáctico. Se ha ajustado una Gaussia-
na con los parámetros indicados arriba a la derecha. Notamos 
que la distribución es ligeramente asimétrica alrededor del va
lor medío, con un sesgo de 0.77, Datos proporcionados por S. 
Djorgovski. 

no es posible ohservar Pll las regiones centrales de la Ga
laxia. La distribución que' él propone es de la forma 

PN (Rae) = P~ ( 1 + ~~~) -n (2-1) 

donde Rae es la distancia galactocéntrica. Po la densidad 
central. Rt-,'c es el factor de escala espacial y Q el expo
nente de la distribución. La línea sólida correspuuJe a 
los valores de n=4, p3=5 #/kpc' y Rác=2 kpc, mien
tras que la línea de trazo a los valores de 0=3.5, p:J=15 
#/kpc3 y Róc=l kpc. Estas dos curvas ajustan de mane
ra satisfactoria los datos observados. Sin embargo, en la 
región central difieren en su pendiente y su valor máximo. 
De lo anterior se éstima que el número de cúmulos que 
no son observados es de uno a diez, para 0'=4 y 0:=3.5, 
respectivamente. 

La ley de potencias, PN o: RG~;5, es semejante a la que 
siguen las estrellas del halo estelar (Harris, 1976), y muy 
diferente a la que se supone tjene el halo obscuro ....... Rab 
(ver discusión en §3 sobre la~ diferentes componentes de 
la Galaxia). 

Otra manera de estimar el número de cúmulos que no 
es observado, es la que utilizan Barhuy et al. (1998), quie
nes estudian la distancia a los cúmulos que se encuentran 
dentro de un radio de 5° alrededor del centro galáctico. 
Ellos reportan 17 cúmulos dentro del área de estudio, es
tando todos ellos entre el Sol y el centro galáctico. Estos 
autores concluyen que del otro lado del bulbo galáctico 
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Fig. 1.4.- En (8) se muestra la distribución de masas de los 
cúmulos globulares galácticos (ver texto para detalles). Apro
ximadamente el 30% de los valores se obtiene por métodos 
dinámicos, el resto considerando un cociente masa luminosi
dad de 2.3. En (b) se muestra la. masa de los cúmulos globu
lares como función de su distancia al centro ga1áctico. Datos 
proporcionados por S. Djorgovski. 

dehe haber cerca de 15 cúmulos que no es posible obser
var dehido a la extinción interestelar del gas y polvo en 
esa dirección. 

El númcro de cúmulos que oculta el disto debe ser pe
queño, alrededor de un 5% del total'. El decremento apa
rente de cúmulos en las regiones centrales de la Galaxia, 
tambien se puede deber a que no los haya, por tanto, 
existe algún proceso que inhibe la exist.encia de cúmulos a 
radios galactocéntricos menores a 1 kpc o 2 kpc. Otra po
sible cxplicasión, es que como estos se mueven más rápido 
cerca ele su perigaláctico, la mayor parte del tiempo los 
observamos lejos del centro galáctico. 

1.2.3 Brillo superficial 

Lna de las principales características ele un cúmulo glo
bular es su perfil radial de brillo superficial (/1). En la 
Fig. 1.2a se muestra un ejemplo típico de dicho perfil. En 
IR Fig. 1. 2b se muestra este perfil para un cÍlmulo que se 
encuentra en la etapa de colapso cent.ral (vE'r discusión en 
§ 1.3.1). 

De la Fig. 1.2a, vcmos que el perfil es plano en el centro 
del cúmulo, generalmente asociado con una distribución 

5Valor que se obtiene de considerar que el ancho del disco es de ~20o 
en latitud galáctica y su extensión de 360 0 y un perfil de distribución 
empírica propuesta por Djorgovski y l\.Jeylan (1994) 
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de masa isotérmica, que decae exponencialmente confor
me aumenta el radio. 

Este perfil se parametriza por tres cantidades: el ra
dio central (Te)", que es el radio donde el brillo superficial 
tiene la mitad del su valor máximo; radio de marea (T,), 
que es el radio donde el brillo superficial tiende asintóti
camente a cero (generalmente se obtiene con un ajuste a 
los datos, King 1962); y }'(O), que es el valor central (y 
máximo) de la distribución. En la mayoría de los casos 
el brillo superficial decae abruptamente en las regiones 
externas del cúmulo. 

1.2.4 Luminosidad 

CAPíTULO 1. INTRODUCCIÓN 

de masas para las estrellas del cúmulo. Ellos determinar 
la masa para 56 cúmulos globulares. El valor promedio 
que ellos reportan es de 1 de 2.3 en unidades solares. 

La distribución de masa para el sistema de cúmulos 
globulares se muestra en la Fig. l.4a. El 30% de los va
lores son el resultado de calcular directamente la masa, 
mientras que el resto se obtienen a partir de la luminosi
dad del cúmulo utilizando el valor promedio del cociente 
masa luminosidad 1=2.3 (Pryor y Meylan 1993). Vemos 
que los valores de la masa van de 2.5x 103 M0 (AM-4) a 
2.4x ID' M0 (w Centauro). La mayor parte de los cúmulos 
tienen masas entre 8 x 104 Y 106 M 0 , con un valor medio 
de 3.9x105M 0 · Esta distribución muestra un pico secun
dario centrado en 1.5x 106 M0, que decae abruptamente 
hacia valores mayores. 

1.2.6 Tamaño y estructura 

El gran número de estrellas que se encuentran en los 
cúmulos globulares, sobre todo en las regiones centrales, 
hace que éstos sistemas sean conspicuos. Su magnitud vi
sual absoluta (Mv) se puede obtener a partir de su mag
nitud aparente, su distancia, y haciendo la corrección por 
extinción (que depende de su latitud galáctica). La fun- La estructura de un cúmulo globular se puede carac
ción de luminosidad para el sistema de cúmulos globula- terizar por medio de dos parámetros independientes de 
res galáctico se muestra en la Fig. 1.3. Debido a la forma longitud. Los parámetros radiales más usados son Te, T, 

de esta distribución se ajustó una distribución Gaussia- y Th· Este último se define como el radio que contiene la 
na con un valor medio de Mv=-7.17 y una dispersión mitad del brillo total integrado, y algunos otros autores lo 
de 17Mv =1.43. Van den Bergh (1993a), hace notar que la identifican corno el radio que contiene la mitad de la masa 
forma de esta distribución claramente distingue al sistema del cúmulo (Spitzer 1987, p.5). Uno de estos parámetros 
de cúmulos globulares de los cúmulos galácticos abiertos, radiales suele Ser sustituido por la llamada concentración 
que muestran una función de luminosidad que crece mo- del cúmulo, que se define como e = log(rt/Te). 
notónicamente hacia luminosidades bajas. Harris (1991) En las Fig. l.5a-1.5c, se muestran las distribuciones de 
hace una revisión de los trabajos que se han realizado en valores para Te) e y Th· Para Te Y Th ambas distribuciones 
sistemas de cúmulos globulares extragalácticos. Reporta son unimodales centradas alrededor de 0.98 pc y 3.12 pc, 
que el valor medio de la magnitud absoluta para estos respectivamente. Vemos que hay una gran dispersión alre
sistemas es de -7.l. Esto parece sugerir que es un valor dedor de los valores promedio. 
independiente del tipo de galaxia a la que se encuentran En la Fig. 1.5b se muestra la distribución de los valores 
asociados, lo que ha sido utilizado ComP.-1ln_indÍGadoLs""--de-la-concentración-para-los-cúmulo~151l)Dulares. VernoS 

--- cunaario de distancia a otras galaxias (ver referencias en que es aproximadamente unimodal centrada alrededor de 
§ 4.2 Rowan y Robinson 1985). 1.3. Se ha sombreado el número fraccional de cúmulos 

1.2.5 Masa y el cociente masa luminosidad 

La masa, para la mayor parte de los cúmulos se estima 
a partir de su luminosidad, suponiendo un cociente masa 
luminosidad (T = MIL). Sin emhargo; esta se puede 
inferir directamente de su dispersión de velocidades, por 
medio de modelos que suponen equilibrio virial dentro del 
cúmulo. Desafortunadamente, el número de cúmulos en 
los se ha determinado su dispersión de velocidades es del 
30% del total de éstos (ver referencias de § 6.1 de Meylan 
y Heggie 1997). 

Mandushev et al. (1991) aplica los modelos de King 
(1966) para encontrar la masa de 32 cúmulos globulares, 
a los cuales se les conoce su dispersión de velocidades. Los 
cocientes de masa luminosidad que ellos reportan van de 
0.6 a 2.9, con un valor promedio de 1.21. Pryor y Meylan 
(1993) utilizan modelos de King considerando un espectro 

6Para evitar confusiones se decidió usar las abreviaciones que se usan 
en las publicaciones en inglés. El significado se da en el glosario de 
t~rmi.nos al final de los apéndices, 

(17%) que ha alcanzado la etapa de colapso central, que 
observacionalmente se manifiesta como una ley de poten
cias en la parte central de la curva de brillo superficial 
(Djorgovski y King 1986 y discusión en § 1.3). 

En la Fig. 1.2b! se muestra f!1 perfil radial del brillo 
superficial para un cúmulo que ha alcanzado el colapso 
central. Los puntos se pueden ajustar con una ley de 
potencias con exponente igual a -1. En este caso es posible 
determinar los valores de Tt Y Thl pero no para Te, que 
tiende a O. 

En principio es posible asociar un tamaño a cada cúmu
lo globular usando Te, T, O rh. Sin embargo, el valor de Te 

cambia debido a los procesos dinámicos dentro del cúmulo 
y r, es dificil de determinar, porque en las regiones exter
nas del cúmulo su extensión se determina por conteos de 
estrellas, que se pueden confundir can las estrellas de cam
po (cúmulos cerca del plano ó del bulbo galáctico), o por 
tener magnitud aparente muy grande (cúmulos lejanos al 
Sol). Por otro lado, el valor de T, varía con la posición del 
cúmulo respecto al centro galáctico (ver eco 4-11). 

Al asociar un tamaño a cada cúmulo es posible de-
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Fig. 1.5.-- Histograma~ de la distribución de los valores ob~{'rvados de: (a), radio central (re); (b), concentración (e), la parte 
sombreada indica la parte fraccional de cúmulos que se encuentran en la fase de calpaso central, que corresponde al 17% de la 
muestra; (e), radio ruedíano de masa (rhJ y (d), metalicidad ([FefH]). En la parte superior de la .. gráficas se indica eJ número 
de cúmulos en cada muestra, el tamaño del intervalo considerado, el valor promedio y la desviación estándar de cada valor. 
Datos proporcionados por S. Djorgovski. 

terminar cantidades como la densidad promedio, tiempo 
dinámico de cruce, etc, lo que no sería posible si la escala 
espacial asociada esta variando en el tiempo. 

Por lo anterior se toma a rh COmO el tamaiio carac
terístico de cada cúmulo, porque no muestra variación en 
escalas de tiempo del orden de -ID tipmpos de relaja
ción (ver definición más adelante), y adeulás resulta ser 
proporcional a la energía total del cúmulo (Lightman y 
Shapiro 1978, Murphy el al. 1990). 

1.2.7 Abundancia química y cinemática 

La abundancia química de los ctÍmulos globulares se es
tudia a partir de sus Ínclices fotométricos y de los anchos 
E'quivalcntes en las líneas de ahsorción en su~ espect.ros. 
Zinn (1985, 1991), con base en la distribución de la meta
licidad (ver Fig. 1.5d) Y de la información cinemática, su
giere la existencia de dos subsistemas: uno llamado de dis
co grueso, relativamente rico en metales ([Fe/H) ~ -0.5), 
de rápida rot.ación (Vrot ~193 km S-l) y con una distri-

budón espacial achatada y sobrepuesta al disco galáctico; 
y otro de halo, pobre en metales ([FejH) "'-1.7), de baja 
rotación (Vrot ~43 km S-I) con una distribución espacial 
esférica alrededor del centro galáctico. 

U na cantidad que al parecer esta relacionada con la 
metalicidad de los cúmulos es el gradiente de población 
estelar en la banda de inestabilidacl de las estrellas RR Li
ra, que se mide con el cociente e 'OC (B - R)j(B + V + R), 
donde B, V, R, es el número de estrellas azules 1 variables 
y roja.';; que se encuentran en la rama horizontal, respecti
vamente. Van den Bergh (l991,1993b) utiliza los índices 
de metalicidau y el parámetro e para separar en tr('~ suh
grupos una muestra de cúmulos. El llama a los subgrupos 
n, /3 y -r. Y se distinguen entre sí de la siguiente forma: ')', 
con [Fe/H] 2 -0.8 r se encuentra fuertemente concentra
da hacia el bulbo y disco galáctico; Q y ;3, con [FejH) ::; 
-1.0; /3 se encuentra concentrado hacia el ct'ntro galáctico, 
Roe < R::). Y sus órbitas en general son poco excéntricas; 
la población 0:, se encuentra a distancias Roe> 8 kpc, 
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con órbitas retrógradas muy radiales. El subgrupo '"Y tie
ne una cinemática parecida a la del disco, por lo que se 
les conoce como el sistema del disco, mientras que a las 
poblaciones" y (3 como el sistema de halo. Lo interesante 
de este análisis es que el sistema de halo está dividido en 
2 subsistemas, que tiene que ser explicados por las teorías 
de formación galáctica. Zinn (1993) reporta esta división, 
considerando también los datos cinemáticos y la metali
cidad. La importancia de estos subsistemas se discute en 
la sección 5. 

La información cinemática se tiene actualmente sobre 
los cúmulos globulares, es insuficiente para lograr dis
tinguir entre ambos subsistemas. La principal dificultad 
está en la determinación de sus movimientos propios, de
bido a que su movimiento aparente en el cielo es muy 
pequeño y está por debajo del limite de detección. Sin em
bargo, ha sido posible medir los movimientos propios de 
algunos de ellos; por ejemplo Cudworth y Hanson (1993), 
reportan las velocidades espaciales de 14 cúmulos globu
lares. 

En este trabajo no haremos distinción alguna entre los 
subsistemas desde el punto de vista de la metalicidad, 
pero sí desde un punto de vista cinemático, ya que nos 
interesa conocer parámetros órbitales que determinan sus 
órbitas. 

1.2.8 Forma espacial 

Aunque la apariencia de los cúmulos globulares es 
esférica, desviaciones de esta forma han sido estudiadas 
por algunos autores, en particular el cociente de b/a, don
de a y b son los semiejes mayor y menor, respectivamente, 

1.3 

CAPíTULO 1. INTRODUCCIÓN 

Procesos Dinámicos de Evolución de los Cúmu
los Globulares 

La dinámica de un cúmulo globular está determinada 
por la fuerza de gravedad, por lo que su comportamiento 
se puede estudiar a diferentes escalas, tanto espaciales co
mo temporales (Saslaw 1987,§ 1). Para facilitar su estudio 
y comprensión se hace una distinción entre procesos ínter· 
nos y externos. Los procesos internos estan determinados 
por las estrellas que forman al cúmulo, y transcurren en 
tiempos comparables al período orbital de las estrellas en 
las regiones centrales de éste. Los procesos externos están 
determinados por el campo gravitacional de la distribu
ción de masa galáctica. 

Los procesos que determinan la evolución de un cúmulo 
globular aislado Son: la evaporación de estrellas debida 
a las colisiones entre ellas, que ocasiona un aumento en 
la energía de ligadura por unidad de masa, causando un 
aumento en la concentración del cúmulo; la pérdida de 
masa de las estrellas debida a su evolución estelar, y que 
tiende a disolver el cúmulo al producir una disminución 
de la energía de ligadura por unidad de masa. 

Los efectos del campo gravitacional externo son: el 
truncamiento espacial del cúmulo, impuesto por la par
te estática del campo de marea galácticoS, y la inyección 
de energía al movimiento de las estrellas del cúmulo, debi
do al trabajo que sobre ellas ejerce la variación temporal 
del campo de marea. Existe también la fricción dinámi
ca, producida por las estrellas del entorno galáctico que 
sustraen energía orbital del cúmulo. 

A continuación se describen brevemente estos procesos. 

del cúmulo proyectado en el plano del cielo. White y Sha- 1.3.1 Evaporación 
wl (1987) reportan que < b/a > es de 0.93±-º.,ill,~para_-L-~11 d • I I b l· • . 

---""""'==t=~a 95 . I I b I -E-I 36'" d as estre as e un cumu o g o u ar mteractuan entre una mues ra e cumu os g o u ares. /0 e su. d· dr· 1 d· b· 
muestra tiene valores en el intervalo de 0.8 < b/a < 0.9, SI por ffi: 10 e ca lSlOnes, en as que se a un luteream 10 

'1 I 601 t· al t O 8 O 7 E-t -t de energla y momento angular. A este proceso se le llama ysooe 10 leuev ores en re . y .. sos au ores . ., 
, " I mteraCClOn de dos cuerpos, y es el responsable de hacer 

reportan cierta dependenCia de la aslmetfla con la con- 1 d·'·b .• . .. Id 1 ·dad t· d h . . . 1 ' l" que a ls~n UClon lmCla e ve Del es len a acla una centraClOl1j por o que definen os sIgmentes grupos: e < . " . 
1 05 1 05 < < 205 205 C d t· • del tipo Maxwell-Boltzmann, en un tIempo caracteflstI-. ,. e . y e > ' . a a lene una razon II d t· d /.., /.. / t E l 
de ejes de O.85±0.02 (con N=10), 0.93±0.01 (con N=76), ca ama o zempo e re aJaczon co zszona, r· ste es e 

tiempo (;;:lTacterístico en el que se logra la equipa:ttidón de 
y 0.97±O.Ol (ron N~9), respectivamente. Conduyen que 
los cúmulos más concentrados son los que muestran una la energía entre las estrellas del cúmulo (Chandrasekhar 

1942; §2, Spitzer y Hart 1971 y Saslaw 1987; § 45). Debi
mayor simetría circular. Otro hecho interesante es que 

do a la forma de la distribución de Maxwell-Boltzmann, 
no parece haber una relación obvia de b/a con su posi· 

la velocidad de algunas estrellas puede ser mayor que la 
ción galactocéntrica, aunque el promedio de b/a muestra 

7 velocidad de escape del cúmulo, y por tanto, lograr esca-
mayor dispersión en las regiones internas de la Galaxia , 
Los autores dividen su muestra como función de la me- par de éste. Al mismo tiempo, en la región central del 

cúmulo las estrellas se reagrupan porque la energía de li-
talicidad, igual a la propuesta por van den Berg 1993b, gadura por unidad de masa aumenta", esto incrementa 
buscando relación entre la forma y la metalicidad, sin en· la densidad central aumentando el número de encuentros, 
contrar relación alguna. 

7Existe cierta tendencia a. que los cúmulos más concentrados se en· 
cuentren hacia regiones centrales de la Galaxia; entonces, si bJa 
está. correlacionado con e, es posible que también exista una depen· 
dencia de ésta con Rae. La única evidencia de dicha interacción 
se manifiesta pOr un aumento en la dispersión en los valores de la 
concentración, para los cúmulos entre 1 y 10 kpc (ver Fig. 1.5). 

8Formalmente hablando se debería llamar fuerza diferencial, porque 
es el resultado de la diferencia entre la fuerza gravitacional de atrac
ción galáctica y de la del cúmulo sobre las estrellas de este. 

9La mayoria de las estrellas que escapan lo hacen moviéndose a la 
velocidad de escape, y por 10 tanto con energía nula. Las estrellas 
que se quedan ligadas al cúmulo deberán compartir la misma energia 
de ligadura. 
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Fig. 1.6.- En (a) se muestra la dístríbucíón dellogarítmo de los tiempos d~ relajación tomando como escala característica el 
radio central y el radio mediano de masa. En (b) se muestran los tiempos mencionados en función de su distancia galactocéntrica. 
Datos propordonados por S. DjorgovskL 

haciendo más rápida la relajación de dos cuerpos, y por 
consiguiente la equipartición de energía se repite; entonces 
el escape de estrellas seguido de una contracción central. 
La presencia del campo gravÍtél..cional galáctico contribuye 
a acelerar la pérdida de masa. por este proceso. 

El tiempo de relajación, t r , depende de cantidades ID
cales dentro del cúmulo como son: la densidad de estrellas 
n, la energía cinética promedio < ~ v~ > por unidad de 
masa m, y el logaritmo de Coulomb lO (In A). El valor de 
t r está dado por (Spitzer y Hart 1971), 

O.065v;' 

nrn 2G2 ln A 

9 [vm (Jan/s )J3 
3.4 X 10 años. (3 1) 

Tl(pc3)[m/M~)F In A -

lOEllogarítmo de Coulomb es una cantidad que proviene del la teoría 
de colisiones gravitacionaJes entre dos cuerpos. Esta dado por In A = 
Rlpo, donde R es el tamaño del sistema considerado y PO es la 
separación mínima entre las estrellas. Usualmente se toma a po 
como el parámetro de impacto {Binney y Tremaine 1987, §4.1, (>c. 

4-6b). 

Spitzer y Hart (1971) muestran que t r depende de la 
región del cúmulo donde se calcule y de cantidades que 
varían durante evolución del éste, en particular si este se 
evalúa en las regiones centrales del cúmulo. Es por esto 
que proponen utilizar el tiempo de relajación en el radio 
mediano de masa (trh), que será un tiempo representativo 
de todo el sistema, el cual está dado por 

(3-2) 

que está en térmÍnos de cantidades globales del cúmulo, 
como rh, el número total de estrellas, ~V, y la masa pro
medio de estas, nI, 

Debido al reacoUlodo de la masa y de la energía, causa
do por la evaporación, el cúmulo experimenta Un colapso 
central (Spitzer 1983). En la Fig. 1.2b, se muestra el perfil 
de brillo superficial para un cúmulo durante su etapa de 
colapso central, Dicho perfil se caracteriza por ser una ley 
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de potencias en la región central del cúmulo. Este colapso 
ocurre en tiempos del orden de 8-15 trh (Spitzer 1987). 

En la Fig. l.6a se muestra la distribución de los tiem
pos de relajación central (t re ), y en el radio mediano de 
masa (trh), para el sistema de cúmulos globulares galácti
co. Los valores de tre están el en el intervalo de ~ 1Q8años 
a lO" años, con una mediana de 2 x 108 años. Este tiem
po es comparable al período orbital de algunos cúmulos 
galácticos. Los valores de trh son mayores, por algunos 
órdenes de magnitud al período orbital de los cúmulos, 
pero menores en su mayoría a la edad de la Galaxia. 

Por lo anterior esperamos que las regiones centrales de 
los cúmulos estén relajadas colisionalmente, y los efectos 
de esta relajación se transfieran paulatinamente hacia re
giones externas del cúmulo. 

Si se considera más de una componente estelar, la equi
partición de energía para cada una de las componentes 
ocurre distintos tiempos característicos, lo cual depende
ra del espectro de masas dentro del cúmulo (Spitzer 1987). 
El proceso de relajación tiende a una equipartición de la 
energía cinética, haciendo que las estrellas más masivas, 
al interaccionar con las más ligeras, disminuyan su velo
cidad, haciendo que sus órbitas sean desplazadas hacia 
regiones internas del cúmulo. Las estrellas ligeras, que 
aumentan su velocidad, están preferentemente en las re
giones externas del cúmulo. A este proceso se le conoce 
como segregación de masa. 

1.3.2 Evolución estelar 

CAPíTULO 1. INTRODUCCIÓN 

en la Fig. 1. 7); razón por la cual este material escapa del 
cúmulo. 

La cantidad de masa que puede perder un cúmulo glo
bular 1 por evolución estelar, depende de su función inicial 
de masa (IMF), que se aproxima como una ley de poten
cias de la forma dN oc m-Qdm, con N el número inicial de 
estrellas con valores de masa en el intervalo (m, m + dm). 
El tiempo de vida de una estrella en la secuencia principal 
(t,p) está dado por (Iben y Renzini 1983), 

9 (M0)3 t,p '" 6 x 10 mi a. (3-3) 

Esta relación es válida para estrellas entre 0.7 y 8 M0' 
La cantidad de masa que pierde una estrella está en 

función de su masa inicial mi. Por ejemplo, si mi < lM0 
la masa de la remanente será 0.58 + O.22(m¡ - l)M@l1 
(Iben y Renzini 1983). Si m;fM0 se encuentra en el in
tervalo [4.7, 8.0], no se tiene remanente porque la estrella 
es progenitora de una supernova de tipo I (Iben y Renzini 
1983); para [8.0, 15.0]' se tiene como remanente una es
trella de neutrones con una masa final de ~ l.4M0 (Iben 
y Renzini 1983). 

1.3.3 Fricción dinámica 

En su órbita alrededor del centro galáctico los cúmulos 
se mueven por el halo y atraviesan el disco. La atracción 
gravitacional del cúmulo sobre las estrellas de su alrede
dor hace que Las trayectorias de éstas sean desviadas en 

La evolución interna de las estrellas también contribu- dirección del cúmulo, dando como resultado un aumento 
ye a la pérdida de masa del cúmulo. La velocidad con de la densidad estelar por donde este ha pasado; esto da 
la que es expulsado el material en una supernova, o con lugar a un aumento de la fuerza de gravedad que desace-
la que una estrella poco masiva pierde sus capas exter- lera al cúmulo, y provoca un decaimiento ~p.i.raLhacia_el 

~ ___ .:n";as~,--,e~n,--general,~~.mal'OLque-Ja...veloGidad-de-escape-del-----c<mtro ¡¡el"Galaxia (Binney y Tremaine 1987, §7.1). 
cúmulo. La pérdida de material, además de disminuir la Para el caso de un cúmulo con masa Me, que se mueve 
masa del cúmulo, no permite un auto eriquecimiento de con velocidad Ve, en un medio homogéneo de partículas 
los elementos pesados sintetizados en las estrellas. con masa m, ~ Me, con una distribución de velocidades 

En contraste con el fenómeno de relajamiento colisio- Maxwelliana y una dispersión de velocidades <r, la fricción 
nal, descrito anteriormente, en este caso la energía cinéti- dinámica se puede expresar por (Binney y Tremaine 1987, 
ca del material que escapa no proviene de la energía de §7.1), 
movimiento de las estrellas dentro del cúmulo, sino de las 
estrellas mísmas, por lo que la energía cinética por unidad 
de masa permanece constante. Esto hace que el cúmulo 
se expanda. 

Se considera que este proceso es importante durante 
los primeros 5 x 109 años del cúmulo, tiempo durante el 
cual las estrellas con m > 1.1M0 , que son las que más 
masa pierden, han salido de la secuencia principal hacia 
la rama de las gigantes rojas (Miller y Scalo 1979). En la 
Fig. l. 7 hemos graficado la velocidad de escape en algnnos 
sistemas estelares, como función de su masa y de su radio 
mediano de masa. Hemos indicado las velocidades típicas 
con las que son expulsadas las capas de gas en las nebu
losas planetarias, supernovas y los vientos de las estrellas 
Wolf Rayet. Estas velocidades son mayores, por algunos 
órdenes de magnitud, que la velocidad de escape necesaria 
para escapar de potencial del cúmulo (ver puntos sólidos 

4". In AG2 
MeP [ f(X) _ 2X -x,] 

3 er r;;;e Ve 
Ve V Jr 

(3-4) 

donde X == ve/../2<r, P es la densidad de masa del medio 
donde se mueve el cúmulo y er f es la función de error 
(Arfken 1985, § 10.5). 

De la ecuación (3-4) vemos que la fricción dinámica 
es función de la densidad del entorno y de la masa del 
cúmulo Si la densidad del medio se considera constan
te, la desaceleración tiene una dependencia directa con la 
masa (dvldt oc Me), razón por la que este es un efecto 
importante para cúmulos muy masivos. Aunque también 

l1Iben y Renzini dan para una enana blanca M:::;;:0.53T}-o.082 
+0.11)-0.35, donde 1) se da como la pérdida de masa. Chernoff y 
Weinberg 1990, toman el valor de T}:::;;:lj3. 
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2 3 4 

(pe) 

Fig. 1.7.- Velocidad de escape como función de Th y de la 
masa total del sistema. Se tienen los valores para M31, M87 
Y para los cúmulos globulares galácticos (puntos sólidos). La 
líneas punteadas indican distintos valores de isovelocidades. La 
línea indicada con e en el extremo superior izquierdo corres
ponde a. la velocidad de la luz, Se indica el intervalo promedio 
de la velocidad con la que es expulsado el material en distintos 
eventos estelares, como son las nebulosas planetarias (NP), es
trella., .. "'olf Rayet (WR) yexpJosiollPS dI' supernova (SN). Los 
datos de los cúmulos fU('TOn proporcionados por S. Djorgovski. 

hay una dependencia inversa con la velocidad de mo-yi
miento del cúmulo, que hace este efecto más importante 
para valores pequeños de dicha velocidad. 

El decaimiento orbital, causado por la fricción dinámi
ca de un cúmulo con un halo isotérmico, ha sido estinlado 
por Capriotti y Hawley (1996). Ellos reportan un decai
miento para los radios orbitales de los cúmulos, Durante el 
tiempo de Hubble, de un 5% para cúmulos en órbitas cir
culares, con masas entre 3x 105 i"IJ" Y lO' ¡'vI,?!, y de un 8% a 
un 10%, para cúmulos en órbitas radiales, en el mismo in
tervalo de masas. Sus resultados indican que los cúmulos 
más concentrados sobreviven más tiempo cuando el radío 
de la órbita decae, y que los cúmulos menos concentrados 
se destruyen más rápido cerca del centro galáctico. 

1.3.4 Campos gravitacionales externos 

El campo gravitacional de la Galaxia es uno de los fac
tores que máB afecta la evolución de los cúmulos globu
lares. Por la naturaleza de los efectos que rstc produce, 
es conveniente hacer una distinción entre los ef('etos inde
pendientes del tiempo (estáticos). de los que muestran una 
dependencia temporal (dinámica). La parte estática es la 
responsable de confinar espacialmente al cúmulo, mien
tras que la parte dinámica hace trabajo sobre las órbitas 

Fig. 1.8.- Representación esquemática de la primer super~ 
ficie equipotencial que contiene a la Galaxia y al cúmulo, en 
la cual, tanto la Galaxia como el cúmulo, están contenidos de 
manera. independiente. El cúmulo se encuentra completamente 
contenido en lo que se denomina el lóbulo de Roche. 

de las estrellas del cúmulo, afectando la evolución interna 
de éste. A continuación describimos en detalle cada una 
de estas partes. 

Parte estática 

El tamano de los cúmulos se caracteriza por el llamado 
radio de marea, Tt, que es fUllción de su distancia al centro 
galáctico y es mínimo cuanu.o el cumulo 8e encuentra en 
el pcrigaláctico de su órbita (Rped ). 

Si el cúmulo se mueve en órbita circular alrededor de 
la Galaxia, la ecuación de movimiento para las estrellas 
en el sistema no inercial (anclado en el centro del cúmulo) 
estará dada por (Felter y Wa1ecka 1980, §2.8) 

¡: = -V"<\> - 2(flc x jo) - flo x (flo x r), (3-5) 

donde r es la posición de las estrella.';; respecto al centro del 
cúmulo y Oc la frecuencia angular de rotación del cúmu
lo alrededor de la Galaxia. Los términos -2(00 x r) y 
Oc x (Oc x r) son conocidos como la aceleración de Co
riolis y la aceleración centrífuga, respectivamente. Este 
sistema tiene una integral de movimiento conocida como 
la Integral de Jacobi (Billll('Y y Tremaine 1987, § 3.3), 

(3-6) 

Se uefine un potencial efectivo <Peff, como 

(3-7) 
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TABLA 1 

PROCESOS DE EVOLUCIÓN DINÁMICA PARA LOS CÚMULOS GLOBULARES 

Procesos Internos 

Relajación de 2 cuerpos 

• Segregación de masa 
[Cambios espaciales en la función de masa] 

• Colapso central 
[Aumento de la concentración] 

Pérdida de masa por evolución estelar 

• Supernovas, Nebulosas planetarias y vientos estelares 
[Expansión del cúmulo] 

podemos reescribir la ecuación de movimiento (3-5) como 
sigue, 

f = -'\71>.ff - 2(0, x.), 

y a la integral de Jacobi como, 

(3-8) 

(3-9) 

Como EJ es una constante, una estrella estará confinada 
a moverse en regiones donde tP~ff S. EJ; en consecuen
cia, la superficie que limita el movimiento de la estrella 
será donde 1>eff = EJ. Esta superficie se conoce como la 
superficie de velocidad cero; que para el caso de r pequeña 
(comparada co:n la separacíón Galaxia-cúmulo) sólo con~ 
tiene al cúmulo. Conforme nos alejamos del centro del 
cúmulo (r --+ RGc), las superficies de velocidad cero se 
alejan del centro del cúmulo, y para algunos valores de 
EJ la superficie de velocidad cero incluye al cúmulo y al 
centro de la Galaxia (MG). En la Fig. 1.8 se muestra 
de manera esquemática la primer superficie equipotencial 
que contiene al cúmulo y a la Galaxia. El cúmulo, en es
ta representación, se encuentra completamente contenido 
dentro un lóbulo que es comúnmente llamado el lóbulo de 
Rache, que como hemos dicho, es la primer superficie de 
velocidad cero que incluye al cúmulo y a la Galaxia. 

El máximo local de 1>,ff, en la dirección cúmulo
Galaxia, se asocia generalmente con el radio de marea 
(que en este caso llamaremos r J para no confundir can 
los valores observacionales r, que se discuten en § 1.2). 

Procesos Externos 

Variación de la Fuerza de Marea 

• Cruce del disco 
[Calentamiento --+ Expansión de la parte externa 
del cúmulo] 

• Variación de la fuerza de marea 
[Calentamiento --+ Expansión de la parte externa 
del cúmulo] 

Parte estática de la Fuerza de Marea 

• Límite espacial del cúmulo 

Fricción dinámica 

• Decaimiento orbital 
[Aumento de la intensidad del campo de marea] 

Si suponemos que M, « MG y que r.T « Rca (Binney 
y Tremaine 1987), 

( 
M, )'/3 

rJ ~ 3MG(RGC) Rac; (3-10) 

El~valorcle r J es una aproximación al valor de r t) el cual 
debe ser tomado con cautela debido a lo siguiente: (O 
la superficie de velocidad cero no es esférica, por lo que 
r J no se puede usar para caracterizar esta superficie; (ii) 
la mayor parte de los cúmulos no se mueven en órbita 
circular, y por tanto Oc varía con el tiempo (así comO 
RGC Y MG(RGc)), razón por la cual no existe la integral 
de Jacobi; (iií) cálculos numéricos (que describimos máti 
adelante y en §2.3) muestran órbitas ligadas al cúmulo a 
distancias del doble de r J, lo que hace suponer la posible 
existencia de integrales de movimiento aún no conocidas 
(Jefferys 1974, 1976 Y Keenan 1981a). 

Si en la eco (3-8), 0, Y • son ortogonales entre sí, 
podemos reescribir la ec.(3-8) como sigue: 

(3-11) 

La magnitud de la aceleración depende del signo en el 
segundo miembro del lado derecho de ésta ecuación. Si 0, 
y f tienen el mismo signo, la aceleración que experimenta 
una estrella es menor que 1'\71>effl, por lo tanto la estrella 
estará menos ligada al cúmulo (órbitas directas). Por el 
contrario, si Oc Y r tienen signos opuestos, la aceleración 
que las estrellas experimentan es mayor, y por lo tanto se 
encuentran más ligadas al cúmulo (órbitas retr6gradas). 
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Parte dinámica 

En su órbita alrededor de la Galaxia los cúmulos cruzan 
el disco galáctico, y experimentan encuentros con el bulbo, 
con nubes moleculares masivas y quizá con otros cúmulos 
globulares. Durante estos encuentros las estrellas dentro 
del cúmulo son perturbadas, debido al cambio temporal 
del potencial que actúa sobre ellas. A estos encuentros, 
en que la fuerza de marea cambia de manera abrupta res
pecto al período orbital de las estrellas del cúmulo, se les 
denomina choques de marea (Spitzer 1987, § 5.4). 

La importancia de los choques de marea depende de 
la razón del período orbital de la estrella alrededor del 
cúmulo (P,), al intervalo temporal durante el cual actúa 
la perturbación (Pp ). Si el intervalo de tiempo duran
te el cual actúa la perturbación es mayor al período de 
las estrellas (P,! p. < 1), se dice que la perturbación es 
adiabática. En este caso, la perturbación actúa como si la 
masa de la estrella estuviera distribuida en la trayectoria 
de su órbita, perturbando a ésta como si fuera un cuerpo 
rígido, y por lo tanto al centro de masa de dicha órbita. 
Por otro lado, si el intervalo durante el cual transcurre la 
perturbación es corto j en comparación con el período de la 
estrella, nos encontramos en el límite impulsivo (P.! Pp > 
1). En este caso, las estrellas son perturbadas de manera 
casi instantánea. 

En los cúmulos globulares ambos límites son posibles, 
ya que el adiabático se aplica a las estrellas cercanas al 
centro del cúmulo, y el impulsivo a las estrellas cerca del 
radio de marea. 

En la Tabla 1 se resumen los proceso~ qU(' afectan la 
evolución de los cúmulos glohulares. En esta se separan 
los procesos internos de los externos. En paréntesis cua
drados se indica cual es el efecto de dichos procesos en la 
estructura del cÍlmulo. 

1.4 Correlaciones con la Posición en la Galaxia 

1.4.1 Masa 

En la Fig. 1.4b se muestra la masa de los cúmulos "lo
bulares como función de su distancia al centro galácti
co. De esta figura VCU10S que no parece existir una co
rrelación entre la masas de los cúmulos y su distancia 
al centro galáctico, aunque los c{¡mulos menos masivos 
(Al < 105 M,,) están a Rec >10 kpc. 

1.4.2 Tamaño y densidad 

Para el radio central r, (ver Fig. 1.9a) , la tendencia es 
que lo~ cúmulos con valores pf'ql1eños de r (', estén prefe
rentemente cerca del centro galáctico, y que su tamaüo 
aumente con Rec (r, ex Riót, Djorgovski y lvIeylan, 
1994). 

En la Fig. 1.9b se muestra el radio mediano de masa 
para los cúmulos globulares como función de su distan
cia galactocéntrira. Van den Bergh (1991), Djorgovski y 
lvIeylan (1994), señalan una correlación entre rh Y Rec, 
de la forula rh ex R~~; que a su vez tiene relación direc-

ta COIl la densidad media del cúmulo (Ph). La densidad 
de los cúmulos disminuye conforme se alejan del centro 
galáctico, en particular, la densidad en el radio mediano 
de masa sigue un escalamiento de la forma Ph ex Re;!2 
(Djorgovski y Meylan 1994). 

1.4.3 Concentración 

En la Fig. 1.9c se muestra la concentración para los 
cúmulos globulares como función de su distancia galac
tocéntrica. Vemos que no es daro que exista una correla
ción, aunque sí una tendencia a que los cúmulos más con
centrados se encuentren cerca del centro galáctico. Los 
cúmulos que han alcanzado la etapa de colapso central 
son graficados con c=2.5, y en general se encuentran a 
distancias menores a 10 kpc. 

1.4.4 Tiempos de relajación 

En la Fig. 1.6b, se muestran los tiempos de relajamien
to, central y en el radio mediano de masa para los cúmulos 
globulares. Ambos tiempos muestran una correlación con 
su posición galactocéntrica. Para cúmulos cerca del cen
tro galáctico los tiempos de relajación son menores que 
para los más alejados, es decir, la evolución dinámica de 
los cúmulos es función de su distancia al centro galáctico, 
tanto en su regíón central ( ........ re) como en zonas interme
dias (~rh). 

1.4.5 Discusión 

La existencia de una correlación de las propiedades físi
eas de los cúmulos globulares como función su distancia 
galactocéntrica nos plantea la interrogante: ¿Son el resul
tado del proceso de formación del cúmulo. o de su evolu
ción subsecuente en el ambiente galáctico? 

La. masa ele los cúmulos no parece estar relacionada con 
su distancia al centro galáctico. 

En § 1.2.6 se menciona que rh parece no ser afectada 
por la evolución interna del cúmulo; entonces la rclación 
Th - RGC puede ser el resultado de su interacción con 
el ambiente galáctico, o de las condiciones iniciales en el 
momento de su formación. 

El escalamiento de Ph esta de acuerdo con las hipóte
sis de formación para el sistema de cúmulos globulares 
de Fall y Rees (1985). Ellos argumentan que los cúmu
los se forman a partir de una inestabilidad térmica del 
gas protogaláctico, dando como re:-;ultado que su densi
dad sea función de la distancia gaJactocéntrira a la quP se 
formaron, es decir, Ph "" RG~' También argllllll2ut.an que 
los cúmulos están limitados por el truncamiento de marea 
impuesto por el halo, lo que nos da un comportamiento 
para la densidad de la forma Ph ~ RG~ (ver Fig. 5 de 
Fall y Rees 1985). Como ya hemos visto para el sistema 
de cúmulos globulares galáctico, Ph ...... RC:!2, relación que 
se encuentra dentro de los límites considerados por Fall y 
Rees (1985). 
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Fig. 1.9.- Distribución de los valores de T(:l Th, e y POI como función de sus distancia galactocéntrica para el sistema de 
cúmulos globulares galáctico. Datos proporcionados por S. Djorgovski. 

1.5 Origen de los Cúmulos Globulares 

El origen de los cúmulos globulares está Íntimamente 
ligado a la formación y evolución de la Galaxia, razón por 
la- cual las teorías sobre su formación se encuentran dentro 
de un contexto cosmológico. Los modelos, o escenarios, 
básicamente parten de dos hipótesis: 

• Los cúmulos se formaron durante las etapas tempra
nas de la Galaxia. En particular, Peebles y Dicke 
(1968) dicen que se formaron antes del colapso pro
togaláctico, cambiando la idea original de Eggen et 
al, (1962), quienes proponen que los cúmulos se for
man durante las primeras etapas del colapso proto
galáctico; que debió ser rápido, suave y homogéneo. 

• Los cúmulos se formaron junto con otros sistemas 
estelares (M ~ lOS M0 ), que después se fusionaron 
de manera jerárquica para formar la Galaxia (Searle 
y Zin 1978, Larson 1990). Este proceso ocurre en 
tiempos varias veces mayor que el escenario anterior. 

Fall y Rees (1985), proponen una teoría que explica el 
origen de los cúmulos globulares a partir de una inestabi-

lidad térmica durante el colapso protogaláctico. Ellos en
cuentran que la masa inicial de los protocúmulos será del 
orden de 106 MC), En este modelo de formación es posi
ble en los dos escenarios antes mencionados. La densidad 
del sistema de cúmulos galáctico parece estar determinada 
por estas condiciones iniciales. 

Los resultados de van den Bergh (1994), sobre los in
dices de metalicidad muestran la existencia de dos subsis
temas para los cúmulos considerados de halo (ver §1.2,7), 
Van den Bergh concluye que la diferencia entre la pobla
ción a y /3 se pueden explicar dentro de dos escenarios de 
formación galáctica. El primero para la población a, que 
se asocia con la teoría de Searle y Zinn (1978). El segundo 
para la población /3, dentro del escenario propuesto por 
Eggen et al. (1962) . 

En la misma dirección Zinn (1993), reporta posibles 
diferencias tanto en edad, metalicidad y cinemática entre 
ambos subsistemas, diferencias que al parecer apoyan la 
teoría de que estos subsistemas pueden tener su origen en 
alguno, o en ambos, de los escenarios antes descritos. 
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1.6 Modelos y Trabajos Anteriores 

1.6.1 Modelos para la evolución de los cúmulos 
globulares 

El estudio del sistema de cúmulos globulares es comple
jo debido al gran número de procesos que parecen inter
venir en su evolución. Una manera "directa" de abordar 
este estudio es a través de simulaciones numéricas. Sin 
embargo, no es posible realizar la integración directa de 
las 105-10. órbitas estelares de Un cúmulo en un tiem
po razonable de cómputo, porque el tiempo dinámico de 
las estrellas dentro del cúmulo es, aproximadamente, '" 
3 órdenes de magnitud menor que el período orbital del 
cúmulo alrededor de la Galaxia. De ahí la necesidad de 
abordar el problema utilizando modelos numéricos sim
plificados, técnicas analíticas aproximadas y simulaciones 
con las límitaciones computacionales actuales. 

Para entender el efecto que los choques gravitacionales 
tienen sobre los cúmulos globulares, se han desarrollado 
diferentes métodos aproximados. El formalismo de la lla
mada aproximación de impulso ha sido utilizado como 
una primera aproximación. En ella se considera a las es
trellas en reposo durante el transcurso de la perturbación 
(Sptizer 1958). En una aproximación más elaborada, el 
movimiento de las estrellas dentro del cúmulo es modelado 
como un oscilador armónico sujeto a una perturbación de 
marea. En éste caso el perturbador es una partícula pun
tual que se mueve en línea recta con velocidad constante 
(Spitzer 1958). 

Un modelo menos aproximado f's el problema restrin~ 
gido de tres cuerpos, en que la Gi'llaxia y el cúmulo son 
puntos masa que se mueven en órbita.', keplerianas, y las 
estrellas se consideran como partículas prueba(masa iufi
nitanlente pequea respecto a la de la Galaxia y a la del 
cúmulo), que inicialmente se mueven alrededor del cúmu
lo. Una simplificación adicional es suponer que el cúmu
lo se mueve en una órbita circular alrededor de la Ga
laxia, conocido como el problema circular restringido de 
tres cuerpos. Este ti€'ne la ventaja de contar con una in
tegral de movimiento para la.., estrellas, conocida como la 
energía de Jacobi, EJ. 

Con el problema restringido de tres cuerpos es posible 
considerar casos no coplanares (estrellas en órbitas fue
ra del plano orbital cúmulo Galaxia), los cuales no son 
contemplados en la aproximación de impulso y la del os
cilador armónico. En ésta aproximación .":ie considera un 
potencial más realista que el armónico. Sin embargo. no 
se considera la fuerza de gravedad entre las estrellas del 
cúmulo. 

Otra forma de atacar el problema es considerar a las 
estrellas como parte de un fluido cuyo comportamiento se 
deriva a partir de la ecuación de Fokker-Planck (Binnpy y 
Tremaine 1987, §8.3). Esta ecuación describe el compor
tamiento de la función de distribución f(x,v, t), suponien
do un potencial suave y esférico. En ésta aproximación se 
consideran los términos a primer orden en expansión del 
término colisional. comúnmente llamados coeficientes de 
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difusión (Binney y Tremaine 1987, §8.3). Los efectos de 
relajación de dos cuerpos, perturbaciones de marea tanto 
del bulbo como del disco, y la fricción dinámica se intro
ducen en los coeficientes de difusión (Cohn 1985). 

A continuación mencionaremos algunos de los traba
jos donde se estudia el efecto de la fuerza de marea sobre 
los cúmulos globulares, con disstintos grados de aproxi
mación. 

1.6.2 Trabajos sobre destrucción de cúmulos glo
bulares 

Spitzer (1958) es el pionero en el campo. El introdujo 
la aproximación de impulso y la refinó con la aproxima
ción de oscilador armónico. El encuentra que para el caso 
del oscilador armónico la transferencia de energía a las 
estrellas del cúmulo ("calentamiento"), disminuye de for
ma exponencial como función del cociente entre el tiempo 
que actúa la perturbación y el período orbital de la estrella 
(Pp( P,). 

Ostriker et al. (1972), utilizan la aproximación de im
pulso, junto con la corrección adiabática de Spitzer, pa
ra estimar el calentamiento que experimenta un cúmulo 
globular al pasar a través del disco galáctico. Ellos en
cuentran que el cúmulo se comprime en dirección perpen
dicular al plano galáctico, causando un incremento en la 
energía cinética de las estrellas del cúmulo, seguido por 
una expansión. A este fenómeno se le denomina choque 
compresivo. En este trabajo aparece por primera vez el 
término de choque gravitacional. Los autores distinguen 
estre dos tipos de choques: los choque.., de marea, que se 
deben a la interacción del cúmulo con las componentes 
esféricas de la Galaxia; r los choques compresivos, que se 
deben a la interacción del cúmulo con el disco galáctico. 

Keenan e Innanen (1975) integran numéricamente el 
problema restringido de tres cuerpos. Ellos reportan dos 
radios límites para el cúmulo determinados por el sentido 
de rotación de las estrellas alrededor de éste. Las estrellas 
que giran en sentido retrógrado son las que se encuentran 
más ligadas al cúmulo; sucede 10 contrario con las que 
giran en el sentido directo (ver §1.3.4, en particular dis
cusión de las eco 3-8 y 3-11). 

Innanen (1979) da una expresión analítica para estimar 
los radios límites de la.,; órbitas directas y las retrógradas, 
como función del cociente entre ;a masa del cúmulo y de 
la Galaxia, asi como de la excentricidad de la órbita uel 
cúmulo. Encuentra. que el radio límite para las estrellas 
que giran en dirección retrógrada cs, aproximadamente, 
el doble de las que lo hacen en sentido directo. 

Kecnan (198b y 1981b) confirma lo encontrado pur Ill
nanen (1979») resolvlendo numéricamente el movimiento 
de las estrellas bajo la aproximación del problema de tres 
cuerpos restringido. Reporta que las órbitas retrógradas 
son las que mayor tiempo sobreviven en las regiones exter
nas del cúmulo. Encuentra que si la energía de ligadura 
de las estrellas (respecto al cúmulo) es mayor o igual a 
cero, éstas escapan definitivamente del cúmulo. 
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Chernoff, Kochaneck y Shapiro (1986, referido como 
CKS), usan un método semianalítico para resolver la ecua
ción de Fokker-Planck. Ellos incluyen los efectos de re
lajación de dos cuerpos, evaporación y truncamiento de 
marea, También consideran las perturbaciones de marea 
debidas al disco galáctico y a nubes moleculares masivas 
en el disco. Ellos utilizan un modelo realista para la Ga
laxia (Bachall, Schmidt y Soneira 1982, 1983) Y para el 
cúmulo un modelo de King (1966). Los autores estudian 
la evolución de la masa y la energía de los cúmulos debido 
a los procesos antes mencionados. CKS reportan que los 
cúmulos mM concentrados, y posiblemente en su etapa de 
colapso central, se encuentran a menos de 3 kpc del centro 
galáctico. Estos se pueden destruir debido a la expansión 
de sus regiones externas, que son removidas por el campo 
de marea galáctico. Para los cúmulos menos concentra
dos su destrucción es mM rápida, sin pasar por la etapa 
de colapso central. Otra de sus conclusiones es que las 
nubes moleculares no contribuyen de manera apreciable 
a la destrucción de los cúmulos. En éste trabajo sólo se 
consideran órbitas circulares para los cúmulos. 

AguiJar, Hut y Ostriker (1988, en adelante AHO), cal
culan la tasa de destrucción para una muestra de 83 cúmu
los globulares, incluyendo cuatro procesos destructivos: 
evaporación, relajación de dos cuerpos, fricción dinámica 
y choques gravitacionales, con el disco y con el bulbo. Pa
ra un cúmulo dado ellos estiman de manera analítica la 
tasa de destrucción debida a cada uno de los procesos an
tes mencionados. Para integrar las órbitas de los cúmulos 
utilizan dos modelos para el potencial galáctico, el mode
lo de Bachall, Schmidt y Soneira (1983), y el de Ostriker 
y Cadwell (1983); ellos encuentran que el bulbo es muy 
eficiente en la destrucción de cúmulos cuyo perigaláctico 
es menor a 2 kpc; seguido en importancia, por la evapo
ración, a distancias de "" 8 j¡P.c,_y_por_los_Ghoques-con 

---~el ¡¡isco galáctico. Consideran que la fricción dinámica 
es poco significativa y sólo es importante para los cúmu
los mM masivos. Ellos reportan una tasa de destrucción 
promedio de 0.5 cúmulos por Giga año (Ga). 

Uno de los trabajos que combinan dos técnicas numéri
cas diferentes para estudiar la evolución de un cúmulo, es 
el de Oh et al. (1992) y el de Oh y Lin (1992), quienes 
argumentan que el proceso dinámico más importante en 
las zonas internas de un cúmulo es la relajación de dos 
cuerpos, mientras que en las regiones externas es la fuer
za de marea. Ellos proponen analizar el comportamiento 
de las estrellas internas resolviendo la ecuación de Fokker
Planck, y el de las estrellas externas como un problema 
de tres cuerpos, donde sólo se considera el potencial del 
cúmulo y de la Galaxia. Los autores no hacen una estima
ción de la pérdida de masa del sistema, ni de los cambios 
en su energía; sólo describen el comportamiento de sus 
simulaciones. 

Vesperini (1997), utiliza el mismo método que CKS ex
plorando distintas condiciones iniciales para entender el 
efecto de los choques gravitacionales en la evolución del 
sistema de cúmulos globulares. En particular, él busca las 
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propiedades que se preservan durante la evolución del sis
tema, así como su relación con la posición galactocéntrica 
y respecto al plano galáctico. El concluye que el 60% de 
la población inicial de los cúmulos ha sido destruida. Los 
resultados de sus simulaciones, muestran que los cúmulos 
en etapa de colapso central, y los mM concentrados, se 
encuentran mM cerca de las regiones centrales de la Gala
xia, hecho que coincide con las observaciones del sistema 
de cúmulos globulares galáctico (ver Fig. 1.9c). 

La evolución estelar y la dinámica, considerando dis
tintos valores para de masa de las estrellas, ha sido con
siderada por los siguientes autores: Chernoff y Shapiro 
(1987), utilizan un método similar al de CKS añadiendo 
distintos valores para la masa de las estrellas y consideran
do su evolución estelar; ellos encuentran que la pérdida de 
masa es importante en la evolución temprana del cúmu
lo, en particular para las estrellas masivas. Chernoff y 
Weinberg (1990), resuelven la ecuación de Fokker-Planck 
considerando 20 valores para las masas de las estrellas, 
entre 60M",y 0.8M",. Los procesos que se consideran du
rante la evolución de sus modelos son: la evolución estelar, 
la relajación de dos cuerpos y el truncamiento por fuerzas 
de marea. Ellos encuentran que la segregación de masa 
aumenta la tasa de evaporación acelerando la destrucción 
del cúmulo. También concluyen que la perdida de masa 
por parte de las estrellas, durante los primeros 109 años, 
junto con los demás procesos evolutivos, ocasionan que 
los cúmulos menos concentrados y menos masivos se des
truyan durante el tiempo de Hubble. 

Spitzer (1958) ha cuantificado el efecto que los choques 
gravitacionales tienen en las regiones internas del cúmulo, 
utilizando la aproximación de impulso y una corrección 
adiabática de Spitzer. El resultado de dicha aproxima
ción, es un decaimiento ex~onencia_L(}lLla_eficiencia..-GOn-
que ¡¡¡: energía es inyectada al cúmulo como función del 
cociente de las frecuencias de oscilación de la estrella y 
del perturbador, es decir, como función del período de 
las estrellas dentro del cúmulo y del cúmulo alrededor 
de la Galaxia. Sin embargo, Weinberg (1994a, 1994b y 
1994c) muestra que es posible que una perturbación pe
queña afecte de manera considerable las órbitas de las 
estrellaR de-ntro del cúmulo. El propone ulOdelar el movi
miento de las estrellas como una combinación de oscilado
res multi-dimensionales no lineales. Esto hace posible que 
alguna de las frecuencias de oscilación sea conmensurable 
con la frecuencia de la perturbación, por lo que pueden 
entrar en resonancia, inyectando una cantidad apreciable 
de energía al movimiento de las estrellas, inclusive en re
giones muy internas del cúmulo. 

Gnedin y Ostriker (1997) calculan la tasa de destruc
ción para 119 cúmulos galácticos resolviendo la ecuación 
de Fokker-Planck numéricamente, incluyendo los siguien
tes procesos: relajación de dos cuerpos, truncación por 
fuerza de marea, choques gravitacionales con el disco y 
con el bulbo. Incluyen además de la relajación por cho
ques, que se introduce al considerar los términos a se-
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gundo orden en la variación de la energíal'. El térmi
no cuadrático generalmente se desprecia\ pero resulta ser 
más importante que el término lineal, debido a los cam
bios aleatorios que se producen en las estrellas durante 
los choques, en particular con el disco (K undié y 05tri
ker 1995). Gnedin y 05triker (1997) también consideran 
la corrección adiabática introducida por Weinberg para 
los choques con el disco y con el bulbo, Ellos proponen 
una expresión analítica para la corrección propuesta por 
Weinberg (1994a), que decae hacia regiones internas del 
cúmulo como una ley de potencias, y no de manera expo
nencial como la corrección de Spitzer. Gnedin y Ostriker 
(1997) utilizan los mismos modelos galácticos que AHO 
para calcular las órbitas de los cúmulos. Gnedin y Ostri
ker (1997) concluyen que la tasa de destrucción para el 
sistema de cúmulos globulares galáctico, es de 2 a 5 veces 
mayor que la reportada por AH O, 

Recientemente, Murali y Weinberg (1997a, 1997b) in
troducen en la aproximación de Fokker-Planck la varia
ción temporal del campo de marea debido a las órbitas 
excéntricas de los cúmulos, y al cruce de estos por el dis
co galáctico, que ocurre dos veces por período orbitaL 
Los autores llaman a este efecto calentamiento por re
sonancias. Además de este efecto también incluyen en 
su análisis la relajación de 2 cuerpos, y un espectro de 
masas para las estrellas del cúmulo. En general las con
clusiones de este trabajo es que los cúmulos aceleran su 
evolución debido al calentamiento por resonancias. Los 
resultados que éstos autores reportan son un gran avance 
para comprender la evolución de los cúmulos globulares; 
estoH resultados serán analizados y comparadoR con nues
tros resultados en el capítulo 5. 

La desventaja de resolver la evoludón de un cúmulo 
con la ecuación de Fokker- Planck, es que el potencial del 
cúmulo esta restringido a tener simetría C'Hférica. Esto 
no ocurre en los cúmulos globulares, que se deforman al 
atravezar del disco galáctico y al pasar cerca de su peri
galacticón. 

La manera natural de estudiar la evolución dinámica de 
un cúmulo globular, debido a los choques gravitacionales, 
es con una simulación de N cuerpos. En este tipo de simu
laciones, la interacción gravitarional de la..<¡ ('strellas. con 
cada una de las componentes galácticas se modela de ma
nera natural, así como la interacción entre ellas mismas. 
El impedimento actual es el costoso tiempo de CPC que se 
necesita para. su realización. En el capítulo 4 abordamos 
en detalle esta discusión. 

Uno de los trabajos que utiliza un código de :-i-cuerpos 
n(1 colisional para estudiar el comportamiento de un cúmu
lo globular. después de que' este experimenta un choque de 
marea es el de McGlynn (1990). El modela al cúmulo co
mo úna realización azarosa de un modelo de King (1966) 
con 3000 partículas. La Galaxia se representa como un 
punto ma.',a o como una distribución de King, la evolución 

12EI cambio en la energía cinética contiene dos terminas, uno lineal 
y otro cuadrático f:'n el carnbío de la veloddad: 2tl.E '" 2tl.K ::::: 
(v ·Av) + (Av)' 
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de este sistema se estudia durante dos periódos orbitales 
del cúmulo. McGlynn reporta que el cúmulo pierde cerca 
del 30% de su masa inicial, si tiene una órbita circular con 
un radio de 500 pe. 

La integración directa de un cúmulo globular con N =32k 
partículas, ha sido posible debido a computadoras dI
señadas especificamente para resolver este tipo de pro
blemas, como GRAPE-4 (Taiji et al. 1996). 

Makino (1996) estudia la evolución de un cúmulo has
ta que alcanza su colapso central y durante algunas de 
sus oscilaciones posteriores. Esto se debe al proceso des
crito en § 1.3.1. Makino (1996) reporta que el tiempo 
característico en el que ocurre el colapso en sus simulacio
nes coincide con los resultados teóricos, y con resultados 
que se obtienen al resolver la ecuación de Fokker-Planck 
(Spitzer 1987) 

Portegies Zwart et al. (1998) estudian la ev~lución de 
un conjunto de cúmulos con 32k estrellas en orblta cIr
cular alrededor de la Galaxia. Consideran su evolución 
dinámica y la estelar, La evolución dinámica se hace por 
integración directa, y la evolución estelar se calcula a par
tir de trazas evolutivas dadas por Egglenton et a/. (1989). 
Este sistema se resuelve con la computadora GRAPE-4 
(Taiji et al. ). Portegies Zwart et al. (1998), reportan que 
el tiempo de vida para los cúmulos globulares dentro de 
sus simulaciones es un orden de magnitud mayor a los que 
se reporta Chernoff y Weinberg (1990), quienes utilizan la 
ecuación de Fokker-Planck para su estudio. 

Aunque existen modelos teóricos y semianalíticos para 
modelar la evolución de un cúmulo globular, estos resuel
ven el sistema de manera aproximada porque consideran 
cada proceso evolutivo de manera aislada.. 

Las integraciones de N-cuerpos aún son prohibitivas, 
sobre todo si se desea explorar un amplio intervalo de 
condiciones iniciales con un número realista de partícu
las v durante varios períodos orbitales del cúmulo. A 
co~tinuación se define el objetivo y el plan de la tesis con 
el fin de lograr realizar este tipo de simulaciones. 

1. 7 Objetivos y Plan de la Tesis 

Lno de los objetivos de la astronomía moderna es cono
cer las propiedades iniciales del sistema de cúmulos globu
lares galáctico. En particular, el número inicial de estos. 
Para estimar este número es necesario conocer la tasa de 
destrucción asociada a cada uno de los procesos respon
sables de la evolución de los cúmulos globulares. 

En este trabajo se estudia el efecto de los choques gra
vitacionales sobre el sistema de los cúmulos globulares. 
El principal objetivo es avanzar en la comprensión de estc 
fenómeno utilizando un conjunto de simulaciones auto
consistentes para un cúmulo globular, considerando un 
campo de marca realista y con un número de partículas 
cercano al que tiene estos sistemas. 

En base a éstas simulaciones se determina la destruc
ción que han experimentado los cúmulos en la edad de 
la Galaxia debida a este fenómeno, como funclón de los 
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parámetros estructurales y orbitales del cúmulo. Armandroff T., Da Costa, G. y Zinn, R., 1992, AJ, 104, 
Para lograr una amplia comprensión del fenómeno, 164. 

así como de las dificultades teóricas y numéricas asocia- Bachall J.N., Schmidt M., Soneira R.M., 1982, ApJ, 258, 
das a su estudio, se hace una revisión de los trabajos L23. 
que en distintos grados de aproximación han analizado 
este fenómeno. Comenzamos con los trabajos de Spitzer Bachall J.N., Schmidt, M., Soneira, R.M., 1983, ApJ, 
(1958), quien considera la aproximación de impulso, con- 265,730. 
tinuando con el oscilador armónico perturbado. Seguimos Barbuy B., Bica E. y Ortolani S., 1998, MNRAS, 333, 
nuestro estudio con el sistema de tres cuerpos, consideran- 117. 
do al cúmulo en órbitas circular y excéntricas. Finálmente Bell R., 1988, en Globular Cluster System in Galaxies, 
se hacen simulaciones de N-cuerpos en un modelo galácti- IAU Symp. 126, eds. Grindlay J. y Philip D. (Kluwer 
ca esférico, con la meta de entender como es que operan Academic Publishers), p. 79. 
los choques gravitacionales con el bulbo galáctico cuando 
se incluye la autogravedad del cúmulo. El efecto del disco Binney J y Tremaine S., 1987, Galactic Dynamics (Prin-
galáctico no se contempla en éste trabajo. centon: Princenton Univ. Press). 

El plan de la tesis es el siguiente: Capriotti E. R. Y Hawley S. L., 1996, ApJ, 464, 765. 

o En el capítulo 2 hacemos una revisión de los modelos Chandrasekhar S., 1942, Principies of Stellar Dynamics 
que se han utilizado en la literatura para estudiar el (Chicago: Univ. Chicago Press). 
efecto de los choques gravitacionales. Partimos de la Chernoff D.F., Kochanek C.S. y Shapiro S.L., 1986, ApJ, 
aproximación de impulso, continuamos con el mode- 309, 183. 
lo del oscilador armónico y finalmente abordamos el C ff F 

b 
herno D .. Y Shapiro S.L., 1987, ApJ, 322, 113. 

pro lema con el problema restringido de tres cuerpos. 
o En el capítulo 3 se revisan tres modelos galácticos, Chernoff D.F. y Weinberg M.D., 1990, ApJ, 351, 12l. 

con el fin de seleccionar el más adecuado en nuestras Cohn H., 1985, en Dynamics of Stars Clusters, IAU Symp. 
simulaciones. El modelo que hemos seleccionado es 133, eds. Goodman J. y Hut P., (Dordrecht: Reidel ), 
el de Bachall Schmidt y Soneira (1983), que se im- p. 16l. 
plementa de manera analítica para facilitar el cálculo C d th K M H R B 1993 AJ 105 168 u wor '. y anson .., , , , . 
numérico del potencial y la fuerza en la simulación 
de N-cuerpos. Dickens R., Croke B., Cannon R. y Bell R., 1991, Nature, 

d 
' 351,212. 

o En el capítulo 4 se describen las dificulta es numeri-
cas involucradas en la implementación del código Con Djorgovski S. y King l., 1986, ApJ, 305, L6l. 
el cual se realizan las simulaciones de N-cuerpos, y Djorgovski S.G., 1993, en Structure and Dynamic of Glo
se compara con un código alternativo muy popular bular Clusters, eds. 2QL_S~DjorgoYBkLy_G._Meylanj 

__ enJaJiteratura,_pero.que-involucra-un-mayor·tiempo'---A·SPCS, 50, 373. 
--_., de cómputo (el código de árbol). Se discute el di-

- d I dI' f' . Djorgovski S. G. y Meylan G., 1994, AJ, 108, 4. seno e os experimentos y e os parametros 1S1COS 
involucrados. Se detalla el análisis de los resultados Djorgovski S. G., 1995, ApJ, 438, L29. 
de una simulación para familiarizar al lector con los Eggen O,J., Lynden-Bell D, y Sandage A.R., 1962, ApJ, 
parámentros más importantes en la discusión subs€- 136, 748. 
cuente. 

Elson R.A.W., Hut P. y Inagaki S., 1987, ARA&A, 25, 
o En el capítulo 5 de describen los resultados y el análi- 565. 

sis de las simulaciones realizadas, Se discuten los 
procesos del desbordameinto del lóbulo de Rache y Fall S.M. y Rees M.J., 1985, ApJ, 289, 18. 
del calentamiento por los choques gravitacionales. Se Fetter A.L. y Walecka J,D., 1980, Theoretical Mecha-
reporta la tasa de destrucción, orbital y en 1010 años, nies of Particles and Continua, McGraw-Hill Publis-
resultado de los experimentos, y se compara con los hing Company. 
reportados en la literatura, Gnedin O. Y. y Ostriker J.P., 1997, ApJ, 474, 223. 

o En el capítulo VI se presenta la discusión y las con-
clusiones más importantes de este trabajo. Harris W" 1976, AJ, 81, 1095. 
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Capítulo 2 
, 

TEORIA 

En este capítulo revisamos las aproximaciones con las 
que se ha investigado el efecto de los choques gravita
cionales sobre los cúmulos globulares. La primera es la 
aproximación de impulso, que es conceptualmente la más 
sencilla y fácil de implementar. Se continúa con el estudio 
de las correcciones adiabáticas que se hacen a la aproxi
mación de impulso. Hacemos una breve introducción a la 
teoría adiabática y a la teoría de perturbaciones, porque 
son los conceptos fundamentales en que se basan dichas 
correcciones. Estudiamos las correcciones adibáticas da
das por Spitzer (1958) y Weinberg (1994a). 

Analizamos, utilizando la teoría adiabática y la. de per
turbaciones, el comportamiento de un oscilador armónico 
perturbado por una fuerza de marea periódica, esto con el 
fin de entender la descripción del movimiento que se ob
tiene de dichas aproximaciones, así como el papel que los 
distintos parámetros juegan en su comportamiento. Es
to es sencillo de analizar debido a que su dependencia se 
muestra de manera explícita en las soluciones aproxima
das. 

La siguiente aproximación que se estudia es el llamado 
problema de tres cuerpos restringido (circular y elíptico). 
Finalmente, se discute cuales son los límites de validez 
para estas aproximaciones, y la conveniencia de realizar 
simulaciones de N-·cuerpos para lograr un modelaje auto
consistente de este fenómeno. 

2.1 Aproximación de Impulso 

La aproximación de impulso es la forma más sencilla de 
estudiar el efecto que el campo de marea galáctico tiene 
sobre las estrellas de un cúmulo globular. Spitzer (1958) 
es el primero en utilizar dicha aproximación para estudiar 
el cambio en la energía de ligadura en las estrellas de un 
cúmulo galáctico. Knobloch (1976) y Spitzer (1987, ver 
§5 de está referencia) extienden su aplicación al estudio 
de los cúmulos globulares. 

En está aproximación las estrellas del cúmulo !:.ion per
turbadas instantaneamente por la Galaxia, es decir, no 
hay cambios en la posición de las estrellas respecto al 
centro del cúmulo. La energía potencial de las estrellas 
permanece constante y sólo se considera la variación ins
tantanea de su energía cinética. 

La masa perturbadora (i\lp ) se mueve en línea recta 
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con velocidad constante, Vp . La distancia mínima entre 
la estrella y el perturbador se conoce como el parámetro 
de impacto, p. El cambio en velocidad que experimenta 
la estrella es igual al impulso que ejerce la perturbación 
(ver Fig. 2.1). Este impulso está dado por 

m,Llv = 1:00 

Fp(t)dt, (1-1) 

donde Fp(t) es la fuerza que actúa sobre la masa de la 
estrella de masa, ms. Esta fuerza se puede expresar como 
la suma de una componente perpendicular y paralela a la 
dirección de movimiento de M p, 

(1-2) 

El efecto de F~ en la integral de (1-1) se anula debido 
a la simetría del problema (recordemos que la estrella se 
considera estacionaria, ver Fig. 2.1). La magnitud de F; 
está dada por 

(1-3) 

Utilizando que ,2 = V;t2 + ¡? (ver Fig. 2.1), se puede 
cambiar la dependencia temporal por una espacial en la 
eco (1-1), que se puede reescribir como 

2Gp roo [ Mp 1 
Llv = V

p 
J

p 
.2(.2 _ p2)1/2 dr. (1-4) 

Si la masa del perturbador tiene una distribución de 
masa, distinta a un punto masa, su efecto se puede consi
derar de la siguiente forma: se define ,,(.) como la función 
cumulativa de masa normalizada a la masa total de per
turbador IvI;, y haciendo el siguiente cambio de variable, 
~ = .1 p y d~ = d. I p, entonces, Llv estará dado por (Agui
lar et al. 1988), 

(1-5) 

donde 

J(P) - ¡+= J1p(p~) de (1-6) 
= 1 ~2(E2 - 1)'/2 ,. 
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F, 

-t o +t 

Fig. 2.1.- Representación esquemática de la aproximación 
de impulso. En la parte superior se muestra la geometría del 
encuentro. La masa perturbadora, MP1 se mueve en línea recta 
con velocidad constante, VP1 mientras que la masa perturba
da se considera estacionaria. E~l la parte inferior se muestra 
la variación temporal de la fuerza perturbadora, que según la 
aproximación de impulso, es igual al área del rectángulo som
breado. 

La iiifOrmaCionsoore ¡aClistrioucionde masa der pertur
bador se encuentra en la integral adimensional f(p). 

Para perigalácticos grandes f(P) -+ 1, se tiene el caso 
donde el perturbador es un punto masa. Si se sustituye 
en la eco (1-5) se obtiene 

2GM' 
ó.v= --p 

V~w 
"' 

(1-7) 

Este resultado es semejante al que se obtiene al aplicar 
el valor máximo de Fp(t) durante un intervalo tempo
ral, -tlt :o; t :o; ó.t, donde tlt = pjVp . Esta aproxi
mación está representada por el rectángulo sombreado de 
la Fig. 2.1. 

El cambio en la energía de las estrellas está dado por 
Ó.E, = ~m,[(tlv)2 + vó.v). Sí suponemos que todas las 
estrellas tienen la misma masa, el cambio en la energía del 
cúmulo es la suma de los cambios individuales de todas 
las estrellas (Aguilar 1993), 

(1-8) 

donde < r~ > y Mel representan el radio medio cuadra
do y la masa total del cúmulo, respectivamente. En la 

CAPíTULO 2. TEORÍA 

ecuación anterior, el término vLlv no contribuye, porque 
la suma de este sobre todas las estrellas del cúmulo es cero 
(Spitzer 1958). 

El incremento de la energía cinética de las estrellas, im
plica un aumento de la energía cinética total del cúmulo, 
que bajo la suposición de equilibrio virial se traduce en un 
decremento de su energía potencial, y por tanto en una 
expansión (Spitzer 1958). 

Esta aproximación, aunque muy sencilla, nos ayuda a 
entender el comportamiento de un cúmulo globular cuan
do interacciona con alguna de las componentes galácticas. 
Sin embargo, ésta aproximación no considera el movimien
to de las estrellas del cúmulo. A continuación se describe 
la teoría adiabática que nos permite corregir, a primer 
orden, está deficiencia. 

2.2 Aproximación con la Corrección Adiabática 

En la sección anterior se considera que las estrenas no 
se mueven de manera apreciable durante el trancurso de la 
perturbación. Esto quizá sea cierto para estrellas cerca del 
radio de marea del cúmulo, pero no lo es para las estrellas 
de las regiones internas de este, que posiblemente recorren 
una fracción importante de su órbita durante el transcurso 
de la perturbación. El cambio en la energía orbital de las 
estrellas, depende del tiempo que dure la interación, en 
términos de su período orbital dentro del cúmulo. 

Si el intervalo de tiempo durante el cual transcurre la 
perturbación (Pp ), es mucho menor (pero no desprecia
ble) , que el período orbital de una estrella perturbada 
alrededor del cúmulo (P,), se dice que estamos en ellími
te impulsivo (Ppj P, < 1). 

Por otro lado, si las estrellas recorren una parte impor
tante de su órbita, o completan varios períodos de ésta, 
durante el transcurso 3ela perturbación, -estamos en el 
límite adiabático (Ppj P, > 1). 

La aproximación de impulso es el límite opuesto de 
la aproximación adiabática, razón por la cual es necesario 
hacer un replanteamiento del problema donde se considere 
el movimiento de las estrellas, que depende de su posición 
dentro del cúmulo. Esta dependencia hace que el efecto 
de la pertürbación sea menos importnntc pa.ra las estrellas 
más ligadas, que se encuentran en el límite adiabático, 
con respecto a las menos ligadas, que están en el límite 
impulsivo. 

En la siguiente sección hacemos una breve introducción 
a la teoría adiabática, y presentamos un ejemplo sencillo 
para ilustrar sus conceptos más importantes. Continua
mOS con la presentación y discusión de las correcciones 
adiabáticas propuestas en la literatura, que serán compa
radas con los resultados de la aproximación de impulso, 
y posteriormente con la aproximación del problema de 3-
cuerpos (ver § 2.4.6). 

2.2.1 Teoría adiabática e invariantes adiabáticos 

Un sistema es adiabático si el tiempo característico du
rante el cual actúa una fuerza externa es mayor que el 
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tiempo dinámico del sistema (por ejemplo, el período or
bital de las estrellas del cúmulo). 

Consideremos un oscilador línea! cuya frecuencia de os
cilación varía lentamente con el tiempo (ver §7.3, 8 y 9 de 
Percival y Richards 1989; y § 2.3 de Lichtenberg y Lieber
man 1992), 

w(>.) '" (1 + >.)wo = (1 + d)wo, (2-1) 

donde Wo y " son la frecuencia natural de oscilación del 
sistema y la amplitud de la perturbación, respectivamen
te, con A := €t. La frecuencia de oscilación tendrá un cam
bio significativo cuando ..\ ~ 1, es decir, la aproximación 
será válida para tiempos del orden de f-l. El Hamilto
niano para el oscilador armónico está dado por (Goldstein 
1980) 

(2-2) 

donde m es la masa del oscilador, q y p, es la coordena
da y momento generalizado del sistema, respectivamente. 
Utilizamos el formalismo de las variables de ángulo (O) y 
de acción (I), porque es una forma elegante de resolver 
el Hamiltoniano, que sólo será función de 1, ya que O es 
una variable periódica (Percival y Richards 1989), aun
que también se debe a que la acción está relacionada con 
los invariantes adiabáticos que discutiremos más adelante 
(ver §3.5a y §3.6 de Binney y Tremaine 1987). La solución 
de la eco (2-2) en términos de las variables de ángulo y de 
acción (O, 1) es, 

[ 
21 ]1/2 

q mW(A) sin O, 

p 
Ir} [2rnlw(A)] - cosO, 

con la función generadora 

(2-3) 

1 
51 (O, q; A) = Zmw(>.)q' cat O. (2-4) 

Sí ,\ varía lentamente con el tiempo, también lo hará w 
(ver ee 2-1). Entonces, los eamhios en pI sistema serán 
pequeños durante un período del sistema no perturbado. 

Utilizando la función generadora se puede escribir el 
Hamiltoniano en términos de las variables de ángulo ac-

_ ,L/(>') . 
Ji. (!J, l, A) = lw(),) + 2w(>.) SIn 21}. (2-5) 

Las ecuaciones de movimiento están dadas por 

iJK 'w'(A) . 
8I = w(>.) + 2w(A) SIn 21}, 

j 
8K ,j(A) 

-00 = w(>.) oos20, (2-6) 

donde uJ' es la derivada temporal de uJ. La solución se ob
tiene al resolver numéricamente el sistema de ecuaciones 
(2-6) . 

Una solución analítica, aproximada, se obtiene por me
dio de la teoría de perturbaciones1 . Expresamos las va
riables O(t) e l(t) en series de potencias de, (amplitud de 
la perturbación), 

O(t) = O(O)(t) +,O(1)(t) + 0(,2) 

l(t) = ¡(O)(t) + d(1)(t) + 0(,2) (2-7) 

Sustituyendo en la eco (2-6) e igualando los términos del 
mismo orden en f, se puede obtener una solución aproxi
mada al orden deseado. En particular, para la solución a 
primer orden se tiene 

l(t) 

O(t) 

lo [1 - H:: sin20(0) - ~~ sin 200) ] + 0(,2), 

= 0(0) _ ~ (w' c0820(0) _ w~ C08200) + 0(,2). 
4 w2 w5 

(2-8) 

En este caso w(,t) = (1 + ft)wo y w' = '. Por ejemplo, 
si consideramos las siguientes condiciones iniciales: ¡(O) = 
10=1, wo=l y 00=0. El valor de 0(0) se obtiene de integrar 
para O la eco (2-6) a primer orden en " de donde se 
obtiene, 

= 

(2-9) 

Sustituyendo f'stas condiciones iniciales en (2-8) y con
siderando los solamente los términos a primer orden se 
tiene, 

I (t) 1 - ~ [ 1 J2 sin(2t + ,(2)] , (2-10) 
2 (1 + El 

O(t) El2 1[ 1 2 1 t + ~ - - cos(2t + <1 ) - 1 . 
2 4 (1 + El)' 

(2-11) 

La evolución temporal ele e e 1 se muestra en la Fig. 2.2. 
La línea sólida y la de trazos representan la solución 
numérica y la solución a primer orden, respectivamente. 
La solución numérica se obtiene al integrar numéricamen
te la eco (2-1). En la figura se muestran los resultados 
para los valores de ,=1,0.5 Y 0.1. El comportamiento de 
ambas soluciones (numérica y a primer orden), para las 
variables e e 1 es muy parecido. La solución a primer or
den converge al resultado numérico conforme disminuye 
el valor de f. Esto se puede observar en la diferencia r~B 
(6rms , para cada valor de f en e e 1) entre la solución a 
primer orden y la numérica. La diferencia rms entre f=l 
y ,=0.1 es de dos ordenes de magnitud. 

1 En § 2.3 se discute en dl"talle la teoría de perturbaciones. Aquí sólo 
se pretende dar una visión cualitaü .... a df>l método. 
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Fig. 2.2.- Evolución temporal de las variables de ángulo y 
acción, O(t) e I(t), para los valores de , = 1, 0.5 Y 0.1. En 
ambos casos, la línea punteada representa la aproximación a 
primer orden, y la línea sólida la solución numérica. 
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Fig. 2.3.- En (a), (h) y (e) se muestra la evolución de 
las coordenadas p y q, para tres valores de la perturbación 
t:=1, 0.5 y 0.1, respectivamente. La línea sólida representa la 
solución numérica y la punteada la aproximación analítica a 
orden cero. En (d) se muestran 3 intervalos temporales de la 
evolución del sistema dado por la ec.(2-3) para t:=O.l. Vemos 
que las curvas casi se cierran formando una elipse, por lo que 
se puede decir que el movimiento es "casi" adiabático. 

La ventaja de la solución a primer orden (ec. 2-10 y 
2-11), es que en ella se puede estudiar la solución cono
ciendo la dependencia de las variables involucradas, cumo 
son: la frecuencia, la amplitud de la perturbación y el 
tiempo. Por ejemplo, el amortiguamiento en la oscilación temporales para la solución numérica para e:=O.l. En los 
de la variable 1, se puede apreciar en la eco (2-10) por su intervalos que hemos seleccionado las curvas casi se cie
dependencia con el tiempo (~t-2). Para la variable (J el rran, formando, aproximadamente, una elipse. El área 

---'compnrt=iento secular está-determinado por los térmi::---dentro--de-la-elipse;--dacla-¡mr2Jrltt)-(ver Fig.-2:2pac ' 
nos de la eco (2-11), que muestran una dependencia con t ra <=0.1), es aproximadamente, constante en el intervalo 
y t2. temporal que hemos graficado. Esto es una consecuencia 

del comportamiento adiabático. El comportamiento a primer orden para p y q se obtiene 
a partir de las ecuaciones (2-3), (2-10) Y (2-11), 

q(t) = ( 
2 \ 1/2 

~ 1 sin(t+<t2 /2), 
\ ~ -¡ tIJ J 

(2-12) 

p(t) = (1 + <1)'/2 cos(t + <12/2). (2-13) 

En las Fig. 2.3a, 2.3b y 2.3c se muestra el comportamiento 
de ls solución dada por el sistema (2-12) y (2-13), con la 
solución numérica, para los valores de €:::::;1, 0.5 y 0.1, res
pectivamente. La línea sólida es la aproximación numéri
ca, y la línea de puntos la aproximación a primer orden. 

Para la amplitud <=1 (Fig 2.3a), la aproximación 
analítica muestra un mayor amplitud en su movimento 
(línea de trazo) que la solución numérica. La amplitud 
de está oscilación disminuye para las amplitudes <=0.5 y 
0.1. En particular, para <=0.1 la separación entre ambas 
soluciones es tan pequeña que se ven como una sola (ver 
Fig. 2.3c). 

En la Fig. 2.3d, hemos graficado distintos intervalos 

En este caso 1 varía alrededor de su valor inicial. Si 
está variación se encuentra acotada, se dice que 1 es un 
invariante adiabático (Weinberg 1994a). 

Este ejemplo corresponde a ün oscilador armónico don
de la constante k (w5 = k/m) del resorte varía lentamente 
con el tiempo. Esto es semejante a suponer que el po
tencial que experimenta una estrella dentro del cúmulo 
está variando lentamente, debido a! desplazamiento del 
cúmulo en su órbita alrededor de la Galaxia. 

En este ejemplo se ha utilizado la aproximación adiabáti
ca « --+ O) Y la teoría de perturbaciones. Ambas herra
mientas se pueden utilizar para estimar el efecto que los 
choques de marea tiene en las regiones internas de un 
cúmulo globular. 

2.2.2 Corrección adiabática 

Spitzer (1958), añade a la aproximación de impulso una 
corrección que toma en cuenta el movimiento de las es
trellas dentro del cúmulo durante su interacción con el 
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perturbador. Esta corrección se hace entre el interva
lo transición de la aproximación de impulso al régimen 
adiabático. 

Si las estrellas son perturbadas por una masa Mp que 
se mueve en línea recta con velocidad Vp (ver Fig. 2.1), 
la dependencia temporal de la perturbación se obtiene a 
partir de (3-1) sustituyendo la variable espacial por la 
temporal con, r = (V.t2 + p2)1/2, de donde se tiene que, 

( 

22)_3/2 
fv(t) = 1 + V;: (2-14) 

Spitzer (1958) encuentra, partiendo de una análisis per
turbativo, que el incremento de la energía del cúmulo 
está dado por 

(2-15) 

donde A.(¡3) es la corrección que se introduce debido a la 
duración finita de la perturbación y es conocida como la 
correccion de Spitzer. Esta corrección está dada por 

(2-16) 

donde L~l Ly Y L z son las correcciones en cada una de las 
variables espaciales. Dadas por 

Lx(¡3) 
Ly«(3) 

Lz(G) 

[¡3Kl (¡3) + ¡32 KO(¡3)]2 + [¡32 K 1 (¡3)]'(2-17) 

[132 no (a)f + [¡J2 K¡ (,J)f. (2-18) 

[;31'1(;3)]', (2-19) 

donde Ka Y Kl son las funciOIlPS modificadas de Bessel 
(Arfken 1985); i3 es el parámetro adiabático, que es una 
medida relativa entre el tiempo que dura la interacción y 
el período de las estrellas. Este parámetro se define como 

(2-20) 

donde W s y rCJ:/ son la frecuencia angular de rotación, y el 
radio de giro de la estrella alrededor del cúmulo. 

La eco (2-15) es semejante a la ee. (1-8), excepto por 
el factor A, (3). Este factor nos da una medida de los 
efectos que la perturbación tiene en las regiones internas 
del cúmulo. A este factor se le conoce como la corrección 
adiabática de Spitzer. Con está aproximación es posible 
cuantificar los efectos de la perturbación en las regiones 
internas del cúmulo. En E',,-,t~_ ::'\,proximación el movimien
to de las estrellas se supone como un oscilador armónico 
unidimensional. 'Veinberg (1994a) hace notar que está es 
una aproximación demasiado idealizada, porque sólo con
sidera un grado de libertad para el movimento de las estre
llas, y que en este caso el cambio de la acción disminuye 
de manera exponencial como función de la amplitud de 
la perturbación, /:;,1 = O(e-et,/,). Si la variable de ac
ción permanece invariante ante la perturbación, entonces 

se dice que es un invariante adiabático (Goldstein 1980, 
§ 11.7). Esto es cierto mientras /:;,1 dependa exponencial
mente del la amplitud de la perturbación. 

Weinberg (1994a) propone modelar el movimiento de 
las estrellas, dentro del un cúmulo globular, como una 
combinación de osciladores multidimensionales Do-línea
les, y si alguna de las frecuencias de estos osciladores pue
de es conmensurable con la frecuencia de la perturbación, 
pudiede haber resonancias en el sistema. El efecto de es
tas resonancias puede ser importante, aún para valores 
pequeños de la perturbación. Si esto sucede los invarian
tes adiabáticos no se conservan, hecho que al promediar 
sobre todo el cúmulo afecta de manera apreciable su evo
lución. 

Gnedin y Ostriker (1997) dan una forma funcional para 
la corrección propuesta por Weinberg (1994a), encontran
do que la energía decae como una ley de potencias2

, 

( 
¡32) -3/2 

Aw(¡3) = 1 + 4" (2-21) 

En la Fig. 2.4 se compara el comportamiento de la co
rrección de Spitzer (línea de trazos) y la de Weinberg 
(línea sólida) como función de ¡3. Ambas aproximacio
nes son muy parecidas hasta valores de ¡3 ~2, después 
de dicho valor la corrección de Spitzer decae rápidamente 
(ex e/3), de tal suerte que para ¡3=1O ésta corrección es 
menor por ~ 4 ordenes de magnitud que la de Weinberg. 
Ambas aproximaciones, de Spitzer y de Weinberg, tienen 
el mismo efecto en las regiones externas del cúmulo, pero 
p~ la de 'Veinberg la que mayor repercmlión tiene en la~ 
regiones internas de este. 

En ninguna de las dos correcciones se considera el efec
to de una peturbación periódica. Para los cúmulos globu
lares la perturbación tiene un comportamiento periódico 
con el bulbo y el disco galáctico. Con este último, dos 
veces por periódo orbital. 

A continuación estudiamos el comportamiento de Un 
sistema que es perturbado de manera periódica, buscando 
entender el efecto que las resonancias tienen en su evolu
ción. Se obtienen sus soluciones analíticas aproxinladas, 
a primer y segundo orden. Se camparán con la solución 
numérica. Destacamos la utilidad de las aproximaciones 
analíticas para entender el comportamiento del sistema, 
dentro de los límítes de validez de está aproximación. 

2.3 Oscilador Armónico Forzado por una Fuerza 
de Marea Periódica 

En el siguiente püso de nuestra aproximación, supone
mos que las estrellas dentro del cumulas. inicalmente se 
mueven bajo la influencia de un potendal armónico. Las 
estrellas en este potencial se mueven con una frecuencia 
natural de oscilación Wo. Las estrellas en este potencial se 

2Gnedin y Ostriker (1997) sólo dan la forma funcional de ésta aproxi
mación refiriendo a un articulo en preparación, por lo que no queda 
clara su justificación. 
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Fig. 2.4.- Correcci6n adiabática de Spitzer y Weinberg como 
función del parametro (3. Ver discusión en el texto. 

sometena a una perturbación periódica, Ft . La ecuación 
de movimiento para este sistema está dada por, 

.. 2 F. x+wOX = b (3-1) 

donde Ft tiene la siguiente forma, 
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... 

Fig. 2.5.- Representación esquemática del oscilador 
armónico forzado por una fuerza de marea periódica. El re
sorte representa el comportamiento armónico del potencial del 
cúmulo, el cual es perturbado por una fuerza de marea pe
riódica, de amplitud l'.. y periódo Pp, 

término armónico está dada por 

(3-4) 

Para estimar si es correcto utilizar la teoría de per
turbaciones hemos calculado algunos valores de la expre-

con (3-2) sión (3-4). Para una estrella en rh, </w; tiene un va-
__ loLd<L2.23)Ü O=3,_y __ en_Tt-d<LO.48_( con_G=1,_7:h",,5_pc, 

La dependencia líneal en x, es igual a la presentada por M./Mc=1.43x10', p/rh=400 Y rtlrh ~6). En ambos ca
Spitzer (1958). La amplitud de la perturbación está dada sos </w; < 1, de donde se concluye, que los resultados 
por <. La dependencia temporal de la ecuación (3-2) es de la teoría de perturbaciones serán una buena aproxima
la más sencilla que introduce un comportamiento periódi~ ción para describir el comportamiento del sistema en el 
ca para la fuerza externa. En la Fig. 2.5 se muestra la intervalo (rh-r,). 

F, = <xf(t), f(t) = sen(wpt). 

representación esquemática de este sistema. El límite de validez de ésta aproximación se puede ob-
Como el sistema (3-1) no tiene solución analítica, tener de, 

su comportamiento se tiene que estudiar por métodos M.lp' < 1 
2 ' 

(3-5) 
numéricos. 

La teoría de perturbaciones se puede aplicar si la ampli
tud de la perturbación es pequeña « --) O), y si el sistema 
no perturbado tiene solución analítica (Lichtenberg y Lie
berman 1992, Cap. 2). Esto implica que la amplitud de 
la perturbación, <, debe ser pequeña respecto al cuadrado 
de la frecuencia angular de la estrella (w~, conocido como 
término armónico). La amplitud de la fuerza de marea 
está dada por 

GM. 
E = --3-' 

P 
(3-3) 

donde Mp es la masa del perturbador y p la distancia 
mínima entre el cúmulo y el perturbador. 

La importancia del término perturbativo, relativa al 

W, 

despejando w obtenemos su valor límite 

{M; 
WIímite > V p3 = 0.047. (3-6) 

Utilizando la relación entre la frecuencia y el radio de la 
órbita, y suponiendo que es una órbita circular para la 
estrella, donde Ws = r-;3/2, obtenemos el valor límite para 
el radio, 

rlímite < ~/3 = 7.6rh. (3-7) 
M. 

De lo anterior vemos que es posible resolver la eco (3-1) 
utilizando la teoría de perturbaciones. 
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A continuación resolvemos el sistema (3-1) utilizando 
la teoría de perturbaciones y comparamos el resultado con 
la solución numérica del sistema. 

2.3.1 Solución por teoría de perturbaciones 

El primer paso para encontrar la solución por teoría de 
perturbaciones es expresar la variable X, como una expan
sión en series de potencias de , (Spitzer 1958), 

(n) _ + + 2 + n X - Xo fX} f X2 .•. f X n 1 (3-8) 

donde sustituyendo en eco (3-1) e igualando términos del 
mismo orden en € se obtiene el siguiente sistema de ecua
ciones, 

.. 2 
Xo + WOXo 
.. 2 
Xl +WOX¡ 
•• 2 
X2 + WOX2 

= O 
= xosin(wpt) 

x, sin(wpt) 

(3-9) 

(3-10) 

(3-11) 

De esta forma podemos encontrar la solución al orden de
seado en e, usando el método de variación de parámetros 
(Davis 1981). Las aproximaciones sucesivas X n estarán 
dadas por 

x(')(t) 

X(l)(t) 
:ro + ex! 

-Aowo sin(wot) + Bowo cos(wot) 

+ ,{[A; (t) cos(wot) + B; (t) sin(wot) 

+ wo[-A,(t)sin(wot) + B,(t) cos(wot)J}. 
(3-20) 

donde Al y BI son las derivadas temporales de los coefi
cientes A, y B" 

De igual forma la solución a segundo orden para x y x 
está dada por 

X(2)(t) = Xo + 'Xl + ,2X2 

X(2) (t) = Ao cos(wot) + Bo sin(wot) 

X(2)(t) 

x(2)(t) 

+ ,[A,(t) cos(wot) + B, sin(wot)] 

+ ,2[A2(t) cos(wot) + B2(t) sin(wot)], 
(3-21) 

Xo + EX1 + f 2X2 

x(I)(t) + ,2 {[A; (t) cos(wot) + B;(t) sin(wot) 

+ wo[-A2(t) sin(wot) + B2(t) cos(wot)]} , 
(3-22) 

xn(t) = An(t) cos(wot) + Bn(t) sin(wot), (3-12) con A2 y B 2 dados por 

con las variables An y Bn dadas por 

-fa' sin(WpT) sin(WOT)Xn_I(T)dr,(3-13) 

lo' sin(WpT) COS(WOT)X n _, (T)dT. (3-14) 

A orden cero encontramos que Aa Y Ea son independien
tes del tiempo y constituyen la solución al sistema ho
mogéneo: 

x(O)(t) = IO = Aocos(wot) + Bosin(wot). (3-15) 

Para obtener la solución a primer orden es necesario co
nocer Xl, que está dado por 

Xl(t) = A,(t) cos("'ot) + B,(t)sin(wot), (3-16) 

con A, y B, dados por 

A,(t) = _ lo' sin(wpT)sin(woT)xO(T)dT, (3-li) 

8, (t) = l' sin(WpT) COS(WoT)Xo(T)dr. ( 3-18) 

La solución a primer orden para x y x. están dadas por 

Xo + (Xl 

Ao cos(wot) + Bo sin(wot) 
+ f[A, (t) cos(wot) + Bl (t) sin(wot)], 

(3-19) 

A2(t) = -1' sin(WpT) sin(WOT)XI (T)dT, (3-23) 

(3-24) B2(t) = lo' sin(wpT) cos("'Or)xl(T)dT, 

respectivamente. A~ y B~ son ::;us derivadas temporales 
correspondientes. 

En §2.3.3 comparamos los resultados de x(l) y X(2) con 
la solución numérica, para un amplio intervalo de frecuen
cias y amplitudes de la perturbación. 

2.3.2 Solución numérica 

La solución numérica se obtiene integrando la ecuación 
(3-1). Esta se realizó con el método de Bulirsch- Stoer 
(Press et al. 1992), que utiliza un integrador Runge-Kutta 
de 4° orden. Esta rutina controla los errores de trunca
miento en la solución, ajustando el paso de integración. 
También tiene una rutina de interpolación para optimizar 
el tiempo en que se converge a la solución. 

El cálculo de la integración numérica se realizó con un 
código en FORTRAN. Los cálculos se hicieron en doble 
precisión en una maquina SPARC 20. 

Las condiciones iniciales que se utilizaron, en posición 
y velocidad, son: 

A) I = O Y :i; = 1 (línea sólida en las Fig. 2.6-2.8. ). 

B) x = 1 y x = O (línea de puntos y trazos en las 
Fig.2.6-2.8.). 
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En cada caso se consideran los siguientes valores para 
la amplitud de la perturbación: E = 1, 0.5, 0.1 Y 0.01. 
Los valores considerados para wp son de: 0.0l, 0.1, 0.3, 
0.5,0.7,0.99,1.5,2 Y 10. En todos los casos la frecuencia 
natural del sistema es de wo=1. 

Con estas condiciones iniciales es posible estudiar el 
comportamiento en el límite adiabático y el impulsivo, 
así como la transición entre ellos. También es posible 
estudiar su comportamiento para distintos valores de la 
perturbación. Hemos utilizado dos condiciones iniciales, 
en posición y velocidad, para mostrar que los resultados 
son independientes de ellas. 

En las figuras 2.6 y 2.7, se muestra la solución numérica 
de la eco (3-1) para E=l y 0.5, Y para los nueve valores de 
wP ' respectivamente. En la Fig. 2.6a y 2.7a se muestra la 
solución el espacio fase y en las figuras 2.6b y 2.7b la evo
lución temporal de la variable espacial X. En está figura 
se muestra el comportamiento de la perturbación (línea 
de trazo corto). 

En la Fig. 2.8, se muestra la solución en el espacio fase 
para las amplitudes E=O.l y 0.0l. Para estos valores de 
la amplitud no se muestra la evolución temporal de x, 
debido a que en la mayor parte de los valores de wp , no 
hay variaciones importantes en su comportamiento. 

En las Fig. 2.6a, 2.7a y 2.8, el intervalo temporal grafi
cado es de 80 períodos del oscilador no perturbado. Aun
que en algunos casos la trayectoria se sale del intervalo 
espacial graficado, es posible dar una descripción de su 
comportamiento, que en estos casos coresponden a reso-

CAPíTULO 2. TEORÍA 

que parece indicar que la perturbación inyecta energía pe
riódicamente en el sistema, haciendo que la amplitud de 
oscilación aumente como función del tiempo. Especifica~ 
mente con el período del perturbador. 

Para wp=0.5 y 0.7, el oscilador pasa por varias tran
siciones que no parecen ser periódicas. Sin embargo, su 
amplitud de oscilación se encuentra acotada en el espa
cio fase. Este tipo de comportamiento se le conoce como 
intermitencia 3 . Esta es una solución no periódica del sis~ 
tema, que en este caso es estable, que como veremos en 
los resultados de la Fig. 2.9, la amplitud de su oscilación 
no crece como en el caso de wp =O.Ol, 0.1 y 0.3. 

Para las wp = 0.99, 1.5 y 2, los osciladores entran en re
sonancia con el perturbador desde sus primeros períodos. 
El oscilador tiende a adoptar la frecuencia de oscilación 
del perturbador. 

Para wp = 10, el oscilador casi no es afectado por la 
perturbación, porque esta oscila tán rápido que en pro
medio su efecto se anula. Aún así, el efecto na se anula 
del todo, y se manifiesta como una ligera variación en su 
amplitud de oscilación. 

Amplitud de perturbación mediana (E=0.5) 

Para wp= 0.01, 0.1, 0.3, 0.5 Y 0.7, su amplitud de os
cilación muestra una modulación que es máxima cuan
do la aplitud de la perturbación alcanza su máximo (ver 
Fig. 2. 7b). Por su comportamiento en el intervalo tempo
ral que se gráfica, esta parece ser una solución periódica 
y estable del sistema. 

Para la wp =0.99, la amplitud de su oscilación aumen
En las Fig. 2.6b Y 2.7b el tiempo grafic~do se indica ta continuamente hasta entrar en resonancia con la per-

en el recuadro derecho Junto con la frecuencIa correspon- turbación. El oscilador tiene la misma frecuencia de la 

nancias. 

diente .. El intervalo temporal, pru;a .estas ~r~ficas, fué el perturbación, pero con un desfasamiento de 7r /2. Para la 
~~~neCeSafl? ~ara resaltar las caractenstIcas mas lm:Rort@t~§~-cvp=---1-:5-el-oscilador-no-entra-en-resonancia-como-en--la:-

del movImIento en cada uno de los casos. amplitud anterior (E= 1), y al parecer tiene un comporta-
Como en todos los casos, el comportamiento para las miento intermitente, porque su comportemiento no parece 

condiciones iniciales, A y B, es muy parecido, por lo que ser periódico. 
no haremos referencia especifica a ninguna de ellas, sólo Para la wp =2 el oscilador, igual que para €=1, entra en 
describiremos el movimiento general que ambas presentan. resonancia con la perturbación. 

A continuación se discute en detalle los resultados como 
función de la amplitud de la perturbación. 

Amplitud de perturbación fuerte (E=l) 

Para las frecuencias wp =O.Ol, 0.1 y 0.3, (Fig. 2.6b), la 
amplitud de oscilación aumenta como función del tiempo, 
alcanzando su máximo cuando la amplitud de la perturba
ción es máxima. Después de está transición, la amplitud 
del oscilador se queda con una amplitud mayor a la que 
tenía antes de que la perturbación alcanzara su máximo. 
El oscilador continua con un comportamiento, aproxima
damente armónico durante ~ 6, 3 y 1.5 períodos, respec
tivamente. Antes de que la amplitud de la perturbación 
alcanze nuevamente su máximo, aumentando su amplitud 
de oscilación. Esto significa que la respuesta del oscilador 
es función de la fase del perturbador, y esta aumenta ca
da vez que la amplitud de la perturbación es máxima, los 

Para la wp =10, como ya se se vio en la amplitud an
terior, la oscilación del perturbador es tan rápida, que 
su efecto en promedio se anula. La amplitud de la per
turbación es la mitad que la del oscilador, razón por la 
cual su efecto disminuye considerablemente respecto a la 
amplitud anterior (E= 1). 

Para ésta amplitud, se tiene un comportamiento adiabáti
co cuando wp/wo < 1. 

Amplitud de perturbación débil (E = 0.1 Y 0.01) 

Para estas frecuencias no se muestra explícitamente el 
comportamiento temporal de x, porque los efectos de la 
perturbación sólo son importantes para algunos valores de 
wp . 

3Este es un comportamiento que ocurre es sistema dinámicos no li
neales, y que fué descubierto por E. Lorenz (1963). 
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Para <=0.1, el efecto que la perturbación tiene sobre 
su amplitud de oscilación es muy pequeño. 

Las trayectorias en el espacio fase casi no muestan cam
bios. Para wp=O.Ol, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 Y 10 los cambios en 
las trayectorias son apenas apreciables. Lo mismo pode
mos decir para f=O.l, aumentando el caso de wp =O.99 y 
1.5. 

Para wp =0.99, para <=0.1 y 0.01, el intervalo en fre
cuedas que abarca la resonancia en """p=l disminuye, por 
lo que es posible conocer su comportamiento. El ancho 
de la resonancia, ó'w, se define como (~larion y Thornton 
1988), 

8w '" 27I"W Eórbaa, 

D..E(por periodo) 
(3-25) 

Para LI.'p=2, el comportamiento es resonante para am
bas amplitudes. El efecto de la perturbación para <=0.01 
sólo se manifipsta por la resonancia en wp =2. 

En resumen, la amplitud de la perturbación juega un 
papel importante en el comportamiento del sistema por
que ésta amplifica el efecto de la') resonancias. Así mismo, 
la amplitud del oscilador está en función de la amplitud y 
frecuencia de la perturbación, que permite distintos tipos 
de comportamiento para un sistema dado. 

En particular, cuando la amplitud de la perturbación 
es considerable, la amplitud de la oscilación, para algu
nas frecuencias, aumenta como función del tiempo, de tal 
forma que la energía del oscilador aumenta de manera 
continua. 

2.3.3 Comparación de la solución numérica y las 
aproximaciones analíticas. 

Para estimar el intervalo de frecuencias en que es váli
do utílízar la aproximación a primer y segundo la hemos 
comparado con la solución numérica, en particular para 
la energía. 

Comparación de la energía 

Las aproximaciones analíticas, a primer y segundo or
den, se comparan con la solución numérica durante 300 
períodos correspondientes al sistema no perturbado. Esto 
se hizo para que los experimentos en el rég;imen impulsivo, 
experimenten más de una fase completa de la perturba
ción. 

Los cocientes iniciales, entre las frecuencias de pertur
bación y del oscilador, están en el intervalo de 10-3 ~ 
Wp/wQ ~ 103

. La posición y velocidad inidales, para la 
solución numérica son: x::::::O y x= lo 

La soluciones aproximadas se obtienen sustituyendo los 
valores de Wo. wp , < Y t en las eco (3-19) y (3-20), para la 
solución a primer orden; yen (3-21) y (3-22) a segundo 
orden. 

En las Fig. 2.10 Y 2.11, se presntan los cambios en la 
energía por período de oscilaCIón, como función dci cocien
te ~'pl.¡Jo. Los resultados se muestran después de cada 30 
períodos del parturbador, hasta llegar a los 300. Este se 
encuentra indicado en el lado derecho de cada gráfica. En 
la Fig. 2.10 se presentan los resultados para <=1 y 0.1, Y 
en la Fig. 2.11 para <=0.01 y 0.001. 

Los diferentes estilos de líneas de las Fig. 2.9 Y 2.10, 
muestran la variación de la energía para la solución 
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Fig. , ~.11.- Comp~ación de .las aproxim~~iones, a primer (línea sólida) y segundo orden (línea de puntos), con la solución 
numeIlca, con el parametro de lDcompletez t (ver texto para detalles). Se muestra la comparación para distintos valores de la 
amplitud de la perturbación t, la cual se indica en la parte superior derecha de cada panel. 

numérica (línea continua gruesa) y las soluciones aproxi
madas, a primer y segundo orden (línea continua delgada 
y de puntos, respectivamente). 

En todos los casos, las tres curvas tienen el mismo com
portamiento en el régimen impulsivo (wpJ Wo --7 00). En la 
región adiabática (wp J Wo --7 O), las tres curvas difieren en 
su comportamiento para valores grandes de la amplitud 
de la perturbación. 

Para €=1, la solución numérica presenta un comporta
miento sumamente complejo, en particular si wp/wo --+ O, 
donde la energía, en algunas frecuencias, aumenta su va
lor COlllO [unción eld t,iempo. La ~ulucióIl a primer uruen 
coincide con la solución numérica, para log(wpJwo) ",; 0.5, 
Y la solución a segundo orden para 10g(wpJwo) ;:: l.5. En 
este caso, como ya habiamos visto en la § 2.3.2, el osci
lador experimenta transiciones en su amplitud de oscila
ción, así como de su energía como función del período de 
la pertubación (intermitencia). 

Para € < 1 la zona de convergencia entre las soluciónes 
a primer y segundo orden, y la solución numérica, se ex
tiende del régimen impulsivo hacia el adiabático, coinci
diendo con el comportamiento del oscilador, que se ob
tiene numéricamente, en sus características más notables. 
Algunas de ellas son: la resonancia en wpJwo=2, la pen
diente (de la solución numérica) y la magnitud de cambio 
en su energía. 

En particular, la aproximación a primer orden para 

€ ::5 0.1, coincide de manera satisfactoria con la solución 
numérica. En este caso la aproximación a segundo orden 
divergerge del resultado numérico en la región adiabáti
ca. Esto se explica al examinar los coeficientes A2 (t) y 

~2(t), así como sus ClerivaClas, que muestran téfminos ae --
la forma w;m, que para valores de m entre 2 y 6, que 
para wp -t O, tiene un comportamiento divergente. Este 
problema es conocido como el problema del denominador 
pequeiio, que es lo que ocasiona el comportamiento diver
gente en las aproximaciones analíticas (ver § 2 y § 2.1b 
de Lichtenberg y Lieberman 1993). Este comportamien
t.o, en las SOI11donf'!s, a primer y segundo orden, muestra 
claramente las limitaciones de la teoría de perturbaciones. 

Como ya hemos dicho, el incremento en la energía del 
oscilador es función de E. Para E= 1 el incremento de la 
euergía está entre 10-4 y 10-1 , para E=O.l entre 10-3 y 
10-9 , para <=0.01 entre 10-4 y 10-9 y para E=O.OOl entre 
10-5 y 10-12 . Para los valores de E <1, el incremento en 
la energía para cocientes de las freciencias wpJwo < 2, es 
pequeña. Sin embargo, para wpJwo > 2, la energia del 
oscilador cambia lentamente con el tiempo. 

Como función del tiempo (ver Fig. 2.10 y 2.11), la so
lución a segundo orden diverge del la solución numéri
ca. Por ejemplo, para <=0.01, el intervalo en que di
cha aproximación converge en el régimen impulsivo hasta 
log(wpJwo) ~ -004, para t=30, y del régimen impulsivo 
hasta 10g(wpJwo) ~ 0.6, para t=300. Vemos que el in-
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tervalo de convergencia para la soludón a segundo orden 
disminuyó en 0.8 ordenes de magnitud en 270 unidades 
de tiempo. 

El incremento de la energía, en la región adiabática, 
para todos los casos tiene un comportamiento aproximado 
de t:.E - (wp/WO)2 Pp' 

Comparación entre las soluciones 

Para dar una medida cuantitativa de la similitud en
tre las solución, aproximada, a primer y segundo orden, 
COn la numérica se utilizó el parámetro de incompletez, i 2, 
que nos permite comparar el comportamiento entre am
bas soluciones durante el intervalo de tiempo considerado. 
Este parámetro se define de la siguiente forma (Binney y 
Spergel 1982), 

;2 = 2:;".1 {w5[t:.xn (t,lF - [t:.Vn (t,)j2} 

2:;:'1 {W5[Xnum (t,)]2 - [Vnum (t;)j2} ' 
(3-26) 

donde N es el número de puntos muestreados donde se 
comparan las soluciones analíticas (a primer y segundo 
orden) y la numérica, en un intervalo de tiempo dado; 
.ó.xn = xn - X num y .ó.vn = vn - Vnuml con n = 1,2 el 
orden de la aproximación de que se trate. La ecuación (3-
24) es una medida de la desviación cuadrática media entre 
la solución numérica y la solución analitíca. Este procedi
miento tiene mayor validez estadística de la que se obtiene 
al comparar sólo los puntos finales de cada solución. 

El tiempo que se comparan las soluciones es de 2 veces 
el período de la perturbación (2 x 2" /wp ). El intervalo 
temporal entre los puntos rle comparación está dado por, 

2 x Período 
t:.t = ----:c,---

.i.'l 

2 x 2" 
.Nwp • 

(3·27) 

Los resultados de i 2 para las aproximaciones, a primer 
y segundo orden (línea sólida y de puntos) se muestran 
en la Fig. 2.11. En cada uno de los paneles Re nlUP.stran 
los resultados para los valores de , = 0.1, 0.01, 0.001 Y 
0.0001. El número de puntos para cada valor de wp(wo es 
de 104 . En esta figura se puede comparar, para cada valor 
de " con los de las Fig. 2.9 Y 2.10 para t- 30. porque el 
intervalo de comparación no abarca las 300 unidades de 
tiempo que se muestran en dichas figuras. 

En la Fig. 2.11 hay más de 80 órdenes de magnitud en 
la variación de los valores de i 2 . Esto puede parecer sos
pechoso, si consideramos que la precisión numérica con la 
que se realizan las operaciones sólo tiene 16 cifras signi
ficativas. En este caso, cada valor de i2 sólo depende del 
la solución numérica y de la solución analítica (a primer 
y segundo orden), para carla valor de wp/"-'o. 

En la Fig. 2.11 veIllOS que la solución a segundo orden 
es la que menos se desvía de la solución numérica en el 
régimen impulsivo, porque es la que muestra los valores 
más pequeños para i 2 . Los intervalos en que mejor con
vergen las soluciones analíticas, para cada valor de t, son: 
100 < wp/wo < 1000 para, = 0.1. 30 < wp/wo < 1000 

para f = 0.01, 10 < wp/wo < 1000 para f = 0.001 Y 
0.3 < wp/wo < 1000 para, = 0.0001. Después de estos 
intervalos la solución a segundo orden diverge más rápido 
que la solución a primer orden. Sin embargo, sigue siendo 
la que mejor coincidencia tiene con la solución numérica. 

La rápida divergencia de la solución a segundo orden 
se debe, como ya se menciono en la sección § 2.2.2, a la 
dependencia que tienen los coeficientes: Al y El a primer 
orden; y A2 Y B2 , a segundo orden, con la frecuencia de la 
perturbación. Los coeficientes a primer orden tienen una 
dependencia de _ W;l y w;2, y a segundo orden _ W;4 
y de W¡;6 ~ por está razón es mayor la pendiente para la 
aproximación a segundo orden. 

El comportamiento de ambas soluciones tiene cam
bios en sus pendientes alrededor de wp/ wo=2, punto que 
habíamos identificado como una resonancia (ver §2.2.2). 
La pendiente de ambas curvas se vuelve plana en el inter
valo de 0.9 < wp/wo < 2. 

El cambio en la pendiente alrededor de wp/wo ~ 1, es 
debido a cambios en el valor del cociente de las frecuen· 
cias. 

Para determinar el comportamiento de un sistema de 
manera precisa utilizando la teoría de perturbaciones, es 
indispensable que la amplitud de la perturbación sea pe
queña, y que el orden con el que se realize la aproximación 
sea suficientemente grande, para que el intervalo de con
vergencia sea mayor. Sin embargo, hay que ser cuidado
sos, ya que se puede tener un comportamiento divergente 
de las series con las que se realiza la aproximación, como 
el que muestra la solución a segundo orden, si wp / Wo --t 

0, o cuando los coefidentes An Y En están en términos de 
W¡;m para valorps de ni. » 1. 

Hemos estudiado el comportamiento del oscilador armóni
co forzado con una fuerza de marea periódica. Los cam
bios cuantitativos y cualitativos son función de la ampli
tud de la perturbación. Cuando la amplitud de la pero 
t.urbación es grande. los cambios de la energía. en el régi
men adiabático, crecen de manera no lineal con el tiem
po. Cuando la amplitud de la perturbación es pequeña, 
su efecto sobre el oscilador se manifiesta por medio de re
sonancias. Dichos efectos están presentes en la evolución 
de un cúmulo globular, debido a que Su interacción con el 
disco y el bulbo es periódica. 

Hasta ahora, los modelos expuestos son demasiado sen
cillos, aunque de gran utilidad para entender el efecto de 
los choques de marea sobre las estrellas del cúmulo. Sin 
embargo, estos están limitados si se pretende involucrar 
todos los elementos que afectan un cúmulo real, de ahí la 
necesidad ele buscar mejores modelos que nos ayuden a 
entender este proceso. Proponemos, como siguiente paso 
en nuestro estudio, análizar el fenómeno de los choques 
gravitacionales ut.ilizando el problema de los tres cuerpos. 
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2.4 Aproximación con el Problema de Tres Cuer
pos 

En está aproximación es posible considerar el potencial 
gravitacional de la Galaxia y del cúmulo sobre las estre
llas de este, así como las variaciones periódicas asociadas 
a al periódo orbital del cúmulo alrededor de la Galaxia. 
En este contexto las estrellas se mueven bajo la influencia 
del potencial galáctico (ipa) y del cúmulo (ip,), que son 
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retrógradas (rr)' Estos límites varían entre rrlrp ~ 1.9 y 
rrlrp '" 2.1, donde el primer valor le corresponde a una 
estrella en órbita radial y el segundo a una en órbita cir
cular. El cociente entre los radios límites, como función 
de la excentricidad del cúmulo está dado por, 

rr = [5+e+2(4+e)1/2]2/3 
rp 3 + e 

(4-1) 

representados como puntos masa. La masa de las estre- Innanen (1979) menciona que la aceleración de Coriolis es 
llas se considera infinitamente pequeña respecto a la de la despeciable la mayor parte del tiempo (para las órbitas 
Galaxia (Ma), y a la del cúmulo (M,), por tanto la fuerza del cumulo muy excéntricas), pero que aún así, son las 
de las estrellas sobre Ma y M, es despreciable. El movi- estrellas en órbitas retrógradas las que permanecen más 
miento relativo entre el cúmulo y la Galaxia se resuelve ligadas al cúmulo. 
como un problema de dos cuerpos (ver discusión y refe- Keenan (1981a y 1981b) retoma el análisis utilizando 
rencias en Boccaletti y Pucacco, 1996 § 4). Si el cúmulo las superficies de sección y la integral de Jacobi, tanto para 
se mueve en órbita circular alrededor de la Galaxia, las el caso circular como para el elíptico (ver Boccaletti y Pu
estreIlas tienen una integral de movimiento Ilamada Inte- caceo, 1996 § 4.7). El confirma que las órbitas retrógradas 
gral de Jacobi4

, que es de gran utilidad para parametrizar son las que más tiempo sobreviven en las regiones externas 
el comportamiento de sus órbitas. del cúmulo en presencia de la fuerza de marea. Además 

Esta aproximación ha sido ampliamente explorada en encuentra que el radio límite de los cúmulos es más pe
el estudio de distintos sistemas astronómicos. Para el caso queño que el estimado por King (1962), rt (Keenan) ~ 0.7 
de los cúmulos globulares, con su implementación se han rt(King). Como parte de su análisis reporta que cuando 
logrado importantes contribuciones en la comprensión de la energía de las estrellas (respecto al cúmulo) es mayor 
los efectos causados por el campo de marea. A continua· que cero, éstas escapan definitivamente del cúmulo. Con
ción hacemos una breve revisión de algunos de ellos. firma, nuevamente, que las estrellas en planos órbitales 

Hénon (1970) realiza un estudio numéric05 de este muy indinados (respecto al plano cúmulo-Galaxia), y en 
problema. El reporta que las órbitas retrógradas (ver órbitas directas, son las que tienen mayor probalilidad de 
Fig. 2.12) son más estables que las directas, es decir, per- escapar. 
manecen mayor tiempo ligadas al cúmulo. En resumen, el estudio de los choques gravitacionales 

Keenan e Innanen (1975) realizan un estudio numéri- por medio de está aproximación ha ayudado a entender 
ca donde consideran a los cúmulos en órbitas circulares y este fenómeno. Contando entre sus resultados más im
elípticas, y a las estrellas en una distribución esférica alre- portantes los siguientes: los cúmulos se deforman debido 
dedor del centro de masa del cúmulo. EIlos reportan que al campo de marea galáctico; las estreIlas en órbitas re-

___ las_órbitas_más.estables_son_las_que_se_mueven_en_sentido~trógradas-son-más-estables-que-las-que-se-encuentran-en 
retrógrado respecto al movimiento del cúmulo, con exceu- órbitas directas; el radio límite para las estrellas en órbi
tricidades menores a 0.5, y en órbitas de poca inclinación tas retrógradas es el doble que para las directas; y que 
respecto al plano orbital Galaxia-cúmulo. las estrellas con energía de ligadura, respecto al cúmulo, 

Jefferys (1976), partiendo nuevamente de ésta aproxi- mayor o igual a cero escapan definitivamente del cúmulo. 
mación, y utilizando la integral de Jacobi junto con el Como en este trabajo nos interesa entender como ocu
método de superficies de sección (ver Jefferys 1974), en- rre en detaIle la inyección de energía en las regiones inter-
cuentra que el efecto del campo diferencial galáctico defor- nas del cúmulo~ hemos planteado está aproximación para 
ma a los cúmulos, haciéndolos prolatos u oblatos, según la estudiar dicha inyección coma función de la amplitud de 
posición del cúmulo en la Galaxia. Además, reafirma que la perturbación y del periódo de las estrellas dentro del 
las órbitas retrógradas son más estables que las directas. cúmulo. A continuación presentamos la implementación 

Innanen (1979) cálcula la aceleración que experimenta del problema, continuando con la presentación y discusión 
una estrella en un marco de referencia no inercial, consi- de los resultados, finalizando con las conclusiones. 
derando que la órbita del cúmulo es circular. El reporta 
que el sentido de la aceleración de Coriolis impone dis- 2.4.1 
tintos radios límites para las órbitas directas (rp) y las 

Implementación numérica del problema 

Consideremos un sistema de coordenadas anclado en el 
centro de la Galaxia. El cúmulo se encuentra en órbita 
alrededor de ésta, en el plano z=o. El movimiento de las 
estrellas está determinado por el potencial de la Galaxia 
(ipa) y del cúmulo (ip,). Las ecuaciones de movimiento 
para la estreIla son: 

4EI nombre es en honor a Jacobi que en 1823 formuló el problema 
de los tres cuerpos restringido, aunque parece que Euler ya había 
mencionado su existencia desde 1772. Ver introducción del libro 
Celestial Mechanics de H. Poincaré, por D.L. Goroff (1991). 

sCuando nos referimos a un estudio numérico significa que las ecua
ciones de movimiento se resuelven de manera numérica porque no 
se conoce una solución analítica. Xs = - 8x, - 8X,' 
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Y, B<I>e B<I>a = - By, - BY, , 

Zs B<I>e B<I>a 
( 4-2) = - Bz, - BZ, , 

donde (x"y"z,) y (Xs,Y"Z,) son 1M posiciones de la 
estrella, respecto al cúmulo, y a la Galaxia, respectiva
mente. El movimiento del cúmulo está determinado por 

Xc B<I>a = BXe 

}Te 
B<I>a 
BYe 

con <I>a Y <I>e dados por 

<I>a = CMa y 
Re,s 

... _ CMe 
~c - ) 

r, 

, 

, (4-3) 

(4-4) 

(4-5) 

respectivamente. La variable Re" es la distancia de la 
Galaxia al cúmulo O a la estrella, según sea el CMO. 
La relación vectorial entre ellM está determinada por 
r,=IRe - R,I· 

2.4.2 Condiciones Iniciales 

Las estrellas de prueba se lanzan inicialmente en órbi
tM circulares alrededor del cúmulo, en planos definidos 
por las variables 9 y.p. Nos referimos a estos planos como 
los Planos Estelares, PE, que se define por los ángulos: 
8, que es el ángulo eutre pI plano orbital cúmulo Galaxia 
y PE; Y <jJ, que es el ángulo entre la intersección de estos 
planos con la dirección de la Galaxia en t=O, es decir, con 
el eje y (ver Fig. 2.12). 

El radio de cada órbita está parametrizado por su fre
cuencia angular de rotación (uJ s ), que para el caso keple
riano está dada por 

(4-6) 

donde res es el radio inicial de la órbita estelar respecto 
al centro del del cúmulo. El sistema de unidades es tal 
que C=I, M,=l. kla=lxl0'Me ' Y la unidad de longitud 
como el radio mediano de masa, Th = 1. De lo anterior se 

. -3/2 
tIene que L1Js = Tes . 

Para cada valor de L1Js !:le lanzan 40 estrellas distribuidas 
de manera uniforme en fase orbital 'Ti'. El cambio final en 
la energía es el promedio de las 40 fases de cada frecuen
cia orbital. De está forma se garantiza que el resultado 
sólo sea función de la frecuencia inicial de la orbital de la 
estrella. 

En la Tabla 1 se muestran los valores adoptados para 
9, <p y lj). 

Nuestros experimentos están divididos en dos series, 
cada uno corresponde al sentido de giro en que se lanzan 

(lEn este caso s610 se considero la masa de! bulbo galáctico, dentro 
de 2 kpc del centro. 

z 

e - rr/2 

y 

c.c. al centro 
de la Galaxia 

x 

Fig. 2.12.- Plano de las condiciones iniciales para las estre
llas prueba, respecto al centro del cúmulo. El Plano Estelar 
(P.E.), queda definido con los angulos O y <p. La fase de las 
estrelJas en P.E. con '!/J. 

las estrellas, respecto a la dirección de movimiento del 
cúmulo. En un caso, el vector de momento angular en 
la componente z, (w:) es paralelo (directo) al vector del 
momento angular del cúmulo, fY, y en (>} otro caso es 
antiparalelo (retrógrado, ver Fig. 2.12). 

Hemos considerado cuatro valores de la excentricidad 
para las órbitas del los cúmulos, para el perigaláctico que 
hemos comliderado, 2 kpc 7 . Los valores de la excentrici
dad, en nuestros experimentos, se indican en la primera 
rolllmna de la Tabla 11. Con estos valores se tiene un am
plio intervalo para la variación temporal de la fuerza de 
marea, desde un valor constante para e=O.O, hasta la va
riación más extrema, con e=O.75. 

En la Fig. 2.14, se muestran las órbitas de los cúmulos 
para cada excentricidad considerada. En la Fig. 2.15 se 
muestra el intervalo de variación de la fuerza de marea 
para estas órbitas. 

La posición inicial de los cúmulos, en nuestras simula
ciones es el apogaláctico de su órbita. Ahí es el lugar don
de se mide y reporta la energía de ligadura de las estrellas, 
después de completar cada período orbital. El tiempo de 
integración para cada cúmulo es de 10 períodos orbitales. 

En la Tabla II se muestran los valores de R peri , Rapa, Y 
el período orbital del cúmulo, para las órbitas circulares y 

7Sólo hemos considerado un valor para la amplitud máxima de la 
perturbaci6n, porque en este caso sólo querernos entender el efecto 
de la variación periódica de la fuerza de maera. Si cambiarnos el 
\o'alar del perigaláctico, sólo esperamos una variación en la amplitud 
del efecto de los choques. 
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TABLA I 

CONDICIONES INICIALES 

Variable 

Orbita retrograda 

v • 

• C.G. 

Intervalo de Variación 

o 5. 8 5. rr /2 
O 5. 1> 5. 2rr 
O 5. 'IjJ 5. 2rr 

Orbita directa 

~. 
C.G. 

Fig. 2.13,- Dirección inicial de la velocidad de las estrellas 
respecto a la dirección de movimiento del cúmulo. 

elípticas (Pe'). También se muestra el tiempo de CPU en 
el que se realizó cada experimento. La solución del sistema 
se obtiene de forma numérica, integrando con el método de 
Bulirsch-Stoer, con un programa en FORTRAN en doble 
precisión. Todos los experimentos se realizaron en una 
máquina Origin 2000, de Silicon Graphics. 

Energía de Jacobi 

Para estimar la confiabilidad del integrador se mide la 
---,consel'vacion nela energía de.Jaco5iaelas estrellas, que es 

una constante de movimiento cuando el cúmulo se mueve 
en órbita circular. 

Se integraron 4 órbitas circulares con radios corres pon
cliente a cada apogaláctico de las órbitas elípticas que he
mos considerado. En cada una de ellas se evalúa el cambio 
en la energía de Jacobi de cada una de las estrellas. 

La energía de Jacobi e~tá dada por, 

A continuación presentamos los resultados de cada una 
de las integraciones y de la conservación de la energía de 
Jacobi. 

2.4.3 Resultados 

El incremento en la energía de las estrellas" , para cada 
valor de la frecuencia, Se calcula en el apogaláctico del 

8 Cuando nos referimos a la energía de las estrellas estamos hablando 
de la energía respecto al cúmulo 

Incremento 

rr/6 
rr/3 
rr!20 

Número de casos 

4 
6 
40 

0.75 

0.50 

Fig~l4,==-Or.bitas_con_un.sólo_.Rperi_de..Ull.cúmulo-alrededor -
de la Galaxia. 

cúmulo de la siguiente formal 

1 Norb 1 N 

D.E(ws ) = - ¿[- ¿(Ei,j -Eá)], (4-8) 
Norb j=l N i=l 

donde N es el número de estrellas en órbita circular alre
dedor del centro del cúmulo, con frecuencia angular de 
rotación W S ) Norb es el número de fases orbitales conside
radas (40 en este caso) 1 E& es la energía promedio de la 
i-ésima estrella, después del primer período de su órbita 
alrededor del cúmulo·. Ei,j es el promedio de la energía 
de las estrellas en el j-ésimo apogálactico del cúmulo. La 
energía de cada estrella respecto al cúmulo está dada por, 

(4-9) 

donde Vos Y ros se refieren a la velocidad y distancia de la 
estrella respecto al cúmulo. 

9Esto se hace para que las estrellas relajen sus condiciones iniciales. 
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Fig. 2.15.- Variación temporal de la fuerza de marea 
galáctica como función de la excentricidad de su órbita. El 
tiempo se normalizó respecto al los período orbital de cada 
cúmulo. 

2.4.4 Orbitas circulares 

Las órbitas circulares del cúmulo se utilizan para eva
luar la variación de la energía de Jacobi, y ele la energía 
de ligadura. para las estrellas del cúmulo. En est€' caso 
es sólo la parte estática del campo de marea la que actúa 
sobre las estrellas. 

Ambas energías, de ligadura y la de Jacobi, se reportan 
cada vez que el cúmulo completa Un período orbital (ver 
Fig. 2.16 Y 2.17). 

Problema restringido 

El problema restringido es el más sencillo de estudiar en 
el problema de tres cuerpos. En este problema laH estrellas 
se mueven en el mismo plano que define el cúmulo en su 
órbita alrededor de la Galaxia, PE(B=O.1». 

En la Fig. 2.16 se muestra la variación en la energía 
de J acobi como función de la distancia de las estrellas 
al centro del cúmulo. En la parte derecha se indica el 
período orbital correspondiente. Por sencillez, sólo hemos 
graficado los resultados de las órbitas más cercana o;¡ y de 
las más alejadas del centro ¡;aláctico (ver pie de Figura). 
En está figura vemos que la energía de Jacobi se conserva 
dentro de la precisión numérica lO con que se realizan las 
operaciones durante la integración. 

En la Fig. 2.16 podemos ver que el romportanüento 

10 Al inido de ésta sección mencionamos que las integraciones se hi
cieron en doble presición, lo que nos da la posibilidad de tener 16 
(jfras significativas en una operación de punto flotante. 

del integrador es aceptable, porque la conservación de la 
energía de Jacobi es del orden de la precisión numérica con 
la que se está trabajando (~ 10-15 ), que como veremos a 
continuación, es varios ordenes de menor que los cambios 
producidos por los choques de marea. 

Energía de ligadura 

En la Fig. 2.17 se muestra el incremento de la energía 
de ligadura para las estrellas del cúmulo, después de cada 
período orbital. Cada línea es el resultado de cada uno 
de los radios galactocéntricos que hemos considerado (ver 
pie de figura). En está figura se ve que el incremento en 
la energía de las estrellas, es mayor para los cúmulos en 
órbitas cercanas al centro galáctico. El comportamiento 
entre las órbitas directas y las retrógradas es muy pareci
do. Al parecer no se establece un radio límite, al menos 
en el intervalo radial que se muestra. Es interesante ha
cer notar que no hay un incremento para la energía del 
cúmulo como función del tiempo. 

2.4.5 Orbitas elípticas 

En las gráficas de las Fig. 2.17 a la 2.19, se muestra 
el incremento de la energía de ligadura de las estrellas 
respecto al cúmulo, como función del parámetro !3;, que 
se define como, 

(4-10) 

donde !1t l es una fracción del pcriódo orbital, en la que 
F, varía 0.1 dex, de su magnitud (ver Fig. 2.15). Esto nos 
cla una medida de la rápidez con la que cambia la fuerza 
de marca E'n cada una de la'3 órhitas. 

Los valores de Al! para cada excentricidad que hemos 
considerado (e=0.25, 0.5. y 0.75) .on: 0.32,0.118 Y 0.036, 
respectivamente. 

Cada valor de AE corresponde al promedio de las 960 
estrellas que tienen la misma frecuencia angular de rota
ción alrededor del cúmulo, y que provienen de los cuatro 
valores de B, 6 de 1> y las 40 fases iniciales. 

En estas gráficas hemos incluido las correciones pro
puestas por Spitzer(1958). y por Gnedin y Ostriker (1997), 
utilizando la siguiente relación, 

2 
4 ( CM ), .• <!'lE >= -3 V. .R .' r-A,.w(iJ,)((Rp.,,)Á(e). 

pen pf'nr 

(4-11) 
donde ~(Rpec;) es función de la distribución de masa de 
la Galaxia, que en el caso de una ma'ia puntual es igual 
a la unidad (Aguilar, Hut y Ostriker 1988). La correc
ción, Á(e), se introduce con la finalidad de reproducir la 
variación temporal de la fuerza de marea en una órbita 
elíptica.; y básicamente es el cociente de los valores que 
tiene en el perigaláctico y apogaláctico de su órbita. Es
te factor está dado por Aguilar, Hut y Ostriker (1988, 
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Orbitas Ret.ro radas Orbit.as Direct.as 

10 

.'" -

9 

.... -

8 

..... 
~ 

"' o 7 
"' ro 
o-

Z ... -
~ ...., 6 
~ 
<J 
'---' 

tú) 
O 5 ,...., 

..... 

4 

3 

2 

1 

-0.4 -0.2 O 0.2 0.4 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 

log(r/rh ) log(r/rh ) 

Fig. 2.16.- Incremento de la energía de Jacobi por paso de integración. Por claridad sólo hemos graficado los resultados para 
las órbitas circulares con radios de 2 kpc (línea sólida) y 14 kpc (línea de puntos). En este caso se ha normalizado el valor de 
la energía de Jacobi, al número de pasos en cada uno de los casos. 
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Orbitas Retro radas Orbi tas Directas 
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Fig. 2.17.-- Incremento en la energía de ligadura para las estrellas del cúmulo en órbita circular. Las línea solida, la de puntos, 
la de trazo y la de trazo y punto, corresponden a los radios de las orbitas de 2, 3.3, 6 Y 14 kpc. Vernos que el efecto de la Galaxia 
es mayor para los cúmulos más cercanos al centro, disminuyendo su amplitud conforme aumenta su radio. 
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Fig. 2.18.- Incremento en la energía de ligadura para las estrellas del cúmulo en órbita excéntrica, e=O.25 (línea continua). 
La línea de puntos es la corrección de Spitzer y la de trazo largo la de Weinberg. En el panel superior (tjPci=10) se comparan 
los resultados para. el primer y el último periódo. Ver texto para. discusión. 
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TABLA 1I 

PARÁMETROS PARA LAS ÓRBITAS EXCÉNTRICAS Y LAS CIRCULARES DE REFERENCIA. 

e Rperia Rapoa pcira CPUci,(hrs) pc/b C PU"cent (hrs) 

O 400 400 502 
0.25 400 666.6 108l.4 
0.5 400 1200 2617.0 
0.75 400 2800 9308.8 

&Sstas cantidades están en unidades del Th. 

b La unidad de tiempo es de 1 x lOlia. 

referidos en adelante como AHO), 

M(Rapo) 1 - e 

[ 
2 ]2 

>.(e, Rped) = M(Rped) e + J -1 (4-12) 

En éste caso Mperi = Mapo , por lo que sólo se tiene la 
dependencia en la excentricidad. Entonces (4-12) se puede 
escribir como 

>.(e) = [C~:Y -Ir (4-13) 

Sustituyendo las eco (4-12) y (4-13) en la eco (4-11), 
tenemos, 

(4-14) 

donde As,w, indica si se trata de la corrección de Spitzer 
o de \Veinberg, respectivamente. 

A continuación hacemos una discusión de los resultados 
para cada valor de la excentricidad que hemos considera
do. Finalmente damos una visión general del fenómeno. 

Caso e=0.25 

En la Fig. 2.18 se muestra el incremento en la energía 
de ligadura de las estrellas ('omo función del parámetro 
,325 , En cada panel se muestra le incremento en cada 
periodo orbital. Nuestros resultados están graficados con 
línea sólida delgada. la aproximación de Spitzer con la 
línea de trazo corto y la de Weinberg con la línea de trazo 
largo. Las dos última., dadas por la ecuación (4-14). 

Lo primero que notamos en la Fig. 2.18, es que el radio 
límite, Tlim (donde !lE --> O) se establece desde el pri
mer período orbital, para las órbitas directas. Los radios 
límites para las órbitas dircctas y retrógradas son seme
jantes después del quinto periodo orbital. En general, el 
comportamiento entre las órbitas directa!:! y retrógradas 
es muy semejante para tiempos mayores a 5Pr/. 

En este caso, la perturbación transcurre de manera 
suave (adiabática) para casi todas las estrellas del cúmu
lo. El comportamiento es muy parecido al de la órbi
ta circular (ver Fig. 2.17. línea continua). La pendien
te de ambas curvas (directas y retrógradas) es la misma 

320 502 320 
360 773.8 328 
872 142l.6 496 
1700 402l.0 1460 

para casi todo el intervalo considerado. En el intervalo 
OA < log tl'5 < 0.5, para ti PC/>6, la curva parece adquirir 
una pendiente mayor, efecto que apenas se nota. 

En este caso vemos que la aproximación de Spitzer 
(línea de puntos) no coincide con nuestros resultados. Sin 
embargo, parece tener la pendiente adecuada en el interva
lo 0.1 < log;3'5 < 0.5, pero un orden de magnitud menor. 
La aproximación de Weinberg (línea de tra20 corto), en 
general, parece coincidir con nuestros resultados, aunque 
las pendientes no coinciden completamente. 

En el panel correspondiente a ti Pc/ = 10, la línea de 
punto y trazo corresponde a los resultados del primer 
período (t/ Pc/=I). Ahí se puede comparar directamen
te ambas soluciones, para ve si existe un incemento ge
neral en la energía del cúmulo. En este caso vemos que 
no hay un incremento general en la energía, destacando el 
cambio en la pendiente en el intervalo antes mencionado 
0.4 < log 1325 < 0.5. 

Finalmente, notamos que las curvas muestran cierta es
tructura, en particular, algunos picos que se pueden deber 
a reHonancias entre Ws y alguna frecuencia instantanea de 
la perturbación. Sin embargo, estos picos no aparecen en 
tOfIos los períodos del c,'¡mulo. 

Caso e=0.5 

En la Fig. 2.19 se muestran los resultados para el cúmu
lo en órbita elíptica, con excentricidad e=O.5. El signifi
cado de las líneas es el mismo que en la Fig. 2.18. N ota
mas que el r¡im es sistemáticamente menor para las órbi
tas directas, que para las retrógradas, aunque después de 
t / Pcl=7, ambas convergen a un mismo vRIor, alrededor de 
log ;3;0=0. 

Los resultados de la Fig. 2.19 muestran dos tipos de 
cOlllportamientos, el primero entre O < lag /35'0 < 0.3, Y 
el segundo para lag /j50 >0.3. La pendiente en el primer 
intervalo es mayor que en el segundo intervalo, tanto pa
ra las órbitas directas como para las retrógradas. En el 
primer intervalo el comport.amiento parece seguir la for
ma de la aproximación de Spitzer (línea de puntos), en 
ambos casos, directo y retrógrado. Para el caso directo el 
intervalo se extiende hasta valores de lag ,850 ...... 0.4. En 
el segundo intervalo se muestra un comportamiento muy 



42 

/""'o.. ..., 
o ..., 

i\ 
" " ¡:,;:¡ 

<1 
V 

'---" 
QlJ 
O ....... 

e=O,5 
O b't r 1 as R t e 

-

rOQTa d as 
~- -=-~-; - - - - ,--:: ..... 

- - ... ,J,' 

CAPiTULO 2, TEORíA 

O b't r 1 as lrectas t/P el :;t!!=+.-, - - ,-/ ,,-

lO - - . ,r~~.'·' - -
:\;-' ~ ......... 'V • ...... ~J.P'. "V.n¡ -"","'¡. 

.~ 
-t,v.'-

;: · ....... ·.-.·v·J'-::; . ..,;J.yJ· 
-,--_",oJ' \ 

~)J1-c.~' Y·_7=· - - - - ....... " - - - ......... 9 - - -- - - -- - v 

"'- 'yo. v' ;- _c -v 

- ;c.:< - ::.~. 

- - - -- - - -w - - - 8 - - ---
¡;,.. - vvv ¡;,- - ·v 

, 
7-;c,,~ - -.,~-

- ~ - -.- - - - , ... ,-
7 - - +- - - -'n - - - "l 

¡;,.. - 'V'V 
-.r - V. 

-.r 
¡;,- , , 

-:-.,7' "f:-- - ;{-.~. 
- - - - - - .' - - 6 f:-. - - ·v -- --1;-- - ;- -

- .-=-.. - ~'¿.-~' - - - -~ ........ - -- - , - 5 v.r • 'Vv., ..• - - 'l' . ~ 

... - - r " , - 'v 

~-::.~.~ 
, 

-./.~ ... ~ - - -- - - - -:;; 'ry" ........ 4 - - -
... - - - ,v v: 

7·"""; 
_., 

'~2-:'" - - - ~ .. , .. "" " - ..- - ....... - 3 - - - e - -- - -- 'v - '" 
v 

--~~~f:- ~;;;~ .. ~ - - - - ..- ....... 
2 - ;,.:- :::;-::;..:¡ 

-- -v- ., 
V - -1<0- -+ 1. v 

h=- t ,~" , , I I 
, , , , I , , 

_;¡~11 
1.5 1 0.5 O 1.5 1 0.5 O 

Fig. 2.19.- Incremento en la energía de ligadura para las estrellas del cúmulo en órbita excentrica, e=O.5 (línea continua). La 
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diferente, más parecido a la aproximación de Weinberg 
(línea de trazos). 

Nuevamente, en el panel final (ti Pcl=10), se comparan 
los resultados finales con el primer período. Vemos que 
el incremento en la energía es mayor que para las órbitas 
directas. Esto se nota claramente en el intervalo, 0.4 > 
/3;'0 > O. 

Para los cúmulos en órbitas directas, el incremento de 
la energía ocurre desde el primer período orbital, mien
tras que para las retrógradas aumenta en cada período. 
Si contrastamos la manera como aumenta la energía eD
tre el caso retrógrado y el directo, se puede decir que en 
las órbitas retrógradas el campo de marea realiza un tra
bajo secular, como función del tiempo, que después de 10 
períodos periódos orbitales del cúmulo, es comparable al 
incremento que experimentan en un período las órbitas 
directas. 

Caso e==0.75 

En la Fig. 2.20 se muestran los resultados para el cúmu
lo en órbita elíptica con excentricidad e=0.75, el signifi
cado de las líneas es el mismo que en las Fig. 2.17 Y 2.18. 

Como en los casos anteriores (e = 0.25 Y 0.5), el rlim 

primero se establece en las órbitas directas. El radio límite 
es semejante, para órbitas directas y retrógradas, después 
de tlPci = 6. 

Igual que en el caso anterior (e=0.5) se tienen dos tipos 
de comportamientos, diferenciados por la pendiente de sus 
curvas. El primer intervalo es, -0.5 < log/375 < -0.1, Y el 
segundo log,675 > -0.1. La difcf{'ucia entre ambos rom
portamientos está claramente marcada. Para el prinler 
intervalo los resultados son muy parecidos a la aproxima
ción de Spitzer. La aproximación de \Veinbcrg no coincide 
en ningun intervalo con los resultados. De hecho para el 
segundo intervalo parece que no hay un canlbio apreciable 
en la energía. 

N uevamente comparamos el resultado final con el del 
primer período en el panel de ti P,,=lO. Vemos que el 
comportamiento es muy parecido al de e=O.5, donde el 
incremento en la energía de las órbitas retrógradas se da 
de manera secular, mientras que en el caso directo, se da 
desde el primer período. Ambos cambios son comparables 
después de 10 períodos orbitales. 

2.4.6 Discusión 

El incremento en la energía de nuestros experimento!-l. 
está relacionado con dos efectos: el primero se debe a la 
variación de la fuerza de marea, ~Ft. entre el perigalá('ti
ro y apogalá.ctico de la órbita, que en este caso van de 
6.3 (para e=0.2,s) a 250 (para e=0.75); el segundo efecto 
está relacionado con la velocidad relativa Con que las estre
llas, dentro del cúmulo, ven este cambio (ver Fig. 2.15): 
efecto que se trató de incluir en la definción de ,3;, al 
considerar el tiempo en que amplitud de la perturbación. 
cambia 0.1 dex, respecto al período orbital del cúmulo. 

Para e=O.25, la variación de la amplitud es suave. por 

está razón, el incremento en la energía de las estrellas es 
muy parecida a la que ocurre en una órbita circular (ver 
Fig. 2.14), es decir,aproximademente adiabática. 

En el caso extremo, e=0.75, F, varía rápidamente (~ 
un orden de magnitud durante el 5% de su período or
bital, ver Fig. 2.14.), que corresponde a algunas dece
nas de períodos orbitales para las estrellas en el intervalo 
-0.1 < log/375 < -0.7. Esto produce una modulación 
de su amplitud, y después un cambio en su energía cuan
do el cúmulo pasa por Rp.", Llamaremos a este efecto 
cuasiadiabático. Una manera de visualizar este efecto es 
con los resultados del oscilador armonico forzado, que se 
muestran en la Fig. 2.6. Si consideramos una amplitud 
de la perturbación, en particular, para <=1, con wp =O.Ol 
a 0.7, al igual que la amplitud de F, disminuye rápida
mente, y las estrellas se quedan con una energía mayor 
hasta el siguiente período del cúmulo, donde ésta vuelve 
a aumentar. 

Se puede hablar de 3 distintos comportamientos: 

• Comportamiento fuertemente adiabático, como el de 
los intervalos; 0.3 < log /325 < 2.2 Y 0.3 < log /3;'0 < 
1.25. Donde el incremento de la energía transcurre 
sin producir grandes cambios. Esto se debe a que las 
estrellas ven a la perturbación variar de manera sua
ve con el tiempo, es decir, el gradiente en variación 
temporal no es muy grande. 

• Comportamiento cuasiadiabático, como el que se tie
ne en los intervalos -0.5 < log!375 < -0.1, O < 
lag /3;0 < 0.3, y de manera apenas apreciable en 
0.3 < log ,B~5 < 0.5, Que se debe a los cambios en 
la energía Orbital de la'3 estrellas, que son'" suaves. 
Estos cambios sólo ocurren durante la máxima apro
ximación entre las estrellas y Galaxia, continuando 
la estrella ligada al cúmulo pero con una enPfgía ma
yor. 

Para e=O.75, este incremento ocurre en un intervalo 
temporal muy corto, en comparación al período de 
las estrellas. La amplitud de la perturbación varía 
casi 3 ordenes de magnítud. que desde el marco de 
referencia del cúmulo, es muy parecido al modelo 
que se presenta en la § 2.2.2, propuesto por Spitzer 
(1958). 

• Comportamiento neutro, como el que Ocurre en el 
intervalo, log/3;5 > -0.1, donde las estrellas no pa
recen coresponder a ninguna de las dos formas an
teriormente mencionadas. Las esteHas no presentan 
respuesta alguna a la perturbación de la Galaxia, por 
lo que su energía no expprimenta ningun cambio. 

La aproximación de Spitzer es la que mejor reproduce 
los resultados en el intervalo cuasiadiabático, excepto por 
un factor de escala (de 2 a 3 ordenes de magnitud), pero 
que cualitativamente es muy acertada. 

La aproximación de \Veinberg coincide mejor en la 
parte fuertemente adiabática, y en regiones internas del 
cúmulo; sin embargo, la pendiente entre los resultados y 
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2.5. CONCLUSIONES 

la aproximación difiere entre sí, sobre todo para e=0.50 y 
0.75. 

La diferencia entre los resultados de las órbitas directas 
y las retrógradas no es muy notoria después de los prime
ros - 5 períodos del cúmulo. La diferencia entre ellas es 
como se da este incremento en la energía. 

En está aproximación hemos encontrado que la ampli
tud y variación temporal del campo de marea determina 
en gran medida el comportamiento en diferentes regiones 
del cúmulo. Encontramos en el problema restringido de 3 
cuerpos un modelo cualitativo y cuantitativo para deter
minar como es que ocurre la inyección de energía dentro 
del cúmulo. 

En este nivel de aproximación ya hemos considerado 
la variación de la fuerza de marea de una forma más re
alista, así como el movimiento de las estrellas debido al 
potencial del cúmulo. También hemos considerado una 
distribución espacial para las estrellas, lo que nos permite 
determinar su comportamiento en distintas regiones del 
cúmulo, porque la perturbación produce efectos distintos, 
en diferentes regiones del cúmulo. 

2.5 Conclusiones 

En este capítulo hemos hecho una serie de aproxima
ciones para lograr una mejor comprensión de los choques 
de marea. 

De los resultados que se obtiene en cada una de las 
secciones se puede concluir lo siguiente: 

Con la aproximación de impulso es posible determinar 
el cambio en la energía de las estrellas más externas en 
un cúmulo globular. Sin embargo, este modelo no pue
de ser aplicado si las estrellas que recorren una fracción 
importante de> su órbita, durante el transcurso de la per
turbación. 

Las correcciones derivadas de la teoría adiabática, per
miten entender el efecto de la perturbatión considerando 
el movimiento de las estrellas. Esta aproxiolación da una 
expresión analítica que nos ayuda a entender el compor
tamiento del sistema en función directa de la ma...,a, la 
velocidad y distancia al perturbador, así corno su posi
ción dentro del cúmulo (frecuencia angular de rotación). 
Esta aproximación sólo es válida cuando la amplitud de la 
perturbación es pequeña. Estas correcciones modelan el 
movimiento de las estrellas dentro de un potencial armóni
co, y limitan la variación temporal de la fuerza de marea 
a tener sólo una interacción con el perturbador. Aún así, 
estas aproximaciones nos ayudan a entender el comporta
miento de los resultados en el problema de tres cuerpos de 
manera cualitativa, en particular dentro de la estructura 
del cúmulo. 

El problema de tres cuerpos involucra el cálculo direc
to de la fuerza de gravedad sobre las estrellas del cúmulo, 
así como una variación realista de la fuerza de marea, dan
do como resultado un comportamiento más aproximado 
que el de las aproximaciones anteriores. El efecto sécular 
en las órbitas retrógradas en la región cuasiadiabática, in-
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dica que la inyección de energía dentro del cúmulo depen
de del sentido de giro de las estrellas. Siendo para el caso 
de las órbitas directas más eficiente que para las retrógra
das. Sin embargo, después de 10 períodos del cúmulo, el 
resultado en ambos casos es el mismo. 

La aproximación de Spitzer y Weinberg son de 2-4 
órdenes de magnitud menor, que los resultados en la apro
ximación de tres cuerpos, si éste es el caso, los resultados 
reportados en la literatura por Aguilar et al. 1988, Y Gne
din y Ostriker 1997, quizá esten subvaluados. Aunque esto 
sólo sucede para las órbitas más excéntricas y si la Galaxia 
es considerado COmo un punto masa (e=0.5 y 0.75). 

Las aproximaciones antes mencionadas nos ayudan a 
tener un mejor entendimiento de los choques gravitaciona
les. Sin embargo, aún es necesario añadir otros elementos 
básicos para una total comprensión como son: una dis
tribución de masa realista y autoconsistente del cúmulo 
globular, y una distribución de masa de la Galaxia con
sistente con las observaciones. 
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Capítulo 3 

MODELOS DEL POTENCIAL 
GALACTICO 

En este capítulo se discuten y comparan las propiedades 
dinámicas de tres modelos galácticos, buscando el más 
apropiado para nuestras simulaciones de N-cuerpos. La 
selección se hace en base a dos criterios: que sea autocon
sistente y realista; y que su implementación computacio
nal sea sencilla. y precisa, porque en una simulación de N 
cuerpos, un factor critico es el tiempo de cómputo. 

Cabe señalar, que en el presente estudio nuestro ob
jetivo es entender el efecto de los choques gravitacionales 
que sobre los cúmulos globulares produce el bulbo galácti
co, dejando para un estudio posterior los efectos que pro
duce el disco. Por ésta razón es necesario modificar los 
modelos considerados, para eliminar la parte axisimétrica 
d~l disco, pero conservando su efecto dinámico. Al final 
de este capítulo se describe el procedimiento que hemos 
adoptado, para obtener el potencial que utilizaremos en 
la simulación. 

3.1 Introducción 

A grawles rasgos, la Galaxia se puede modelar con tres 
componentes: un bulbo, formado con estrellas de distintas 
edades y metalicidades (Gilmore, el al. 1990); un disco, 
con estrellas de abundancia química parecida a la solar, y 
que generalemente se asocia con estrellas jóvenes de Po
blación r, gas y polvo; y un halo, estelar y obscuro. El 
halo estelar está formado básicamente por los cúmulos glo
bulares y estrellas de Población n. La presencia del halo 
obscuro se infiere por el comportamiento de la curva de 
rotación que se mantiene con un valor constante a radios 
galactocéntricos de 30 kpc a 100 kpc. Esto es observado 
tanto en la Galaxia, como en galaJ<ias externas (Mihalas 
y Binney 1892, Capítulo 8). En este estudio nos interesa 
conocer la distribución de masa del halo obscuro. porque 
es el que ocasiona los mayores efectos dinámicos. 

La distribución de masa. para el bulbo y el disco 
galáctico, se modela a partir de observaciones de galaxias 
externas que muestran el mismo tipo morfológico que la 
nuestra. Esto se debe a que la absorción interestelar en 
la Galaxia, no permite obtener la información necesaria, 
para determinar completamente la distribución de dichas 
componentes. 
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Diversos autores han propuesto modelos para la distri
bución de masa en la Galaxia, en particular, revisamos 
los modelos dados por; Allen & Santillán (1991); Bahea
ll, Schmidt y Soneira (1982, 1983), Y Ostriker y Caldwell 
(1981). 

Estos modelos incorporan las tres componentes men
cionadas, pero con diferentes formas y factores de escala. 
La diferencia entre ellos se debe al método con que se 
calculan dichos factores. 

Básicamente hay dos métodos para encontrar estos fac
tores: el método fotométrico, que intenta determinar la 
distribución de masa a partir de conteos de estrellas y 
medidas del brillo integrado en diferentes direcciones del 
cielo, para que una vez conocida su distirubución ele luz, y 
supuniendo un cociente masa-luminosidad (Y == MIL), se 
determina la distribución de la masa; el método dinámi
co, por otro lado, infiere la distribución de masa en base 
a sus efectos dinámicos; a partir la curva de rotación, la 
velocidad de escape de las estrella.." en la vecindad solar, 
y de la fuerza perpendicular al plano galáctico. 

En las siguientes secciones se decriben los modelos con 
cierto detalle, después y comparamos sus propiedades físi
cas para determinar el más conveniente en nuestro estu
dio. 

3.2 Modelo de Allen y Santillán 

El modelo de AUen y Santillán (1991) (referido en ade
lante como A&S) tiene una expresión analítica para el 
potencial y la fuerza que ejerce cada una de SUs compo
nentes. La,;: componentes que integran este modelo son 
tres: un bulbo, un disco r un halo masivo. Los paráme
tros del modelo se ajustan para reproducir la velocidad de 
rotación galáctica dada por Haud (1984), Hanson (198í) 
y Fich et al. (1989), y la densidad local de masa, que se 
supone igual a 0.15 M0 pc- 3 . 

La descripción detallada de cada una de sus compo
nentes se da a continuación. 
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Fig. 3.1.- Densidad, masa acumulada, fuerza y velocidad circular para cada una de las componentes del modelo de A&S. 
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3.2.1 Bulbo 

La densidad de masa (po) para está componente se da 
como una esfera de Plummer (Binney y Tremaine 1987, 
§2.2.I). Las expresiones para la densidad, la masa acu
mulada, Mo, el potencial, <Po, Y la fuerza, Fo (por unidad 
de masa)' son: 

(R z) _ 3b;"MbO 
Po , - 4rr(R2 + z' + b;")5/2' (2-1) 

Mo(R,;;) 

donde r2 = R2 + ;;2, 

= 471' for po(r')r"dr' 

MbO(R2 + ;;2)3/' 

(R2 + Z2 + b;")3/2' = 

<Pb(R,z) = 
GMbO 

(R2 + Z2 + b;")1/2 

I 
MbO(R2 + Z2)'/2 I 

Fo(R, z) = 1- \7<Pol = (R2 + Z2 + b;")3/2 ' 

(2-2) 

(2-3) 

(2-4) 

(2-5) 

donde Moa es la masa total del bulbo y bbO es el factor 
de escala radial, con valores de 1.40 x 10'0 M0 Y 0.39 kpc, 
respectivamente. 

3.2.2 Halo 

El halo en este modelo es muy masivo, con el fin de 
reproducir la curva de rotación en las partes externas de la 
Galaxia, que según este modelo es de 200 km S-l a radios 
mayores a los 40 kpc. La densidad. la masa acumulada, 
el potencial y la fuerza están dados por, 

(2-6) 

(2-7) 

= _ (Ah(r)) _ (~) x 
r L020h 

[ 
1 0o ]100 . ~ 1 02\ 

-1 (1 )10' + ln(1 + (r/ah) J + r Q./l .• r 

(2-8) 

1 Las unidades de la masa, densídad de masa, del potencial y de 
la fuerza (por unidad de masa) en las ecuaciones de este capitulo 
(a menos que se indique lo contrario) serán de Ato. 10.-12. pc-3 , 
4.3xIO-6(kmjs)2 y 4.3xlO- 6(kmjs)2 kpc- 1, respectivamente. Es
tas unidades de energia y fuerza resultan de tomar a la constante 
de gravitación igual a la unidad. G=l. 

F ( ) 
__ Mh(r) 

h r - 2' r 
(2-9) 

donde M,o Y ah tiene los valores de 1.07 xl0" M0 Y 12.0 
kpc, respectivamente. 

Los autores introducen un radio de corte para esta com
ponente a 100 kpc (límite superior de las relaciones 2-7 Y 
2-8). 

3.2.3 Disco 

La densidad del disco para este modelo está dada por 
(Miyamoto y Nagai 1975): 

adR 2 + [ad + 3(z2 + b~)1/2][ad + (z2 + b~)l/2J2 
{R2 + [a. + (Z2 + b~)l/212}5/2(Z2 + b~)3/2 

(2-10) 

donde ad Y bd son factores de escala en R y z, respecti
vamente, con valores de 5.32 kpc y 0.25 kpc, Mdo es la 
masa total del disco a 100 kpc, que es de 8.56x 10'0 M0 

La masa acumulada como función de R y z es 

Md(R,z) = foR foZ fo2' R'Pd(R',z') dz' dR' d.p. (2-11) 

El potencial iP d esta dado por 

Mdo (2-12) 
{R2 + [ad + (z2 + b~)'/2J2 p/2' 

La magnitud de la fut'Tza Fd cflta dada por 

(2-13) 

En particular \ la fuerza en el plano del disro es 

(2-14) 

En la Fig. 3.1 se muestran la densidad, la masa acumu
lada, la fuerza (por unidad de masa) y la velocidad de 
rotación para cada una de las componentes de este mode
lo. 

3.3 Modelo de Baheall, Sehmidt y Soneira 

Este modelo se obtiene a partir de conteos de estrellas 
en diferentes direcciones, movimientos de estrellas de alta 
velocidad y de la curva de rotación galáctica. Consta de 
cuatro componentes: un disco exponencial. un bulbo de 
de Vaucouleurs, un halo ma..c;ivo y una u:m.lponente cen
tral. La densidad de masa de cada una de sUs componen
tes tiene una expresión analítica; sin embargo. la masa, 
el potencial y la fuerza sólo se pueden calcular numéri
camente¡ para lo cual es necesario utilizar las relaciones 
2-22, 2-23a y 2-23b de Binney y Tremaine (1987). 

El modelo que adoptamos es el que se da en la Tabla 4 
de Bahcall, Schmidt y Sane ira (1983, referido en adelante 
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TABLA I 

VALORES DE NORMALIZACIÓN PARA EL MODELO DE 

BSS 83. 
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r'" 1 kpc determinada por Becklin y Neugebauer (1968). 
La densidad de masa para esta componente es 

(3-1) 

donde 
,,2 = (1000 R)2 + (1000 Z)2 (~) , (3-2) 

con Po, la densidad central y a, c constantes de forma. 
Si c/a=lla forma de esta componente es esférica, que 

es el caso que adoptamos para facilitar su estudio2 . En
tonces, la expresión para la densidad se puede reescribir 
como: 

p,(r) = po,(1000 r)-1.8 exp( -r'). (3-3) 

Para reproducir los valores de la curva de rotación de 
Fig. 3.2.- Velocidad circular de rotación debida a la com- BSS 83 con la eco (3-3) es necesario introducir un factor 
ponente central y a todo en modelo. Los puntos negros son de escala en está componente. El mejor ajuste se obtiene 
los valores de la velocidad para la componente central en la con exp[( -r /0.86)'] y con el valor de Po, dado en la Ta
Tabla 4 de BSS 83. Nuestro ajuste a la velocidad de rotación bla 1. En la Fig. 3.2 se compara la curva de rotación que 
central y su resultado en la velocidad total es la línea sólida. se obtiene a partir de los datos dados por BSS 82, con 
La velocidad circular debida a la componente central y de to-
d I d I bt ' t' dI' t d el resultado de nuestro ajuste, tanto para la componen,te --o e mo e 0, que se o lenen a par Ir e os parame ros e --
BSS 82 se muestra con la línea de ¡mntos. ___ cenlral,_como_en-el-resultado-totar.-Ver pledefigura para 

como BSS 83). Se intento reproducir la curva de rotación 
de dicha tabla utilizando los parámetros dados por Bahca
n, Schmidt y Soneira (1982, referidos como BSS 82), que 
según los autores (BSS 83) son los necesarios para repro
ducir esa curva. Como no fue posible reproducir la curva 
reportada por BSS 83 con 108 parámetros de BSS 82, se 
hizo un ajuste de los parámetros para poder reproducir la 
curva de rotación de BSS 83. En la Tabla 1 se da el re
sultado de nuestro ajuste y los valores dados por BSS 82. 
En está tabla encontramos diferencias entre los valores del 
ajuste y los reportados por BSS 83. La densidad, de la 
componente central, es la que muestra una mayor diferen~ 
cia, nuestro valor es casi ella mitad del dado por BSS 83. 
En la siguiente subsBcción estudiamos el efecto en la curva 
de rotación debido a esta diferencia. 

A continuación se describe en detalle cada una de las 
componentes de este modelo. 

3.3.1 Componente central 

Los autores incorporan esta componente al modelo pa
ra reproducir la curva de rotación observada en 2.2 ,"m a 

detalles. 

3.3.2 Bulbo 

La densidad de masa del bulbo Pb, está dada por, 

r < 0.03Ro 

r ::: O.03Ro 

(3-4) 

donde POb Y Ro son los valores de normalización con valo
res de l.2xlO-4M0/PC3 y 8 kpc, respectivamente. 

La masa acumulada, el potencial y la fuerza se calculan 
numéricamente. En la Fig. 3.3 se muestran las diferencias 
de la velocidad de rotación, entre nuestro ajuste y los 
puntos de la Tabla 4 de BSS 83 (línea de trawscortos). De 
ésta gráfica vemos que el ajuste para esta componente es 
bastante satisfactorio, y como veremos más adelante, ésta 
diferencia está por debajo de los errores observacionales. 

2BSS 82 adoptan el valor de cja=ü,4 
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Fig. 3.3.- Diferencia entre el ajuste y la curva de rotación 
dada por BSS 83 para el haJo (línea de puntos), bulbo (línea 
de trazos cortos) y disco (línea de trazos largo). 

3.3.3 Halo 

La distribución de masa para el halo esta dada por 
(BSS 83) 

POh 
Ph(r) = 1 + (r/2)18' (3-5) 

que tiene la forma propuesta originalmente por Bahcall y 
Soneira (1980), con la única diferencia de que el exponente 
es 1.8 y no de 2, que corresponde a una esfera isotérmica. 

En este easu el halo es masivo, los autores dan un radio 
de corte a los 150 kpc. 

La curva de rotación que se obtiene con los parámetros 
de BSS 82, coincide de manera razonable con la curva de 
la Tabla 4 de BSS 83. En la Fig. 3.3 se muestra esta 
diferencia (línea de puntos). 

3.3.4 Disco 

51 

En la Fig. 3.4 se muestran las gráficas para la densidad, 
la masa acumulada, la fuerza (por unidad de masa) y la 
velocidad de circular de rotación, para cada una de las 
componentes de este modelo. 

3.4 Modelo de Ostriker y Caldwell 

Este modelo consta de 3 componentes: un bulbo, un 
halo y un disco. Los parámetros de este modelo se deter
minan con el método dinámico. 

Los datos que Ostriker y Caldwell (1981, referidos en 
adelante como O&C) utilizan para encontrar el valor de 
los parámetros del modelo son: la distancia al centro 
galáctico, las constantes de Oort (A y B), el brillo su
perficial observado (E), la escala de longitud del bulbo 
de Hubble-Reynolds, las componentes de las velocidades 
tangenciales de las líneas de emisión en las líneas de HI y 
ca a 5 longitudes galácticas y a diferentes radios galac
tocéntricos, y la velocidad de escape en la vecindad solar. 
Ellos ajustan los parámetros de las componentes del mo
delo para reproducir estos datos observados, utilizando un 
método de X2 

A continuación se da la descripción detallada de cada 
una de las componentes. 

3.4.1 Bulbo 

Esta componente se modela con una ley de Hubble (~ 
1( r3 ) que es el perfil aproximado que presenta en nuestra 
Galaxia, y otras del mismo tipo morfológico. 

La densidad, la masa acumulada, el potencial y la fuer
za (por unidad de masa), para esta componeute estan da
das por: 

3.75 [21n (~) - 3], 

3.75 [3-Z 1 (1+Z1f2) 3] zr Zl/2 n (1 Z)1/2 - 1 

Para la densidad del disco Pd, se propone una distribu- Pb(r) = PbO 
ción exponencial en la dirección radial y perpendicular al 

1, 

plano, dada de la siguiente forma, 

Pd(R,z) = PodexP (~;) exp (- ~) exp (-);1) , 
(3-6) 

donde H es la escala de altura del disco en la vecindad 
solar, determinada por Bahcall y Soneira (1980) en base 
a conteos de estrellas con z <325 pe. Ro es la distancia 
nel Sol al centro galáctico, que se asume de 8 kpc. hd es 
la escala radial del disco exponencial que es Je 3.5 kpr, 
valor Se obtiene en base a la observación de galaxias con 
el mismo tipo morfológico que la nuestra (Freeman 1970), 
y por el brillo superficial del disco galáctico, observado 
por de Vaucouleurs y Pence (1978). En la Tabla 1 se 
comparan los valores de BSS 82 y nuestro ajuste. En la 
Fig. 3.3 se gráfica la diferencia en la velocidad de rotación, 
entre nuestro ajuste y los datos de la Tabla 4 de BSS 83 
(línea de trazo corto). 

3.75 {H% [t -1 ( -1 ) + ,] 3} ~ ZfT'I an Zl/2 '2 - , 
r > rb, 

1.877r(,;,-)3, 

donde 
Z = ¡(r(r,)' - 11. ( 1-1) 

donde PbO es la densidad central con un valor de 101.8 M," 
pe 3 y rb es factor de escala con un valor de 0.1 kpc. Rx 
( ....... 1 kpc) es un radio de transición a partir del rual la 
densidad comienza a ser proporcional a 1/r3 . La masa y 
el potencial están dados por, 

r > RXl 

(4-2) 
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Fig. 3.4.- La densidad, la masa acumulada, la fuerza (por unidad de masa) y la velocidad circular de rotación para cada una 
de las componentes del modelo de BSS 83. 
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faR., G~t(r)dr + G;:; 

+4rrGp r3m [...L - _1_] 
b b 8 R., R tol ' 

GM,,(Rz ) + 47rGp r3llK [ln(rITb)+l 1 1 
r b b 8 r - Rtot ' 

r > Rx 

(4-3) 
Rtot es el radio de corte para el bulbo, con un valor de 
150 kpc. La fuerza que ejerce el bulbo por unidad de masa 
está dada por 

3.4.2 Halo 

F.(r) = _ Mb;r) . 
r 

La densidad de esta componente es 

( ) PhO 
Ph r = 1+(r/rhQ)2' 

(4-4) 

(4-5) 

donde PhO es la densidad central y rhO el factor de escala 
para el halo con valores de 0.2 M0 pc-3 y 2.332 kpc, 
respectivamente. 

La masa acumulada está dada por 

El potencial de está eomponente es 

La fuerza está dada por 

(4-8) 

3.4.3 Disco 

La densidad de masa se propone como la diferencia 
de dos funciones exponenciales, que básicamente Jan un 
disco que decrece de manera exponencial hacia regiones 
extprnas de la Galaxia, y con un agujero en la parte cen
tral. La densidad, masa acumulada. potencial y fuerza 
están dados por: 

(4-10) 

Fd(R) = rrpd [~ (I/? K/? - ¡(' Kf) 

- .!!:...(Jf! Kíf - ¡f Kf)] , (4-12) 
Ro 

donde Jo, h, Ko Y K1 son las funciones modificadas de 
Bessel (Arfken 1984). Los subíndices G y D se refieren 
a los parámetros de normalización que se usan en cada 
una de ellas, dados por Rv Y Ra, con valores de 3.26 kpc 
y 3.25 kpc, respectivamente. La densidad, PdO, tiene un 
valor de 5.98x1Q4M0 pc-z. El disco que estos autores 
proponen es bidimensional. 

Para introducir la dependencia en z, algunos autores 
han propuesto Una función de la forma e-z / zo , o como 
una secante hiperbólica (BSS 82, Freeman 1970, van der 
Kruit y Searle 1981,1982). La secante hiperbólica tiene 
una derivada continua en cero, la función exponencial no. 
Aunque esto no será de reelevancia en este trabajo, es 
importante señalar que este tipo de función se puede uti
lizar para incluir la dependencia axisimétrica del disco en 
el potencial galáctico. 

3.5 Comparación y Selección del Modelo 

En está sección se comparan las propiedades de cada 
uno de los modelos que hemos descrito. Los criterios de 
comparación son los siguientes: validez física de la distri
bución de masa, sus efectos dinámicos, y facilidad en su 
implementación numérica. 

3.5.1 Comparación de las distribuciones. 

Analizamos cada una de las componentes de los mo
delm; que hemos descrito para evaluar si tienen sentido 
físico. 

Halo 

La rlistribución de masa del halo es muy parecida en 
todos los modelos (esfera isotérmica). Para radios mayo
res a 10 kpc, esta distribución es proporcional a r, aunque 
en las regiones centrales los modelos son ligéramente dife
rentes. Sin embargo, en este casu no eS importante porque 
ahí domina el bulbo y/o disco galáctico. 

En todos los modelos se introduce un truncamiento pa
ra está componente, porque el halo no se puede extender 
a infinito, de lo contrario la masa diverge. 

En este caso no hay un criterio estricto para dar prefe
rencia a alguno de los modelos, ya que los tres son física
ruante congruentes. 
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Fig. 3.5.- Densidad, masa acumulada, fuerza (por unidad de masa) y velocidad circular, como función del radio galactocéntrico, 
para cada una de las componentes del modelo de 0& C. 
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Disco 

En este caso cada modelo presenta una componente 
diferente. 

La densidad de masa del modelo de A&S decrece muy 
lentamente, y al parecen no coincide del todo Con los dis
cos observados en galaxias externas, que muestran un de
caimiento exponencial (Mihalas y Binney 1981 §5.2, en 
particular Fig. 5-22.). 

El modelos de O&C presenta un hoyo en la región cen
tral del disco, que físicamente no es posible, porque es 
justo donde uno espera que la masa esté más concentra
da, o al menos no decrezca. El comportamiento en las 
partes exteriores parece congruente con las observaciones 
de galaxias externas. Sin embargo, los autores no dan una 
dependencia explícita para la distribución de masa en la 
dirección z. 

El modelo de BSS presenta una distribución para la 
masa que decae exponencialmente en R y z. Esta distri
bución es la que más se observa en galaxias externas de 
disco. 

De lo anterior, se decidio tomar el disco del modelo de 
BSS 83, porque tiene mayor sustento observacional que 
los otros dos. 

Bulbo y componente central 

Los tres modelos proponen un bulbo, que para A&S y 
O&C decae como r-3 y para BSS como un modelo de de 
Vaucoulcurs. 

En el modelo de BSS 83 se introduce una componente 
central con el fin de reproducir la curva de rotación que se 
reporta en las regiones centrales de la Galaxia por Becklin 
y Neugebauer (1968), entre en 1 kpc y 2 kpc. Esta curva 
se se cree que es causada por una barra en la región cen
tral de la Galaxia (ver capítulo 3 de Gilmore el al. 1990). 
La velocidad circular de rotación debida a la distribución 
central y al bulbo, coincide con la del bulbo para otros 
modelos. 

El modelo de O&C tiene una función que se divide en 
varias regiones, lo que dificulta su interpretación física, 
aunque basicamente decae como r-3 . La distribución del 
modelo de A&S es una esfera de Plummer, que tiene ex
presiones analíticas para masa y fuerza. 

Los perfiles de densidad de ma'a para los modelos de 
A&S y de BSS, decrecen más rápido que el modelo de 
O&C, lo que al parecer es correcto, ya que no se espera 
que la distribución del bulbo que compita con la del halo. 

Concluimos que la component~ nlá.s plausible es la dl"l 
modelo de A&S. Sin embargo, la snma del bulbo y la 
componente central de BSS también es aceptable. 

En resumen, se puede dedr que para modelar la dis
tribución de masa del halo cualquiera de estos modelos es 
aceptable. Para el disco el modelo físicamente más acep
table es el de BSS 83, con la ventaja de que numérica
mente es sencillo de implementar. El bulbo más sencillo 
y físicamente plausible es el de A&S, aunque, el mode-

lo de BSS 83, con bulbo y componente central, también 
es aceptable. Sin embargo, este no presenta la sencillez 
numérica del modelo de A&S. 

A continuación hacemos una comparación de los efectos 
dinámicos que produce cada modelo. 

3.5.2 Comparación de los efectos dinámicos. 

Los efectos dinámicos que prodnce cada modelo se pue
den evaluar comparando la fuerza (por unidad de masa) 
y la velocidad circular de rotación. 

La fuerza de marea sobre un cúmnlo globular depende 
del gradiente radial de la fuerza y del tamaño del cúmulo. 
El intervalo donde se espera que los cúmulos experimenten 
el máximo efecto de la fuerza de marea, está entre 1 kpc 
y 10 kpc (ver Fig. 3.6), porque es ahí donde la pendiente 
de la fuerza experimenta sus mayores cambios. 

En este intervalo el modelo de O&C tiene el mayor 
cambio de su pendiente, entre 0.8 kpc y 3 kpc. El modelo 
de BSS tiene un comportamiento parecido al de O&C, 
pero con una pendiente menos pronunciada, que cambia 
alrededor de los 2 kpc. El modelo de A&S no muestra 
cambios mayores en su pendiente. 

De la Fig. 3.6b, se muestra la velocidad circular para 
cada uno de los modelos estudiados. Notamos que el mo
delo de O&C es el que presenta valores más altos en esta 
curva. Este modelo también presenta la curva de rotación 
más plana. 

En conclusión, la magnitud de los efectos dinámicos 
que el modelo de O&C produce es mayor que lo otros 
dos, seguido en magnitud por el de BSS y A&S, respecti
vamente. 

3.5.3 Discusión e implementación numérica 

Los choques de marea han sido estudiados por otros 
autores, y es importante considerar a los modelos que 
otros autores han utilizado. En particular Aguilar et 
al. (1988), en adelante ARO) y Gnedin y Ostriker (1996, 
en adelante GO) han utilizado los modelos de BSS 83 y el 
de O&C. Este es un criterio adicional para dar preferencia 
a alguno de estos modelos. 

El modelo de BSS 83 presenta un disco y un halo físi
camente realistas. Si consideramos el bulbo más la com
ponente central, el resultado también es aceptable. La 
fuerza de marea que produce éste modelo se encuentra en 
el caso intermedio (ver Fig. 3.6) ya que según AHO y GO, 
este modelo no es tan destructivo como el de O&C. 

En el modelo de O&C, el disco físicamente no es rea
lista, lo cual es compensado con un bulbu muy lllasivo. 
Este produce una fuerza de marea muy grande, siendo el 
más destructivo según ARO y GO. 

Como ya se ha dicho, el modelo de A&S no ha sido ci
tado en la literatura en trabajos relacionados a la de..."truc
ción de cúmulos globulares. Sin embargo. tiene la ventaja 
que el potencial y la fuerza que ejercen todas todas sus 
componentes se pueden calcular de manera analítica. 
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Fig. 3.6.- En (a) se presenta la fuerza y en (b) la velocidad circular de rotación, como función del radio galactocéntrico para 
los modelos estudiados. 

En la discusión anterior el modelo que físicamente es 
más realista es el de BSS 83, y el que computacionalmente 
es más fácil de implementar es el de A&S. Sin embargo, 
descartamos a este último porque no hay trabajos que lo 
utilicen en el contexto de los choques gravitacionales. 

Proponemos utilizar el modelo de BSS 83 modificado, 
haciendo una implementación analítica utilizando algunas 
de las funciones que se usan en el modelo de A&S para las . 

____ componentes-esféricas,-y-una;-fUfiCion exponencial para el 
disco. Esta implementación reproduce el comportamiento 
dinámico del modelo de BSS 83, con la ventaja de tener 
una expresión analítica para el potencial y la fuerza de 
todas sus componentes. 

3~6 Construcción de Nuestro Modelo. 

En en está sección construimos una versión analítica 
para el modelo de BSS 83. La idea básica es ajustar los 
parámetros, de forma y escala, dados en § 3.2.1, 3.2.2 
y 3.3.4, para reproducir la curva de rotación dada por 
BSS 83. 

Como se dijo en el Capítulo 1, se pretende entender el 
efecto de la fuerza de marea sobre los cúmulos globulares, 
en particular, el efecto del bulbo. Se propone, como una 
primera aproximación, considerar el efecto de las compo-
nentes esféricas (halo y bulbo), sin considerar los efectos 
que la distribución axisimétrica del disco tiene sobre los 
cúmulos, pero conservando el efecto dinámico que ejerce 
su distribución de masa. Para esto se propone conservar 
la masa del disco, pero como una distribución esférica. 

3.6.1 Distribución esférica para la masa del disco 

Aunque no se considere la distribución axisimétrica del 
disco, se quiere conservar su efecto dinámico. Esto es 
posible si consideramos que su distribución de masa es 
función de la variable radial, T, es decir, como si esta 
masa esté en una distribución esférica. 

La densidad del disco está dada.por,. ----' ~ 

Pd(r) = PldexP (:'J exp (- h:J ' (6-1) 

donde Pld, hd1 Y R, S011 los parámetros a encontrar utili· 
zando los valores de la curva de rotación para está como 
ponente de BSS 83, minimizando el valor de X2. 

La masa estará dada por 

Md(r) = 47l"Pld exp (:"J x 

[exp (- ~,) (2h~, + 2hJ1r + hdlr2) - 2h~1]' (6-2) 

El potencial y la fuerza están dados por 

-<1>d(r) = 47l"Pld eXP (:.~) x 

[ ( r) (2h~, + 2h~,r + hd1 r
2

) - 2h~ll exp --
hdl r 

+hdl(hd1 + r) exp ( - h:J (6-3) 
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y 

(6·4) 

respectivamente. 

3.6.2 Bulbo y halo 

El bulbo de nuestro modelo equivale a la suma del la 
componente central y el bulbo del modelo de BSS 83. Los 
parámetros de forma y escala, en la ecuación (2-3)3 se ob
tienen al ajustar el resultado de la suma de las velocidades 
de las curvas de rotación de ambas componentes. 

Para obtener el halo se ajustan los parámetros de la 
eco (2-7), utiizando los valores de la velocidad circular de 
rotación correspondiente al halo de BSS 83. 

El ajuste de todos los parámetros se hizo con la función 
NonlinearFit del paquete Mathematica, que minimiza el 
valor de X2 entre la función y los datos de entrada. 

Los parámetros que se obtienen para cada componente 
son: 

• Bulbo 
M,o = L32xlOlOM0 

bbO = 0.32 kpc 

• Halo 
M hO = 1.12 X 10" M0 
ah = 10.75 kpc 

• Distribución esférica del disco 

Pld = 0.0816 M 2 pe-3 

R 1 = 2.58 kpc 

hd1 = 2.027 kpc 

En la Fig. 3.7 se muestra la diferencia entre la curva de 
rot.ación de nuestro ajuste con la de BSS 83. 

3.7 Conclusiones 

Hemos expresado un modelo galáctico realista de forma 
analítica, ajustando los parámetros rle forma y escala para 
reproducir el comportamiento dinámico del modelos de 
BSS 83. 

El modelo analítico facilita el cálculo numérico de las 
órbitas estelares, en nuestro caso de las estrellas de un 
cúmulo globular. De está forma se tiene mayor precisión 
en el cálculo del potmdal y de la fuerza sobre cada una 
del las estrellas. 

En la Fig. 3.7. se ve que nuestro ajuste a la curva de 
roLación de BSS 83, no es del t.odo satisfactorio. Sin em
bargo, una diferencia de ± 4 km S-1 no eH tan grave si 
consideramos que la barra de error observacional de este 
modelo es de ± 10 km 5- 1 . De lo anterior podernos decir 
que tenemos un modelo esférico para explorar los efectos 
de marea, que exeperimenta un cúmulo globular en un po
tencial galáctico, debido a las componentes esféricas del 

3Recordemos que la masa está directamente relacionada con la velo
cidad circular por la expresión v~ :::;::. GM(rl(r 
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Fig. 3.7.- Diferencias entre nuestro ajuste y la curva de 
rotación para cada una de las componentes del modelos de 
BSS 83. La linea. de trazos cortos corresponde al bulbo, la 
siguiente al halo y la de trazos más largos al disco. La línea 
continua es la diferencia total. 

mismo. Una ventaja de dicho modelo es que tenemos su 
contraparte axisimétrica, que se puede implementar para 
estudiar los efectos que produce el disco galáctico sobre 
los cúmulos globulares. 

Las funciones analíticas que se utilizan para ajustar 
el modelo de BSS 83, se pueden aplicar a ot.ros modelos 
galácticos, en particular, al de O&C. De está forma se 
puede tener ambos modelos de manera analítica sin perder 
sus características dinámicas. 
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Capítulo 4 

SIMULACIÓN DE N-CUERPOS 

En este capítulo se presentan las características genera
les del código empleado, y de los experimentos que hemos 
realizado. Hacemos una discusión de las dificultades que 
estos experimentos plantean, y de las razones por las cua
les se escogieron las herramientas numéricas empleadas. 
Se presenta en detalle el estudio de un experimento, con 
el fin de introducir las herramientas de análisis utilizadas 
en este trabajo. 

La elección del código de N-cuerpos, en particular, es 
una decisión de suma importancia, ya que el intervalo 
dinámico, tanto espacial como temporal de las simulacio
nes, restringe enormemente las posibles opciones. Recor
demos, por ejemplo, que las escalas temporales van desde 
los períodos orbitales de las estrellas más ligadas al cúmu
lo, al período orbital del cúmulo alrededor de la Galaxia. 
Además, es necesario que el calentamiento numérico del 
cúmulo, producido por errores de redondeo y truncamien
to, sea los suficientemente pequeño durante el transcurso 
de una simulación, para que no oculte los efectos del ca
lentamiento por choques, que es lo que deseamos medir. 
Finalmente, el proceso de escape de partículas del cúmu
lo, en presenda de un campo de marea. externo, ocurre 
a una tasa que depende sensiblemente de la granularidad 
del potencial del cúmulo, en las inmediaciones de su radio 
de marea. Por está razón e:-; muy importante que los ex
perimentos numéricos se realizen con un número realista 
de partículas. 

Por otro lado, los aspectos físicos de la evolución 
diná.mica de los cúmulos globulares, que nuestros experi
mentos no contemplan son los siguientes: En primer lugar, 
nuestras simulaciones no incluyen el fenómeno de colisio
nes entre partículas, que da lugar a una contracción del 
la región central y a una expansión en las partes más ex
ternas del mismo (ver §1.3.1). Simular e,te aspecto de su 
dinámica involucra el uso de códigos de N- -cuerpos de in
tegración directa, que utilizan técnicas de regularización 
(Aarseth. 1985). El tiempo de cAlculo que se requiere en 
estos códigos, hace imposible su utilización en el proble
ma que se quiere estudiar, debido al número de partículas 
que deseamos utilizar (N = 105 ). Por otro lado. la evo
lución dinámica ocurre en escalas de tiempo del orden de 
frh, que para los cúmulos globulares galácticos van de 108 

a 10'0 años (ver Fig. 1.6). Nuestros experimentos siguen 
la evolución de los cúmulos durante 10 períodos orbitales 
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alrededor de la Galaxia, esto implica escalas de tiempo del 
orden de 108 años para las órbitas que hemos considera
do. Aún así, hemos puesto especial cuidado en estimar los 
efectos producidos por la evolución colisional en las esca
las de tiempo que abarcan nuestras simulaciones (§4.2.3). 
Otro aspecto no incluido en nuestros experimentos es la 
segregación espacial producida por el espectro de masas 
de las estrellas del cúmulo (Spitzer, 1969). Este fenóme
no ocurre en una escala de tiempo comparable al trh Y su 
efecto principal es: la evaporación selectiva de las estrellas 
poco masivas. Otro fenómeno importante es la pérdida de 
masa producida por la evolución estelar (ver §1.3.2). Su 
efecto dinámico es importante en los primeros 5 X 109 años 
de la vida del cúmulo, y por tanto, no lo hemos considera
do en el presente trabajo. Un último fenómeno que hemos 
ignorado es la fricción dinámica, que causa que las órbitas 
de los cúmulos decaigan hacia el centro galáctico; sin em
bargo, este fenómeIlo ocurre en escalas de tiempo mayores 
a las que nos int.eresan, y sólo es importante para cúmulos 
masivos (ver 31.3.3). 

Debido a las limitaciones descritas, y a los desafíos 
numéricos que representan las simulaciones del fenómeno 
que se desea estudiar (con el número de partículas rea
lista, al intervalo dinámico temporal y espacial que e8tos 
sistemas implican, y en un campo de marca producido por 
un modelo relativista para la Galaxia) que experimentos 
ron las características aquÍ descritas no se han presentado 
en la literatura. Por lo anterior, los experimentos repor
tados en esta tesis representan una de las contribuciones 
más importantes en el estudio de estos sistemas. 

Hemos seguido la evolución de un cúmulo globular con 
dos códigos diferentes; uno basado en una expansión de 
armónicos esféricos, y el otro basado en una organización 
jerárquica (código de árbol), con el proposito de verificar 
que los resultados que se obtiene son independientes del 
código utilizado. 

4.1 ¿Por qué Necesitamos un Número Realista 
de Partículas? 

El movimiento de la"i estrellas en un sistema autogra
vitante, como lo es un cúmulo globular, está determina
do por el potencial promedio generado por sus estrellas. 
En una. simulación numérica, idealmente, se desea que el 
número de partículas (Np ) sea igual al número de estrellas 
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(Ns ) del sistema que se desea modelar. Sin embargo, debi
do a las limitaciones computacionales (tiempo de cálculo, 
memoria y espacio en disco) el número de partículas, ge
neralmente, es menor que Ns ' 

Si en una simulación el número de partículas es menor 
que el número de estrellas del sistema que se desea mo
delar, para una masa fija total, la masa de cada partícula 
será mayor que las masa de las estrellas dentro del cúmulo. 
Esto da como resultado que el potencial de las partículas 
sea más profundo que el de las estrellas, causando una 
mayor fluctuación del potencial promedio, lo que acelera 
el proceso de relajación. 

El tiempo de relajación para el sistema estelar, co
mo para el modelo numérico, es función del número de 
partículas que lo integran (ver eco 4.1 de la § 4 en Spitzer 
1987, Binney y Tremaine 1987). 

Para comparar el tiempo de relajación entre la simula
ción y el sistema real, se define el cociente 

t: N.lnN, 
t~ = NslnNp ' 

(1-1) 

donde t: y t; son los tiempos de relajación de la simulación 
y del sistema real, respectivamente. 

En la Fig. 4.1, hemos graficado distintos valores de la 
relación anterior como función del cociente Np / N S1 para 
algunos valores de N,. El tiempo típico de relajación, en 
el radio mediano de masa, trh , para los cúmulos globulares 
es del orden de 5 x 108 años (ver Fig. 1.7, capítulo 1.). Si 
consideramos que el período orbital de los cúmulos es, en 
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0_1 

0_01 

N, 

10' 

10' 
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Fig. 4.1.- Relación entre el cociente del los tiempos de re
lajación de una simulación y el sistema físico correspondiente, 
y el cociente entre el número de partículas y estrellas. Las 
curvas en orden ascendente indican el número de estrellas del 
sistema que se desea modelar. 

promedio, de 108 años (......, O.2t;h)' podemos estudiar su Resolver (2-1) con un número de partículas semejante 
comportamiento con Np ~ 0.2N, (ver Fig. 4.1). al número de estrellas que tienen los cúmulos globulares, 

Por otro lado, si deseamos realizar una simulación por actualmente es inaccesible, porque el número de opera-
10 períodos orbitales, t '" 2t~h' es necesario que nuestra ciones por paso de tiempo en una integración directa, se 

---simulación-cuente-con-J'4,~-N,,_par"-que~os_resultadQS __ eS_cata como O(1Y~). Además, si se considera la presencia 
sean representativos del sistema (ver Fig. 4.1). inicial y la subsecuente formación de estrellas 5inarias- se 

Las curvas de la Fig. 4.1, pérmiten determinar el tiem- introduce en el sistema una escala de tiempo extremada-
po que una simulación de N cuerpos tiene sentido físico, mente pequeña que es necesario considerar. 
si esta se realiza con N p < N s ' De manera reciente, algunos autores han realizado si-

4.2 El Código de N-Cuerpos 

Un cúmulo globular tiene del orden de 105 a Ion estre
llas (Djorgovski y Meylan 1993). Para describir su com
portamiento es necesario resolver el siguiente sistema de 
ecuaciones diferenciales acopladas, 

d2 xi _ ~ Gmj(xj - x¡) 
dt2 -L..[(x·-x-)2+€2J3/2 

i:#:i 1 t 

i = 1, ... ,N., (2-1) 

donde G es la constante de gravedad, € es la longitud de 
suavízamíento1, Xi Y Xj, son las posiciones de la i-ésima 
y j-ésíma partículas, respectivamente. 

1 Este parámetro se introduce en la simulación de N cuerpos por dos 
razones: para que el integrador realize una correcta descripción del 
movimiento si dos partículas se aproximan una distancia muy pe
queña y para disminuir los efectos de la relajación espúrea. El valor 
de ~ es menor que la separación media entre partículas para no al
terar demasiado la evolución física del sistema. 

mulaciones con 32,768 partículas integrando la ecuación 
(2-1), para estudiar como OCUrre el colapso central en los 
cúmulos globulares. Esto se ha hecho con una compu
tadora diseñada exclusivamente para. resolver este tipo 
de problemas (GRAPE-4, Ebisuzaki et al. 1993, Taiji et 
al. 1996). 

Por el costoso tiempo de CPU que se requiere en una 
integración directa, varios autores han desarrollado méto
dos aproximados para resolver el lado derecho de la ecua
ción (2·1). Sellwood (1987) hace una extensa revisión de 
las aproximaciones y de los códigos que se han aplicado 
en el estudio de sistemas astronómicos. 

A continuación hacemos una breve descripción del códi
go de árbol (CA), que es una de los más populares en la 
literatura porque se adapta a la geomería del problema 
estudiado. Sin embargo, presenta la desventaja de ser cos
toso en tiempo de CPU. Como el problema que se desea 
estudiar es aproximadamente esférico es posible integrar 
la eco (2-1) con un código basado en una expansión de 
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armónicos esféricos (CAE), con el que es posible realizar 
simulaciones con Np = 105 partículas en un tiempo razo
nable de cómputo. 

4.2.1 Método del árbol jerárquico 

Este método organiza a las partículas de manera jerárqui
ca en el espacio, esto evitar hacer el cálculo de la fuerza 
entre todas las partículas del sistema de manera explícita. 
La fuerza entre partículas cercanas se calcula de manera 
directa, mientras que para las partículas lejanas estas se 
agrupan en seudopartículas. La resolución espacial con la 
que se calcula la fuerza, se determina con un criterio de 
tolerancia (}, y con el número de términos en la expansión 
del potencial alrededor de las seudopartículas. 

Barnes y Hut (1987), introducen la división del espacio 
de manera octal, que a su vez se subdividen en octantes 
hasta que cada partícula se encuentra dentro de una sub
división. La dirección de cada subcelda se conoce por es
tar dentro de la estructura jerárquica, lo que automática
mente define su posición en relación a las demás partículas 
del sistema. 

El criterio para determinar que partículas se conside
ran en el cálculo directo de la fuerza, y cuales como seu
dopartículas, depende de la separación entre la partícula 
y los nodos de cada subcelda (d), en relación al tamaño 
de cada subcelda (1), 

1 
-<8 d - , (2-2) 

donde (J eR el criterio que determiua hasta donde se con
sideran las partículas individuales para hacer el cálculo 
directo de la fuerza. o la agrupación de estas en seudo
partículas (Hernquist y Barnes 1990, Pfalzner y Gibbon 
1996). 

La ventaja de este método c¡;; que no se requiere de 
ningún tipo de geometría global del .i,tema, porque se 
ajusta a las iuhomogeneidades del mi. ... mo. Sin embargo, 
la conservación de cantidades como la energía, el momento 
y el momento angular dependen del valor de 8 (Hernquist 
y Barnes 1990). 

Este método, aunque es uno de los más populares hoy 
en día, aún es prohibitivo para realizar intregradones con 
más de 105 partículas durante tiempos de más de dos tiem
pos dinámicos del sistema. El tiempo de cómputo, en este 
código, se escala como O( N log N), El 60%-;>'0% del tiem
po de CPU se emplea en regenerar el árbol que define la 
estructura jerárquica de las partículas en cada paso de 
tiempo (Hernquist 1989). 

4.2.2 Código de armónicos esféricos 

La idea básica de este método es la de sustituir la par
te derecha de la eco (2-1) por un desarrollo finito en se
ríes armónicas, adecuadas a la simetría del problema que 
será modelado (White 1983, :VIcGlynn 1984, AguiJar 1985 
y Aguilar 1992). El sistema debe conservar una simetría 
global para que el potencial y la fuerza converjan a lo 
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que se obtiene por integración directa. A continuación 
se muestra el método para realizar la expansión\ y como 
se calcula el potencial y la fuerza que experimenta cada 
partícula. 

Método de Expansión 

El potencial gravitacional que ve la i-ésima partícula, 
debido a las N - 1 partículas del sistema, está dado por 

N 

~ 
mj 

<I>(r;) = - / ' 
'J' (ir; - rjl2 + .2)1 2 
J~' 

(2-3) 

con ri Y rj los vectores de posición del la i-ésimay j--ésima 
partícula respecto al centro del potencial, respectivamen
te. 

La sumatoria de la eco (2-3) se puede dividir en dos 
regiones: una interior y otra exterior a ri- Reescribiendo 
(2-3) se tiene (AguiJar 1985, y Hernquist y Barnes 1990) 

-<I>(ri) 

Sí se define S; y Sj de la siguiente forma, 

Si 

Sj 

Para Ir,l < Irj\, 

(r; +.2)1/2, 

(r] + .2)1/2 

( 
2 )-112 r· 2r· r· 1 + 2- _ _ ' __ J 

.:l 2 
Si Bi 

Se define a x de la siguiente forma, 

¡ ~ _ 2r;;'l, Irll < Irjl. , , 
:c= 

¡l. - 2r;;'l, Ird > Irjl 

(2-4) 

(2-5) 

(2-6) 

(2-7) 

(2-8) 

Las ecuaciones (2-6) y (2-7) se pueden reescribir en térmi
nos de (1 + x)-II'. Espresando (1 + x)-112 en series de 
potencias, 

2 1/'1 1 3 2 5 3 
(I+.r ) - - = 1- :;:x+ 8'" - 16:r ... para!.r! < 1. (2-9) 

Sustituyendo en la eco (2-4), se puede reescribir como, 

<I>(r;) ~ mJ ~an (TI -2:l r;)n 
rJ<ri s~ n Si 
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donde an tiene la siguente forma recursiva, 

{ 

l;~nan_l, si n:;::: 1¡ 
an = 

1, si n = 0, 
(2-11) 

con n el orden de la expansión con que se desea aproximar 
el potencial. La fuerza que experimenta una partícula en 

(2-12) 

con l1(r,) dado por la ecuación (2-10) al orden deseado 
en n. A los primeros órdenes de está expansión se les 
conoce como expansión monopolar (n=O), dipolar(n=I), 
cuadrupolar (n=2) y octupolar (n=3). 

La fuerza y el potencial que experimenta cada partícu
la se calcula en dos pasos lineales sobre del arreglo de 
partículas, una vez que estas se han ordenado de manera 
ascendente en Irl respecto al centro del potenciaL En la 
primer suma se evalúa la fuerza o potencial debido a las 
partículas internas, en la segunda a las externas. En este 
método el tiempo de cálculo está dominado por la rutina 
que ordena las partículas en orden ascendente (respecto al 
centro del potencial), que se escala como O( N) (Hernquits 
y Barnes 1990). 

Centro de expansión 

Un aspecto que resulta crítico en el método de expan
sión en armónicos esféricos, es la determinación del punto 
espacial alrededor del cual se hará dicha expansión. Cabe 
hacer notar que esto no ha causado dificultad en trabajos 
anteriores, porque los autores han modelado el sistema 
estelar con un perfil de de Vacouleurs, que presenta una 
singularidad en el centro de su perfil de densidad, lo que 

____ hace más fácil la determinación de un centro de expan
sión. En nuestro caso nos interesa mooelar cúmulos con 
un perfil de King, que presenta una zona central con den
sidad aproximadamente constante (ver Fig. 1.2a). Esto 
hace particularmente difícil y crítica la determinación de 
un centro de expansión apropiado. 

Idealmente, el centro de expansión debía ser el cen
tro del potencial, es decir, el mínimo global del potencial 
del cúmulo suavizado a et;calas espaciales menores que la 
distancia promedio entre partículas. Desafortunadamen
te, aunque sencilla, la descripción anterior es costosa de 
implementar en términos de tiempo de cómputo. Dicha 
implementación contemplaría un proceso en el que se es
tablece una malla espacial cartesiana alrededor de un po
sible punto inicial. En cada punto de la malla se evalúa el 
valor del potencial colectivo de las patículas del cúmulo, 
para posteriormente evaluar el mínimo global de la malla, 
y centrados en este mínimo se procedería a iterar cada vez 
con una malla más fina, deteniendo la iteración al alcanzar 
la precisión requerida. 

Una alternativa} relativamente sencilla} es emplear el 
centro de masa del sistema: 

(2-13) 
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Lamentablemente, la posición del centro de masa depende 
sensiblemente de las partículas máB alejadas del cúmulo, 
mientras que la posición del centro del potencial está do
minada por las partículas máB ligadas a este. 

Por lo anterior hemos implementado un proceso ite
rativo intermedio entre los dos procesos arriba descritos, 
basado en una idea de D. Carpintero (1997, comunicación 
privada). La condición inicial es que el centro de expan
sión es el mínimo del potencial colectivo de las partículas 
del cúmulo, cuyo gradiente cumple la siguiente condición: 

= 

= 0, (2-14) 

donde €e es un parámetro de suavizamiento, que es del 
orden o mayor que la separación media entre partículas, 
< 1 >2, que se introduce para evitar que el mínimo de este 
potencial sea afectado por los potenciales individuales de 
las partículas, en particular, de aquellas que se encuentran 
en la región central. N e es el número de partículas, menor 
o igual al total de estas, con las que se hace el cálculo del 
potencial, y r eexp es la posición del centro de expansión 
que deseamos encontrar. 

Evaluando el gradiente y despejando la posición del 
mínimo, que aparece en el númerador, obtenemos 

(2-15) 

donde r~exp es una k-ésima aproximación al valor buscado 

y r~~~ es el valor de la aproximación anterior" 
La idea ahora es usar la expreSIón anterior-de-manera-

iterativa, sustituyendo del lado derecho con una primera 
aproximación del centro de expansión y obteniendo del 
lado izquierdo la aproximación subsecuente 

Se define la tolerancia (1) como la condición necesaria 
para detener el proceso iterativo, que ocurre cuando se 
cumple que, 

- '- I_k-l _k I (21n) 
"/ :::::: Il·cexp - "'eexpl" ,,-- . . , 

Los parámetros que juegan un papel importante en la con
vergencia de este método son: el suavizamiento, €j la to
lerancia, 1]e; Y el número de partículas con las que se en
cuentra el centro de expansión (Ne , que es un porcentaje 
de las partículas ordenadas de manera radial respecto al 
centro de masa. Este algoritmo lo llamaremos Algoritmo 
De Centrado(ADC). 

Para probar la confiabilidad del ADC se generaron 100 
realizaciones azarozas de un modelo de King. La concen
tración del modelo fue de c=1.5 con N = 104 partículas. 
En cada uno de ellos se calculó el centro del potencial 

2 Como la densidad de los modelos de King es función el radio, nos 
referimos: a la separación media entre particulas dentro del radio 
central. 
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rcexpl variando f el entre 0.1 < l > y 100 < l >; 1J, entre 
10-1 y 10-5 ; N" entre O.lN y N. La posición inicial pa
ra el ADC se varió entre Te (radio central del modelo de 
King) y 100 Te. 

Los valores encontrados con el ADC se comparan con 
los que se encuentran utilizando una malla cúbica de 
muestreo de la función potencial dentro del cúmulo. Ini
cialmente se utiliza una malla cÍlhica con baja resolución 
para encontrar la posición aproximada del mínimo del po
tencial. Centrada en esa posición se utiliza una malla de 
mayor resolución, donde se evalúa con mayor precisión la 
posición del mínimo del potencial. La resolución de la ma
lla es del orden de - 0.1 < 1 >. Los valores encontrados 
con este método los llamaremos valores de la malla cúbica 
(VMC). 

Encontramos que los resultados de ADC siempre con
vergen al VMC, al menos dentro del la resolución de la 
malla, cuando fe 2: < 1 >. Si fe < < 1 >, el método conver
ge a mínimos locales, es decir, a los pozos del potencial de 
partículas individuales. El número de iteraciones en las 
que se converge, en el peor de los casos fué de 10 y 15. Si 
la posición inicial del centro de expansión está dentro de 
r c> el método converge en 3-6 iteraciones. El parámetro r¡ 
controla la precisión con la que se converge a la solución. 
Si se desea una precisión muy grande el número de itera
ciones aumentará. En este caso la mejor convergencia se 
obtiene para un valor de 10-3 < r¡ < 5 X 10-3 . 

Conocidos los intervalos de confiabilidad del ADC, ha
cemos un par de simulaciones para probar la rutina en 
condiciones semejantes a las de nuestros experimentos 
(N=105 partículas). Primero en un cúmulo aislado y des
pués en órbita circular. En ambos casos el primer pun~ 
to para el algoritmo es el centro de masa. El criterio 
que se utilizó para determinar los mejores valores de es
tos parámetros, es que la variación total de la energía del 
cúmulo sea mínima. 

Nuestros resultados muestran que la energía total del 
cúmulo ~e conserva mejor con los siguiente valores: fe ...... 

10 < 1 >; r¡ ~ 5 X 10-3
• Para el cúmulo aislado y en 

órbita circular. 
El número de partículas con las que se logra una mejor 

convergencia, es de un 30% a 100% del total, siempre y 
cuando estas sean las más cercanas, en orden ascendente, 
al centro del cúmulo. El número de iteraciones en las que 
se converge están entre 5 y 10. 

Estos parámetros son los que hemos "sintonizado" en 
el código de armónicos esféricos para fpalizar nuestras si
mulaciones. 

Momentos cuadrupolar y odupolar 

Para determinar a que orden eti conveniente realizar la 
expansión de los armónicos esféricos, hemos comparado la 
evolución de un cúmulo con un código basado en la ex
pansión de armónicos esféricos hasta el orden cuadrupolar 
(CAEC), y en otro hasta orden octupolar (CAEO). 

Evolucionamos un modelo de King, de concentración 

63 

'" 1.0025 --QUAD. ----OCTU 

;¿ 
'" 0.9975 

Fig. 4.2.- Comparación de la energía potencial (W), cinética 
(K) y la total (E), durante la evolución de un cúmulo globu
lar aislado, utilizando la expansión de armónicos esféricos al 
término cuadrupolar (línea sólida), y al octupolar (línea de 
trazo), durante 8825 ter. 

c= l.5, con 105 partícul:.s, durante 8650 ter (ter - rh IUm = 
5 pe/? km 8- 1 = 1.3 X 105 a1108) que corresponden a 
,....,." lltrh =,....,." 109 años, con un tl.t = tcr/40. 

En la Fig. 4.2 se muestra la evolución temporal de la 
energía potencial, la cinética y la total del cúmulo, para 
ambas simulaciones. En la Fig, 4,3 se muestra la evo
lución de los radios lagrangianos para cada fracción de 
masa ahí indicada. Los cambios en la energía del cúmu
lo son mayores para los resultados del CAEO que para 
el CAEC. La estructura del cúmulo experimenta mayores 
cambios para los resultados del CAEO. 

El cambio porcentual en la energía de cúmulo evolu
cionado con el CAEC es de 1.88%, mientras que para el 
CAEO fue de 7.74%, es decir, 4.1 veces mayor que el re
sultado del CAEC. 

La diferencia entre los resultados se puede deber al ma
yor número de operaciones que se realizan en el CAEO, 
aproximadamente, 60 más por cornponente espacial, lo 
que puede estar introdíendo mayores errores de redondeo, 
los cuales son erumulativos (Pross et al. 1992). 

Como nuestro código no es colisionaL no esperamos re
producir el colapso central del cúmulo (ver §l.3.1), así co
mo la evaporación de este. Los resultados que se obtienen 
con el CAED, muestran una expansión que no correspon
den a lo que se espera del código, ya que dicha expansión 
se presenta en regiones internas como de las externas. Los 
resultados del CAEC no muestran dicha expansión, así co
mo la variación tan considerable en las regiones centrales 
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Fig. 4.3.- Comparación de la evolución temporal de los ra~ 
dios lagrangianos para las mismas simulaciones de la Fig. 4.2. 
La línea de trazo corresponde a los resultados del CAEO y la 
línea continua al CAEC. 

del cúmulo. 
Como el objetivo de nuestros experimentos es el de me

dir el cambio en la energía de las estrellas, debido a los 
choques de marea, esto será imposible sí el mismo código 
introduce un calentamiento numérico considerable, ocul-

------tando-el-efecto.qUEuELdesea medir. Por esa razón se deci
dió utilizar el CAEC para realizar nuestras simulaCiones, 
que es el que menores efectos numéricos introduce en la 
simulación. 

4.2.3 Expansión del cúmulo 

En la Fig. 4.3 (línea sólida) vemos que el cúmulo man
tiene üna estructura razona.b.lemente estable durante el 
tiempo de integración (~ llt'h)' Esto se debe al carácter 
no-colisional del código que hemos utilizado. 3 

La evaporación es una consecuencia de la relajación de 
2 cuerpos (ver § 1.3.1). Este proceso hace que el cúmulo 
experimente un colapso de su región central en un tiempo 
del orden de 11-19 t'h, acompañado de una expansión en 
su regiones externas (ver § 4.2 de Spitzer 1987, y referen
cias que ahí se dan.). 

El colapso central fué predicbo teóricamente, y también 
ha sido reproducido en simulaciones de N-cuerpos con 
códigos colisionales (Makino 1996). 

Como el CAE es un código no colisional no es posible 

3Recordemos que este no sigue en detalle las colisiones de las 
partículas, en particular, en la región central, donde estas son más 
importantes. 
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Fig. 4.4,- En (a) se muestra la cantidad de masa porcen
tual que puede llegar a cada intervalo considerado, que inicial
mente contiene el 5% de la masa para dos modelos con 104 

(triángulos abiertos) y 105 (círculos sólidos) partículas., En 
(h) se muestran los tiempos teóricos de relajación para el caso 
tr- (línea sólida.) y t; (línea de trazos) para lO" y 105 partículas. 
Notamos que t; es mayor que t r por más de medio orden de 
magnitud. El valor de trh utilizado en la normalízacíón} es el 
que corresponde a t; para el modelo con 105 partículas. 

seguir en detalle el colapso central y la evaporación en 
nuestraLsitDyJaciones. Sin embargo} estos procesos ocu-
rren en escalas de tiempo comparables o similares a-las---
escalas que aquÍ nos interesan} por lo cual es importante 
estimar cualitativamente el efecto esperado. 

Una manera heurística de evaluar este efecto es suponer 
que la distribución de velocidades, en cada intervalo radial 
dentro del cúmulo, (r, r + dr), alcanza la forma de una 
distribución Maxwelliana en un tiempo de relajación local 
(tr_loc)(ver §1.3.1). Por lo que las estrellas en la cola. 
superior de la distribución de velocidades pueden pasar 
a formar parte de un intervalo radial externo} o escapar 
definitivamente del cúmulo. 

El número de partículas, que de un intervalo radial 
interno} Llrintl pueden pasar a un intervalo radial externo} 
CJ.rext, es función de la energía de las partículas. Una 
partícula con energía Ei , puede pasar al intervalo externo 
donde su energía cinética es igual a cero, Ei = <l>(rext). 

En cada intervalo externo se suman las partículas inter
nas cuya energía total corresponda a la energía potencial 
de dicho intervalo. La tasa de acreción está dada por 
el número de partículas que provienen de cada intervalo, 
entre el tiempo de relajación local correspondiente al in
tervalo radial del que provienen. Como podemos ver, el 
momento en que las partículas pueden pasar a un inter-
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Fig. 4.5.- En (a) se muestra la fracción de masa que con
tamina cada intervalo radial) que contiene inicialmente el 5% 
de la masa total, por unidad de tiempo. En (h) tenemos la 
masa fracciona! que contamina a cada uno de los intervalos en
tre t=O.2trh-4trh 1 que corresponden al intervalo temporal de 
nuestras simulaciones. Ahí mismo se han graficado las curvas 
de calentamiento según los modelos de Spitzer y Weinberg, que 
se discuten en el capítulo Il, con el fin de mostrar las escalas 
físicas donde el efecto de relajación se puede sobreponer aloe 
los choques dr marea. 

valo radial externo está determinado por el tiempo local 
de relajación (tr-loe) , que corresponde a la posición radial 
de donde provienen las partículas. 

En la Fig. 4.4a se muestra la fracción de masa que 
puede llegar a cada uno de IO!-i intervalos radiales exter
nos. Esta crece como función del radio, porque el número 
de intervalos que contribuyen a cada intervalo externo, 
aumenta como función de T. 

El tiempo de relajación correspondiente a cada inter
valo se puede obtener con dos tipos de análisis: el primero 
es función del tiempo dinámico (id). Esta suposicíón nos 
permite utilizar una de las expresiones más citadas en la 
literatura (Binney y Tremaine 1987, §4.1); 

N int t· 
81n Nint d, 

(2-17) 

donde p( r) es la densidad de masa promedio interna a r, 
y .Nint es el numéro de partículas dentro de r. La segun
da forma, de evaluar éste tiempo, es utilizando cantida
des locales como la separación media entre partícula, y la 
dispersión local de velocidades, < ,,' > (Chandrasekhar 
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1942), 

1 (3)1/2 < v2 >3/2 
t; = 16;;- N 1 ( <.'> )' 

lmi n 2 'N1/3 m. , 

(2-18) 

con N, la densidad local de partículas y mi la masa de la 
i~ésima partícula . 

En la Fig. 4.4b se muestran los tiempos de relajación 
como función de r, para un modelo de King con c=1.5 con 
104 (línea con triángulos) y 105 (línea con círculos negros) 
partículas. En ambos casos t; es mayor (~ 8 veces) que tr. 
Estos límites nos dan una idea aproximada de los tiempos 
de relajación local que se tienen en los cúmulos globulares. 
Notamos que el tiempo de relajación en la región central 
es dos órdenes de magnitud mayor que para las zonas 
externas del cúmulo. 

Conociendo el número de estrellas que pueden pasar a 
cada intervalo externo (ver Fig. 4.4a), y el tiempo de re
lajación para cada intervalo (Fig. 4.4h), se puede calcular 
la tasa de acrecimiento de masa en los intervalos externos. 
Esta será igual a la suma del número de partículas inter
nas al cascarón considerado, con energías en el intervalo 
(Ei = <I>(r;),Ei+l = <I>(ri+l)], entre el tr-loe del intervalo 
interno de donde proviene cada partícula. La tasa de acre
cimiento de masa, para cada intervalo externo está dada 
por, 

(2-19) 

En la Fig. 4.5a, se muestra la tasa de acrecimiento rle 
masa por intervalo radial (que inicialmente se define con 
el 5% de la masa) para un modelo ron lO'') partículas. En 
está figura vemos que la diferencia entre la relación (2-18), 
que considera condiciones locales (con t;, línea punteada) 
y la ecuación (2-17), que considera condiciones promedio 
(con tr, línea sólida), es aproximadamente, de un orden 
de magnitud. 

El intervalo temporal que abarcan nuestras simulacio
nes es de 0.2 trh a 4 trh . En la Fig. 4.5b, hemos graficado, 
considerando la tasa de acreción más baja de la Fig. 4.5a, 
el incremento fraccional de la masa para cada uno de estos 
intervalos. Vemos que en el peor de los casos (t=4 trh), 
la masa que "cae" en un intervalo centrado alrededor de 
rh es de un 4% de i\1tol , disminuyendo hasta ser de 0.7% 
lV/tal en las zana.', externas. Por otro lado, para el caso 
más favorable (0.2 trh), la masa que "cae" en el intervalo 
centrado en fh es de un 0.4% .. i\![tot disminuyendo hasta 
ser de un O.lo/c. en el radio nI:" marea. 

En la Fig. 4.5b hemo, graficado las funciones de calen
tamiento de Spitzer y Wcinberg (ver § 2.2.2). COn el fin 
de mostrar la escala espacial en la que el calentamiento y 
la evaporación se pueden sobreponer. Vemos que ambos 
efectos casi no se sobreponen durante el intervalo tem
poral considerado. De lo anterior se puede decir que el 
efecto de los choques es el más importante en las regiones 
externas del cúmulo. 
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Los criterios que utilizamos en este análisis son muy 
aproximados. Hemos supuesto que las partículas sólo 
"fluyen" hacia regiones externas, y que todas aquellas 
con una energía E, = ij>(rext) pasan al intervalo exte
rior. Esta suposición, en principio, sobreestíma la magni
tud de este efecto, razón por lo que podemos concluir que 
no será importante en el intervalo temporal que abarcan 
nuestras simulaciones. Respecto al intervalo espacial, de 
la Fig. 4.5b, podemos apreciar que ambos efectos se sobre
ponen de manera significativa en un intervalo alrededor de 
0.8< r/Tv < 2. En este intervalo el efecto del choque es 
dos ordenes de magnitud menor que en T,. Un aspecto 
adicional que se debe considerar,es que está evaporación 
es continua, mientras que los choque de marea son periódi~ 
cos, por lo que dicha sobreposición se debe analizar por 
período orbital y no considerando el tiempo total de la si
mulación, lo que reduce aún más la posible sobreposición 
de estos efectos. 

4.2.4 Calentamiento numérico 

Llamaremos calentamiento al incremento total de la 
energía del cúmulo (AE,). Este es causado por la inte
racción del cúmulo con la Galaxia (AEcc) y por errores 
de redondeo inherentes al código (AEnum )' El calenta
miento total dentro de la simulación será, 

AE, = AEcc + AEnum· (2-20) 

Si AEnum es mayor que AEcc los resultados serán do
minados por "ruido numérico" y no por el fenómeno que 
deseamos estudiar. 

Para evaluar la magnitud de AEnum hemos realizado 
tres experimentos. En el primero se estudia la evolución 
del cúmulo demanera aíslaaa;y=-los~otros-dos-en-órbita 
circular. De está manera podemos saber cual es el error 
que introduce el código al hacer el cálculo del potencial y 
la fuerza de manera aproximada, y al incluir el potencial 
y la fuerza de la Galaxia sobre cada estrella del cúmulo. 
En la Fig. 4.6 se muestra el calentamiento porcentual para 
los experimentos antes descritos. 

Para evitar que los efectos del campo cl~ marea galácti
co dominen la evolución de los cúmulos globulares duran
tes sus órbitas circulares, hemos escalado su tamaño, para 
que los cúmulos sean menores que el tamaño del lóbulo de 
Rache que le corresponde. 

A continuación se reportan los resultados de estos ex
perimentos donde el cúmulo se tomo como un modelo 
de King, de concentración c=1.5, con 105 partículas (ver 
Apéndice A). 

Cúmulo aislado 

Retomando los resultados que se obtienen en § 4.2.2 
para el CAEC (ver Fig. 4.2 línea continua), tenemos que 
el cambio fraccional de la energía es de 1.84 x 10-2 en 
104 unidades de tiempo (-4 xl05 pasos del integrador). 
Esto significa que la variación porcentual de la energía del 

CAPíTULO 1. SIMULACIÓN DE N-CUERPOS 

o 

-1 

-3 

o 2000 6000 6000 

Fig. 4.6.- Calentamiento porcentual como función del tiem
po para un cúmulo aislado (línea sólida), órbita circular a 6 kpc 
(línea de trazo corto) y a 3 kpc (línea de trazo largo). 

cúmulo, por unidad de tiempo, es 

! AE
E

::" (%) = 2.1 x 1O-4 t;.'. 
t , 

(2-21) 

Donde hemos supuesto que la variación de la energía es 
lineal con el tiempo (ver línea sólida de la Fig. 4.6). 

4.2.5 Cúmulo en órbita circular 

Para medir el calentamiento numérico que se introduce 
al incluir el cálculo del potencial galáctico hemos realizado 
dos experimentos en órbita circular, a 6 kpc y 10.5 kpc, 
del centro galáctico. 

El lóbulo de Roche es 2.5 y 3 veces mayor que el tamaño 
inicial del cúmulo para la simulación a 6 kpc y 10 kpc del 
centro galáctico, respectivamente. 

El calentamiento numérico, por unidad de tiempo, para 
cada Uno de los experimentos es de, 

y 

1 'E6kp, 
_ u , (%) = 2.9 x 1O-4t;/, 
t E, 

1 'E'0.5kp, 
_ u , (%) = 4.6 x 1O-4t;.'. 
t E, 

(2-22) 

(2-23) 

De las eco (2-21), (2-22) y (2-23), se decidió tomar el pr(}
medio de (2-22) con (2-23), porque son las que involucran 
el potencial galáctico. Vemos que el valor de (2-21) es 2 
veces menor que el de (2-23), y muy parecido al de (2-22). 
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Definimos la función de calentamiento numérico como, 

l/lE, %) -4 -1 t Ee (o = 3.8 x 10 t". (2-24) 

El cambio porcentual en la energía del cúmulo, debido al 
calentamiento numérico, será evaluado a partir de está re
lación. 

En las Tablas IlI-Vl (ver § 4.4) se da el período orbital 
de cada uno de los experimentos en unidades del mode
lo. Consideando 10 períodos orbitales para el experimento 
que mayor duración tiene, encontrarnos que el mayor ca
lentamiento numérico que se puede esperar en nuestras 
simulaciones, es de un 2.5%. 

4.3 Diseño de los Experimentos 

Para estudiar el efecto que los choques de marea tie
nen sobre un cúmulo globular, es necesario considerar un 
intervalo de valores para los parámetros que define la es
tructura del cúmulo y de su órbita alrededor de la Galaxia. 

La frecuencia orbital de las estrellas dentro del cúmulo 
está determinada por su perfil de masa, y por la densidad 
media del cúmulo. La amplitud y frecuencia con la que 
actúa la fuerza de marea, es función de la excentricidad 
y la distancia perigaláctica (Rp'd) de su órbita alrededor 
de la Galaxia. 

Debido a las limitaciones que se tienen en el tiempo de 
computo, no es posible explorar de manera detallada el 
espacio de parámetros que determinan la estructura del 
cúmulo (masas y concentración), así como de su órbita 
(Rp ,,' ye). 

Es por esto que necesita.mos determinar las condicio
nes inicales de manera adecuada para obtener la mayor 
inforrnadón posible sobre el fenómeno que se desea estu
diar, y además de poder estudiar los casos extremos en 
pI comportamiento de dicho fenómeno. La selección de 
los pararnetros iniciales de las simulaciones se discute a 
continuación. 

4.3.1 Orbitas del cúmulo 

La amplitud de la fuerza de marea es máxima cuando 
el cúmulo se encuentra en su punto perigaláctico (Rperi )· 

Los valores de Rperi que consideramos son 1.5 kpc, 3 kpc 
y 6 kpc. La relación entre estos valores de R peri es ge
ométrica, a intervalos de factores de 2, 

La variación temporal de la fuerza de marea se pue
de relacionar con el momento angular de la órbita. El 
momento angular relativo se define como ti, = J / Jmax , 

donde Jmax es el momento angular de la órbita circular, 
que corresponde al apogaláctíco de la órbita del cúmulo. 
Para una órbita circular K = 1, Y para una órbita radial 
ti, = 0, Sin embargo, es más sencillo visualizar la forma de 
la órbita con la excentricidad, que se define en términos 
de R peri y Rapo, 

e= 
Rapo - R peri 

Rapo + R peri . 
(3-1) 
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Para cada valor de R peri seleccionamos 4 valores de la 
excentricidad: e=O, 0.25, 0.5 Y 0.75. Para e=O la fuerza de 
marea es constante, la máxima variación se tiene cuando 
e=0.75 (ver Fig. 2.15). 

En la Tabla 1 se dan los valores Rapo como función de 
los valores de Rp ,,; y e. También se da el valor de " que 
corresponde a cada excentricidad. 

4.3.2 Masa y densidad inicial 

La masa y concentración inicial de los cúmulos es de 
5x105M 0 y 1.5, repectivamente. Estos valores correspon
den a las medianas de las distribuciones respectivas, para 
el sistema de cúmulos globulares galáctico (ver figuras 1.4 
y 1.5). La concentración determina la distribución espa
cial de la masa dentro del cúmulo. La densidad media del 
cúmulo está determinada por el valor de rh, que depende 
de la masa y de escala espacial que se le asigne al modelo. 

La Galaxia impone un radio límite, R L1 para el cúmulo, 
valor que es mínimo cuando este se encuentra en su Rperh 

dado por (Binney y Tremanine 1987), 

3 _ 1 M, 3 

R L - 3 Ma(Rp'd) Rp,", 
(3-2) 

donde Me es la masa total del cúmulo, Ma(Rp,,;) es la 
masa de la Galaxia dentro de Rp ,," El valor de RL, a 
primera aproximación, se puede identificar con el radio 
del lóbulo de Roche. En RL la densidad del cúmulo es 
aproximadamente igual a la densidad de la Galaxia. 

En la Fig. 4.7, se muestra el valor de R L como fun
ción de la distancia galactoc,éntrica para tres va.lores de la 
masa del cúmulo (indicados en el lado izquierdo de cada 
curva). Ahí mismo hemos graficado los valores observados 
de rt para los cúmulos glohulares galácticos, como función 
de su distancia galactocéntrica. Los símbolos indican el 
intervalo de masa en que se encuentra cada cúmulo. 

En la Fig. 4.7 vemos que hay cierta correlación entre los 
valores de Tt con Ra. Para los cúmulos masivos (círculos 
negros) está correlación es muy clara. Para los cúmulos de 
masa intermedia (círculos abiertos) no es claro que exista 
alguna correlación, porque la dispersión en los valores de 
la masa parece aumentar a radios galactocéntricos mayo
res a los 10 kpc. Los cúmulos menos ma.sivos (esqueleto 
de triángulo) no parecen seguir ningún tipo de relación. 
Cabe hacer notar que la posición galactocéntrica de los 
cúmulos observados, no es necesariamente al valor de su 
perigaláctico, que seguramente es menor. 

En nuestros experimentos los cúmulos se lanzan inicial
mente en el apogaláctico de su órbita, donde la influencia 
del campo de marea galáctico, en una orbita dada es mí
nima. El raadio dellobulo de Roche disminuye proporcio
nalmente a su distancia galactocéntrica (V('f Fig. 4.7 líne
as sólidas), de tal forma que el cúmulo puede o no estar 
totalmente contenido dentro del lóbulo de Roche cuando 
está en su Rperi. 

Si el tamaño del cúmulo, l't, es mayor que el tamaño 
mínimo del lóbulo de Roehe (R¡J, una fracción de la ma-
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TABLA I 

VALORES DE Rapo COMO FUNCIÓN DE 

Rperi y e. 

e " 1.5 

O 1 1.5 
0.25 0.77 2.5 
0.5 0.51 5 
0.75 0.27 10 
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Fig. 4.7.- Radio límite TI impuesto por el campo de ma
rea galáctico como función del radio galactocéntrico Roe para 
tres valores de la masa del cúmulo según la ee. (3-2). Los 
símbolos son los valores observados del radio de marea (rt) 
de los cúmulos globulares g~Já.ct.icos. Cada símbolo indica. el 
intervalo de masas en que se encuentran. 

sa del cúmulo será desprendida por el campo de marea 
galáctico. La fracción inicial de masa que está dentro 
del lóbulo de Rache cuando este pasa por su punto pe
rigaláctico, se define como M(x¡l (Murali y Weinberg 
1997), donde X¡ está dado por 

Tt 
X¡=-. 

RL 
(3-3) 

donde Tt Y TL son los radios de marea del cúmulo y del 
lóbulo de Rache en el Rper; del cúmulo. El valor de M(xf) 
también depende de la distribución radial de la masa del 
cúmulo, que en los modelos de King está determinada por 
la concentración. 

Ree" (kpc) 
3.0 6.0 
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Fig. 4.8.- Esquema ilustrativo para mostrar el tamaño ini
cial de los cúmulos, en nuestros experimentos, respecto al 
lóbulo de Rache en Rperi. La línea sólida muestra el lóbulo 
de Roehe. Las líneas de trazos indican los distintos tamaños 
de los cúmulos que hemos considerado. 

Para estudiar el truncamiento que el campo de ma
rea galáctico impone sobre la distribución de masa del 
cúmulo, hemos escalado su tamaño inicial para que x f 
y M(x¡) tengan los siguientes valores: M(3.5) = 0.8, 
M(1.5) = 0.98, M(l) = 1 Y M(0.95) = L Con estos va
lores se tiene un amplio intervalo para la densidad inicial 
del cúmulo. No hemos considerado valores con xf < 0.95, 
porque el efecto del campo de marea en esos casos es míni
mo, como ya se ha visto en §4.2.4. En la Fig. 4.8 se 
muestran los tamaños iniciales de los cúmulos respecto al 
lóbulo de Rache en su Rped. 

Nuestros modelos se escalan en función del radio vi
rial (Tv ), que por construcción es igual a la unidad (ver 
Apéndice A). En la Tabla 11 se dan los factores de esca-
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la que utilizamos en cada experimento, como función de 
los tamaños relativos del cúmulo y el lóbulo de Roche, 
así como del Rpee> de su órbita. La relación entre el radio 
mediano de masa y el radio viria!, para una concentración 
de c=1.5, es de Th ~ 0.8rv. 

4.3.3 Escenarios físicos 

Las condiciones iniciales que hemos seleccionado nos 
permiten definir una serie de experimentos para estudiar 
la evolución del los cúmulos globulares bajo los siguientes 
escenarios: 

A) Cúmulo límitado por fuerza de marea, M(x¡) =1, 
con x f ::; 1, en órbitas excéntricas. Esto nos permite 
estudiar la inyección de energía en la estructura del 
cúmulo cada vez que este pasa por su perigaláctico. 
También es posible estudiar los efectos de una per
turbación períodica sobre la estructura del cúmulo, 
donde no existe una interacción directa del campo 
de marea sobre la distribución de masa, es decir, no 
hay truncamiento. 

B) Cúmulo no límitado por fuerza de marea, M(x¡)= 
0.8. Nos permite estudiar el "desbordamiento del 
lóbulo de Rocbe" mientras se establece el radio de 
marea. Además es posible estudiar los transitorios 
en su estructura y el proceso de pérdida de masa a 
través de las colas de marea. Se estudian los efec
tos combinados del "truncamiento de marea" y el 
calentamiento por choques. También nos permite 
estudiar el comportamiento de] sistema después de 
los primeros encuentros (que se espera sean los Ulá." 
destructivos) . 

C) Cúmulo en el límite del lóbulo de Roche, M(x¡) = 1, 
para todas las órbitas. Se espera que el calentamien
to por choques sea el que determine la destrucción 
del cúmulo. 

D) Estudiar los casos anteriores variando la amplitud y 
la frecuencia con que actúa la fuerza de marea (Rperi 
y €). De está manera se puede conocer la importan
cia de los parámetros órbitales en la evolución del 
cúmulo. 

4.4 Experimentos 

Hemos realizado 48 experimentos, que son el resultado 
de considerar 3 perigalácticos, 4 excentricidades y con los 
4 tamaños del cúmulo respecto a su lóbulo de Roche. 

4.4.1 Notación 

Por sencillez hernos definido una notación que nos da 
información sobre las condiciones iniciales de cada expe
rimento en el nombre de la "corrida", 

( 4-1) 

En cada espacio se da la siguiente información; 

69 

1) Con valores de A, B Y C, que determinan el valor del 
Rperi inicial de la órbita del cúmulo, éstos correspon
den a 1.5 kpc, 3 kpc y 6 kpc, respectivamente. 

2) Este espacio indica la excentricidad de la órbita del 
cúmulo, con valores de 00, 25, 50 y 75, que corres
ponde a e=O.O, 0.25, 0.50 Y 0.75, respectivamente. 

3) Esta parte nos indica el valor inicial de xI, que tiene 
valores de 0.95, 1.0 ,1.5 Y 3.5, que en está notación 
corresponden a s, m, mI y r, respectivamente. 

Por ejemplo, el experimento con Rp.d=1.5 kpc, e=0.50 
y x f = 1, con está nomenclatura se escribe como "A50m". 
Si el perigaláctico de la órbita es 6 kpc, entonces el nombre 
del experimento será "C50m" . 

4.4.2 Condiciones iniciales 

Los parámetros iniciales de cada experimento se dan 
en las Tablas lII, IV, V Y VI. Cada una de las tablas 
corresponde a cada uno de los tamaños del cúmulo que 
hemos considerado (/, mI, m y s). Ahí mismo se dan los 
factores de escala espacial ([/](pc)) que corresponden a 
cada Rperi, así como la posición Rapo Y velocidad inicial 
Vapo de los cúmulos en t=o. También se indica el período 
orbital de los cúmulos alrededor de la Galaxia. 

El cúmulo es una realización azaroza de un modelo de 
King (1966), de concentración 1.5 (ver Apéndice A). El 
sistema de unidades que hemos considerado en nuestras 
simulaciones es tal que G = Ty = lvI,=l, E,=-1/4. El 
número de partículas de la simulación es de 105

. El mo
delo se escala dando el valor físico de T v y de la masa (ver 
Apéndice B). En las Tablas IlI-VI se dan los valores a los 
que se escala rv(pc) en cada experimento. 

El modelo galáctico que utilizamos es el modelo de 
BSS 83 (ver §3.3), que hemos modificado para que todas 
sus componentes sean esféricas (ver §3.6). 

El cúmulo se evoluciona de manera aislada durante 80 
tiempos dinámicos en el radio mediano de masa, esto se 
hace para relajar sus condiciones iniciales antes de que 
interaccione con el potencial galáctico. 

Todas las simulaciones se siguen durante 10 períodos 
orbitales. Cada Pocb/4 se guardan las posiciones y ve
locidades de las 105 partículas, hasta completar un total 
de 40 cuadros por experimento. Todos los experimentos 
se realizarón en una máquina Origin 2000 de la Silicon 
Graphics. 

A continua.ción presentamos el hnálbh; de una simula
ción para familiarizar al lector con la notación y la presen
tación de los resultados, que se muestran en su conjunto 
en el capítulo 5 y en el Apéndice C. En este último se 
muestra en detalle los resultados de cada simulación. 

4Estas letras son las abreviaciones en inglés de los adjetivos 8ma/l, 
medium, medium -large y large, respectivamente 
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e Rapo 
rv 

O 83.3 
0.25 138.8 
0.50 250.0 
0.75 583.3 

CAPíTULO 4. SIMULACIÓN DE N-CUERPOS 

TABLA Il 

VALORES DEL fv QUE CORRESPONDEN A 
LA FUNCIÓN M(xI) PARA CADA VALOR 

DE Rperi CONSIDERADO. 

Rperi M(x¡) 
(kpc) 0.8 0.98 ~1 <1 

1.5 18 8 5.2 5 
3.0 30 13 8.4 8 
6.0 45 19.8 13 12.3 

TABLA III 

PARÁMETROS INICIALES PARA LAS SIMULACIONES CON xI = 3.5(l). 

R peri=1.5 kpc R peri=3 kpc R p<ri=6 kpc 
rv=18 pc rv=30 pc fv=45 pc 

Vapo l'.dL Rapo V ... po l'.dL Rapo V .. po 
10.68 16.41 rv 8.27 35.32 rv 6.75 

19.99 26.16 100 24.95 25.16 133.3 32.44 
14.74 26.56 166.6 19.34 22.23 222.2 24.46 
10.23 38.02 300 13.65 33.70 400.0 16.8 
5.64 76.225 700 7.4 74.01 933.3 8.9 

l'.dL 
64.88 

25.81 
24.46 
39.13 

83.05 

NOTA.-Las escalas espaciales resultantes están en kpc, las temporales en fracciones de 105 años 
y la velocidad en km/s. 

-~~ 

-----~------------- -- --

TABLA IV 

PARÁMETROS INICIALES PARA LAS SIMULACIONES CON XI = 1.5(ml). 

R peri=1.5 kpc R peri=3 kpc R peri=6 kpc 
rv=8 pc rv=13 pc rv=19.8 pc 

e R ap" va!>o E.w.. Rapo V ... po .f'w,.. RAPo Yapa .e.... 
rv 16.03 4.86 rv 12.57 10.07 rv 10.3 18.32 

O 187.5 13.3 88.4 230.8 16.4 88.2 309.7 21.3 91.4 
0.25 312.5 9.8 89.7 384.6 12.7 78.0 516.3 12.2 86.6 
0.50 562.5 6.8 128.1 692.3 9.0 118.5 929.3 11.0 138.4 
0.75 1312.5 3.8 253.1 1615.4 4.8 259.6 2168.3 5.8 294.0 

N OTA.-Las escalas espaciales resultantes están en kpc, las temporales en fracciones de 105 años 
y la velocidad en km!s. 
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TABLA V 

PARÁMETROS INICIALES PARA LAS SIMULACIONES CON XI = l(m). 

R""ri=I.5 kpc Rp<ri=3 kpc Rp,ri=6 kpc 
"v=5.2 pe rv=8.4 pe rv=13 pe 

e Rapo Vapo E.,¡, Rapo Vapo E.,¡, Rapo Vapo ~ 
r. 19.8B 2.54 r. 15.64 5.23 r. 12.57 10.07 

O 288.4 10.7 171.7 357.1 13.2 169.9 461.5 17.4 166.3 
0.25 480.7 7.9 174.3 595.2 10.2 150.1 769.2 13.3 157.6 
0.50 865.4 5.5 249.6 1071.4 7.2 228.1 1384.6 9.0 252.1 
0.75 2019.2 3.0 500.3 2500 3.9 499.8 3230.7 4.8 523.1 

NOTA.-Las escalas espaciales resultantes están en kpe, las temporales en fracciones de 105 años 
y la velocidad en km/ s. 

TABLA VI 

PARÁMETROS INICIALES PARA LAS SIMULACIONES CON XI = 0.95(8) 

Rp ,,,=1.5 kpc Rperi =3 kpc Rp ,ri=6 kpc 
Tv =5 pe rv=8 pe rv=12.3 pe 

e Rapo V .. po E.,¡, Rapo Vapo E.,¡, Rapo V· P'" E...J,. 
r, 20.27 '2.4 r, 16.03 4.86 r. 12.94. 9,22 

O 300 10.5 178.8 375 12.87 182.7 489.4 16.9 181.5 
0.25 500 7.7 181.6 625 9.98 161.5 815.6 12.9 172.0 
0.50 900 5.4 260.0 1125 7.04 244.8 1468.2 8.8 275.2 
0.75 2100 3.0 521.2 2625 3.82 538.2 3425.7 4.6 583.9 

NOTA.-Las escalas espaciales resultantes están en kpc, las temporales en fracciones de 105 años 
y la velocidad en km/s. 

TABLA VII 

PARÁMETROS n'anALES PARA LAS ÓRBITAS DE LOS CÚMULOS EN UNIDADES FÍSICAS. 

Rperi =1.5 kpc Rperi =3 kpc Rperi =6 kpc 

e Rapo Vapo Porb Rapo Yapa POrb Rapo ~/~pO Porb 

(kpc) (km S-l) ("107 a) (kvc) (km- 1 ) (x107a) (kpc) (km ,-1) (XJ07a ) 

O 1.5 213.6 4.29 3 206.3 8.88 G 218.7 16.7 
0.25 2.5 156.1 4.36 4.5 160.0 7.85 10 167.0 15.8 
0.50 4.5 109.4 6.24 9 112.8 12.0 18 113.9 25.4 
0.75 10.5 60.8 12.5 18 61.2 26.1 42 59.5 53.8 
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4.5 Análisis 

El análisis y reducción de los resultados se realizá con 
diversas rutinas con las que se obtiene las cantidades que 
se desean estudiar. A continuación se muestran los re
sultados y el análisis para el experimento A50ml. Se dis
cuten las rutinas de reducción, así como la presentación 
de los resultados (gráficas). La discusión, comparación e 
implicacioues de los resultados se hará en los siguientes 
capítulos. 

4.5.1 Definiciones 

Se define al sistema inercial anclado en el centro de 
la Galaxia como (X',Y',Z'), y al sistema andado en el 
centro de masa del cúmulo por (X,Y ,Z). En este sistema 
la posición inicial del cúmulo, respecto al centro galáctico, 
es (O,Rapo,O). 

La posición y velocidad del centro de masa del cúmulo, 
en cada instante, están dados por 

y (5-1) 

donde mi es la masa de la i-ésima partícula y N, es el 
número de partículas ligadas al cúmulo (ver siguiente sec
ción). LOs vectores xi y v!, corresponden a la posición 
y velocidad de la i-ésima partícula. La transformación 
de posición y velocidades entre ambos sistemas está dada 
por, 

Xi = x~ - Xcm y Vi = v~ - Verno (5-2) 

Para ser consecuente con la notación que se utilizá en el 
Capítulo 1, se define Rec == Ixcml y VGC '" Ivcml. 
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La energía cinética está dada por 

(5-6) 

donde mi Y v; es la masa y velocidad de la ;-ésima partícu
la respecto al centro de coordenadas galáctico. 

La energía potencial total es la suma de la energía po
tencial de las partículas. 

En este Caso hemos considerado un potencial rígido que 
se encuentra anclado al origen de coordenas, razón por la 
cual no se considera el despazamiento del centro del po
tencial galáctico. Sin embargo, si este se encontrará libre 
y se pudiera mover en respuesta al potencial del cúmulo, 
que supondremos a 1.5 kpc y en órbita circular, este se 
desplazaría en una órbita circular con un radio de 3.3R0 a 
una velocidad de 334.3 metros por año. La energía cinéti
ca del centro galáctico, en este caso, es de 17 órdenes de 
magnitud menor que la energía del cúmulo. 

Para el experimento A50ml AEtot•
'
(%) = 6.9 x 1O~3, 

con una dispersión rms dada por O"E(%) = 3.4 x lO~4. El 
cambio en la energía total de la simulación, para este caso, 
es dos órdenes de magnitud menor que la variación de la 
energía del cúmulo. Estos valores son representativos de 
10 que ocurre en todos nuestros experimentos. 

Energía de las estrellas y el cúmulo 

La energía del cúmulo es la suma de la energía (por 
unidad de masa) de todas las estrellas ligadas a este. La 
energía de la i-ésima estrella está dada por 

1 2 
Ei = 2"Vi + <p,(ri). (5-7) 

Erv¡¡]or esc¡¡Jl!rde~pusición~y-velocidad--respe¡;to-al--- ~- - - ~- ~ . I . l' •. 
d d I 

• 1 • d d' aonae W/(r;) es el ¡mtencIa -que-expeflmenta~ a-,-eSlma-
centro e masa e cumu o esta a o por .• • 1 l' d al • 1 ' , estrella debIdo a las demas parhcu as 19a as cumu o. 

y Vi = IVil· (5-3) 

4.5.2 Energías 

Conservación de la energía 

La primer cantidad que se mide en cada uno de los ex
perimentos es la conservación total de la energía. Está se 
reporta como la variación porcentual, que se evalúa de la 
siguiente forma, 

ElO ED 
AEtota'(%) = 100 x tot~;; tota' (5-4) 

total 

donde E?otal y E::tal , es la energía total inicial y despúes 
de 10 períodos órbitales, respectivamente. 

La energía total se cálcula como 

Etotal = Ktotal + Wtotal, (5-5) 

donde Ktotal Y Wtota¡, son las energías cinética y potencial, 
total de la simulación, respectivamente. 

Si Ei < O, la estrella se encuentra ligada al cúmulo, si 
Ei ::: O, no lo está. 

La energía total del cúmulo se calcula mediante un pro
ceso iterativo con la siguiente relación: 

Ec = Kc + Wc = ~ ¿ miV; + ¿ mi<P(ri). (5-8) 
E.<O E¡<O 

Si en el cálculo de la energía se encuentra una estrella con 
Ei 2: 0, se vuelve a hacer el cálculo de la energía cinética 
y la potencial sin considerar a dicha estrella. Este proceso 
se detiene cuando no se encuentran estrellas no ligadas. 

Para determina si el cúmulo se encuentra en equi
librio virial calculamos la cantidad, 2IKc/Wcl· En la 
Fig. 4.9 hemos graficado la evolución temporal de Kc, Wc 
y 21Kc/Wcl para la simulación A50ml. Las líneas vertica
les indican el paso del cúmulo por su perigaláctico. 

El cambio temporal de la energía del cúmulo, se define 
como 

(5-9) 



4.5. ANÁLISIS 

-0.46 

-0.47 
,,"0 

-0.48 

-0.49 

-0.5 
0.25 

0.245 

° :.: 0.24 

0.235 

0.23 

,,"0 1.004 

"- 1.002 
" :.: 

Ol 

0.998 

O 2 4 6 8 10 

tlp o,. 

Fig. 4.9.- Evolución temporal de la. energía cinética (Kc ), 

potencial (Wc ), y de la condición de equilibrio virial para el 
cúmulo de la simulación A50ml. Las líneas verticales indican 
el paso por el perigaláctico de la órbita. 

donde Ec(t), es la energía total del cúmulo al tiempo t, y 
Eo es la energía inicial del cúmulo. 

En la Fig. 4.10a se muestra la variadóu de la energía 
del cúmulo, para el experimento A50ml. 

El cambio total en la energía del cúmulo, en está simu
lación, es de un ....... 8%. Notamos que este cambio no es gra
dual) este muestra esr-alones relacionados con el período 
orbital del cúmulo. Este comportamif'nto se discutirá en 
detalle en el siguiente capítulo. 

4.5.3 Pérdida de masa 

La masa del cúmulo a un tiempo t se define como, 

1\;[c(l) = 5 x N,(t)M"., (5-10) 

donde N,(t) es el número de estrellas ligadas al cúmulo al 
tiempo t. 

La masa de la.;; estrellas que escapan es A1libre == Ala -
¡'v!c(t), donde }v!o es la masa del cúmulo en t = O (Mo = 
A1,(t = O)). 

El camhin frnccional de la masa del cúmulo está dado 
por, 

No -N, 

No 
(5-11) 

El intervalo de variación de está función está entre O y 
l. En la Fig. 4.lOb se muestra la variación temporal de 
la masa del cúmulo para la simulación A SOml. El cambio 
total de la masa del cúmulo es de un ..... 8%. Nuevamente se 
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Fig. 4.10.~ Evolución temporal de la variación absoluta de 
la energía (a) y de la masa (b). Las líneas verticales indican 
lo mismo que en la figura anterior. 

presentan los escalones asociados con el paso del cúmulo 
por el perigaláctico. 

En las gráficas de la Fig. 4.10 trunbién es posible ana
lizar la tasa de variación de la energía y de la masa, que 
para este ejemplo parece desacelerarse como función del 
tiempo. 

4.5.4 Evolución diferencial de la energía y la ma
sa 

Para enfatizar el efect.u ue los choques gravitacionales, 
se define el incremento diferencial de la energía y de la 
masa como 

JE(t) 

JiVf(t) 

E,(t) - E,(t - .:lt) y 

M,(t) - M,(t - .:lt), 

respectivamente, donde .:lt es PO'b/4. 

(5-12) 

En la Fig. 4.11 se muestra la evolución temporal de 
JE(t) y 61\J(t). En ambos casos se normalizo con respecto 
a la masa y energía inicial. Las líneas verticales significan 
lo mismo que en las gráficas anteriores. En está represen
tación los cambios de la energía y la masa se muestran co
filO pulsos claramente relacionados con el período orbital 
del cúmulo. El aumento ele la energía alrededor de R peri 
es, en promedio, 5 veces mayor que en Rapo. Como sólo 
tenemos 4 fases órbitales no se tiene resolución temporal 
para determinar si el máximo de los picos ocurre antes o 
después de su perigaláctico. Con está representación se 
resalta la importancia de los choques gravitacionales. En 
el siguiente capítulo se discute este efecto en detalle. 
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Fig. 4.11.- Variación diferencial de la energía y la masa para 
la simulación A50ml. 

4.5.5 Estructura 

Los cambios en la estructura del cúmulo se analizan 
en detalle siguiendo la variación temporal de los radios 
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Fig. 4.12.- Evolución de los radios lagrangianos de la masa 
total (líneas delgadas) y la ligada (líneas gruesas) al cúmulo 
(ver texto para detalles). 

cornada en las estructura del cúmulo. En las partes ex
ternas se tiene una oscilación relacionada con el Porb ' 

lagrangianos de igual masa. De manera más general se Concentración 
analiza con cantidades como: la concentración, la densi
dad central y la densidad en el radio mediano de masa. 
Estas cantidades globales tienen una contraparte obser-

Para medir la concentración de nuestro modelo se de
fine una concentración teórica ct 

1 como 

--- va-cional,que-en-prineipio-permiten-comparar-IQs-modelos- ----- -- -------- ------(---r§9lJ;r)---- -- ---- -----__ 
con las observaciones. c' = lag --' (5-13) 

T¡O% 

Estructura de la masa 

En Fig. 4.12 se muestra la evolución temporal de los 
radios lagrangianos, normalizados al radio virial (rv), pa
ra el 5%, 10%, 20%, ... 90%, 91%, 92%, ... 99% y 100% 
(líneas sólida delgadas y líneas delgadas de trazos cortos 
para los valores subrayados) de la masa total del siste
ma. y los radios lagrangianos para el 10%, 50%, 90% 
95% y 99% y 100% (línea gruesa sólida y de trazos cortos 
para los valores subrayados) de la masa ligada. Las líneas 
verticales señalan el momento en que el cúmulo pasa por 
su perigaláctico. 

Estos valores se obtienen al ordenar los radios de las 
estrellas de manera ascendente en cada tiempo t. Consi
derando en un caso todas las estrellas y en otro sólo las 
ligadas al cúmulo. 

En la Fig. 4.12 podemos ver como son afectadas distin
tas capas radiales del cúmulo durante su evolución. Po· 
demos ver que la pérdida de masa está relacionada con 
el paso del cúmulo por Rp ,'" La estructura interna del 
cúmulo muestra una contracción, posiblemente a un rea-

donde TlO% Y T99%, son los radios lagrangianos con el 10% 
y el 99% de la masa ligada al cúmulo, respectivamente. 
En la Fig. 4.13a, se muestra la variación absoluta de e' 
como función del período orbital. 

Densidad central 

La densidad central se define como 

0.1 X N,mi 
Po = (471' /3)(rlO%l' ' 

(5-14) 

donde re ~ rlO% para un modelo de King con c=1.5. 
En la Fig. 4.13b se muestra la variación temporal de po· 

Vemos que la variación de la densidad central no muestra 
correlación con el período orbital del cúmulo. 

Densidad media 

La densidad media se define como 

0.5 x N,mi 
Ph = (471'/3)(róO%)3' 

(5-15) 
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Fig. 4.13.- En (a) se muestra la ~volución temporal de la. 
variación de ct para la simulación A50ml. En (b) se muestra 
la variación temporal de P(}~ para la misma. simulación. 

donde rso% es el radio que contiene al 50% de la masa del 
cúmulo. 

En el siguiente capítulo comparamos el valor de Ph co
mo fundón de la distancia galactocéntrica promedio dE' 
los cúmulos de la simulación. 

4.5.6 Cambios en la geometría 

Los cúmulos se deforman cuando se aproxÍInan al cen
tro galáctico, lo cual es causado por el campo de marea 
ocasionando las colas de marea, que muestran un alar
gamiento simétrico del cúmulo debido a que las estrellas 
escapan por los puntos de Lagrange. 

Los isacontarnos de densidad indican el grado de de
formación que tiene el cúmulo a distintos radios, 10 que 
indica la importancia de los choques de marea en la es
tructura del cúmulo. 

Los isocontornos de densidad superficial, en el plano 
X'--Y', y en plano X"-Z", se muestran en las Fíg. 4.11 
Y 4.15. respectivamente. El sistema (X", Y", Z") se define 
como un sistema en ('orrot.ación con el cúmulo, anclado en 
centro de la Galaxia. 

En las Fig. 4.14 Y 4.15 se muestra la evolución teIllpo
ral de los isocontornDS con las proyecciones descritas an
teriormente. En la parte superior se indica si los cuadros 
de abajo son para el Rperi o del Rapo. En cada cuadro se 
indica en el lado superior izquierdo el tiempo, que corres
ponde a cada cuadro, en fracciones del período orbital. La 
flecha en el lado inferior izquierdo, en la Fig. 4.14, indica 
la dirección donde se encuentra la Galaxia. La proyección 
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Fig. 4.14.- Evolución temporal de los lsocontornos de den
sidad superficial como función del tiempo y posición en la Ga
laxia. En cada cuadro se indica la dirección de la Galaxia1 el 
tiempo como función de Porb' En el panel derecho se muestra 
la órbita del cúmulo 1 los puntos en la órbitas corresponden a 
cada uno de los cuadros que se muestran. En la parte infe
rior del panel derecho de dan los parámetros de la órbita y los 
cambios en ct 

1 rh, E Y M. La proyección se hizo el plano X-Y. 

que se muestra en la Fig. 4.15 corresponde a observar el 
cúmulo desde el centro galáctico. Los valores de los ejes 
X y Y están dados en parsecs. El panel de la derecha, 
en ambas figuras, se muestra la órbita del cúmulo en el 
plano galáctico. Los círculos negros sobre la órbitR ro
rresponden a cada uno de los cuadro!) que se muestran 
en el lado izquierdo. Los parámetros iniciales de la órbi
ta (excentricidad e, Rperi , R apo1 Y el período orbital en 
años). 

Los isocontornos están espaciados logaritn1icamente ca
da media decada del valor anterior. Todos los isocontor
nos están referidos a los valores del primer cuadro. 

En el panel medio de la derecha se da el valor inicial 
y final de la concentración teórica y del radio merliano de 
masa. También se da la variación relativa de la energía y 
la masa del cúmulo. Ahí mismo se especifica la proyección 
que se muestra.. 

En la Fig. 4.14 se puede apreciar que el cúmulo tiene 
mayor deformación cuando se encuentra en su perigalácti
ca. El alargamiento no coincide del todo con la dirección 
de la Galaxia, por unos grados. Ejemplos más ilustrati
vos sobre la formación y evolución de las colas de marea 
se pueden ver en el Apéndice e, en particular para lo~ 
cúmulos grandes, l. 

La magnitud y orientación de la deformación que expe-
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Fig. 4.15.- Evolución temporal de los isocontornos de den
sidad superficial como función del tiempo y posición en la Ga
laxia, Los parámetros indican lo mismo que la figura anterior, 
pero sin la flecha ya que en está proyección es vista desde el 
centro de la Galaxia. 

rimenta el cúmulo se obtiene al diagonalizar el tensor de 
inercia, a partir de los eigenvalores y eigenvectores. Los 
eigenvalores determinan la magnitud relativa de los tres 
semiejes principales del cúmulo, que de mayor a menor 
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Fig. 4.16.- En (a) evolución temporal del los semiejes ma
yores XI/YI (línea sólida delgada) y XI/Z¡ (línea de trazo 
delgada), así Como la variación del ángulo (J (línea sólida grue
sa). Las líneas verticales indican el paso del cúmulo por su 
perigaláctico. 

elipsoide de inercia se adelanta cuando se aproxima a su 
R p ,," quedando adelantado por casi 1/4 de su fase orbital. 
Cuando el cúmulo está en su apogaláctico, el elipsoide 
parece estar alineado en la dirección de la Galaxia. 

----lhemos.llamado-X.¡,_yI_y_Z¡._Con.loLeingellvectores. ~ _4.6 __ COlnparaciÓn.Entre el Código de Armónicos 
obtiene el ángulo O, que da la separción angular entre el Esféricos y el de Árbol .-----... _ .... 
semieje mayor del cúmulo y radio vector entre la Gala
xia y el centro del cúmulo. Recordemos que en este caso 
el cúmulo ahora tiene una forma elipsoidal, y estos ejes 
determinan las proporciones relativas de este volumén. 

En la Fig. 4.16 se muestra la evolución temporal de los 
coeficientes Y¡f XI (línea sólida) y Z¡f XI (línea de trazo 
corto), y del ángulo O (línea sólida gruesa), considerando 
el 100% de la masa ligada al cúmulo. El intervalo de 
variación de O se muestra en la ordenada del lado derecho. 

En este caso podemos ver que los valores de YI/ XI y 
Zl / XI están relacionados con la fase orbital del cúmulo. 
La razón entre los semiejes mayores parece que tiende a el 
valor de 0.9, después de haber pasado por una fuerte de
formación iniciaL También se puede ver que los cúmulos 
son menos simétricos cuando se encuentran en su apo
galáctico. 

La dirección de dicha deformación se puede estudiar 
con los valores de O, los valores positivos indican que el 
semieje mayor apunta en la dirección de movimiento del 
cúmulo, es decir, semieje adelantado; los valores negativos 
apuntan en la dirección opuesta al movimiento, es decir, 
un retraso. El comportamiento de O parece indicar que el 

Para mostrar que nuestros resutados son independien
tes del código que se utilize, hemos realizado dos series de 
simulaciones utilizando el código de armónicos esféricos y 
el código de árbol. 

En la primer serie utilizamos las condiciones íniciales de 
A50mi, y eula segunda de A50l. El tiempo que se integran 
ambas soluciones es de 5 y 10 Po'b, respectivamente. 

En ambas series se utilizan las mismas condiciones ini
ciales para el cúmulo globular. Una cocentración c=1.5, 
y con 104 partículas. El número de partículas con las que 
comparamos los códigos es un orden de magnitud menor 
que con la que realizamos nuestros experimentos, Esto se 
debe a que el código de árbol consume un mayor tiempo 
de CPU (ver Tabla VIII). La tolerancia para el código de 
árbol es de 0.7. 

Los experímentos que repetirmos con ambos códigos 
son: A50ml y A50l. Para distinguir entre los resultados 
de ambos códigos les hemos llamado A50mlt y A50lt, a 
los resultados con el código de árbol, respectivamente. De 
igual forma para los experimentos integrados con el código 
de armónicos, como A50mlh y A50lh, respectivamente. 
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Fig. 4.17.- Conservación de la energía total de las simula
ciones A50mlt y A50mlh, panel superior y para A50lt y A50lh, 
panel inferior. N otese los diferentes valores de la absisa para 
ambas gráficas. 

Lo primero que comparamos en las simulaciones es la 
conservación total de la energía, ver Fig. 4.17. En la Ta
bla VIII se dan los cambiu porcentuales de la energía total 
de la simulación, de la energía y de la masa del cúmulo. 
También se da el tiempo de cpe por paso del integrador 
en cada simulación. 

En las Fig. 4.17a y 4.17b se muestra la variación tem
poral de 1(\ energía total para las simulaciones A50ml y 
A50! con ambos códigos. Los resultados entre los códi~os 
son muy pareddoR para la energía total de la simulación, 
aunque el promedio es mayor para los resultados del códi
go de árbol. 

Comparación para la simulación A50'ml 

En la Fig. 4.18b1, se muestra la evolución temporal de 
la energía para A50mlt (línea de puntos) y A50mlh (línea 
sólida). En Fig. 4.18bZ se muestra la diferencia porcentual 
entre ambas simulaciones, vemos que la máxima diferencia 
es de ~O.5%. 

Los cambios en la masa I::J.Alc1 ver Fig. 4.18a1. son ma
yores para A50mlt que para A50mlh. La difl!rencia entre 
los resultados es de 1.2%, ver Fig. 4.18a2. 

El incremento diferencial de la energía y la masa 
(oE/Eo Y oM/1Vfo), respectivamente, son parecidos en 
ambas simulaciones. Sólo muestran una diferencia en el 
máximo de sus picos. 

En la serie de gráficas de la Fig. 4.18 se induye el resul
tado de una simulación hecha con el CAC ron 10" partícu-
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Fig. 4.18.- Comparación de las simulación A50ml realizada 
con el CAC (línea sólida) y con el CAJ (línea de puntos) con 
104 partículas. Ahí mismo se muestran los resultados de esta 
simulación con 105 partículas (línea trazos cortos). 

1"" (línea de trazos cortos). Vemos que estos resultados 
son consistentes con los que se obtienen con un menor 
n{lmero de partículas. 

4.6.1 Comparación para la shnulación A50[ 

En la Fig. 4.19al y 4.19b1, se muestran los cambios de 
la masa y la energía para A50!h yA501\. Las diferencias 
porcentuale1:! entre los resultados de los códigos son seme
jantes a las reportadas para A50ml. Estas son de 0.8% 
para la energía y del 1.1% para la masa (ver Fig. 4.19b2 Y 
4.19a2, respectivamente). Notamos que la variación por
centual de la energía del cúmulo es un orden de magnitud 
mayor que la de A50ml. 

El comportamiento diferencial de la energía y la masa 
son muy parecidos para ambos códigos. 

Los cambios en la energía y la pérdida de la masa del 
cúmulo, para ambos códigos es muy parecida. Los resulta
dos para la simulación A50l COIl 105 partícula..1:l no muestra 
gran diferencia con la simulaciones de 104 partículas. 

En la simulaciones A50l la forma del cúmulo cambia 
drásticamente en sus regiones externas. Al obtener n~s1l1-
tados semejantes entre ambos códigos nos da confianza 
en los resultados del CAC en situaciones donde la geome
t.ría en las regiones externas esta cambiando, como en este 
caso. 

Los resultados entre ambos códigos nos dan una dife
rencia de 1-2% para /',M, y de 0.8% y 0.5% para /',E. 
De está comparación se puede afirmar que nuestras simu
laciones He pueden reproducir con el código de árbol con 
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TABLA VIII 

COMPARACIÓN ENTRE EL CÓDIGO DE ÁRBOL Y EL DE ARMÓNICOS ESFÉRICOS. 

Simulación < ~Etot(%) > ~Ec(%) 

A50mlt -6.0x10-4 -6.1xlO-2 

A50mlh -3.0xlO-4 -5.7xlO- 2 

A50lt -8.7x10-4 -4.2x10-1 

A50lh -6.0x1O-4 -4.1x10-1 
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Fig. 4.19.- Comparación de las simulación A501 realizada 
con el CAC (línea sólida) y con el CAJ (línea de puntos) con 
104 partículas. Ahí mismo se muestra los resultados de está 
simulación con 105 partículas (línea trazos cortos). 

~ 2% de diferencia entre nuestros resultados. Esto nos 
da la certeza que los resultados reportados en el siguiente 
capítulo no cambian significativamente si se repiten con 
el CAJ. 

En la última columna de la Tabla VIII se reporta el 
tiempo de CPU por paso del integrador en una Orig;1I 
2000. El CAC es dos ordenes de magnitud más rápido 
que el CAJ. Gracias a esto es posible realizar un conjunto 
de simulaciones para explorar el espacio de parámetros en 
un tiempo razonable de cómputo. 

4.7 Conclusiones 

En resumen las conclusiones del presente capítulo son: 

• Los efectos de la granularidad del potencial en las 
regiones externas del cúmulo afecta sensiblemente la 

~Mc(%) 1"cpu(seg)/fVpa,o, 

-6.2xlO-2 7.5 
-5.2x 10-2 6.6x10-2 

-3.7x 10-1 5.8 
-4.1xlO-1 4.5x10-2 

tasas de escape de partículas en esas regiones, por 
lo que es necesario adoptar un número de partícu
las muy semejante al que se cree tienen los cúmulos 
globulares (~10'). 

• Como el tiempo que se desean seguir las simulaciones 
es del orden del tiempo de relajación de los cúmulos 
reales, es necesario considerar un número de partícu
.las del orden al que tienen los cúmulos globulares 
para evitar los efectos espúreos asociados a este pro
ceso. 

• La evaporación (y colapso central) no es importante 
durante el tiempo en el que realizan nuestras simu
laciones. Esto se debe a que las escalas espaciales y 
temporales en las que ocurren ambos efectos no se 
sobreponen. 

• Se implementa una rutina para encontrar el centro de 
la expansión de armónicos esféricos, esta es robusta 
y rápida. Este método encuentra el valor mínimo 
del potencial de manera iterativa, y es una de las 

___ princil~ales aportaciones dentro del código~~~~~ico. 

• La conservación de la energía es 4 veces mejor pa
ra la expansión cuadrupolar que la octupolar, lo 
que se puede deber al mayor número de operacio
nes que se realizan en el caso octupolar (alrededor 
de 60 por componente espacial). Se decidió uti
lizar la expansión cuadrupolar para realizar nues
tras Rlmulaciones. El código con el que se realizan 
las simulaciones tiene un calentamiento numérico de 
AEjEo(%)=3.8x1O-4 por paso de tiempo. 

• Los resultados que se obtienen con código de árbol y 
el de armónicos e¡;féricos son selnejantes entre si, con 
una diferencia entre los resultados de un 2% para la 
masa y de un 0.8% para la energía. 

• El código de armónicos esféricos, a segundo orden es 
varias veces un orden de magnitud más rápido que 
el código de árbol. Gracias a esto es posible realizar 
nuestras simulaciones con un número razonable de 
partículas 105 , y con diversas condiciones iniciales, 
que nos permiten explorar el espacio de parámetros 
órbitales y estructurales del cúmulo respecto al cam
po de marea galáctico. 
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Capítulo 5 

RESULTADOS DE LA SIMULACION 
DE N-CUERPOS 

En este capítulo se presentan los resultados de las simu
laciones que hemos realizado, con el fin de obtener una 
mejor comprensión de los efectos que los choques de ma
rea ocasionan sobre los cúmulos globulares. 

Hemos estudiado los cambios totales de la masa, la 
energía, la concentración, y en el radio mediano de ma
sa; encontrando que su comportamiento está determinado 
por dos procesos: el desbordamiento del lóbulo de Roche y 
por los choques de marea. Analizamos la dependencia de 
estos procesos con los parámetros estructurales del cúmu
lo, así como con sus parámetros orbitales. La variación 
temporal de la energía y de la masa confirma que la evolu
ción de los cúmulos está determinada por estos procesos, 
claramente diferenciados por la manera como ocasionan 
dichos cambios. 

E:-;tudiamos el incremento de la energía (calentamiento) 
en las regiones internas del cúmulo, cuando este es afec
tado por choques de marea. Encontramos que nuestras 
simulaciones coiciden con los resultados semianalíticos re
portados por M Uf ali Y Wei berg (1997 a). Utilizamos el 
parámetro (3 (ver §2.2.2). para medir la importancia del 
choque gravitacional en términos del período orbital del 
cúmulo repecto al de las estrellas dentro del cúmulo. 

Finalmente, se determina la tasa de destrucción que 
experimentan los cúmulos en nuestras simulaciones, por 
período orbital y en el timepo de Hubble, como función 
de su distancia media galactocéntrica. Comparamos es
tos resultados con los trabajos de Aguilar, Hut y Ostri
ker (1988, en adelante AHO), y el de Gnedin y Ostriker 
(1997, en adelante GO), quienes hacen una aproximación 
semianalítica del fenólueno COIl modelos que involucran la 
aproximación de impulso, más las correcciones adiabáti
cas de Spitzer (1958) y Weinberg (1994a), respectivamen
te. Nuestros resultados coinciden con los reportados por 
Gnedin y Ostriker para el sistea de cúmulos globulares 
galáctico. 

5.1 Cambios Totales 

A continuación analizamos los cambios en la energía, 
la masa, la concentración y el radio mediano de masa que 
experimentan los cúmulos después de la períodos orbita-
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les. 

5 _1.1 Cambios en la energía y la masa de los 
cúmulos 

En la Tabla 1 se presentan los cambios porcentuales en 
la energía y la masa de nuestros experimentos, después 
de 10 períodos orbitales. En la Fig. 5.1 se muestran los 
resultados en forma de histogramas agrupados según el 
tamaño inicial del cúmulo, y como función de los paráme
tros órbitales del cúmulo (e y R pe,¡. 

Para los cúmulos que exceden el tamaño del lóbulo de 
Rache, en su perigalacticón (mI y 1), el cambio total de 
la masa y la energía es monotónico como función de su 
excentricidad y de su R peri ' Los cúmulos en órbitas menos 
excéntricas, con R peri 1.5 kpc, son quienes experimentan 
los mayores cambios (ver Fig. 5.1). 

Los cambios en la energía de los cúmulos pequeños son 
más complicados, porque además de tener un comporta
miento parecido al de los cúmulos grandes, las variaciones 
de la energía presenta un aumento para las órLit~ de 
mayor excentricidad. Esto hace que t;.E / Eo presente un 
valle en los valores intermedios de e (ver Fig. 5.1 para los 
cúmulos s y m.). El cambio en la masa de los cúmulos 
tiene el mismo comportamiento, pero COIl una amplitud 
apenas apreciable. 

Los cambios en la energía están entre el 0.4% y el 2%, 
para los cúmulos pequeños (s y m). Los cambios en su 
masa son un poco mayores, entre el O.U y el 3%. Como 
función de su R peri la variación máxima en la energía co
rresponde a la órbita circular, con un radio de 1.5 kpc. 
Como función de la excentricidad, la máxima variación 
corresponde a las órbitas más excéntricas. Pl'l.ra 10~ 
cúmulos más grandes (mI y l), la variación de la energía 
está entre un 5% y el 65% de su valor inicial. Los cambios 
en la masa son del mismo orden. Para estos cúmulos, la 
variación de la energía siempre es mayor para las órbitas 
circulares, y disminuye conforme aumenta la excentrici
dad. Como función de Rperi, la máxima variación ocurre 
para las órbitas cercanas al centro galáctico. En este caso 
los cambios en la masa son semejantes a los de la energía. 

De lo anterior es claro que existen al menos dos proce-
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TABLA 1 

VARIACIÓN PORCENTUAL DE LA MASA Y LA ENERGÍA PARA LOS CÚMULOS GLOBULARES, DESPUÉS DE 10 PERÍODOS 

ORBITALES. 

XI = 0.95 xI = 1.0 xI = 1.5 xf = 3.5 

Experimento D.E(%) D.M(%) D.E(%) 

ADO 1.55 2.2 2.04 
BOO 0.61 1.0 1.03 
COO 0.69 1.1 1.07 

A25 0.92 1.24 1.26 
B25 0.39 0.48 0.63 
C25 0.55 0.64 0.86 

A50 0.92 0.99 1.38 
B50 0.48 0.42 0,71 
C50 0.48 0.57 0.95 

A75 1.07 0.77 1.31 
B75 0.98 OA 1.13 
C75 1.58 0,6 1.66 

sos físicos que ocasiona los cambios de la masa y la energía 
de los cúmulos en nuestras simulaciones: un proceso que 
es más efectivo para los cúmulos en órbitas pequeñas y 
de poca excentricidad, cuya importancia aumenta con el 
tamaño del cúmulo en relación a su lóbulo de Rache, y 
un segundo procesos cuya importancia ('s mayor para las 
órbitas más excéntricas, cuyo efecto es más importante en 
los cúmulos más pequeños. 

En § 1,3.4 hemos dicho que el campo gravitacional de la 
Galaxia afecta en dos formas la evolución rlf' los cúmulos 
globulares. Una de ellas es por medio de la parte estática 
de dicho campo, que es la responsable de imponer un lími
te físico a la extensión espacial del cúmulo, por medio del 
lóbulo de Roche (ver § 1.3), Y la otra es la parte dinámica, 
que se debe a a la variación temporal de la fuerza de ma
rea, que depende de los párametros órbitales del cúmulo 
y de la densidad media de éste (ver § 4.3,2). 

Por construcción, los cúmulos pequeños se encuentran 
incialmente contenidos dentro del lóbulo de Rache, mien
tras que los grandes tienen una fracción de su masa fuera 
de éste en el momento de pasar por su pcrigaláctico. Los 
rambios en masa y energía, que se muestran en la Fig. 5.1 
para los cúmulos grandes (mi y 1), parecen indicar que 
dicha variación está relacionada con la cantidad de masa 
que inicialmente se encuentra fuera del lóbulo de Rache. 

Por otro lado, los choques gravitacionales son impor
tantes cuando la variación temporal de la fuerza de ma
rea es grande, que es el caso de las órbitas más excéntri
cas. Para los cúmulos pequeños la variación de su energía 
es máxima para e=O.75, independientemente de su Rperi ' 

Aunque este efecto también ocurre en los cúmulos gran-

D.M(%) D.E(%) D.M(%) D.E(%) D.M(%) 

2.8 14.37 15.76 65.74 58.45 
1.5 10.57 11.91 56.64 50,74 
1.7 9.79 11.12 55.83 50,09 

1.62 9.79 10.77 56.22 50,50 
0.69 6,60 7.22 49.37 44,72 
1.03 7.03 7.82 50.70 46.08 

1.13 8,11 8.58 51.78 46.18 
0.61 6.68 5.94 46.39 41.85 
0.89 6,02 6.44 47.86 43.48 

0,98 6.92 6.47 46.44 40.81 
0,59 5,07 4.89 42.81 38.07 
0.87 5.58 5,31 44.66 39,85 

des, la magnitud del desbordamiento opaca el efecto de 
los choques, 

De lo anterior, concluimos que: el desbordamiento del 
lóbulo de Rache está directamente relacionado con el ta
maño del y de la distribución de masa del cúmulo; mien
tras que el calentamiento por choques gravitacionales es 
función de la amplitud y de la frecuencia con que varía la 
fuerza de marea. A continuación presentamos un modelo 
heurístico muy simplificado que utilizaremos para enten~ 
der la dependencia de los procesos en cuestión con su Rperi 

y la excentricidad de su órbita. 

5.1.2 Consideraciones sobre el desbordamiento 
del lóbulo de Roche 

Intuitivamente, podemos decir que el desbordamiento 
del lóbulo de Rocbe depende del cociente entre el radio 
límite del cúmulo (rd y el valor mínimo de su lóbulo de 
Roche (Rd, que es cuando el cúmulo se encuentra en su 
Rperi . Si rt < R¡., todo el cúmulo está ront.enido dentro 
del R¿, Y no esperamos que haya desbordamiento. Por 
otro lado, si rt > RL, una fracción de la masa del cúmu
lo estará fuera de RL, y cuando éste pase por su Rperi , 

las estrellas que estén más allá de R L dejarán de perte
necer al cúmulo, porque la fuerza de marea galáctica las 
arrancará de éste. 

La cantidad de masa que pierde el cúmulo es función 
del tamaño relativo entre rt y RL. Los cambios en la masa 
del cúmulo, debido al desbordamiento, (!:l¡'vf')D¿R, están 
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6.E (a) 

6.E (b) 

6.E (e) 

Fig. 5.2.- Tendencias cualitativas del desbordamiento del 
lóbulo de Roche (a), de los choques de marea (b) y arobos 
(e) como función del la excentricidad y del tamaño relativo 
del cúmulo al lóbulo de Rache, el cual se escala directamente 
con su Rperi. 

dados por 

oc 

= 

r' p(T)dV 
JRL 

f' p(T)dV - laRL 

p(T)dV 

= M,-Mc=MJ, (1-1) 

donde p(r) es la densidad del cúmulo, MI y Me son la ma
sa dentro del lóbulo de Rache y la total, respectivamente. 
M J es la fracción de masa inicial que se encuentra fuera 
del lóbulo de Rache, entre RL y T,. 

De manera general podemos escribir la relación (1-1) 
como, 

(tlMe)DLR oc 1 - F(T,j RL), (1-2) 

donde F(r, / RLJ es la fracción de masa del cúmulo fuera 
de RL. La dependencia de este proceso con el Rped del 
cúmulo está implícita en el cálculo de RL (oc Rpe,;). 

La dependencia con la excentricidad de la órbita es in
directa, pues no es su forma lo que importa sino el hecho 
de que {r./TLJ varía según la excentricidad de la órbi
ta. A mayor excentricidad el cúmulo pasa menos tiempo 
cerca del centro galáctico y por tanto este proceso debe 
disminuir, de donde podemos decir que la pérdida de ma
sa varía de manera inversa con la excentricidad, digamos 
(tlMe)vLR oc (1 - e). 

Para ilustrar la dependencia de este proceso con F(T,/ RLJ 
Y la excentricidad, supongamos una esfera isotérmica, 
donde M(r) oc r, por lo que podemos escribir la eco (1-2) 
como 

Esta relación nos da una idea cualitativa de la depen
dencia que podemos esperar a el desbordamiento dellóbu
lo de Rache. En la Fig. 5.2a hemos graficado este com
portamiento como función de rt/ RL y el. 

En la Fig. 5.2a vemos que el desbordamiento es im
portante cuando TtI RL --t 00, lo que implica que RL y 
Rperi .,. O, es decir, órbitas cercanas al centro galácti
co. Este proceso será importante hasta que el tamaño del 
cúmulo sea igualo menor a R L , es decir, MI --t O. Esto 
sucede después de que el cúmulo ha pasado varias veces 
por el perigaláctico de su órbita. En el caso de una órbita 
excéntrica esto ocurre de manera períodica, y para una 
órbita circular de manera contínua. 

En conclusión, el desbordamiento es importante para 
valores de Rperi pequeños, donde el cúmulo es mayor que 
el tamaño del lóbulo de Roche, y para órbitas con excen
tricidades pequeñas. 

lpara comparar la Fig. 5.2a. con la Fig. 5.1 recordemos que rt/RL oc 
rt/ Rperi. 
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5.1.3 Consideraciones sobre los choques de ma ... 
rea 

En § 1.3.4 se menciona que este proceso se debe a la va
riación temporal del campo de marea que inyecta energía. 
a las órbitas de las estrellas, lo que ocasiona una pérdi
da de masa debido a que dichas estrellas adquieren una 
velocidad mayor a la velocidad de escape. Este proceso 
afecta directamente la distribución de energía del cúmulo 
y no la distribución de masa. La variación de esta última 
será un efecto secundario. 

Las variación de la fuerza de marea que experimentan 
las estrellas de un cúmulo, es función de la excentrici
dad de su órbita, así como de las orbitas estalares dentro 
de este. Como función de la excentricidad, la fuerza de 
marea tiene su máximo de variación para órbitas radia~ 
les, y es nulo para órbitas circulares. Como función del 
radio promedio de las órbitas de las estrellas, el efecto 
de los choques es máximo en el radio de marea y decae 
fuertémente hacia regiones internas del cúmulo, debido 
a los invariantes adiabáticos (ver discusión en § 2.2.2). 
Gnedin y Ostriker (1997) han modelado la eficiencia del 
choque dentro del cúmulo, a partir de la teoría dada por 
Weinberg (1994a). como 

~E oc (1+ ~2) ~ (1-4) 

donde fJ es el cociente entre la frecuencia angular de la 
estrella dentro del cúmulo (ws ), y la frecuencia angular del 
cúmulo alrededor de la Galaxia (u.Jc ). Si suponemos qUE' 

la frecuencia angular de una órbita se puede escalar de 
manera inversa al tamaño de la misma, y que RL oc Rperi, 

podemos escribir la dependencia funcional de este proceso 
en términos de e y rt/ RL corno sigue2 , 

En la Fig. 5.2b se muestra el comportamiento de este efec
to como función de e y rt/ RL, de acuerdo a este modelo. 
Vemos que hay una fuerte dependencia con la excentrici
dad y una muy pequeña con Rperi , al menos en el intervalo 
graficado. 

En la Fig. 5.2c se muestra el efecto de los choques y 
del desbordamiento coma función de e y r'¡ R L . Debemos 
resaltar que sólo hemos hecho un análisis cualitativo de 
las dependencias y proporcionalidades de estos procesos, 
por lo que dicha figura sólo se puede usar para guiarnos 
en la comprensión de las tendencias de los procesos que 
hemos considerado. De este análisis no es posible cuanti
ficar la magnitud absoluta de la variación de su energía, o 
de las magnitud relativa entre ambos procesos. Tampoco 
es posible afirmar con certeza la forma funcional de las 
dependencias con los parámetros que hemos considerado. 
En la figura vemos que estos procesos son independientes 
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entre sÍ. Sin embargo, existe una zona en el centro de la 
gráfica donde ambos se superponen, en particular para los 
cúmulos grandes. 

En resumen, se puede decir que el efecto del desbor
damiento domina a los cúmulos en órbitas circulares cer
canas al centro galáctico (rt/ RL oc rtl Rpe")' sobre to
do si su tamaño físico es mayor que su lóbulo de Rache. 
Los choques son importantes para los cúmulos en órbitas 
excéntricas, independientemente de su Rperi. 

5.1.4 Cambios globales en la estructura 

En la Tabla II se presentan los cambios totales en la 
concentración teórica de los cúmulos, así como el cociente 
de los valores inicial y final de r h. 

En las figuras 5.5. y 5.6 se muestran los cambios en 
la distribución de masa del cúmulo cuando su evolución 
está determinada por el desbordamiento y por los choques 
de marea, respectivamente. A continuación se discuten en 
detalle estas distribuciones. 

Cambios en la concentración 

En la Fig. 5.3 se presentan los cambios de la concen
tración para los cúmulos de nuestras simulaciones después 
de 10 períodos orbitales. Los valores positivos indican un 
aumento en la concentración del cúmulo, mientras que los 
negativos una disminución de esta. Vemos que el efec
to de los choques es el de aumentar la concentración del 
cúmulo (tamaños s y m). mientras Que el desbordamiento 
la tiende a disminuir (tamaiios mi y 1). 

Este comportamiento lo podemos entender observando 
las distribuciones de las figuras 5.5. y 5.6, Y recordando la 
forma como se define la concentración teórica (ver §4.5.5), 

e' = log (r99%) , 
rlO% 

(1-6) 

donde T99% Y TlO% son los radios que contiene el 99% y el 
10% de la masa ligada al cúmulo. 

Cuando la evolución de un cúmulo está determinada 
por el desbordamiento, el campo de marea impone un 
límite al radio máximo del cúmulo, haciendo que el valor 
de f99% disminuya. Aunque flO% disminuye, T99% experi
menta la mayor variación respecto a su valor inicial, razón 
por la cual et disminuye. 

Si la evolución está determinada por choques, la varia
ción del campo de marea inyecta energía en las órbitas de 
la·;; estrellas del cúmulo, razón por la cual pst.::ts pueden 
alcanzar regiones externas, hecho que se manifiesta por 
una ¡¡expansión". Esta expansión ocurre en las regiones 
externas del cúmulo, sin afectar la estructura en las regio
nes centrales (ver Fig. 5.6). Esto hace que "99% aumente 
(respecto a su ,'alor inicial) sin que TIO% lo haga, razón 
por la cual la concentración del cúmulo tiende a aumentar 
(el = r99%/"1O%)' 

La concentración sólo aumenta cuando el calentamien
to es más eficiente que el desbordamiento (ver Fig. 5.3). 



tfJ o 
il< ¡:¡: 
I'il 
;:¡ 
U , 
Z 
I'il 
Q 

Z o .... 
u 
< 
0-1 
;:¡ 

~ 
tfJ 

< 
0-1 
I'il 
Q 
tfJ 
o 
Q 

~I 
0-1 
;:¡ 
tfJ 
I'il ¡:¡: 

.., 
O 
0-1 
;:¡ 
t: 
il< 
< 
U 

'" ao 

(.6.djcb)% 
m 

mI 1 

Fig. 5.3.- Resultados en la variaclOll de la concentración porcentual to
tal para todos los cúmulos de nuestras simulaciones después de 10 períodos 
orbitales. 

Fig. 5 
tal para 
orbitales. 

(1 _ rh,lO) 
Th,O 

s 

e e 

mI 1 

o . 

e 

Resultados en la variaclOn de la concentración porcentual to
los cúmulos de nuestras simulaciones después de 10 períodos 



5.2. CAMBIOS COMO FUNCIÓN DEL TIEMPO 

0.01 

0.001 

10-4 

10-6 

0.01 

";;.3 0.001 
"---;:; 
~ 

10-4 

10-(; 

r 10% r. 

r 1O? r h 

, , , , , 
~rt 

\=0 

t=10P
orb 

Fig. 5.5.- Cambio en las distribución inicial de masa después 
de 10 periódos orbitales de un cúmulo globular, cuando su 
evolución está determinanda por el desbordamiento del lóbulo 
de Roche. El experimento que se muestra es el A501. 

que es el caso de los cúmulos pequeños en órbitas muy 
t'xcéutrica...9. 

CaIIlbios en rh 

Los cambios del rh después de 10 períodos orbitaleH se 
dan en la Tabla n. En la Fig. 5.4 se muestra esta variación 
en forma de histogramas, 

En esta figura se ve que los cúnlUlos más pequeños, y 
en órbitas excéntricas, muestran un ligero aumento de su 
rh. En todos los demá.';¡ casos el valor de fh disminuye, y 
en particular, de manera muy drástica para. los cúmulos 
grandes. 

Cuando el desbordamiento es importante, el valor de 
r99% disminuye (ver Fig. 5,5), Y debido al reacomodo que 
el cúmulo experimenta al tener una menor masa en sus 
primeros períodos orbitales. también lo hace el valor de 
rh, 

Si los choques dominan la evolución, el valor de r99% 

aumenta, y por tanto también lo hace el valor de rh. Sin 
embargo, vemos que esto no es el caso para la mayor par
te de estos cúmulos, para los cuales el valor de rh esta 
disminuyendo. Esto se puede deber a un reacomodo de la 
masa. para e::;tar en equilibrio con el campo galáctico, ya 
que dicha variación es un orden de magnitud menor que 
en el caso del desbordamiento. 

De lo antenor, se puede concluir que los cambios en la 
estructura del cúmulo son mayores cuando su evolución 
está dominada por el desbordamiento, al menos para los 
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Fig. 5.6.- Cambio en la distribución inicial de masa después 
de 10 periódos orbitales de un cúmulo globular, cuando su 
evolución está determinada por choques gravitacionales. El 
experimento que se muestra es el A75m. 

casos que hemos considC'rado. 

5.2 Cambios como Función del Tiempo 

En la Fig. 5.7 se presenta la evolución t.emporal de la 
energía y de la ma...,a de los cúmulos de todos nuestros 
experimentos, agrupau.u~ según su tamaño inkial. Los 
páneles del lado izquierdo corresponden al incremento de 
la energía, ~E, y los de la derecha al cambio fraccional 
de la ma,a ligada al cúmulo, .lvI/Mo. Cada panel corre,
ponde a un valor de las excentricidades que hemos con
siderado. Los símbolos de las curvas corresponden a los 
distintos perigalácticos que hemos considerado (cuadros 
para 1.5 kpc, triángulos sólidos para 3 kpc y triángulos 
abiertos para 6 kpc), 

En general se puede hablar de dos tipos de comporta
miento. El primero es un cambio exponencial de la energía 
y de la masa para los cúmulos 8 y m, que se encuentran 
en órbitas excéntricas. y cuya pvo]urión está determinada 
por los choques de marea. El segundo comportamiento 
muestra una rápida variación inicial de la energía y de la 
masa, para los cúmulos ·mi y i, pasando por una etapa de 
desaceleración para después tener una tasa de variación 
mucho menor a la inicial. Los cúmulos 8 y m, en órbitas 
circulares, también presentan este comportamiento. 

La variación en la energía del cúmulos, 8 y m, es más 
importante en las órbitas más excéntricas. En órbitas po
co excéntricas, esta variación es aproximadamente lineal. 
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Fig. 5.7.- Variación temporal de la energía y la masa para todas las simulaciones en este trabajo. Los resultado estan 
agrupados según el tamaño inicial del cúmulo y con la excentricidad, que aumenta de arriba hacia abajo. 
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TABLA II 

VARIACIÓN DE LA CONCENTRACIÓN TEÓRICA Y DEL rh 

Xf= 0.95 xI = l.0 xI = l.5 xI = 3.5 

e ~ct(%) Th.lO ~ct(%) Th,10 ~ct(%) rh,lO ~ct(%) Th,10 

Th,O Til,O Th,O Til,O 

AOO -3.05 0.97 -4.03 0.97 13.08 0.83 -29.86 0.52 
BOO -1.38 0.98 -2.41 0.98 -1l.41 0.87 -19.98 0.56 
COO -2.04 0.98 -2.48 0.97 -10.34 0.87 -20.33 0.56 

A25 -1.14 0.99 -l.88 0.98 -9.16 0.88 -22.55 0.57 
B25 -0.86 0.99 -0.48 0.99 -5.60 0.92 -16.82 0.60 
C25 -0.46 0.99 -0.79 0.98 -6.35 0.91 -2l.31 0.60 

A50 0.31 0.98 -0.45 0.99 -3.74 0.91 -10.96 0.60 
B50 0.48 0.99 0.24 0.99 -2.16 0.94 -l.06 0.63 
C50 0.65 0.99 0.06 0.99 -3.55 0.93 -16.96 0.62 

A75 2.72 l.00 2.48 l.00 3.97 0.94 0.26 0.65 
B75 2.38 l.01 l.98 l.00 2.29 0.95 -l.27 0.66 
C75 l.83 l.01 2.37 l.00 0.73 0.95 -0.97 0.65 

5.2.1 Diferencias en la evolución temporal entre 
los choques y el desbordamiento 

En la Fig. 5.7 vemos que la variación temporal de la 
energía y de la masa no es continua (en particular para los 
cúmulos .'J y m, en todas sus órbitas excéntricas, y para los 
cúmulos Tni y t, para e=O.75), mostrando escalone.s espa
ciados temporalmente, como función del período orbital 
del cúmulo. 

En la Fig. 5.8 se presenta la evolución diferencial3 de la 
energía y la masa (ver §4.5.4), C011lO función del período 
orbital del cúmulo, para las simulaciones AOOml y A 75m 
(que en las Fig. 5.1, corresponden a los casos m y mi, con 
Rpe,¡=1.5 kpc para las e=0.7,) y 0.0. respectivamente). 
Las líneas verticales indican el paso del cúmulo por su 
perigaláctico. 

Para la simulación AOO'mI la pérdida de masa crece 
rápidamente hasta alcanzar un máximo después de medio 
período orbital, comenzando a decaer hasta llegar a una 
situación aproximadamente estacionaria, después de 5 a 6 
períodos órbitales. En este caso la variación de la energía 
y de la masa no muestran un correlación con el período 
orbital del cúmulo. 

La evolución del cúmulo, en el ex~rirnento A_75m. es 
dominada por los choques que se manifestan por medio 
de pulsos en la variación de la energía y de la masa. Es
tos cambios están claramente relacionados con el período 
orbital del cúmulo, alcanzando su máxima variación cuan
do este pasa por su perigaláctico. En esta simulación, la 

3Recordemos que dE y óiH se refieren al los cambios de energía y 
masa respecto al intervalo temporal anterior y no al inicial. 

masa comienza a variar después de su segundo paso por 
Rperi, aumentando gradualmente la amplitud de su varia
ción, hasta llegar a ser comparable con la amplitud de la 
energía. LlamarernoR a este tipo de comportami€,nto 'un 

retrmiO en la variación de la masa. 

Los ejemplos que se muestran en la Fig. 5.8 son pa
ra ilustrar el efecto de los choques y del desbordamiento 
cuando cada unO domina la evolución del cúmulo, Sin 
embargo, es posible que ambos procesos se sobrepongan, 
y afecten la evolución del cúmulo de manera conjunta. 
EH la Fig. 5.9 se muestran los resultados de las simula
ciones AOOml, A25rnl, A50ml y A75ml (Rpe,¡=1.5 kpc, 
y rtl R L = 1.5). En estos experimentos es posible estu
diar la transidón entre ambos efectos romo función de la 
excentricidad de su órbita. Para la órbita circular, e=O, 
el desbordamiento domina durante los primeros períodos 
del cúmulo, para después tender a una situación aproxi
madamente estacionaria para la energía y para la masa. 
Conforme aumenta la excentricidad, la importancia del 
desbordamiento disminuye, comenzando a ser más impor
tante el efecto de los choques. La evolución en el ex
perimento A25ml está determinada por ambos procesos, 
inicialmente por el desbordamiento, cuya magnitud dis
minuye contínuamente como función del tiClllpO, mientras 
que la importancia de los choques está aumentando. Este 
comportamiento es periódico, con el máximo de su am
plitud en el perigaláctico de su órbita. La evolución del 
cúmulo, en el experimento A75ml, está completamente 
determinada por los choques. Cuando los choques CQ

nlienzan a determinar la evolución del cúmulo el retraso 
en la vanacíón de la masa comienza a ser importante. 

En las Fig. 5.8 Y 5.9 podemos ver que el desbordamien-
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Fig. 5.8.- Incremento diferencial de la energía y la masa para 
dos cúmulos globulares. En el primero su evolución esta domi
nada por el desbordamiento del lóbulo de Roche (AOOml) , y 
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Fig. 5.9.- Incremento diferencial de la energía y de la masa 
para un cúmulo globular de tamaño ml en órbitas de distin
ta excentricidad (con un mismo Rped) alrededor del centro 
galáctico. El panel superior corresponde a una órbita circular 
y el inferior a una órbita con excentricidad de 0.75. 

están dadas por, 

1 
to es un proceso autolimitante, porque el cúmulo pierde King (1) ( M, ) , 
masa de manera continua hasta un cierto valor, después r L = 3 + e Ma(Rac) y 

(2-2) 

del cual queda en equilibrio con el campo de marea galacti·-- -- - - - -- ----- - -----------
ca. Esto ocurre cuando T, ~ RL. En la Fig. 5.10 hemos [( 2R . )]-t ( M (r) )} 

. , , , Innanen 1 1 pen e t 
graficado la evoluclOn temporal dellobulo de Rache {Imea TL = - n R + R· M (R ) 
sólida), y del radio límite del cúmulo (puntos circulares), apo pen a ac (2.3) 
para las simulaciones AOOml (panel superior) y la A25ml. 1 d d I 1"' 
( I . r . ) El d' 1" dI' 1 . 1 De la Flg. 5.10 vemos que los va ores a os por a re aClOn 
pane mlenor. ra 10 Imite e cumu o contlene e ( ) ., lId d 

IDO
'" d I d ( ) El al d I IOb I 2·1 es la que mejor aproxIma os resu ta os e nuestros 
10 e a masa e este Tt = T100%' v or e o u o. I d d I l' (2 2) 

-1 o 1-, 1 h rl . o.. . , experImentos. Los va ores a os por as re aClOnes ~ 
ue .I.\'oCuC ¿o nemos .... etermlnado con la slgUJentp. relaclon In. .... ' , ___ .... n01' _~~~_" ..................... .o"t,..n" T'",,',mlt!\r1n<.l. F, .. im 
(Binney y Tremaine 1987), ~o~t-:~t:~~~~~~~u~ldlif;r~~~i~~:;;;un~--e"st~~s~;~~ult-ad~~ 

( 
M,(r,) ) t 

TL = Ma(Rac) Rac, (2-1) 

donde M,(T,) es la masa del cúmulo que esta dentro de su 
radio de marea y Ma(Rac es la masa de la Galaxia que 
se encuentra dentro del radio Rac. 

En la Fig. 5.10 vemos que los valores de T, tienden a 
los valores de T L, después de algunos períodos orbitales, 
tanto para la órbita circular (AOOml) como para la órbita 
excéntrica (A25ml). Vemos que el tamaño del cúmulo 
tiende al valor impuesto por el campo de marea galáctico. 

En la Fig. 5.10 hemos incluído las aproximaciones de 
King (1962), línea de puntos, y la de Innanen et al. (1983), 
línea de trazos, para el radio límite del cúmulo. Ambas 

con los valores que se obtienen de (2·2) y (2.3), porque 
algunos autores intentan determinar la masa de la Gala· 
xia utilizando estas aproximaciones (Innanen et al. 1983), 
que como podemos ver sobrestiman el valor de la masa. 

La variación de Tt tiene el mismo período que la varia
ción de la energía. Los máximos de la energía correspon
den al mínimo de Tt, que es cuando el cúmulo cambia su 
energía de ligadura (menos ligados). Este comportamien· 
to se observa en nuestros cúmulos cuya evolución está de
terminada por choques. 

5.2.2 Ajuste a la variación de la energía 

Para describir y extrapolar el comportamiento tempo
ral de la energía y de la masa, hemos ajustado los paráme
tros de una función analítica a los resultados que se pre-
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Fig. 5.10.~ Evolución teórica y de las simulaciones AOOml 
y A25ml, para el radio límite del cúmulo. La línea sólida 
corresponde al valor dado por la eco (2-1), la línea de puntos 
es la aproximación de King (1962), y la de trazos la de Innanen 
et al. (1983). Los puntos son el resultado para el radio límite 
de las simulaciones. 

sentan en la Fig. 5.7. Aunque el comportamiento de la 
energía y de la masa son muy parecidos, el ajuste lo ha
remos de manera independiente. 

Se propone ajustar los resultados de la energía con una 
función de la forma: 

( 
t )OE 

tiE = Eo exp - TE (2-4) 

donde QE Y TE son los parámetros a encontrar. El 
parámetro QE es el exponente de la función y TE es el 
tiempo característico, en las mismas unidades de t, en 
que la energía se reduce por un factor e- 1

, que correspon
de a una variación del 74% de su 'valor inicial. Los puntos 
que hemos considerado en el ajuste dependen del proceso 
inicial que domina la evolución del cúmulo. 

Para los choques (cúmulos s y m) se consideran todos 
los valores de la energía y de la masa. Para el desbor
danliento sólo se consideran los puntos una vez que han 
pasado por su etapa inicial de pérdida de masa (cúmulos 
mI y 1). 

El ajuste de los parámetros (OE y TE) se realizó con el 
método de Levenberg--:Lvlarquadt, que busca y encuentra 
el mínimo de X2 de manera iterativa (Press et al. 1992). 
Los valores de ctE y TE se muestran en la Tabla III. 

Para los cúmulos que son afectados por desbordamien
to, el valor de QE siempre es menor a 0.8, con un valor 
promedio de aj?LR=0.59 ± 0.2. Cuando los choques de-
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Fig. 5.11.- Comparación entre TE y TM, para los cúmulos 
cuya evolución está determinada por los choques gravitaciona~ 
les. Los símbolos corresponden a Los tamaños de Los cúmulos 
considerados: s con cuadros, m con triángulos y mi con (*). 

terminan el comportamiento del cúmulo Q~LR f'V 0.9-1, 
con un valor promedio de o.~LR=1.00±O.04, 

5.2.3 Ajuste a la variación de la masa 

La función que se ajusta al comportamiento de la masa 
es, 

( 
t )OM 

M = lllfoexp - TM (2-5) 

donde o: M y 1M son los parámetros a encontrar. Siendo 
DM el exponente de la función y 1M es el tiempo carac
terístico, en las mismas unidades de t, en que la masa del 
cúmulo ha variado un ....... 74% de su valor inicial. 

En la Tabla IV se dan los valores del ajuste para el 
exponente D:i\-[ y para el tiempo característico TM. 

Cuando la evolución del ctÍmulo es dominada por cho
ques, los valores del exponente están entre 1< axl <2.5, 
con un valor promedio de 1.7±0.4. Par('\. 1:'1 dE'sbordamien
to los valores del exponent.e están entre 0.2< ar,lR < 1, 
con un valor promedio de 0.55±0.2. 

Ella Fig. 5.11 se comparan los t.iempos característicos 
que se obtiene en el ajuste de la energía, TE. Y de la masa, 
IA1, para los cúmulos cuya evolución es dominada por los 
choques de marea. Vemos que la dispersión en los valores 
que se obtienen del ajuste de la masa es mayor que los de la 
energía. La diferencia entre ambos tiempos, en promedio, 
es menor que un factor de dos. 
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TABLA III 
VALORES DEL AJUSTE PARA EL EXPONENTE OlE Y EL TIEMPO CARACTERÍSTICO TE. 

XI = 0.95 xI = 1.0 xI = 1.5 xI = 3.5 

e OlE Te(XlOlOa) OlE Te(x1010a) OlE TE(x1010a) OlE Te(XlOlOa) 

AOO 0.79 0.61 0.73 0.50 0.33 0.05 0.27 7.3xlO-3 

BOa 0.90 2.08 0.84 1.68 0.41 0.81 0.31 2.1xlO-2 

COO 0.90 3.87 0.80 2.96 0.40 0.35 0.31 4.1xl0-2 

A25 0.99 1.18 0.97 1.22 0.60 0.14 0.35 1.2xlO-2 

B25 0.98 2.68 0.98 2.58 0.67 0.45 0.42 2.9xl0-2 

C25 0.99 4.98 0.98 4.61 0.65 0.80 0.40 5.4xlO-2 

A50 1.03 1.14 1.03 1.15 0.82 0.38 0.52 2.7xlO-2 

B50 1.04 3.06 1.01 2.95 0.89 1.19 0.52 6.2xl0-2 

C50 1.02 5.66 1.03 5.59 0.84 2.08 0.49 1.1xlO-1 

A75 1.05 1.19 l.03 1.27 0.99 l.08 0.66 8.6xlO-2 

B75 l.02 2.92 1.04 3.16 1.01 2.86 0.62 1.1xlO-1 

C75 1.03 5.31 1.03 5.72 1.01 5.25 0.63 3.6xlO-1 

TABLA IV 
VALORES DEL AJUSTE PARA EL EXPONENTE OIM Y EL TIEMPO CARACTERÍSTICO DEDESTRuccrÓN-TM~ 

XI = 0.98 XI = 1.0 XI = 1.5 XI = 3.5 

e OIM TM (x 1010 a) OIM TM(x1010a) OIM TM(xl0IOa) OIM TM(xlOlOa) 

AOO 0.6 23.8 I 0.5 34.5 I 0.3 27.0 I 0.2 0.07 I BOO 0.7 57.5 A~ 00 n nA 24.0 0.3 0.31 V.I <J.r.. • .,. v.~ 

coa 0.8 47.9 0.4 182. 0.3 7l.2 0.3 0.58 

A25 1.3 1.26 1.2 1.42 0.6 2.03 0.3 0.13 
B25 1.4 3.62 1.5 2.13 0.6 4.11 0.4 0.26 
C25 lA 5.37 l.3 5.66 0.6 7.57 0.4 0.52 

A50 1.7 0.92 1.6 0.94 0.9 l.00 0.5 0.16 
B50 l.8 l.59 1.8 l.93 l.0 1.62 0.5 0.38 
C50 1.8 4.14 1.7 4.08 1.1 3.76 0.4 0.84 

A75 2.3 1.05 2.1 1.10 1.2 1.15 0.7 0.32 
B75 2.5 2.39 2.3 2.29 1.3 2.48 0.7 0.75 
C75 2.1 6.12 2.0 5.64 1.3 4.95 0.6 1.55 
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5.2.4 Tiempo característico y de destrucción 

El tiempo característico TE,M 1 es el tiempo en que la 
energía y la masa cambian un 74% de su valor inicial. 
En ambos casos, éste no es el tiempo en que ocurre la 
desintegración del cúmulo. 

No tenemos un criterio estricto para decir en que mo
mento los cúmulos se desintegran en su totalidad, pero 
considerando la distribución de masas para el sistema de 
cúmulos globulares galáctico, que se muestra en la Fig. 1.4 
de §1.2.5, vemos que hay pocos cúmulos con masas meno
res a l04M01 por lo que podemos pensar que este será, en 
promedio, un límite inferior para el valor de la masa. Los 
cúmulos cercanos al centro galáctico no muestran masas 
mayores a 5 x 104 MOl valores que representan, aproxima
damente, entre el 2% y el 10% de la masa inicial de los 
cúmulos que hemos considerado (Mo = 5 x 105M0 ). 

De 10 anterior, un valor que se puede asociar con la 
desintegración del cúmulo es el tiempo de destrucción, que 
en nuestro caso será cuando el cúmulo sólo tenga el 1% 
de su masa inicial. Este es un criterio justificable desde 
el punto de vista observacional, porque no se observan 
cúmulos con masas menores a 5 x 103 M0 -

La relación entre el tiempo característico y el tiempo 
de destrucción (td",) se obtiene de las relaciones (2-1) Y 
(2-2), dada por 

(2-6) 

En la sección 5.4 cakulamos la tasa de destrucción para 
los cúmulos globulares, utilizando los valores de tdest que 
heulos encontrado en esta sección. 

5.3 Eficiencia del Choque Dentro del Cúmulo 

La eficiencia dE' los choques p;ravitacionales es función 
de la energía de ligadura de las estrellas dentro del cúmulo, 
del tiempo en que ocurre la interacción, y de la distribu
ción de masa del cúmulo. Esta eficiencia se puede medir 
en una escala de tiempo correspondiente a un período or
bital, o por unidad de tiempo. 

En esta sección se analiza el calentamiento del cúmulo 
por período orbital, y en la sección 5.3.3 por unidad de 
tiempo. El calentamiento, por periodo orbital, es de gran 
interés desde un punto de vista teórico, porque nos da 
información sobre el tipo de órbitas, que para un potencial 
determinado, causan mayores daños en la estructura del 
cúmulo. El calentamiento, por unidad de tiempo, tiene 
un interés desde el punto de vista obscrvacional y de las 
teorías de evolución galáctica, porque a partir de este eH 
posible estimar de erosión que éste proceso ha o('asionado 
durante el tiempo de Hubble. 

5.3.1 Calentamiento por período orbital 

El calentamiento que experimentan las estrellas den
tro de un cúmulo, debido al choque de marea, .'lE" se 
mide cada vez que este alacanza su apogaláctico. En 

las figuras 5.12-5.14 se muestra el calentamiento pro
medio que experimentan las estrellas por período orbi
tal (t>.E, =< En - En- 1 », que en el período an
terior se encontraban dentro de un intervalo de energía 
(En-l - t>.E < E < En- 1 + t>.E). En el recuadro inferior 
de cada pánel se muestra el valor de la dispersión en t>.E 
asociada a cada intervalo. En cada gráfica se muestran 
dos series de resultados, diferenciados por el tamaño de 
los cúmulos, s y m, respectivamente. Cada panel corres
ponde a un valor de la excentricidad. Las línea de trazos 
es el calentamiento en cada período orbital, la línea sóli
da delgada y la gruesa corresponden a la primera y a la 
última órbita del cúmulo, respectivamente. 

Vemos que el incremento de la energía para los cúmulos 
en órbitas circulares, disminuye como función del tiempo, 
tendiendo a cera en algunos períodos orbitales más. Este 
calentamiento debe ser en su mayoría espureo, porque la 
dispersión es mayor para las estrellas menos ligadas. Otra 
razón de este calentamiento, y su disminución con el tiem
po es por el reacomodo del cúmulo al potencial galáctico. 
Para los cúmulos en órbita circulares la varianza aumenta 
para las estrellas menos ligadas, en cada periódo orbital, 
efecto contrario al calentamiento para esas mismas estre
llas. Este comportamiento nos indica que los datos cada 
vez son más ruidosos, lo cual se debe a una disminución de 
estrellas en estos intervalos de energía o a una mayor dis
persión de sus valores, las cuales estan siendo arrancadas 
por el campo de marea galáctico. 

Las órbitas con e=O.25 muestran una disminución de 
la energía durante 10H primeros períodos orbitales. Sin 
embargo, este incremento no tiende a cero como función 
del tiempo. Para las órbitas má." excéntricas, e=O.50 y 
e=O.75, el incremento de la energía en cada período or
bital se mantiene constante en los períodos que hemos 
graficado. La dispersión en el incremento de la energía 
disminuye como función de la excentricidad en todos los 
cúmulos y para todos los valores de Rperi. 

En la Fig. 5.15 se compara el calentamiento del último 
período orbital para los cúmulos con el mismo tamaño. 
En general. el calentamiento es minímo para los cúmu
los en órbita circular, aumentando su importancia con la 
excentricidad, siendo los cúmulos en órbitas más radiales 
los que muestran un mayor incremento de su energía por 
período orbital. Aunque en los experimentos AOs, B Os y 
BOm, el calentamiento parece ser mayor para las órbitas 
con e=O.25, la tendencia general de la curva es a estar por 
debajo de los valores de las otras dos excentricidades. 

El calentamiento) como función del tamaño del cúmu
Iv, C:s mayor para los cúmulos mas graneles, m, aunque 
la diferencia entre ambos tamaños es muy pequeña. Fi
nalmente, como función del R peri , los cúmulos que expe
rimentan mayor calentamiento por período orbital son 10 
más cercanos al bulbo. 

La importancia del choque como función del parámetro 
de adiabatícidad, /3, que se define como (que es función del 
cociente entre el tiempo dinámico de las estrellas dentro 
del cúmulo y el período orbital de éste alrededor de la 
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Galaxia, ver §2.2.2), 

_ 27rRperi 

- PsVperi' 
(3-1) 

donde P, es el período de la estrella alrededor del cúmulo 
y Vperi y Rperi son la velocidad y distancia en el peri
galáctico del cúmulo. En nuestros experimentos no cono
cemos el período orbital de cada una de las estrellas dentro 
del cúmulo, por lo que utilizamos la dependencia de este 
con las variables que conocemos directamente, como es su 
energía, Es, su posición, T, o su velocidad, v. 

El período orbital de las estrellas dentro del cúmulo, se 
puede escribir en términos de su energía Es (Lightman y 
Shapiro 1977), 

2rrGMe 
P,(E,) = (2IE,J)3/2' (3-2) 

donde G es la constante de gravitación universal y Me es 
la masa del cúmulo. Esta aproximación supone que las 
órbitas de las estrellas son keplerianas, lo cual es válido 
en las regiones externas del cúmulo) que es donde es más 
importante este proceso. 

La energía orbital de las estrellas, para un potencial 
kepleriano está dada por (Binney y Tremaine 1987), 

E _~GM 
8 2 a ' 

(3-3) 

donde a es el semieje mayor de la órbita de la estrella. 

4 

3 

6.8 

~ 

'" ~ 

6.6 ~ 
X .,. 

N 
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0." 
~ 

bD 

6.4 .3 

:O'-.3~~~~~~~L_..Jo-:.2~~~~~.....J 6.2 

E, 

Fig. 5.16.- Radio promedio de las estrellas dentro del 
cúmulo, como función de su energía promedio. En la ordenada 
del lado derecho se muestra su período orbital como función 
de la energía. Estos resultados corresponden al experimento 
A758. 

En las figuras 5.17, 5.18 Y 5.19 se presentan los resulta-
Hemos aproximado a la energía de las estrellas, como dos que se muestran en las Fig. 5.13-5.15, respectivamen-

función del su radio orbital promedio (ver Fig. 5.16), te, pero como función de < f3 >. Cada figura corresponde 

3 GM 
< E, >~ -2--' <r> 

De esta relación podemos decir que a -< r > (3. 

--__ ._a Jas_.órbitas_con_Rpe"= 1.5 kQ.<O,..lJ<p-,,-yJ>J{J)e~ ... espec
(3-4) tivamente. Cada una de las líneas sólidas eorresponde a 

cada uno de los 9 períodos orbitales que hemos conside
rado. Se ha excluido el primero porque el cúmulo aún no 
se encuentra en equilibrio con el campo de marea. El ca
lentamiento se reporta en el apogaláctico del cúmulo. Los 
valores de < f),.E > son el promedio de los incrementos 
individuales de las estrellas en un intervalo f),.f3. 

Combinando (3-2) y (3-3) podemos escribir el período 
en términos de < r > como, 

211" '.' - ',-< P >= _(GM)-l/" < r >'1' , 33 / 2 • (3-5) 

En la Fig. 5.16, se muestran los valores de r y Ps como 
función de < E, >. Las líneas sólidas son los resultados 
de la simulación A 758 en los períodos pares de la órbita 
del cúmulo. La línea de trazos es la relación dada por la 
ecuación (3-4). 

Sustituyendo en la eco 
por la eco (3-5), 

(3-1) el valor de < P, > dado 

(3-6) 

De esta relación tenemos a < f3 > como función de la dis
tancia radial promedio de las estrellas dentro del cúmulo, 
y del tiempo característico en el que ocurre el choque de 
marea (- 2Rpeci(Vpe,¡). 

Las línea de puntos y de trazos cortos corresl.IÜüden a 
dos ajustes que hemos hecho a la aproximación de Wein
berg (1994a), y la de trazos cortos y largos, corresponden 
a las aproximación de Spitzer (1958). Estas se discutirán 
en detalle en la siguiente subsección. 

En las figuras 5.17, 5.18 Y 5.19, vemos que el calen
tamiento es función de la excentricidad de la órbita del 
cúmulo. Par~ las órbitas menos excéntricas, e==O.25, el in
cremento de la energía abarca un intervalo de 10< f3 <50. 
Para e=0.50 este incremento abarca el intervalo de 9 < 
f3 < 30, yparae=0.75, el intervalo va de 7 < f3 < 20. Con
forme aumenta la excentricidad, el intervalo que abarca el 
calentamiento se reduce a la mitad del intervalo anterior, 
es decir, el intervalo en (3, para e=O.75, es una cuarta 
parte del intervalo de e=0.25. Las tendencias que hemos 
descrito se aplican a los cúmulos s y m. 

Para los cúmulos en orbitas de baja excentricidad, la 
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TABLA V 

VALORES UTILIZADOS PARA EL AJUSTE DE LOS MODELOS DE 

ARO y GO. 

Nombre A(e, Rp",) 

A25 0.447 
A50 0.789 
A75 0.957 
B25 0.366 
B50 0.763 
B75 0.959 
C25 0.411 
C50 0.807 
C75 0.965 

variación del cociente, entre el período orbital del cúmulo 
al de las estrellas, en general, no es tan grande, por lo que 
el calentamiento es descrito por la aproximación adiabáti
ca, afectando estrellas medianamente ligadas al cúmulo, 
pero cambiando poco su energía orbital. Por el contrario, 
si el cúmulo tiene una órbita muy excéntrica, el cociente 
entre los periódos (Po,,1 P,) es grande, y el calentamiento 
puede ser descrito en el límite impulsivo, donde las es
trellas menos ligadas son las más afectadas, cambiando 
drásticamente su energía orbital. 

En general, para las órbitas más excéntricas el incre
mento de la energía decae más rápido hacia valores gran
des de;3. La diferencia entre las figuras es el valor de 
Rperi que les corresponde, notamos que el calentanliento 
disminuye como función del R peri de la órbita. 

Aproximaciones Teóricas 

El calentamiento debido a los choques gravitacionales 
ha sido analizado por varios autores de manera semia
nalítica (ARO y GO). En estos trabajos se parte de la 
aproximación de impulso (ver §2.1), donde la velocidad 
con la que ocurre el encuentro es mucho mayor que la de 
las estrellas dentro del cúmulo. Sin embargo, ("omo esto 
no es cierto para cúmulo8 en órbitas poco excéntricas, o 
para las estrellas cercanas al centro del cúmulo. AHO y 
GO proponen añadir a esta corrección para considerar los 
efectos de la perturbación cuando las estrellas del cúmulo 
recorren una fracción, o varias de sus órbitas durante el 
trancurso de la perturbación. Hemos retomado las apro
ximaciones que se utilizan en estos trabajos, y las hemos 
comparado con nuestros resultados. Sin embargo, es ne
cesario determinar los valores de normalización necesarios 
para que dicha comparación sea válida. 

En estas aproximaciones, el incremento de la energía 

eHO f.ao 

1.69 x 10-1 5.59 X 10-1 

7.68 x 10-2 2.23 X 10-1 

1.80 x 10-2 4.65 X 10-2 

1.35 x 10-1 1.93 X 10-1 

7.23 x 10-2 7.67 X 10-2 

2.28 x 10-2 2.28 X 10-2 

1.57 x 10-1 3.33 X 10-1 

1.00 x 10-1 1.45 X 10-1 

2.67 x 10-2 3.36 X 10-2 

esta dado por la siguiente expresión (ARO y GO): 

4 ( GMa )2 2 /lE = '3 Yo R2. r A •. ",(¡3)~(Rp.,,)A(e, Rp.,,). 
P pen 

(3-7) 
A continuación discutimos en detalle cada uno de los 
términos. 

El factor A,.w(¡3) puede ser la corrección adiabática de 
Spitzer o de Weinberg. ARO utiliza la corrección de Spit
zer (1958). GO utiliza resultados que se obtienen de la 
teoría adiabática, aplicados por Weinberg (1994a) en sis
temas astronómicos (ver §2.2.2). La corrección que mejor 
ajusta nuestroH resultados eH la de \Veinberg. La aproxi
mación de Spitzer es varios órdenes de magnitud menor 
que nuestros resultados (ver línea de puntos y trazos en 
las Fig. 5.17-5.19). 

El parámetro ~ (R peri) es un factor que considera la 
distribución de masa galáctica (Aguilar y White 1985). 
AH O aproximan este factor como 

(3-8) 

y GO como 

00 _ 1 2 
~ (Rp ,,') - 2 [(3Jo - J, - lo) , (3-9) 

+(210 - J, - 3Jo + J¡)' + J5J. 
donde lo. 1" Jo Y J

" 
estan dados por 

(3-10) 

¡= d( 
1 m (Rp"'() ('((2 _ 1)1/2' (3-11) 

. R > , ¡= de 
1 m( p,,',) ('((2 _ 1)1/" (3-12) 

¡= d( 
1 m(Rp,,'() (4((2 _ 1)1/2' (3-13) 

l OO m(R .) d( 
1 pene (4(2 _ 1)'/2' (3-14) 
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Fig. 5.17.- Calentamiento interno del los cúmulos s y m, 
con Rped = 1.5 kpc, como función de (3. Las líneas sólidas 
son los resultados de cada período orbital. La excentricidad se 
indica en al parte superior izquierdo. La línea punteada y de 
trazo son las aproximaciones de ABO y GO para los valores 
de e, respectivamente. La línea de puntos y de trazo es la 
aproximación de Spitzer. 
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Fig. 5.18.- Calentamiento interno del los cúmulos s y m, 
con Rperi = 3 kpc, como función de (3. Las líneas sólidas son 
los resultados de cada período orbital. La excentricidad se 
indica en al parte superior izquierda. La línea punteada y de 
trazo son las aproximaciones de ARO y CO para los valores 
de ~, respectivamente. La línea de puntos y de trazo es la 
aproximación de Spitzer. 

m(R) '" M(R)IMtot es la masa normalizada a la masa to- 12M 
) 

1 x 10 0' 
tal de la Galaxia y m(R)=dm(R IdlnR (=Rdm(R)ldR). .., . . , . . Las aprOXImaCIOnes teOrIcas muestran un comporta-

--- .E¡-¡m~tro-caso-hemos_conslderado·eHlmlte·supenor-de-miento muy parecitlaa-nuestrosTesultados:-Notamos-que- -
la mtegral como Rapol Rped , y am(R) '" M(R)IMapo . En la magnitud de dicha aproximación varía poco respecto 
la Tabla V se dan los valores de < que corresponden a cada a nuestros resultados y esta es función del R . de la 
uno de los experimentos que se muestran en las Fig. 5.17- órbita siendo mayor ~ara A y menor para C. pen 
5.19. En general, la diferencia entre eRO y <00 es del ' 
orden de un factor de 3 para órbitas poco excéntricas. 
En el caso de órbitas excéntricas y alejadas del centro Tiempo de destrucción 
galáctico estos valores son muy semejantes entre sí (ver 
Tabla V). 

El término A( e, Rped) se introduce para considerar la 
variación temporal de la fuerza de marea entre el peri
galáctico y el apogaláctico de la órbita del cúmulo. Este 
está dado por, 

(3-15) 

donde M(Rapo ) Y M(R¡>ec¡) son la masa galáctica interna 
a Rapo y Rperil respectivamente. Los valores de A(e, Rperi ) 

se dan en la Tabla V. 
En las Fig. 5.17-5.19, hemos graficado las aproxima

ciones dadas por la eco (3-7). La línea de trazos y de 
puntos corresponden a los valores de < dados por las eco 
(3-8) y (3-9), respectivamente. El valor de Ma que consi
deramos es la masa total de la Galaxia a 100 kpc, que es 

El ineremento de la energía total del cúmulo es la suma 
de los cambios individuales de todas las estrellas. Este 
incremento se puede evaluar al integrar el área bajo la 
curvas < t:.E > vs. < f3 >, que se dan en las figuras 5-
17-5.19. De donde el tiempo característico de destrucción 
se estima a partir de (AHO y GOl, 

(3-16) 

La diferencia entre los valores propuestos por AHO y GO 
está en los factores de proporcionalidad que ellos utilizan. 
Estos se discutirán a continuación. 

Propuesta de AHO 

Para evaluar el tiempo de destrucción de un cúmulo 
globular, debido a los choques de marea, AHO proponen 
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Fig. 5.19.- Calentamiento interno del los cúmulos s y m) 
con Rperi = 6 kpc, como función de /3. Las líneas sólidas son 
los resultados de cada período orbital. La excentricidad se 
indica en al parte superior izquierda. La línea punteada y de 
trazo son las aproximaciones de ARO y GO para los valores 
de {, respectivamente. La línea de puntos y de trazo es la 
aproximación de Spitzer. 

una expresión de la forma 

(3-17) 

donde r; es la razón entre el cambio fraccional de la 
energía de ligadura y de la masa que se induce durante 
el choque de marca (Spitzer y Chcvalier 1973). Cher
noff et al. (1986), encuentran que <; - 2ja" donde 
<Y, = -E,j(GM,jr,) = O.2(rtfrh). Sustituyendo en la 
ecuación (3-4) se tiene que, 

(3-18) 

Hemos evaluado T AHO en cada período orbital, con
siderando los valores de Er:, rh Y rt que el cúmulo tiene 
en ese instante. Los resultados se utilizan en la siguiente 
sección para cálcular el tie11l1JO U~ de~trucdón. 

Propuesta de GO 

GO calculan el tiempo de destrucción de forma muy 
parecida a la de AHO, con <;=1. Ellos añaden un término 
a segundo orden para la variación de la energía (Kundik 
y Ostriker 1995), que considera los efectos de relajación 
dentro del cúmulo debido a un aumento en la dispersión 
en la energía de las estrellas. Los tiempos característicos 

de destrucción están dados por, 

00 _ (E,) 
T, = Po,b !lE (3-19) 

y 

TfO "" Po,b C:12) = ~TFO (3-20) 

donde los subíndices 1 y 2, indican el primer y segundo 
orden, respectivamente. 

Estos tiempos característicos se utilizan en el cálculo 
de la tasa de destrucción de los cúmulos globulares en la 
sección 5.4 . 

5.3,2 Promedio de los cambios en la energía 

A partir de los resultados que se muestran en la Fig. 5.7, 
es posible evaluar el incremento en la energía que experi
mentan los cúmulos por período orbital, y de las relaciones 
(3-17), (3-18) y (3-19) es posible evaluar el tiempo carac
terístico de destrucción, que a su vez es posible relacionar 
con una tasa de destrucción (ver §5.4). 

5,3,3 Calentamiento por unidad de tiempo 

La calentamiento, que por unidad de tiempo experi
mentan los cúmulos en nuestras simulaciones, se muestra 
en la Fig. 5.20, las líneas tienen el mismo significado que 
en la Fig. 5.15. Este calentamiento tiene una tendencia 
diferente que el calentamiento por período orbital, porque 
en este caso las órbitas que experimentan mayor variación, 
son las menos excéntricas, e=O.25, variación que disl11illu
ye conforme aumenta el valor de la E'xcentricidad. Este 
comportamiento se explica si recordamos que el período 
orbital para los clÍmulos, en órhitas con excentricidades 
de e:::::O.75, son casi tres veces mayores que para una órbi
ta con e=O.25. De lo anterior, ~i consideramos un tiempo 
lo suficientemente grande tendremos por cada choque de 
una órbita con excentricidad e=O.75, tres de la órbita con 
excentricidad e=O.25. Por esta razón el calentamiento en 
la órbitas de menor excentricidad es comparable o mayor 
que el de las órbitas más excéntricas. 

Las órbitas circulares no muestran un incremento de su 
energía, porque la fuerza de marea sólo actúa de manera 
estática imponiendo una energía límite para las estrellas 
del cúmulo. 

5.4 Tasa de Destrucción en los Choques Gravi
tacionales 

La ta...;;a de destrucción, debida a los choques gravitado
nales por período orbital, o durante el tiempo de Hubble, 
es función del tiempo característico, T, o del tiempo de 
destrucción, tdes' Estos tiempos estan directamente rela
cionados con la variación de la energía y de la masa de los 
cúmulos. 

La tasa de destrucción que experimenta un cúmulo du
rante un tiempo determinado estará dada por 

v= (4-1) 
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donde v es fracción del cúmulo se pierde debido al efecto 
de los choques de marea. 

Proponemos 4 métodos para evaluar la tasa de destruc
ción en base a los resultados de nuestras simulaciones. En 
los primeros dos se utilizan los valores de t:fest y trest 1 da
dos por los ajustes de la variación temporal de la energía 
y de la masa, respectivamente (ver §5.2.4). La tercera 
es considerando los valores que se obtienen de integrar el 
área bajo las curvas del calentamiento, < ÁE, > vs. (3 
(ver §5.3.1), y finalmente la más sencilla, considerando la 
variación promedio de la energía (ver §5.3.2). 

5.4.1 Tasa de destrucción por período orbital 

En la Fig. 5.21 se muestra la tasa de destrucción por 
período orbital (Vo<b), como función de la distancia me
dia galactocéntrica del cúmulo (Rmed ). Se han graficado 
los resultados de los 4 métodos que hemos considerado. 
Los círculos, cuadros y triángulos diferencian los distintos 
valores de la excentricidad, que son: 0.25, 0.5 Y 0.75, res
pectivamente. Los símbolos abiertos y negros representan 
los cúmulos 8 y m, respectivamente. Los puntos que co
rresponden a órbitas con el mismo Rperi, están conectados 
por una línea sólida. En cada panel se muestran los resul
tados que se obtienen de los distintos métodos que hemos 
considerado. 

La tasa de destrucción, para órbitas con el mismo Rperi, 

aumenta como función de la excentricidad, efecto que 
ya era observado en la Fig. 5.1, donde las órbitas más 
excéntricas son las que mayores cambios producen en la 
energía del cúmulo. De lo anterior, podemos afirmar que 
la tasa de destrucción, por período orbital. es nlás impor~ 
tante para órbitas más excéntricas. Los resultados que se 
obtiene a partir de los 4 métodos muestran ésta tendcn~ 
cia, siendo los resultados de la integración los que mayor 
dispersión tienen, 

Estos resultados son una consecuencia directa uel ca~ 
lentamiento por período orbital que se describe en la 
§5.3.2, y que se muestran en la Fig. 5.15, donde los cúmu
los que mayor variación presentan son los que se encuen
tran en las órbitas más excéntricas. 

5.4.2 Tasa de destrucción en el tiempo de Hubble 

La tasa de destrucción en el tiempo de Hubble (VHubb) 
se obtiene a partir de 

VHubb = (4-2) 

En la Fig. 5.22 se presentan los resultados de VHubb 

para cada uno de los métodos que hemos considerado, 
como función de su distancia media del cúmulo respecto al 
centro galáctico, Rcc. Los símbolos significan los mismo 
que en la Fig. 5.21. La línea sólida con asteriscos y la de 
trazos con las cruces son las tasas de destrucción para el 
bulbo dados por AHO y GO, respectivamente. 

Vemos que los resultados del ajuste de la energía y la 
masa, para las órbitas menos excéntricas. coinciden con 

Ajuste-E 

10~2 Integral Promedio 

Fig. 5.21.- Tasa de destrucción por período orbital para 
los cúmulos s y m, como función del Rae de la órbita del 
cúmulo. La línea punteada une a las órbitas con igual Rperi. 

Los paneles son los resultados que se obtienen en cada uno de 
los 4 métodos que hemos utilizado. 

los resultados de GO, aunque estos autores no consideran 
una dependencia en sus resultados con la excentricidad, 
vemos que para un R peri dado no hay una fuerte depen
dencia con la excentricidad de la órbita, dando como re
sultado una mayor dispersión en Rae pero no en pI valor 
de la tasa de destrucción. 

Considerando el promedio de las energías, panel in
ferior de la Fig. 5.22, vemos que el comportamiento es 
parecido al de los peneles superires, pero con una mayor 
dispersion en los resultados. En esta figura sólo se mues
tran los resultados que se obtienen al considerar la eco 
(4-3), propuesta por GO. 

Aunque los choques son más eficientes para los cúmu
los en órbitas más excéntricas (ver § 5.3.3), es decir, por 
período orbital, el número de veces que un cúmulo en 
órbita poco excéntrica pasa cerca del bulbo es mayor, ha
ciendo que la eficiencia por unidad de tiempo sea superior 
en este caso. 

5.4.3 Discusión 

En general. los cÍlmulos con tamaños ,<; y m sobreviven 
durante el tiempo de Hubble perdiendo, en el peor de los 
casos, sólo el 20% de su masa. Esto será cierto si sólo se 
considera que su evolución se debe a los choques con el 
bulbo galáctico. 

La tasa de destrucción que se obtiene al considerar que 
el cúmulo pierde el 99% de su masa inicial, coinciden con 
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Fig. 5.22.- Tasa de destrucción en el tiempo de Hubble para los cúmulos s y m. Los círculos, cuadros y triángulos negros, 
representan lo mismo que en la Fig. 5.21. La línea punteada une a las órbitas con igual Rperi. Los asteriscos y las cruces son las 
tasas de destrucción dadas por ARO y GO, respectivamente. Los paneles son los resultados para de cada uno de los 4 métodos 
que hemos utilizado. 

los resultados de GO, quienes evolucionan sus modelos 
hasta que se destruyen completamente. 

Los resultados de la integral y el promedio, son el re-

En el capítulo 6 se discuten de manera detallada las 
conclusiones que se desprenden de estos resultados. 

sultado de considerar la ec (3-16), que está directamente 5.5 Resultados Generales 
____ ,r.elacionacl¡LcQn_la_fQrma funcional que se propone plIra 

ajustar la energía, ver ec, (2-4), - --- Como elobjetivo de esta tesiseseI-deemenderlaevó='-
lución de los cúmulos debida a los choques de marea pro
ducidos por el bulbo galáctico, no hemos analizado en ( t) "E 

E=Eoexp - TE (4-3) detalle otros aspectos de la evolución y de la dinámica de 
los cúmulos, 

donde la derivada temporal se puede escribir como, 

dE 1 

dt TE 
(4-4) 

sí <>E=1. 

Esta relación se puede aproximar como t:J.E / Po'b IX 

l/TE. En la §5.2.4 se discute que TE es el tiempo en que 
el cúmulo cambia un 74% su energía (o su masa), que es 
un tiempo más corto que el tiempo necesario para que el 
cúmulo se desintegre. Al tener un tiempo de destrucción 
más corto, la tasa de destrucción que se obtiene a partir 
de este valor es mayor. Esto es lo que se obtiene en los 
resultados de la integral y del promedio, porque utlilizan 
la ec, (3-16), 

Para que dichos resultados estén de acuerdo con los que 
se obtiene del análisis hecho en §5.2.4, su valor es aproxi
madamente una cuarta parte del valor que presentan (ver 
ec, 2-6), que es cuando la masa del cúmulo es del 1% de 
la inicial. 

En el Apéndice C se presentan los resultados individua
les de cada simulación, con el fin de mostrar la autoconsis
tencia de los resultados. Las gráficas que ahí se muestra.l1 
son: 

• Isocontornos de densidad superficial en el plano X
y. 

• Isocontornos de densidad superficial en el plano X'
Z'(para los casos más reelevantes). 

• Variación temporal de la energía y masa del cúmulo. 

• Variación temporal de la concentración y densidad 
del cúmulo. 

• Variación diferencial de la energía y masa del cúmulo. 

• Variación temporal de los radios lagrangianos a in
tervalos del 10% de la masa, total y ligada al cúmulo, 

• Diagramas de Bottlinger, para las partículas ligadas 
al cúmulo como función del tiempo. 
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• Variación temporal del semieje mayor del cúmulo, 
bla . 

• Variación temporal de la orientación del semieje ma
yor de cúmulo, con respecto a la dirección de la Ga
laxia. 

En el Apéndice D, se dan datos sobre las simulaciones 
como son: el número de pasos en cada simulación, el tiem
po de cómputo y análisis y el espacio en disco utilizado, 
así como los parámetros de la rutina del centrado. 
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Capítulo 6 

DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES 

Hemos estudiado con distintos grados de aproximación 
(con la aproximación de impulso con la correción adiabáti
ca, con el problema restringido de tres cuerpos y con si
mulaciones de N-cuerpos) los efectos que una distribución 
de masa esférica ocasiona sobre un cúmulo globular. Se ha 
estudiado en detalle la manera como se inyecta energía a 
las regiones internas del cúmulo, y el efecto de dicha inyec
ción por período orbital y durante el tiempo de Hubble. 
Desde un punto de vista teórico se busca entender la ma
llera como se da la deposición de energía en la estructura 
del cúmulo, y su dependencia con su parámetros órbita
les y estructurales. Desde el punto de vista observacional 
y cosmológico, en particular de la formación galáctica y 
la de los cúmulos mismos, se busca entender como estos 
procesos ocasionan la evolución de los cúmulos, lo que es 
fundamental para establecer restricciones sobre los mode
los cosmológicos, y así tener una mPllor incertidumbre en 
la distribución de parámentros estructurales y órbitales, 
en la distribución inicial de los cúmulos globulares galácti
co. 

A continuación hacemos la discusión de los resultados 
n1ás importantes que se desprenden de está tesis. 

6.1 Desbordanliento vs. Calentamiento 

Hemos mostrado que la evolución global de los cúmulos, 
debida al campo de marea galáctico, es dominada por dos 
procesos que se diferencian entre sí por la manera canlO 
ocasionan los cambios en la masa y la energía del cúmulo. 
El primero es el desbordamiento del lóbulo de Rache. y el 
segundo es el calentamiento por choques gravitacionales 
(ver §5.2.1). 

El desbordamiento ocurre cuando el tamaño del cúmulo 
es mayor que el tamano del lóbulo de Rache que le corres
ponde en el perigaláctico de su órbita. Esto ocasiona que 
el campo de marea desprenda a las estrellas menos ligadas, 
aquellas que su distancia al centro del cúmulo es mayor 
que el radio del lóbulo de Rache. Este proceso es ocasio
nado por la parte estática del campo de marea, que actúa 
directamente sobrc la distribución de masa truncando al 
cúmulo cuando éste se aproxima a su perigaláctico. Este 
efecto es importante durante los primeros períodos órbi
tales del cúmulo, ya que inicialmente se tiene una rápida 
variación de la masa en 3-5 períodos órbitales, para órbitas 
circulares y excéntricas, respectivamente (ver Fig. 5.9 pa-

ra rt/ RL=3.5). Después de esta rápida variación inicial, 
los cambios en la energía y la masa tienden a mantenerse 
constantes. 

El calentamiento por choques gravitacionales es ocasio
nado por la parte dinámica del campo de marea galáctico, 
y depende de la razón entre el período orbital de las es
trellas dentro del cúmulo, repecto al período orbital del 
cúmulo alrededor de la Galaxia. Este proceso se mani
fiesta por medio de pulsos en la variación diferencial de 
la energía y de la masa (ver figuras 5.8 y 5.9), los cua
les están claramente relacionados con el perigaláctico del 
cúmulo. 

Cuando los cúmulos que no se encuentran completa
mente contenidos dentro de su lóbulo de Rache, ambos 
procesos se pueden sobreponer. Sin embargo, el desbor
damiento es un proceso que decrece con el tiempo, debido 
a la pérdida de masa del clÍmulo ha.sta que este se encuen
tra contenido dentro de su lóbulo de Rache (ver §5.2.1). 
El calentamiento, a diferencia del desbordamiento, conti
nua inyectando energía dentro del cúmulo cada vez que 
e1:itc pasa por su perigaláctico. 

La inyeccón de energía, debida a los choques de ma
rea, acelera la evolución de los cúmulos hacia su desin
tegración. La energía de ligadura del las estrellas cerca 
del radio de marea disminuye cada vez que el cúmulo 
experimenta un choque, haciendo que estas puedan ser 
arrancadas del cúmulo en. su siguiente aproximación a su 
perigaláctico. El retraso en la variación de la masa que he
mos sei'ialado en §5.2.1, es un ejemplo de cómo los choques 
actúan inyectando energía al cúmulo sin alterar, necesa
riamente, la masa de este. 

6.2 Calentanliento en la Estructura del Cúmulo 

El incremento cn la energía prom('odio de las estrellas 
del cúmulo, es función de su energía de ligadura y de la 
excentricidad del cúmulo, cuando la evolución de estos es 
dominada por choques gravitacionales. 

Nuestros resultados indican (ver Fig. 5.15) que el ca
lentamiento, por período orbital, es importante para las 
estrellas menos ligadas, cuando el cúmulo se encuentra en 
órbita muy excéntrica. Sin embargo, cuando la excentrici
dad de la órbita disminuye el calentamiento es menos con
siderable para las estrellas menos ligadas, pero comienza 

107 



108 

a afectar a estrellas medianamente ligadas, que en el caso 
anterior no experimentaban ningún cambio. Ambos casos 
se aproximan a los límites impulsivo y el adiabático, que 
hemos estudiamos en capítulo 2. 

El calentamiento,por unidad de tiempo (ver Fig. 5.16) 
se invierte como función de la excentricidad (respecto al 
calentamiento por período orbital), siendo las órbitas me
nos excéntricas las que mayor calentamiento experimen
tan. Esto se explica si consideramos que en un tiempo 
determinado, los cúmulos en órbitas menos excéntricas 
experimentan un mayor número de pasos cerca del bulbo 
galáctico, con respecto a los que experimentan cúmulos 
en órbitas muy excéntricas. Esto hace que la eficiencia 
del los choques, por unidad de tiempo, sea mayor para los 
cúmulo en órbitas menos excéntricas. 

Murali y Weinberg (1997) han modelado los choques 
resolviendo la ecuación de Fokker-Planck, considerando 
el efecto resonante de una perturbación, que en este ca
so es el que ocasiona la Galaxia sobre las órbitas de las 
estrellas del cúmulo. Ellos reportan una tendencia seme
jante a la que hemos encontrado paa el calentamiento por 
unidad de tiempo, lo que parece destacar la importancia 
de las resonancias en la inyección de energía dentro del 
cúmulo, en particular, para las orbitas menos excéntricas. 
En los resultados que ellos presentan, los cúmulos en órbi
tas circulares son los que mayor calentamiento presentan, 
que es contrario a nuestros resultados. Esto se debe a 
que el número de estrellas disminuye conforme aumenta 
la energía de ligadura, porque estas son arrancadas del 
cúmulo por la fuerza de marea escapando por los puntos 
de Lagrange. Este efecto que no es completamente mo
delado al resolver la evolución del cúmulo con la ecuación 
de Fokker-Planck (ver §1.6.1), porque el cúmulo siempre 
se considera esférico. 

6.3 Calentamiento y Tasa de Destrucción por 
Período Orbital 

En el capítulo 2 estudiamos, con distintas aproxima
ciones, los efectos que el campo de marea tiene sobre las 
órbitas de las estrellas; tanto en el límite impulsivo como 
en el adiabático. Los resultados de dicho capítulo mues
tran que el calentamiento para los cúmulos en las órbitas 
más excéntricas (e >0.50) coincide con la predicción de 
la aproximación de impulso, mientras que para los cúmu
los en órbitas de baja excentricidad (e ~0.50), el calen
tamiento es acorde con la predicción de la aproximación 
adiabática. 

Los resultados del capítulo 5 (ver figuras 5.17 a 5.19), 
muestran que el calentamiento de los cúmulos en órbitas 
poco excéntricas (e=0.25 y 0.50) es descrito, aproximada
mente, por la teoría adiabática. Sin embargo, los resulta
dos para las órbitas más excéntricas, e==O.75, sólo coinci
den con dicha aproximación en un intervalo pequeño para 
los valores de {3. El calentamiento, para estas órbitas, de
cae más rápido de lo predicho por la teoría adiabática, 
conforme aumenta el valor de {3. Este comportamiento 
coincide de manera cualitativa con el que se obtiene con 
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el problema de tres cuerpos restringido (ver §2.4), en don
de el intervalo de {3 en el que ocurre el calentamiento es 
menor para las órbitas más excéntricas (e=0.75). Para 
estas órbitas es la aproximación de impulso la que mejor 
predice los resultados, tanto en la aproximación de tres 
cuerpos como para la simualciones de N-cuerpos (cuali
tativamente). 

La mayor tasa de destrucción, por período orbital, es 
para los cúmulos se encuentran en órbitas más excéntricas, 
porque son las estrellas de estos quienes experimentan las 
mayores fluctuaciones del campo de marea. 

6.4 Calentamiento y Tasa de Destrucción en el 
Tiempo de Hubble 

La tasa de destrucción, para los cúmulos de nuestras si
mulaciones, corno función de la distancia media galáctica 
se muestra en la Fig. 6.1 (línea sólida gruesa). Esta curva 
es el resultado de promediar las tasas de destrucción de 
los cúmulos s y m (ver Fig. 5.22). Las líneas de trazos y de 
puntos corresponden a la tasa de destrucción ocasionada 
por el bulbo galáctico para el sistema de cúmulos globu
lares galáctico dada por GO y AHO. Los valores dados 
por AHO disminuyen drásticamente como función de su 
distancia galactocéntrica, lo que se debe a que estos están 
basados en la aproximación de impulso, dada por Spit
zer (1958), que predice una menor inyección de energía 
en regiones internas del cúmulo (ver §2.3 y §5.4). Nues
tros resultados muestran un buen acuerdo con los valores 
reportados por GO. 

La tasa de destrucción (de nuestros resultados) dismi
nuye como una ley de potencias conforme aumenta la dis
tancia de los cúmulos al centro galáctico, hasta un radio 
¡¡e6-kpqfe~pués-detcual-parece-adoptar-un-valor-apro

ximadamente constante hasta un radio galactocéntrico de 
40-50 kpc (después de este valor no tenemos información 
para decir cómo es el comportamiento de la curva). La 
curva promedio que hemos descrito tiene algunos picos, 
que corresponden a las órbitas más excéntricas que he
mos considerado. El pico más alto se encuentra alrededor 
de los 8 kpc. 

6.4.1 Implicaciones en la evolución del sistema 
de cúmulos globulares 

Heurísticamente podemos pensar que al aplicar la tasa 
de destrucción debida al bulbo galáctico (como función 
de Rae), a una supuesta distribución inicial del sistema 
de cúmulos globulares galáctico, es posible reproducir la 
distribución que actualmente se observa. 

Para evaluar los cambios que dicha distribución ha ex
perimentado, durante el tiempo de Hubble, hemos su
puesto dos distribuciones iniciales con la misma depen
dencia radial que proponen Djorgovski y Meylan (1994, 
ver §1.2.1). Lo importante de estas distribuciones es su 
dependencia espacial, porque sólo podemos decir que frac
ción, respecto del total, se encuentra en un intervalo ra
dial. Por lo anterior no es posible hablar, al menos con 
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Fig. 6.1.- Tasa de destrucción en THubb como función de 
su distancia galactocéntrica media (línea sólida gruesa). Las 
líneas de trazos y de puntos son los resultados de GO y ABO, 
respectivamente 

estos resultados, de un número inicial para el sistema de 
cúmulos globulares. En la Fig 6.2 se muestran la forma de 
las distribuciones iniciales que hemos supuesto. La líinea 
sólida y de trazo corresponden a la distribuciones con una 
d d . I R-35 R-4 . epen eneta (e PI\' ex: De: Y PN ex: Ge' respectivamen-
te. 

Al aplicar la tasas de destrucción dada en la Fig. 6.1. 
se obtiene una aproximación a la distribución actual del 
sitema de cúmulos globulares. La tasa de destrucción, 
fuera de los intervalos que no abarcan nuestros resulta
dos, la hemos extrapolado con los siguientes valores: para 
Rce > 50 kpc de 0.015, y para Rce < 1.5 kpc la tasa de 
destrucción aumenta como una ley de potencias conforme 
disminuye Rae, hasta ser igual a la unidad alrededor de 
0.8 kpc< Rae <1 kpc. 

La apariencia. de cada una de las distribuciones que 
hemos supuesto, después de IOlQ años se muestra en la 
Fig. 6.3 (línea sólida gruesa). En la Fig. 6.3(a) se muestra 
el resultado para PN (X RG~;5 Y en la Fig. 6.3(b) para 

R- 35 
PN ex ce' 

En la Fig. 6.3 vemos que en el intervalo de 3 kpc a 
10 kpc, los cambios en ambas distribuciones están entre 
un 3% y un 10%, respectivamente. Sin embargo, para 
los cúmulos entre 0.3 kpc y ",,2 kpc las variaciones están 
alrededor de un 100% a un 60%, respectivamente. De lo 
anterior de puyede decir que el bulbo es responsable de 
remover los cúmulos radios galactocéntricos menores a los 
2 kpc. En este caso vemos que los cúmulos, a distancias 
mayores a los 10 kpc no son afectados de manera signifi-
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Fig. 6.2.- Distribución del número fraccional de cúmulos 
globulares galácticos, como función de su distancia galac
tocéntrica (histograma) y para las distribuciones propuestas 
de la forma PN ex: Re~5 (línea sólida) y para PN oc Reb (línea 
de trazo). 

rativa. 

En la Fig. 6.4 se comparan las distribuciones resultan
tes de nuestro experimento con la distribución observada 
de cúmulos globulares (ver Fig. 1.1a). Vemos que hay un 
acuerdo cualitativo en la forma de las distribuciones. Sin 
enlbargo, vemos que el número de clÍmulos galácticos que 
se observa a menos de 2 kpc, es mayor que pI (lf> nuestros 
resultados. Esta diferencia se explica si recordamos que 
en nuestros modelos sólo hemos considerado un valor para 
la masa (5 x 105 M,,") Y la concentración (c= 1.5) inicial de 
los cúmulos. 

Al examinar la Fig. 1.9 (del Capítulo 1), vemos que 
la concentración promedio de los cúmulos cerca del cen
tro galáctico es mayor que c=1.5, que es la concentración 
inicial de nuestros modelos. El observar cúmulos muy 
concentrados cerca del centro galáctico, hace suponer que 
estos son los que más tiempo sobreviven a los choques 
gravitacionales con el bulbo galáctico. 

De nuestros resultados, vemO!-:¡ que la distribución que 
más se aproxima a la distribución del sistema de cúmulos 
globulares galáctico es la que inicialmente tiene una de
pendencia de la forma PN ex R(j¿;5, que coincide con la 
distribución que muestran las estrellas del halo galáctico 
(Harris 1976). 

Como ya hemos dicho, con estos resultados no es posi
ble dar un número inicial de cúmulos globulares (debido 
a las limitaciones en los parámetros iniciales de nuestras 
simulaciones), pero si hemos dado una primera aproxima-
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Fig. 6.3.- Evolución de las funciones de distribución pro
puestas, después de 1010 años. Las distribuciones iniciales 
están indicadas con líneas delgadas de trazos, y las finales con 
líneas gruesas. En (a) se muestra el resultado para PN ex RG~5 
yen (b) para PN oc Rab. 

ción a una posible distribución inicial de cúmulos globu
lares. Sin embargo, aún es necesario estudiar los efectos 
que el disco ocasiona sobre dicha distribución. 

_____ Hero_Q1LrJ~pn~dJ)cido una de las características más im
portantes de la distribución observada, para el sistema 
de cúmulos globulares galácticos, que es la ausencia de 
cúmulos a radios galactocéntricos mellores a los 2 kpc. 
En particular de cúmulos de baja concetración (c ::; 1.5). 

Para decir más sobre las características de dicha dis
tribución, y como ha sido su evolución en el tiempo, es 
necesario considerar un modelo mas elaborado, donde se 
consideren la evaporación, ia fricción dinámica, así como 
ampliar el espacio inicial de parámetros de las simulacia
nes, en particular los valores de la masa y la concentración 
inicial de los cúmulos. 

6.5 Conclusiones y Trabajo Futuro 

En resumen, las principales conclusiones de está tesis 
son: 

o La evolución de los cúmulos globulares, debida al 
campo de marea galáctico, se manifiesta por medio 
de dos procesos: el desbordamiento del lóbulo de Ra
che y el calentamiento por fuerzas de marea. 

o El desbordamiento del lóbulo de Rache se debe a la 
parte estática del campo de marea galáctico, la cual 
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Fig. 6.4.~ Comparación de las distribuciones resultantes 
que hemos supuesto (línea sólida delgada y de trazos para 
PN ex R(j6 5 y PN ex R(jbl respectivamente) con ]a distribu
ción observada para el sistema de cúmulos globulares galáctico 
(línea gruesa). 

actúa directamente sobre la distribución de masa del 
cúmulo, imponiendo un límite espacial a dicha dis
tribución. 

o El calentamiento, debido a los choques graviatacio-
~ -nales,~se-debe-a-Ia-parte~dinámicaAeLcampo_de ma, __ 

rea galáctico que inyecta energía en las órbitas de las 
estrenas debido a la variación temporal del potencial 
que estas experimentan. Este proceso se manifiesta 
por medio de pulsos en la inyección de energía del 
cúmulo. 

• El calentamiento de cúmulos en órbitas muy excéntri
cas es descrito de manera satisfactoria por la aproxi
mación de impulso. Para cúmulos en órbitas menos 
excéntricas el calentamiento es descrito por el limite 
adiabático. 

• El calentamiento que experimentan los cúmulos, por 
período orbital, es mayor para órbitas muy excéntri
cas, dismunuyendo para orbitas de menor excentri
cidad. 

o El calentamiento de los cúmulos, por unidad de tiem
po, disminuye conforme aumenta el valor de la ex
centricidad de su órbita. Sin embargo, este es efecto 
es casi nulo en las orbitas circulares, lo que se debe 
a la ausencia de estrellas (porque son desprendidas 
del cúmulo por el campo de marea galáctico), en re
giones externas del cúmulo. 

• La tasa de destrucción, después de 1010 años, como 
función de la distancia media radial de los cúmulos 
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al centro galáctico, es aproximadamente constante 
para radios galactocéntricos mayores a los 4 kpc. Sin 
embargo, está aumenta hasta ser igual a la unidad 
para radios del orden de 0.8-1 kpc. 

• La tasa de destrucción de nuestros resultados, en 
10'0 , coincide con los resultados dados por Gnedin y 
Ostriker (1997) para el bulbo galáctico. 

• Considerado una distribuón inicial para el sistema 
de cúmulos globulares galáctico, encontramos que el 
bulbo es responsable de la destrucción de los cúmulos 
a distancias menores a los 1-2 kpc, reproduciendo la 
falta aparente de cúmulos a distancias menores a las 
indicadas. Observacionalemente se encuentra que la 
mayor parte de los cúmulos en las regiones centrales 
de la Galaxia tiene una concentración mayor a 1.5, 
lo que explica el exceso de cúmulos (según nuestro 
modelo) en dichas regiones. 

A lo largo de este trabajo hemos desarrollado herra
mientas de cálculo y análisis para estudiar los efectos que 
una distribución de masa ejerce sobre un cúmulo globu
lar. Es posible utilizar estas herramientas para estudiar 
la evolución de los cúmulos durante varios períodos orbi
tales, para distintos valores de la concentración y de la 
masa del cúmulo. 

El trabajo futuro que se puede realizar con las herr
mientas que hemos desarrollado en está tesis, son: 

• Ampliar el intervalo de parámetros en nuestras simu
laciones considerando un intervalo de valores para la 
masa del cúmulo, así como de su concentración ini
cial. De está manera podemos obtener una malla 
de datos para comprender mejor el efecto que los 
distintos parámetros ju<'gan en la destrucción de los 
cúmulos globulares. 

• Incluir la componente axisimétrica del potencial galácti
co (disco), para poder considerar el calentamiento de 
los cúmulos debido a está componte. 

• Considerar diferentes modelos para el potencial galácti
co. 

Entender del todo la evolución del sistema de cúmulos 
globulares aún es un tema que requiere mucho trabajo. 
Aquí sólo hemo...'l una mejor aproximacion al femonome
no que nos interesa, aún con muchas simplificaciones, pe
ro como un peldaño mas hacia la comprensión de estos 
fenómenos. 
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APÉNDICES 

A Modelos de King 

En este apéndice hacemos un breve revisión de la te
oría que hay detrás de los modelos de King. La parte de 
mayor relevancia para esta tesis es la que se refiere a la 
construcción del los modelos numéricos. Sin embargo, el 
material que aquí se presenta es de gran ayuda como ma
terial de consulta, desde el punto de vista teórico como 
numérico. 

A.l El Modelo analítico 

Los cúmulos globulares son sistemas que se encuentran, 
dinámicamente hablando, en un estado avanzado de evo
lución, es decir, estos han tenido el tiempo suficiente para 
que los encuentros estelares rea!izen la equiparticíón de la 
energía, logranado que su distribución de velocidades Sea 
muy parecida a una distribución Maxwelliana, en la cual 
se cumple que, 

2 
f(v) ce e-V. (Al) 

El tiempo en que se realiza dicha equipartición es del 
orden del tiempo de relajación, (Ir). En este tiempo la 
energía se redifitriuuye debido a la relajación de 2 cuerpos, 
la cual es función del número de partículas en el rüstema 
(N) y del tiempo dinámico del sitema, Id, 

i\r 
ir "" S luN id, 

donde Id esta dado por 

R 
td = ;-:;-, 

'er 

(A2) 

(A3) 

donde R es una distanda característica del sistema y y::'r 
una velocidad de cruce del sistema. Para el caso de un 
cúmulo globular la se toma como un radio característico 
al radio mediano de masa (rh)' 

Aproximando Ver ....... 170 ~ 7 km 8- 1 , donde 0'0 es la 
dispersión de velocidades en el centro del cúmulo, entonces 
t.(re) ~ 2 x 105tcr (rh) - 1 x 106 años. 

Si en cúmulo hay del orden de la' estrellas ir ~ fcrIO'. 
La edad de los cúmulos globulares es del orden de ~ 10 
Gaños, entonces, los procesos de relajación ( ...... lOBa -109 a, 
ver Fig. 1.7) han tenido tiempo suficiente para llevar al 
cúmulo a dicha equipartición de energía.. 

La evoluciÓn de un cúmulo globular está determinada 
por la ecuación de Boltzmann, 

(A4) 

donde f(r, v, t) es la función de distribución, o la densi
dad en el espacio fase. Con f(r, Y, t)cJ3rd'Y el número de 
partículas por unidad de volumen del espacio fase. 

En la eco (A5) U(r, t) es función del potencial gravi
taciona!, que en este caso se considera independiente del 
tiempo. El término (af lat)ene es una medida de las in
teracciones no suaves entre las partículas del sistema, y 
importante si el tiempo durante el cual se desea estudiar 
el sistema, es mayor al tiempo de relajación. 

De lo anterior la ee. A5 se puede escribir, 

af au a¡ y·_-_·_=O 
ar ar .aY . 

(A5) 

Esta se conoce como la ecuación de Liouville para la 
dinámica estelar de sistemas no colisionales. La solución 
general de esta ecuación fue dada por Jeans de la siguiente 
manera 

F(r,v) = F(II,h,.··), (A6) 

donde F es una función arbitraria del argumento. Las 
l¡, 12, ... son las integrales de movimiento, que se consi
deran independientes del tiempo, si se considera el movi
miento de una partícula de masa unitaria que se mueve 
bajo la acción del potencial U(r). En el caso de simetría 
esférica sólo se Conocen dos integrales de movimiento: la 
energía (E) )' el momento angular (J). 

La distribución de velocidades, descrita por la eco Al, 
no está limitada espacialmente. Sin elnbargo, los cúmulos 
globulares si lo estan. Por esta razón King (1965) propo
ne, para corregir la deficiencia que presenta la eco Al, una 
distrubución espacialnlente limitada de la siguente forma, 

f(O, v) = k[exp( -J'v') - exp( - j'v; )), (A 7) 

donde Ve es la velocidad de escape en cualquier punto, 
dada por 

v; = -2<J>(r). (AS) 

Por otro lado, la energía por unidad de masa de cada una 
de las estrellas está dada por 

1 , 
E = 2v + <J>(r). (A9) 

Donde sí una estrella tiene energía positiva, esta dejará de 
estar ligada al cúmulo. 

113 

La función de di.stribución, F D, dentro del cúmulo se 
puede escribir a partir de A 7, AS Y A9 de la siguiente 
manera 

f(O, v) = k exp(2)'<J>o)[exp( -2j' E) - 1). (Ala) 
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Fig. Al.- En (a) se muestra la densidad de masa como 
función de r Ir e para distintos valores del potencial Wo. En (h) 
se muestra la función cumulativa de la masa para los diferentes 
valores de Wo. 

donde 'l!o = 'l!(0) que es el valor del potencial en el centro 
del cúmulo. 

APÉNDICES 

(A15) 

y sustituimos (A15) y (A16) en (A13), y (A13) en (Al4) 
tenemos 

P =' 2rrkr3e(W-W,) foW (e-" - e-w)r¡~d1J, 

que al integrar por partes se tiene, 

donde 

(Al6) 

(Al7) 

l
w 

-. !d (3 + 2W) W
I
/2 3 1/2 f(Wlj2) 

e 1J 1J = - 2 W + -rr er . 
o e 4 

(A18) 
de donde se obtiene la densidad de manera implícita: 

P = ~1rkr3e(W-Wo) [ (3 + 2W)Wlj2 + ~1l'Ij2erf(Wlj2)l 
3 ~w 4 . 

(A19) 
Inmediatamente notamos que p esta en términos de 

W; sin embargo, a nosotros nos interesa conocer a p como 
función del radio. Para poder encontrar la relación entre 
el potencial y la densidad recurrimos a la ecuación de 
Poisson, 

tP 'l! 2 d'l! 
-+--=4rrGp 
dr2 r dr 

donde G es la constande de gravitación. 

(A20) 

Sabemos del Teorema de Jeans (ec. A 7) que la FD se 
puede escribir como función de las integrales de movimien- 7Se define un factor. de escala r el q~e como verem?s 
to, las cuales sólo dependen de las coordenadas del espacio mas adelante es el radlO donde la densIdad central deja 
fase. En particular, para un sistema con simetría esférica de ser constante. Se de~#ne un radio. adimensional, tal que 
y en estado estacionario, que es el caso de)os-cúmulos.glo-~= r Lrc-y_de..1a.ecuaClOll.(.15}.se.tlene, . - - . 

---'Otilares, la F D se puede escribir en términos de E, J, pero 
además por ser integrales de movimiento estas deben ser 
las mismas para todos los puntos del cúmulo, entonces, 
sin perdida de generalidad, se puede escribir la F D para 
toda r y v como 

f(r, v) = f(E,J). (All) 

Por el momento supondremos que no existe componente 
neta de rotación en los cúmulos globulares, por lo que se 
puede decir que J= O. De donde se tiene que j(r, v) = 
f(E), o de manera explícita, 

2 "(~() ~) ·2 2 ·2 2 f(r,v) = ke J ~ r -~, x (e-J v _e-J V,), (A12) 

donde v, esta dada por la eco (A9). Esta relación tiene la 
forma de una MaxwelJiana con un corte en la distribución 
de velocidades, que es función de la posición. 

La densidad en cada punto esta dada por 

f"' P = Jo f(r, v)4rrv2dv, (A13) 

y si definimos 
(A14) 

(A2l) 

donde King (1958) encuentra de manera empírica que 

(A22) 

sutituyendo en (A22) tenemos 

tPW 2 dW p 
dJ12 + R dR = -9 Po' (A23) 

que es finalmente la ecuación que resolveremos usando 
como condiciones iniciales en R = O que W(O) = Wo y 
dW / dR =' O, las cuales implican que el segundo término 
del lado izquierdo de la eco (A24) cumple con lo siguiente; 

2dW 
lim -- =-6. 
R ... O R dR 

(A24) 

Hemos encontrado el conjunto de relaciones y condicio
nes que nos pérmiten obtener la forma de la distribución 
que tienen los cúmulos globulares, a partir de está es posi
ble construir los modelos numéricos de la siguiente forma: 



A. MODELOS DE KING 115 

TABLA Al 
VALORES DEL MODELO DE KING 

Wo r, c {3 /1 k 

5 10.696 1.029 31.393 11.817 1.678 
6 17.991 1.255 50.786 16.906 2.231 
7 33.710 1.528 78.966 24.940 2.987 
8 68.128 1.833 122.554 39.896 3.658 
9 131.371 2.118 195.782 69.887 3.672 
10 223.613 2.349 324.280 125.717 3.199 

TABLA A2 
Ir. VALORES NUMÉRICOS 

Wo e 

5 1.029 
6 1.255 
7 1.528 
8 1.833 
9 2.118 
10 2.349 

1. Se da un valor de Wo, 

2. Se resuelve la ecuación de Poisson (A24) para en
contrar \V romo fundón de r. A partir dí' psto se 
determina el radio de marea (rd. como el valor don
de W(r,)=O. 

3. Calculamos p(W(r))/ po a partir de la ecuación (A20). 

Una vez hecho lo anterior hemos encontrado la solución 
del lllodelo de King en forma adimensional. Por ÚlthllO, y 
para poder construir de manera completa nuestro modelo 
es necesario conocer los valores de la energia potencial 
y de la masa, que serán de gran utilidad al definir las 
constantes de nuestro modelo como son: 

)' 

/1 = 1'...4rrR'dR, ¡n, 

o Po 

¡n, p 
i3 = W-4rrR'dR, 

o Po 

k = 2,,310' 
/12 

(A25) 

(A26) 

(A27) 

donde e es la concentración del modelo que se define 
como c = log(rdr,). 

En la Tabla I se dan los valores de r" e, /3, /1, que 
corresponden a eada valor de B/o· 

La forma en la que se resolvio el modelo fue usando 
el paquete M athemalica, donde lo primero que se hace es 

fe r, 
0.4070 4.354 
0.3037 5.463 
0.2068 6.978 
0.1221 8.316 
0.0635 8.344 
0.0331 7.398 

encontrar la solución de la ecuación (A16), es decir, W(r), 
y entonces así podemos encontrar el valor del cociente 
p(W(r))/p(Wo). De c,tá forma es posible Dutener una 
solución adimensional sin conocer de manera explícita los 
valores de re, p, = p(Wo)· 

A.2 El modelo numérico 

En la sección anterior hemos constriudo un modelo 
teórico dC' un cúmulo globular para diferentes valon~s de la 
concentración. c. Se conoce la función de distribución y el 
valor de las constante involucradas, de tal forma que sabe
mos cual debe ser las distribución espacial en velocidades 
de las estrellas en un cúmulo globular a una concentración 
dada. 

Para generar las condiciones inidales de un modelo 
numérico necesitamos dar posición y velocídad inicial pa
ra cada una de las 1V estrellas que van a formar parte 
de nuestra simulación. También es necesario que el siste
ma así generado se encuentre en equilibrio virial, de esta 
forula garant.izamos que el modelo sea intrinsecamente es
table (dentro de la precisión numérica posible) cuando se 
evoluciona en el tiempo, sin considerar fuerzas externaH 
que lo perturben. 

Empecemos por definir el sistema de unidades que se ha 
adoptado para hacer simulaciones de N-cuerpos (Heggie 
& Mathieu, 1986) 

G = 1, 

.Altotal == 1, 

(A28) 

(A29) 
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Fig. A2.- Modulos y ángulos necesarios para definir la posición y velocidad de un punto en el espacio. 

1 
Etotal = -4' (A30) 

donde G es la constante de gravitación, M la masa total 

3. Para poder dar el vector de posición r calculamos de 
manera. aleatoria los ángulos (J y 4>, en los siguientes 
intervalos: 

del sistema y E la energía inicial. 
Definimos de manera inicial a 'e = 1, Y usando que 0< <1> $ 27T Y O < cosO $ l. (A33) 

M = Po,~1' Y junto con (A30), tenemos que - ----- . ____ _ ____ --4~Se-usa-et-modulo de r para encontrar la velocIdad de 
1 

Po = -3-' 
'd' 

el valor de j se obtiene como 

.2 9 
J =--

8íTT~PO . 

(A31) 

(A32) 

Luego entonce'd con ios vaiores de r el Po Y j2 podemos 
construir nuestro modelo numérico. 

Elección de r y v. 

Para encontrar las posiciones que correspondan a la 
función de distribución del cúmulo se uso la función eu
mulativa de la masa como función de peso, y para las 
velocidades la función de distribucióu de velocidades. El 
procedimiento con el cual obtenemos los vectores r y v es 
el siguiente: 

1. Elegimos al azar un número entre O y 1 que repre
senta a algún valor de la masa acumulada en el eje 
de las ordenadas. 

2. Encontramos el valor de , al cual corresponde la fun
ción cumulativa. 

escape Ve-

5. Se define la función de distribución de velocidades 
en cada punto considerado, utilizando la siguiente 
relación: 

J(v) = 47Tv2ke-2j'4>(O)(e-j'v'-2j'''(r) - 1) (A34) 

6. Encontramos el valor de la velocidad (vm ) para el 
cual la función de distribución de velocidades es 
máxima (frna.). (Ver figura A3b) 

7. Escojemos de manera aleatoria una Vprueba, entre O 
y Vm y una (fp,ueba), entre O y Jm + cte. 

8. Si los puntos estan debajo de la curva: f( Vp,ueba) 
< ¡prueba se toma v ::::::: vpruebol de lo contrario la 
velocidad es rechazada y empezamos desde el punto 
(1). En la figura A3b vemos dos puntos seleccionados 
al azar, el punto 1 es el que es aceptado mietras que 
el punto 2 se rechaza. 

9. En caso de ser aceptada la velocidad se calculan de 
manera aleatoria los ángulos r¡ y ~ entre los interva
los: 

O < r¡ $ 2.. Y O < cos~ $ 1, (A35) 
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quedando de esta manera definidos los vectores de 
posición y velocidad. 

El procedimiento anterior se aplica de manera iterati
va N veces, en que se aprueba el punto en el paso 8 de 
la iteración. Este será el número de partículas que ten
drá nuestro modelo. 

Equilibrio y escalarnineto virial 

Una vez que hemos calculado las posiciones y velocida
des para el modelo de N-cuerpos, cada uno con una masa 
m; = l/N, calculamos la energía total del sistema para 
lo cual evaluamos la energía cinética total, así como la 
energía potencial de la siguiente forma, 

N 1 
K =" -miv2 L... 2 • 

i=l 

N N 

U=¿ ¿ 
i=:} j=i+l 

m2 
• 

Ir; -Tjl 

(A36) 

(A37) 

Luego entonces, como 10 que queremos es virializar el 
sistema, es decir, que K = -1/2 U, escalamos la.,,:; veloci
dades de la siguiente forma 

" • ------------
o., 

" 
.J 0.6 

:¡, '. 
:; 0.4 x, 

02 

o 
r / r. 

b 
0.4 

D.3 .. 
:::- 0.2 

D.I *(v •. 1,) 

~. 
D 

o D' 0.4 D.' D.' 

Fig. A3.- En (a) se da un ejemplo de como se obtienen dos 
puntos de manera aleatoria para las posiciones de las estrellas 
en el cúmulo globular. La función de peso que se utiliza es la 
función cumulativa de la masa. En (h) se muestra un ejem
plo de el método de rechazo de von Neuruann, en este caso 
tenemos dos puntos generados de manera aleatoria, tanto las 
velocidades como los valores de la j, si los valores de lí < ¡(Vi) 
el punto es aceptarlo, de 10 contrario se rechaza. En este caso 
el punto 1 ('s aceptado y 2 se rechaza. 

B Escalamiento en Simulaciones Numéricas y 
Unidades 

Sean [1], [m] y [ti las unidades de longitud, masa y 
11U1 

Vi;:::: vi 2" K (A38) tiempo del modelo numérico, y que en general son las que 
se usan en el código. Utilizando G ::::. 1. tendremos una 
relación entre estas cantidades de la forma, 

lo que nos garatiza el equilibrio virial. Por último, pa
ra escalar la energía total. para que su valor sea -1/4, 
escalamos cada una de las posiciones y velocidades, ya 
viríalizadas por los siguientes factores 

r 41Elr 
1 

---v 
J4jEj 

(A39) 

(A4D) 

Luego entonces hemos generado un modelo numérico 
de un cúmulo globular en equilibrio virial, cuya unidad 
de longitud es el radio virial, que es igual a la unidad, 
Aftotal ::::. 1, y Einicial ::= -1/4. En la Tabla II damos los 
valores del Te, Tt, Y PO como función de la concentracian 
e que en promedio debcrian tener una serie de modelos 
aleatorios generados por nuestro algoritmo. 

[11' cm3 

G = 1-[ ][]2 = 6.67 X 10-
8--2 rn t gr s 

(B1) 

Para definir completamente el sistema de unidades son 
necesarias otras dos relaciones entre las unidades del códi
go y las unidades cgs. Estas relaciones son los valores de 
[tI, [m] o [ti en unidades físicas. Con determinar 2 de ellas, 
la tercera queda determinada por Bl. 

Cualquier otra unidad queda determinada por la com
binación de esta..'i relaciones físicas. 

Por ejemplo, el sistema de unidades que utilizamos en 
eHte trabajo la masa se escala en masas solares, la longitud 
en parsecs, y la unidad de tiempo en años. La relación 
entre estas cantidades está determinada por 

7 (R)3/2 (}VI )-1/2 Itl = 1.52 x 10 - - años 
pe l'L~ 

(B2) 
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y por tanto la velocidad y la aceleración por 

(
r )-'12 (M )'12 IVI = 6.41 x 10-2
;;' M0 kms-1 (B3) 

y 

De donde queda determinado el sistema de unidades. 

C Tabla de parámetros iniciales 

En la Tabla C3 se dan los parámetros iniciales que se 
utilizaron en las simulaciones con Rperi=1.5 kpc. Solo 
reportanlos estos valores porque son represntatívos de los 
valores que se obtiene para los demas perigalácticos que 
hemos considerado. En general los parametros iniciales, 
en la rutina de centrado y del integrador son los mismos 
para toda las simulaciones. 

En la primer columna se da el nombre de la simulación. 
En la siguientes dos columnas se dan los tiempos de 

cómputo de la simulación y del análisis, respectivamente. 
El análisis consiste en retirar las estrellas que no se en
cuentran ligadas al sistema, razón por la cual este tiempo 
es más largo para los cúmulos que pierden una cantidad 
apreciable de estrellas, debido a que requieren un mayor 
número de iteraciones. 

En las columnas 4 y 5, se dan los valores que se utili
zaron en la rutina de centrado, para el suavizamiento y la 
tolerancia. 

En la última columna se da el valor del intervalo de 
___ --'t~ie~m=¡:>o utilizadº-'mJa.integración. -----

APÉNDICES 

--------------
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TABLA C3 

PARÁMETROS INICIALES Y TIEMPOS DE CÓMPUTO. 

Nombre del Experimento tcpu tAnálisis <e 1} f:;.t 

(hrs) (hrs) « 1 » (10-3 ) 

AOOs 12.6 45.1 0.1 5 0.025 
A25s 13.2 45.2 " " " 
A50s 19.6 45.2 " " " 
A75s 39.9 45.4 " " " 
AOOm 15.0 46.3 " " " 
A25m 11.3 46.3 " " " 
A50m 16.4 46.6 " 
A75m 34.1 46.2 
AOOml 6.1 50.1 
A25ml 6.5 51.1 
A50ml 9.3 52.1 " " 
A75ml 19.2 52.1 
AOO! 1.7 55.1 " 
A251 1.7 55.2 
A50! 2.5 56.0 " 
A751 6.3 55.7 " 
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D Resultados 

D.1 Orbitas del cúmulo 

En la Fig. 04, se muestran las órbitas que siguen los 
cúmulos durante nuestras simulaciones. Cada panel co
rresponde a cada valor de los Rperi que hemos considera
do. 

D.2 Posiciones y velocidades 

En la Fig. 05, se muestran dos ejemplos del tipo de 
información que se obtiene en cada cuadro de la simula
ciones. Se muestra la posición y vector de velocidad del 
1% de las estrellas del cúmulo en el experimento A50l, 
después de su primer paso por su perigaláctico en su si
guiente perigaláctico. 

D.3 Radios lagrangianos, E, M, et y Po 

En la primer serie de gráficas se muestra la evolución 
temporal de: 

• En el panel superior izquierdo se muestran los radios 
lagrangianos con el 5%, 10%, ... 90%, 91%, ... 99% Y 
100% de la masa ligada al cúmulo (líneas gruesas), 
y para los mismos porcentajes pero con líneas delga
das, el total de las partículas en la simulación. Del 
91 % al 99% las líneas son de trazos, para las partícu
las ligadas y las totales, respectivamente. 

• En los dos paneles inferiores de la izquierda, se mues
tra la variación diferencial de la energía y de la masa 
como función del tiempo. 

• En los dos paneles superiores derechos se muestra 
la variación absoluta de la energía y de la masa del 

______ 'cúmulo. 

• El los paneles inferiores derechos se muestran la va
riación temporal de la densidad central, y de la con
centración teórica del cúmulo. 

Las líneas verticales en todas las gráficas indican el paso 
del cúmulo por su perigaláctico. 

Semiejes del elipsoide 

En la siguiente serie de gráficas se Se muestra la varia
ción de los semiejes mayores del elipsoide de inercia, que 
contienen el 100% de la masa ligada. Se muestra también 
como varía la orientación del semieje mayor respecto a la 
dirección cÚmulo-Galaxia. 

D.5 Diagramas de Botlinger 

En estserie de gráficas se muestran los diagramas de 
Botlinger para las simulaciones con Rped = 1.5 kpc. Sólo 
se muestran los resultados para este valor del perigalácti
co, porque los demás son muy parecidos. 
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(a) (b) 

(e) 

Fig. D4.- Orbitas los cúmulos globulares en las simulaciones que hemos realizado. Cada panel corresponde a uno de 
los apogalácticos que hemos considerado 1.5 kpc, 3 kpc y 6 kpc, respectivamente. 
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Fig. D5.- Comparación de la forma y campo de velocidades de un cúmulo globular en su apogaláctico (panel superior) 
y en su pericéntro (panel inferior). Ambas para la simulación A501. En ambas figuras dolo se muestra el 1 % del total 
de las partículas del sistema. El centro galáctico está en la dirección -y. 
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0.0 0.5 1.0 1.5 ORBITA: e - - tO o t . 

J, t 
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4.0 J. 
6.0 

r-

" 

R,. 
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4.0 4.5 50 5.5 

e te o te CUYULO : 

c~ "1.27521 
cla= l. J 4:J3B 

J, J, r ..... =15.7418 '.0 '.5 7.0 7.5 r""o=13.7853 • • • • CUMULO : 
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GLOSARIO DE TÉRMINOS 

A continuación se describen los términos más utilizados a lo largo de este trabajo, junto 
con una breve descripción de estos, así como la página donde aparece por primera vez en el 
texto. No se incluyen variables temporales ni los términos que sólo se utilizan una sóla vez. 

A, 
Aw 
bla 

e 
e' 
Ec(t) 
EJ 
E, 
[Fe/H] 
Fp 

G 
i' 
J 
K, 
M,(t) 
MG 
Mp 
Mv 
M0 
N, 
1'Vfmc 

1\'1 
J.Vp 

N, 
p 

r, 

Tcexp 

Th 

TI. r J 

TL 
Tr , Td 

T, 

rv, rvir 

Rpl"ri 

Rapo 

Rcc 
1" 
Id 

Corrección adiabática de Spitzer, 23. 
Corrección adiabática de Weinberg, 23. 
Cociente entre el semieje mayor, a, el semieje menor, b, de un cúmulo 
proyectado sobre el plano del cielo, 6. 
Concentración de los cúmulos globulares (e'" r,/r,), 4. 
Concentración teórica de los cúmulos globulares (e", r99',,/rlO%), 74. 
Energía del cúmulo al tiempo t, 20. 
Energía de Jacobi, 9. 
Energía total de la estrella (cinética más la potencial), 36. 
Abundancia de elementos pesados, respecto a la albundancia solar, 2. 
FUerza que ejerce una masa perturbadora, 19. 
Constante de gravitación. 
Parámetro de incompletez, 33. 
Momento angular por unidad de masa, 113. 
Energía cinética de cúmulo, 72. 
Masa del cúmulo al tiempo t, 73. 
Masa de la Galaxia, ver capítulo 3. 
Masa del perturbador, 19. 
Magnitud visual absoluta, 2. 
Masa solar, 7. 
Número de estrella que se utiliza en la rutina de centrado, 62. 
Fracción de cúmulos globulares respecto a su total, 2. 
N úmero de estrellas ligadas al cúmulo, 73. 
Número de partículas en la simulación, 60. 
Número de estrellas en el sistema real, 60. 
Parámetro de impacto. Distancia mínima entre una partícula y 
la masa perturbadora, 19. 
Período orbital del cúmulo, 35. 
Período con el que actúa una perturhación, 10. 
Período orbital de una estrella, 10. 
Radio de la región central del cúmulo globular, 
"e define como el radio donde el perfil del brillo superficial decae 
a la mitad de su valor llláximo, 4. 
Posicíón del centro de expansión, 62. 
Radio con la mitad de la masa del cúmulo. Radio mediano de masa, 4. 
Radio del lóbulo de Rache, la. 
Radio mínimo del lóbulo de Rache, 67. 
Radio límite para las estrellas en órbitas retrógradas y directas, 34. 
Radio de marea observado en los cúmulos globulares, 4. 
Radio virial, 114. 
Radio perigaláctico del cúmulo globular, 35,67. 
Radio apogaláctico del cúmulo globular, 35.67. 
Distancia de un cúmulo al centro galáctico, 3. 
Tiempo de cruce, . 
Tiempo dinámico en que una estrella cruza el sistema. 
En este trabajo hemos considerado que este tiempo €'s 
igual al tiempo de cruce, 113. 
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Wp 

W, 

Wo 
Po 
PN 

TE,M 

e,l 
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Tiempo de desintegración de un cúmulo globular, 101. 
Tiempo de relajación en el radio mediano de masa, 7. 
Tiempo de relajación local utilizando el td, 7. 
Tiempo de relajación local utilizando propiedades locales, 65. 
Tiempo de relajación en el radio central de un cúmulo globular, 7. 
Tiempo de relajación en el radio mediano de masa de un cúmulo 
globular ,7. 
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Tiempo en que una estrella de una masa determinada sale de la secuencia principal, 7. 
Velocidad con la que se mueve la masa perturbadora, 19. 
Energía potencial del cúmulo, 72. 
Potencial adimensional de un cúmulo globular, ll4. 
Tamaño relativo entre el radio de marea y el radio del lóbulo de Rache, 37. 
Parámetro de adiabaticidad. Cociente entre el tiempo característico en 
en el que transcurre la perturbación al tiempo dinámico de las estrellas, 23. 
Parámetro de adibaticidad escalado a la fracción del período orbital 
en que la amplitud de la perturbación cambia 0.1 dex, 23. 
Incremento diferencial de la energía, 73. 
Incremento diferencial de la masa, 73. 
Incremento de la energía (calentamiento), 72. 
Calentamieto debido al desbordamiento del lóbulo de Rache, 84. 
Calentamieto debido a los choques gravitacionales, 85. 
Calentamiento numérico, 66. 
En el §2, es la amplitud de la perturbación. En el §4 es el 
suavizamiento del potencial. 
Suavizamiento en la rutina de centrado, 63. 
Tolerancia en la rutina de centrado, 62. 
Potencial gravitacional, 9. 
Potencial gravitacional debido al cúmulo y a la Galaxia, 
respectivamente, 34 y 35. 
Potencial gravitacianal efectivo, 9. 
Brillo superficial, 2. 
Brillo superficial en la región central de un cúmulo globular, 3. 
Masa normalizada del perturbador, 19. 
Tasa de destrucción en el tiempo de Hubble, 103. 
Tasa de destrucció!LpDr_periódo-orbital,-101~ -- -- -- --- -
Frecuencia angular de rotación circular para un cúmulo globular, 9. 
Frecuencia angular con la que es perturbado un oscilador forzado, 21. 
Frecuencia angular de rotación para una estrella alrededor 
de un cúmulo globular, 35. 
Frecuencia natural de oscilación para un armónico forzado~ 2l. 
Densidad de masa central para un cúmulo globular, 12. 
Densidad numérica de cúmulos globulares, 3. 
D8nsidad en el tacJio de masa mitad, 74. 
Tiempo característico de destrucción para los cúmulos globulares, 
como función de los cambios en su energía o de su masa, respectivamente, 90 y 91. 
Variables de ángulo y acción, 2l. 
Cociente masa luminosidad (MIL), 4. 
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