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PRÓLOGO 

El propósito de esta tesis es el dar a conocer algunas alternativas al 
hacer demostraciones. 

El interés de mostrar el esquema deductivo se basa en que no sabemos 
demostrar, cuantas veces carecemos de nociones para poder comenzar y 
esto nos causa confusión, por ello, se pretende poner a su alcance este 
material, esperando sea de gran utilidad. 

En el transcurso de la tesis se desarrollará el esquema deductivo que 
conocemos y posteriormente agregar lo que llamaremos nuevos modos 
descendentes, los cuales nos facilitarán o harán más sencillas muchas 
de las demostraciones que vemos en la carrera de matemáticas. 

Los nuevos modos descendentes tienen como fin principal corroborar 
que al utilizarlos en las demostraciones es sencillo y toda se va 
encauzando de una manera más fácil. 

En esta tesis, estos nuevos modos descendentes se aplican en demos
traciones de la Teoría de Filtros. 

Demostraremos cada uno de los nuevos modos descendentes de una 
manera clara y preCIsa. 
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INTRODUCCIÓN 

En el presente trabajo veremos qué es y cómo se aplica el esquema 
deductivo en algunas áreas de las matemáticas. 

Llamaremos esquema deductivo mínimo a aquel que consta de cinco 
modos descendentes (De lo idéntico, de la conjunción a la parte, de la 
parte a la disyunción, de lo general a lo particular y de lo específico a 
lo inespecífico) y de tres modos hipotéticos, para inferir (Por exclusión, 
por casos y por contradicción); mínimo se debe a que los ochos modos 
bastan para hacer una demostración sencilla y clara; este esquema será 
la herramienta principal a lo largo del trabajo. 
En algunas de las demostraciones se verán dos puntos antes del parén
tesis indicándonos una contradicción. 

Se trabajará con algunos de los silogismos categóricos que nos legó 
Aristóteles, aplicándoles el esquema deductivo en sus demostraciones. 

Adam Balsham estudiando sus acertijos les vió gran utilidad; la veremos 
en el repertorio de parvipontanos. 

Como en todo trabajo de lógica no podía faltar la parte de conjuntos, 
la cual a grandes rasgos nos recuerda algunos de los conceptos que en 
este trabajo abordaremos. 

Una de las aplicaciones más importantes se hace a la Teoría de Filtros; 
en la cual el lenguaje, es un poco confuso, trataremos de mostrar en 
forma fácil y accesible utilizando el esquema deductivo la demostración 
de cada una de las propiedades del filtro. 

A partir de la definición de filtro se entra a lo que llamaremos Casi 
totalidad y demostraremos algunas leyes distributivas y lemas que se 
utilizarán sobre la marcha. 
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Veremos los nuevos modos descendentes que son aquellos que ayudarán 
a facilitar algunas demostraciones confusas, en esta tesis hago mención 
a seis nuevos modos y los demuestro de manera agradable para el 
lector. 

Otra aplicación se tiene en Base de filtro que es una colección no 
vacía de subconjuntos de l. 

La ampliación del esquema deductivo mmlmo, es el hecho de agregar 
a los ocho modos que se tienen estos seis nuevos modos que contribu
yen a facilitar o agilizar la realización de una demostración. 

C.A.S.L. 
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ABREVIATURAS 

Def Definición 

Hpt Hipótesis 

Excl Exclusión 

Dem: Demostrado 

Desc: Descendente 

Equiv Equivalencia 

Trad Traducción 

tlq tal que 

tlqs tales que 

alg : algún 

nmg: ningún 

idént : idéntico 

conJ conjunción 

ent entonces 

mit mitómano 

SSl si, y sólo si, 

elm : elemento 

vii 



V Para todo 

• 
V Para casi todo 

:J Existe 

E pertenece a 

.,; no pertenece a 

= igual a 

u unión 

n intersección 

e contenido en 

U unión de familia 
¡El 

SÍMBOLOS 
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ESQUEMA DEDUCTIVO 

El esquema deductivo mtnlmO es una estructura carente de contenido que 
se utiliza en ciertos contextos. Consta de cinco modos descendentes y de 
tres modos hipotéticos, para inferir. 

Definición: Modo descendente, es toda condicional válida. 
Condicional válida es la frase que afirma que si sucede tal cosa entonces 
sucede la otra cosa. 

Modos descendentes: 

De lo idéntico 
De la conjunción a la parte 
De la parte a la disyunción 
De lo general a lo particular 
De lo específico a lo inespecífico 

Modos hipotéticos: 

Si P o Q, 
y SI no P, 
ent Q. 

Si Po Q, 
si, si P ent R, 
y SI, SI Q ent R, 
ent R. 

Si, si P ent Q, 

Por exclusión 

Por casos 

Si P ent P 
Si P y Q ent P 
Si P ent P o Q 
Si, \::Ix P(x) ent P(c) 
Si P(c) ent 3x tlq P(x) 

y si, si P ent no Q, 
ent no P. Por contradicción 
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Ejemplo de demostración utilizando el esquema deductivo: 

Si algún actor es mago 
y ningún mago es poeta 
ent algún actor no es poeta: 

( 1) Alg actor es mago Hpt 
(2) Existe x tlq x es actor y x es mago (I)Trad 
(3) z es actor y z es mago Def de z 
(4) Ning mago es poeta Hpt 
(5) Para todo x, si x es mago ent x no es poeta (4)Trad 
(6) Si z es mago ent z no es poeta (5)De lo gral 
(7) z es mago (3)De la conj 
(8) z no es poeta (7) Por (6) 
(9) z es actor (3)De la conj 

(10) z es actor y z no es poeta (9)(8)De lo idént 
(JI) Existe x tlq x es actor y x no es poeta (J O)De lo específico 
(12) Alg actor no es poeta (11 )Trad 

Aparte de los ocho modos del esquema, se puede inferir por traducción, 
por giro (se dice que una proposición es giro de otra si ambas tienen 
la misma negación), o por algo demostrado antes. Tal es el caso del 
paso (8) que se infiere de (7), por (6). 

Deducción de P es una cadena PI, P2, •.. ,Pn de afirmaciones, llamadas 
pasos, tales que Pn es P, y cada paso es un axioma o algo demostrado 
antes, o se infiere de pasos anteriores mediante un axioma o algo 
demostrado antes. 

Son axiomas ordinarios los integrantes de una definición implícita. Estos 
axiomas son válidos por su contenido. Son axiomas lógicos los modos 
descendentes, los modos hipotéticos y las afirmaciones de la forma P o 
no P. estos axiomas son válidos por su forma. 
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AXIOMAS ORDINARIOS 

Si x es veraz, y x dice que sucede tal cosa, 
entonces sucede tal cosa Def de veraz 

Si x es mitómano, y x dice que sucede tal cosa, 
entonces no sucede tal cosa Def de mitómano 

Si x es veraz entonces x no es mitómano 
Si x es mitómano entonces x no es nonnal 
Si x es normal entonces x no es veraz Def común 

x es veraz o x es mitómano o x es nonnal Def común 

Si x dice que sucede tal cosa, y no sucede 
entonces x no es veraz 

Si x dice que sucede tal cosa, y sucede tal 
entonces x no es mitómano 

Si x dice que sucede tal cosa, y x miente, 
entonces no sucede tal cosa 

tal cosa, 
Def de 

cosa, 
Def de 

Si x dice que sucede tal cosa, y no sucede tal cosa, 
entonces x miente 

veraz, girada 

mitómano, girada 

Def de mentir 

Giros 

Si x dice que sucede tal cosa, y x no miente, 
entonces sucede tal cosa 

Si x dice que sucede tal cosa, y sucede tal cosa, 
entonces x no miente 

Si, no P(x) SSI no Q(x), en! SI P(x) en! Q(x) 
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Otros ejemplos de demostración: 

A dice que B es veraz 
B dice que A es mitómano Datos 

(l) B dice que A es mit Dato 
(2) A es mit o A no es mit Axioma lógico 
(3) Si A es mit ent B no es veraz: 

(a) A es mit Hpt 
(b) A dice que B es veraz Dato 
(e) B no es veraz (a)(b)Def de mit 

(4) Si A no es mit ent B no es veraz: 

(a) A no es mit Hpt 
(b) B dice que A es mit Dato 
(e) B no es veraz (b)(a)Def de veraz, girada 

(5) B no es veraz (2)(3)(4 )Por casos 

Los datos son válidos por definición, es decir, son aXIOmas. 

Ejemplos de la Teoria de Conjuntos: 

XE AnB ssi XEA y XEB 

XE UBi ssi existe i tal que iEl y XEBi 
iel 

Demostración algebraica: 

An UBi = U(AnBi): 
¡el ¡el 

(1) Si xEAn UBi ent xEU(AnBi): 
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(a) XEArl UBi Hpt 

(b) xEA y xEuBi (a)Def de rl 
(e) xEA 

(d) xEUBi (b)De la eonj 

(e) 3i tlq iEI Y xEBi (d)Def de U 

(f) iEI 
(g) xEBi Def de i 
(h) xEA y xEBi (e)(g)De lo idént 
(i) XEArlBi (h)Def de rl 
U) iEI Y XEArlBi (f)(i)De lo idént 
(k)::Ji tlq iEI y XEArlBi U)De lo específico 

(1) xEU(AnBi) (k)Def de U 

(2) Si xEU(ArlBi) ent XEArl UBi: 

(a) xEU(ArlBi) Hpt 

(b) 3i tlq iEl y XEArlBi (a)Def de U 

(e) iEI 
(d) XEArlBi Def de i 
(e) XEA y XEBi (d)Def de rl 
(f) xEA 
(g) xEBi (e)De la eonj 
(h) iEI Y xEBi (e)(g)De lo idént 
(i) 3i tlq iEl y xEBi (h)De lo específico 

U) xEUBi (i)Def de U 

(k) xEA y xEUBi (f)U)De lo idént 

(1) XEArl UBi (k)Def de rl 

(3) Arl UBi = U(ArlBi) (1)(2)Def de = 
¡E"l iel 
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TABLA DE ARISTOTÉLICOS 

Aristóteles nos legó sus silogismos categóricos, los cuales se agrupan 
por figuras de la siguiente forma: 

1 a. figura 

MB 
AM 
AB 

Barbara 
Celarent 
Darii 
Ferio 

2a. figura 

BM 
AM 
AB 

Cesare 
Camestres 
Festino 
Baroco 

3a. figura 

MB 
MA 
AB 

Darapti 
Felapton 
Disamis 
Datisi 
Bocardo 
Ferison 

4a. Figura 

BM 
MA 
AB 

Bamalip 
Camenes 
Dimatis 
Fesapo 
Fresiso 

Estos nombres son fórmulas cuyas vocales juegan un papel determinante: 
a significa todo, e ninguno, i alguno, o alguno no. Para formar un 
silogismo, a partir del nombre, se toman en cuenta las vocales y la 
figura que está arriba del nombre. Ejemplos: 

Disamis (alguno, todo,alguno) 

Si algn M es B 
y todo M es A 
ent algn A es B 

Fresiso (ninguno,alguno,alguno no) 

Si ning B es M 
y algn M es A 
ent algn A no es B 

Los silogismos que incluyen en su nombre la letra p son válidos per 
accidens (por accidente), y requieren de una hipótesis adicional, llamada 
accidente, para su demostración. 
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EJEMPLOS ARISTOTÉLICOS 

Si ningún marino es buzo 
y todo aviador es marino 
ent ningún aviador es buzo: 

(1) Ning marino es buzo Hpt 

Celarent 

(2) Para todo x, si x es marino ent x no es buzo (l)Trad 
(3) Todo aviador es marino Hpt 
(4) Para todo x, si x es aviador ent x es marmo (3)Trad 
(5) Para todo z, si z es aviador ent z no es buzo: 

(a) z es aviador Hpt 
(b)S i z es aviador ent z es marmo (4 )De lo gral 
(e) z es marino (a) Por (b) 
(d)Si z es marino ent z no es buzo (2)De lo gral 
(e) z no es buzo (c)Por (d) 

(6) Ning aviador es buzo (5)Trad 

S i todo beato es mártir 
y todo mártir es apóstol 
ent algún apóstol es beato: Bamalip 

(1) Todo beato es mártir Hpt 
(2) Para todo x, si x es beato ent x es mártir (1 )Trad 
(3) Todo mártir es apóstol Hpt 
(4) Para todo x, si x es mártir ent x es apóstol (3 )Trad 
(5) Existe x tlq x es beato Hpt adicional 
(6) z es beato Def de z 
(7) Si z es beato ent z es mártir (2)De lo gral 
(8) z es mártir (6) Por (7) 
(9) Si z es mártir ent z es apóstol (4)De lo gral 

(10) z es apóstol (8) Por (9) 
(11) z es apóstol y z es beato (l0)(6)De lo idént 
(12) Existe x tlq x es apóstol y x es beato (I1)De lo específico 
(13) Alg apóstol es beato (I2)Trad 
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Si ningún moro es beduino 
y. algún árabe es moro 
ent algún árabe no es beduino: 

(1) Ning moro es beduino Hpt 

Ferio 

(2) Para todo x, si x es moro ent x no es beduino (l)Trad 
(3) AIg árabe es moro Hpt 
(4) Existe x tlq x es árabe y x es moro (3)Trad 
(5) z es árabe y z es moro Def de z 
(6) z es moro (5)De la conj 
(7) Si z es moro ent z no es beduino (2)De lo gral 
(8) z no es beduino (6) Por (7) 
(9) z es árabe (5)De la conj 
(10) z es árabe y z no es beduino (9)(8)De lo idént 
(11) Existe x tlq x es árabe y x no es beduino (lO)De lo específico 
(12) Alg árabe no es beduino (ll)Trad 
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REPERTORIOS DE PARVIPONTANOS 

Adam Balsham, conocido como Parvipontano, llamado as! porque 
profesaba en el Petit Pont de París, fue el primero en ocuparse de 
acertijos que datan del siglo XII y que mostraremos a continuación: 

Con dos variables: 

A dice que B es veraz 
B dice que A miente 

A dice que B no es mit 
B dice que A miente 

A dice que B es normal 
B dice que A miente 

A dice que B no es normal 
B dice que A miente 

A dice que B no es veraz 
B dice que A no miente 

A dice que B es mit 
B dice que A no miente 

A no es veraz 
Si A es mit ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 

A no es mit 
Si A es veraz ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 

Si A es mit ent B es veraz 
B no es mit 

Si A es veraz ent B es mit 
B no es veraz 

A no es mit 
Si A es veraz ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 

A no es veraz 
Si A es mit ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 
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A dice que B es normal 
B dice que A no miente 

A dice que B no es normal 
B dice que A no miente 

Con tres variables: 

A dice que B es veraz 
B dice que C miente 
C dice que A no miente 

A dice que B es veraz 
B dice que C no miente 
C dice que A miente 

A dice que B es mit 
B dice que C miente 
C dice que A miente 

A dice que B es mit 
B dice que C no miente 
C dice que A no miente 

Si A ~ mit ent B es mit 
B no es veraz 

Si A es veraz ent B es veraz 
B no es mit 

A no es veraz 
Si A es mit ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 
C no es veraz 

A no es veraz 
Si A es mit ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 
C no es mit 
Si C es veraz ent B es normal 

A no es veraz 
Si A es mit ent B es normal 
B no es veraz 
B no ~ mit 
C no es mit 
Si C es veraz ent B es normal 

A no es veraz 
Si A es mit ent B ~ normal 
B no es veraz 
B no es mit 
C no es veraz 
Si C ~ mit ent B es normal 
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A dice que B es normal 
B dice que e miente 
e dice que A miente 

A dice que B es normal 
B dice que e miente 
e dice que A no miente 

A dice que B es normal 
B dice que e no miente 
e dice que A miente 

A dice que B es normal 
B dice que e no miente 
e dice que A no miente 

A dice que B no es veraz 
B dice que e miente 
e dice que A miente 

A dice que B no es veraz 
B dice que e no miente 
e dice que A no miente 

Si A es mit ent B es mit 
B no es veraz 
Si e es veraz ent B es mit 

Si A es mit ent B es veraz 
B no es mit 
Si e es mit ent B es veraz 

Si A es mit ent B es veraz 
B no es mit 
Si e es veraz ent B §... veraz 

Si A es mit ent B es mit 
B no es veraz 
Si e es mit ent B es mit 

A no §... mit 
Si A es veraz ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 
e no es veraz 
Si e es mit ent B es normal 

A no ~ mit 
Si A es veraz ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 
e no es mit 
Si e es veraz ent B es normal 
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A dice que B no es mit 
B dice que e miente 
e dice que A no miente 

A dice que B no es mit 
B dice que e no miente 
e dice que A miente 

A dice que B no es normal 
B dice que e miente 
e dice que A no miente 

A dice que B no es normal 
B dice que e no miente 
e dice que A miente 

A dice que B no es normal 
B dice que e no miente 
e dice que A no miente 

A no es mit 
Si A es veraz ent B §... normal 
B no §... veraz 
B no es mit 
e no es mit 
Si e es veraz ent B es normal 

A no §... mit 
Si A es veraz ent B es normal 
B no es veraz 
B no es mit 
e no es veraz 
Si e es mit ent B es normal 

Si A es veraz ent B es mit 
B no §... veraz 
Si e es veraz ent B es mit 

Si A §... veraz ent B §... mit 
B no es veraz 
Si e es mit ent B ~ mit 

Si A es veraz ent B §... veraz 
B no es mit 
Si e es veraz ent B es veraz 
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EJEMPLOS DE PARVIPONTANOS 

Presentamos algunas demostraciones de parvipontanos utilizando el 
esquema deductivo: 

A dice que B es veraz 
B dice que e miente 
e dice que A no miente: 

A no es veraz: 

Datos 

(1) A dice que B es veraz Dato 
(2) B es veraz o B no es veraz Axioma 

(3) Si B es veraz ent A no es veraz: 

(a) B es veraz Hpt 
(b) B dice que e miente Dato 
(e) e miente (a)(b)Def de veraz 
(d) e dice que A no miente Dato 
(e) A miente (c)(d)Def de mentir 
(f) A dice que B es veraz Dato 
(g) B no es veraz (e)(f)Def de mentir 
(h) A no es veraz (f)(g)Def de veraz, girada 

(4) Si B no es veraz ent A no es veraz: 

(a) B no es veraz Hpt 
(b) A dice que B es veraz Dato 
(e) A no es veraz (b)(a)Def de veraz, girada 

(5) A no es veraz (2)(3)(4)Por casos 

13 



Si A es mitómano ent B es normal: 

(1) A es mitómano Hpt 
(2) A dice que B es veraz Dato 
(3) B no es veraz (1 )(2)Def de mit 
(4) B es mitómano o B es normal (3)Def. común 
(5) B no es mitómano: 

(a) B dice que e miente Dato 
(b) e dice que A no miente Dato 
(e) A miente (2)Def de mentir 
(d) e miente (b)( e )Def de mentir 
(e) B no es mit (a)(d)Def de mit, girada 

(6) B es normal (4)(5)Exclusión 
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NUEVOS MODOS DESCENDENTES 

Si ::Ix tlq P(x) y Q(x) ent ::Ix tlq P(x) 

Si ::Ix tlq P(x) ent ::Ix tlq P(x) o Q(x) 

Si, 'l/x, valen P(x) y Q(x), ent 'l/x, vale P(x) 

Si, 'l/x, vale P(x) ent 'l/x, vale P(x) o Q(x) 

DEMOSTRACIONES 

Si::lx 1l.g P(x) y Q(x) ent ::Ix 1l.g P(x): 

(l)::1x tlq P(x) y Q(x) Hpt 
(2) P(w) y Q(w) Def de w 
(3) P(w) (2)Desc 
(4)::Ix tlq P(x) (3)Desc 

Si::lx 1l.g P(x) ent ::Ix iliL P(x) Q Q(x): 

(l)::Ix tlq P(x) Hpt 
(2) P(w) Def de w 
(3) P(w) o Q(w) (2)Desc 
(4)::Ix tlq P(x) o Q(x) (3)Desc 
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Si, '\Ix, valen P(x) y Q(x), ent '\Ix, vale P(x): 

(1) '\Ix, valen P(x) y Q(x) 
(2):lx tlq no vale P(x) Neg 

-(3) No vale P(w) Def de w 
(4) P(w) y Q(w) (l)Desc 
-(S) P(w) (4)Desc 

Si, '\Ix, vale P(x) ent '\Ix, vale P(x) Q Q(x): 

(1) '\Ix, vale P(x) Hpt 
(2):lx tlq no vale P(x) y no vale Q(x) Neg 
(3) No vale P(w) y no vale Q(w) Def de w 
-(4) Vale P(w) (I)Desc 
-(5) No vale P(w) (3)Desc 
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CONJUNTOS 

A continuación se nombrarán algunas propiedades de conjuntos que se 
utilizarán en la presente tesis. 

Utilizaremos las letras A, B, C, ... para denominar los conjuntos y las 
variables x, y, Z, ... como elementos de estos conjuntos. 

Ejemplo: 

XEA se lee x está en A, 
x pertenece a A, 
x es elemento de A. 

Definición: A e B ssi todo elm de A es elm de B 

A e B se lee A está contenido en B. 

Propiedades: 

AcA: Reflexiva 

(1) \;¡'x, si XEA ent XEA: 

(a) XEA Hpt 
(b) XEA (a)De lo idéntico 

(2) Todo elm de A es elm de A 
(3) A e A (2)Def de e 

(l)Trad 
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Si A e B y Be C ent A e C: Transitiva 

(1) A e B 

(2) Be C Hpt 

(1) (3) Todo elm de A es elm de B 
(4) Todo elm de B es elm de C (2)Def de e 
(5) "Ix, si xEA ent xEB (3) 
(6) "Ix, si xEB ent XEC (4)Trad 
(7) "Ix, si xEA ent XEC: 

(a) xEA Hpt 

(b)Si xEA ent xEB (5)De lo gral 
(e) XEB (a) Por (b) 
(d)Si xEB ent XEC (6)De lo gral 
(e) XEC (c)Por (d) 

(8) Todo elm de A es elm de C (7)Trad 
(9) A e C (8)Def de e 

Si A e B y B e A ent A = B: Antisimétrica 

(1) A e B 
(2) B e A Hpt 
(3) Todo elm de A es elm de B (1) 
(4) Todo elm de B es elm de A (2)Def de e 
(5) A = B (3)(4)Ax. de extensionalidad 

Nota: El axioma de extensionalidad dice que: 
Si A Y B tienen los mismos elementos entonces A y B son el 
mismo conjunto. 
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No existe x tlq xE0 

'¡fB, 0 e B: 

(1) No existe x tlq xE0 Def de 0 
(2) No existe x tlq xE0 y x~B (l)Desc, girado 
(3) '¡fx, si xE0 ent xEB (2)Giro 
(4) 0 e B (3)Def de e 

Si no 3x !lg xEB ent B = 0: Lema 

(I)No3xtlqXEB Hpt 
(2) No 3x tlq xEB y x~0 (I)Desc, girado 
(3) '¡fx, si xEB ent xE0 (2)Giro 
(4) Be 0 (3)Def de e 
(5) 0 eB Dem 
(6) B = 0 (4)(5)Def de = 
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FILTROS 

Dado un conjunto 1, un filtro de 1 es una colección f de 
subconjuntos de 1 tales que: 

IEf, 0f/Ef, 

SI YI, Y2 Ef ent YI n Y2 Ef, 

si YEf y Ycy'cl ent Y'Ef. 

f se llama ultrafiltro de 1 SSI f es filtro de 1 y, para todo U, 

si UcI ent UEf o I-U Ef. 

Ejemplo: 

Si 1 es un conjunto infinito, el filtro de Frechet de l, consta de los 
conjuntos cofinitos en I. 
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Dado 1 infinito se define f tlq, para todo U, U E f SSI U e 1 e 

I-U es finito 

f es filtro de 1: ----

(a) IEf ssi le 1 e 1-1 es finito Def de f 
(b) 1 e 1 Dem 
( e) 1-1 es finito: 

(el) 1-1 = 0 AIg 
(e2) 0 es finito Dem 
(e3) 1 -1 es finito (e2)(el)Def de = 

(d) 1 e 1 e 1-1 es finito (b)(e)Dese 
(e) IEf (d) Por (a) 

(2)0\lf: 

(a) 0Ef Neg 

(b) 0Ef ssi 0 e 1 e 1-0 es finito Def de f 
(e) 0 e 1 e 1-0 es finito (a) Por (b) 
(d) 1-0 es finito (e)Dese 
(e) 1-0 = 1 Dem 

• (f) 1 es finito (d)(e)Def de = 

• (g) 1 no es fini to Dato 

(a) Y I Ef 
(b) Y2 Ef Hpt 
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(e) Y¡ E f ssi Y¡ e I e I-Y¡ es finito 

(d) Y2 E f ssi Y2 e I e I-Y2 es finito Def de f 

(e) Y¡ e I e I-Y¡ es finito (a) Por (e) 
(f) Y2 e I e I- Y2 es finito (b) Por (d) 
(g) Y¡ e I 
(h) 1 - Y ¡ es finito (e )Dese 
( i) Y 2 e 1 
(j) I-Y2 es finito (f)Dese 

(k)Y¡ n Y2 Ef ssi Y¡ n Y2 e y e I-(Y¡ n Y2) es finito Def de f 
(I)Y¡nY2eI (g)(i)Alg 
(m)I-(Y¡nY2) es finito: 

(m¡) 1 - (Y¡ n Y2) = (I-Y¡) u (I-Y2) Alg 
(m2) (I - y ¡) u (I - y 2) es finito (h)G)Dem 
(m) 1 - (Y¡ n Y2) es finito (m2)(m¡)Def de = 

(n)Y¡ n Y2 e 1 e 1 - (Y¡ n Y2) es finito (l)(m)Dese 
(o)Y¡ n Y2 Ef (n) Por (k) 

(4) Si YEf Y Y e y' el ent y' Ef: 

(a) Y Ef Hpt 

(b)YEf ssi Ye I e I-Y es finito Def de f 
(e) y e 1 e I-Y es finito (a) Por (b) 
(d)Ye 1 
(e) 1 - Y es finito (e) Dese 
(f)Ye y' 
(g)Y' e 1 Hpt 
(h)Y' Ef ssi y' e I e I-Y' es finito Def de f 
( i) 1-y' es finito: 

(i¡)Y e y' (f) Dese 
(i2) I-Y' e I-Y (i¡)Alg 
(b) 1-Y es finito ( e) Dese 
(4) 1-y' es finito (i)(i2) Dem 

G)Y' e 1 e 1-y' es finito (g)(i) Dese 
G)Y' Ef G) Por (h) . 

(5)f es filtro de I (1 )(2)(3)(4) Def de Filtro 
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CASI TOTALIDAD 

Dado 1, Y un ultrafiltro D de l, se define el cuantificador Vi, según D, 
como sIgue: 

Vi, según D, vale P(i) ssi 3V tlq VED Y \fiEV, P(i) Def de V 

Si \fiEl, P(i) ent Vi, según D ,vale P(i): 

(1) \fiEl, P(i) Hpt 

(2) Vi, según D, vale P(i) ssi 3V tlq VED Y \fiEV, P(i) Def de V 
(3) 3V tlq VED Y \fiEV, P(i): 

(a) lED Def de D 
(b) ViEI, P(i) (I)Desc 
(e) IED y \fiEl, P(i) (a)(b)Desc 

(d) 3V tlq VED Y \fiEV, P(i) (c)Desc 

(4) Vi, según D, vale P(i) (3) Por (2) 
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Si Vi, según D, vale P(i) ent :Ji fu iEl Y P(i): 

(1) Vi, según D, vale P(i) Hpt 

(2):JV tlq VED Y 'v'iEV, P(i) (I)Def de V 
(3) VED 

(4) 'v'iEV, PO) Def de V 
(5) V"#- el (3)Def de ultrafiltro 
(6):Ji tlq i E V (5)Dem 
(7) iEV Def de i 
(8) P(i) (7) Por (4) 
(9) V e 1 (3)Def de ultrafiltro 

(lO) iEI (7)(9)Def de e 
(11) iEl Y P(i) (10)(8)Desc 
(12):Ji tlq iEI y P(i) (l1)Desc 

Nota: En lo sucesivo en lugar de escribir Vi, según D, se escribirá 
unicamente Vi. 
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NUEVOS MODOS DESCENDENTES PARA CASI TOTALIDAD 

Si Vi, P(i) Y Q(i), ent Vi P(i) 

Si Vi P(i) ent Vi, P(i) o Q(i) 

Demostraciones 

Si Vi, P(i) Y Q(i), ent Vi P(i): 

(1) Vi, P(i) Y Q(i) Hpt 

(2)::IV tlq VED Y ViEV, P(i) y Q(i) (I)Def de V 
(3) VED 

(4) Vi E V, P(i) Y Q(i) Def de V 
(5) ViEV, P(i) (4)Desc 
(6) V ED Y Vi E V, P(i) (3)(S)Desc 

(7)::IV tlq VED y ViEV, P(i) (6)Desc 
(8) Vi P(i) (7)Def de V 

Si Vi P(i) ent Vi, P(i) Q Q(i): 

(1) Vi P(i) Hpt 

(2)::IV tlq VED y ViEV, P(i) (l)Def de V 
(3) VED 
(4) ViEV, P(i) Def de V 
(5) ViEV, P(i) o Q(i) (4)Desc 

(6) VED Y ViEV, P(i) o Q(i) (3)(S)Desc 
(7)::IV tlq V ED Y Vi E V, P(i) o Q(i) (6)Desc 
(8) Vi, P(i) o Q(i) (7)Def de V 
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Vi vale P(i) Q Vi no vale P(i): Lema 

(1) lii, iEV ssi iEl y P(i) 
(2) Si iEU ent iEI y P(i) 
(3) Si iEV ent iEl: 

(a) iEU Hpt 

Def de V 
(1 )Dese 

(b) iEI Y P(i) (a) Por (2) 
(e) i E l (b )Dese 

(4) V e I (3)Def de e 
(5) UED o l-U ED (4)Def de ultrafiltro 

(6) Si U ED ent lii vale PO): 
(a) VED Hpt 

(b) liiEV, P(i): 
(b,) iEU Hpt 

(b2) iEI Y PO) (b,) Por (1) 
(b) ) P(i) (b2)Dese 

(e) VED y liiEU, PO) (a)(b)Dese 

(d) 3V tlq UED y liiEU, PO) (e)Dese 
( e) Vi vale P(i) (d)Def de V' 

(7) Si I-U ED ent lii no vale P(i): 
(a) I-V ED Hpt 
(b) liiE I-V, no vale P(i): 

(b,) iEI-U Hpt 
(b2) iEI e i\lOV (b,)Def de -
(b) i El 
(b4) i \lO V (b2)Dese 
(bs) i\lOV ssi i\lO] o no vale PO) (1)Giro 
(b6) i \lO I o no vale P(i) (b4) Por (bs) 
(b7) no vale PO) (b6)(b)Excl. 

(e) I-VED y liiEI-U, no vale P(i) (a)(b)Dese 

(d) 3V tlq VED y liiEV, no vale P(i) (e)Dese 
(e) 'V'i no vale P(i) (d)Def de V 

(7) 'V'i vale P(i) o Vi no vale P(i) (5)(6)(7)Por casos 
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Vi, P(i) Y Q(i) , ssi Vi P(i) Y Vi Q(i): 

(1) Si , Vi ,P(i) y Q(i) , ent Vi P(i) Y Vi Q(i): 

(a) Vi, P(i) y Q(i) Hpt 
(b) Vi P(i) (a) 
(e) Vi Q(i) (a)Dem 
(d) Vi P(i) Y Vi Q(i) (b)(e)Dese 

(2) Si , Vi P(i) y Vi Q(i) ent Vi, P(i) Y Q(i): 

(a) Vi P(i) 
(b) Vi Q(i) Hpt 

(e) 3V t1q VED Y \;jiEV, P(i) (a) 

(d) 3V tlq VED Y \;jiEV, Q(i) (b)Def de V 
(e) UED 
(t) \;jiEU, P(i) Def de U 
(g) VED 

(h) \;ji E V, Q(i) Def de V 

(i) Un VED (e )(g)Def de ultrafiltro 
U) \;ji E Un V, P(i) Y Q(i): 

UI) iEUnV Hpt 
U2) iEU e iEV U¡)Def de n 
U3) iEU 
U4) i E V U2)Dese 
U5) P(i) U3) Por (t) 
U6) Q(i) U4) Por (h) 
U7) P(i) y Q(i) U5)U6)Dese 

(k) UnVED y \;ji EUnV , P(i) Y Q(i) (i)U)Dese 

(1 ) 3W tlq W ED y \;ji E W , P(i) Y Q(i) (k)Dese 
(m)Vi, P(i) Y Q(i) (l)Def de V 

(3) Vi, P(i) y Q(i) ssi Vi P(i) y Vi Q(i) (1 )(2)Def de ssi 
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Vi, P(i) Q Q(i) ssi Vi P(i) Q Vi Q(i): 

(1) Si Vi, P(i) o Q(i), ent Vi P(i) o Vi Q(i): 

(a) Vi, P(i) o Q(i) Hpt 
(b) Vi P(i) o Vi no P(i) Lema 
(e) Si Vi P(i) ent Vi P(i) Dese .. 
(d) Si Vi no P(i) ent Vi Q(i): 

(dI) Vi no P(i) Hpt 

(d2) Vi, P(i) o Q(i), pero no P(i) (a)(dl)Dem 
(d3) Vi Q(i): 

(a)3V tlq V ED Y Vi E V, P(i) o Q(i), pero no P(i) (d2)Def de V 
(~)UED 

(y)Vi E U, P(i) o Q(i), pero no P(i) Def de U 
(o)Vi E U, Q(i): 

(ol)iEU Hpt 

(02) P(i) o Q(i), pero no P(i) (01) Por (y) 
(03) Q(i) (02)Exc1 

(e) UED y ViEU, Q(i) (p)(ú)Dese 

(S) 3V tlq VED y ViEV, Q(i) (e)Dese 
(r¡) Vi Q(i) (s)Def de V 

(e) Vi P(i) o Vi Q(i) (b)(e)(d)Por casos 

(2) Si Vi P(i) o Vi Q(i) ent Vi, P(i) o Q(i): 

(a) Vi P(i) o Vi Q(i) Hpt 
(b) Si Vi P(i) ent Vi, P(i) o Q(i) Dese 
(e) Si Vi Q(i) ent Vi, P(i) o Q(i) Dese 
(d) Vi, P(i) o Q(i) (a)(b)(e)Por casos 

(3) Vi, P(i) o Q(i) ssi Vi P(i) o Vi Q(i) (1)(2)Def de ssi 

28 



No Vi P(i) SSl Vi no P(i): 

(I)Si no Vi P(i) ent Vi no P(i): 

(a) No 'I7i P(i) Hpt 
(b) Vi P(i) o Vi no P(i) Dem 
(e) Vi no P(i) (b)(a)Exel 

(2) Si ~i no P(i) ent no 'I7i P(i): 

(a) ~i no P(i) 
(b) 'Vi P(i) Neg 

(e) ~i, P(i) Y no P(i) (b)(a)Dem 
(d)::Ji tlq P(i) Y no P(i) (e)Dem 

• • (e) P(i) y no P(i) Def de i 

(3)No 'Vi P(i) ssi 'Vi no P(i) (1 )(2)Def de ssi 
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Vi, si P(i) ent Q(i) ssi si Vi PO) ent Vi Q(i): 

(1) Vi, si P(i) ent Q(i), ent si Vi P(i) ent Vi Q(i): 

(a) Vi, si P(i) ent Q(i) Hpt 

(b)~V tlq VeD y VieV, si P(i) ent Q(i) (a)Def de V 
(e) UeD 

(d) VieU, si P(i) ent Q(i) Def de U 
(e) Si, Vi P(i) ent Vi Q(i): 

(e)Vi P(i) Hpt 

(e2)~V tlq VeD y VieV, P(i) (e)Def de V 
(e3) WeD 
(e4) VieW, P(i) Def de W 

(es) UnW e D (e3)Def de D 
(e6) VieUnW, Q(i): 

(a) ie UnW Hpt 
(~) ieU e ieW (a)Def de n 
(y) ie W (p)Dese 
(8) P(i) (y) Por (e4) 
(E) ieU (~)Dese 

(l]) Si P(i) ent Q(i) (E) Por (d) 
(s) Q(i) (8) Por (l]) 

(e7) UnW eD y VieUnW, Q(i) (es)(e6)Dese 
(es)~V tlq VeD y VieV, Q(i) (e7)Dese 
(e9) Vi Q(i) (es)Def de V 

(2) Si, si Vi P(i) ent Vi Q(i), ent Vi, si P(i) ent Q(i): 

(a) Si Vi P(i) ent Vi Q(i) Hpt 
(b) No Vi P(i) o Vi Q(i) (a)Giro 
( e) Vi no P(i) o Vi Q(i) (b )Dem 
(d) Vi no P(i) o Q(i) (e )Dem 
(e) Vi, si P(i) ent Q(i) (d)Giro 

(3) Vi, si P(i) ent Q(i) ssi si 'Vi P(i) ent 'Vi Q(i) (1 )(2)Def de ssi 
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BASE DE FILTRO 

Base de filtro de 1 es una colección no vacía B de subconjuntos de 1 
tales que 

0!i!OB 

Def de base 

Proposición: 

Si B es base de filtro de 1 ent B está contenido en algún filtro de 1 : 

(1) B es base de filtro de 1 Hpt 
(2) 3U tlq U EB Porque B"# 0 
(3) V U, si U E B ent U e 1 
(4) 0!i!OB 
(5) Si U I , U2 EB ent U I n U2 E B (I)Def de base 

(6) 3 f t1q f es filtro de 1 y B e f: 

(a)VU, U E f ssi U e 1 y alg elm de B esta contenido en U Def de f 
(b)I Ef: 

(b l ) 1 E f ssi 1 e 1 y alg elm de B esta contenido en 1 (a)Desc 
(b2) 1 el Alg 
(b) 3U tlq UEB y U e 1: 

(a) 3 U tlq UEB (2)Desc 

(P) Uo EB Def de Uo 

(y) Si Uo EB ent Uo e 1 (3)Desc 
(o) Uo e 1 (P) Por (y) 
(E) Uo EB y Uo e 1 (p)(o)Desc 

(11) 3U tlq U EB Y U el (E)Desc 
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(b4) AIg elm de B está contenido en l (b3)Trad 

(bs) 1 c 1 y alg elm de B esta contenido en 1 (b2)(b4)Desc 
(b6) lE f (bs) Por (b,) 

(c) 0.d: 

(c¡) 0Ef Neg 

(C2) 0Ef ssi 0 c 1 y alg elm de B está contenido en 0 (a)Desc 

(C3) 0 c 1 y alg elm de B está contenido en 0 (c¡)Por (C2) 

(C4) AIg elm de B está contenido en 0 (C3) Desc 

(cs) 3U tlq U EB Y U c 0 (c4)Trad 
(C6) UEB 

(C7) U c 0 
(C8) U = 0 

- (C9) 0E B 
-(CIO) 0"B 

(d,) Y¡ Ef 

Def de U 
(c7)AIg 

(C6)( c8)Def de = 

(4)Desc 

(d2) Y2 Ef Hpt 

(d3) Y, c 1 y alg elm de B está contenido en Y, (d ,) 

(d4) Y2 C 1 y alg elm de B está contenido en Y2 (d2) Por (a) 
(ds) Y¡ c 1 

(d6) AIg elm de B está contenido en Y, (d3) 

(d7)Y2 cI 

(ds) Alg elm de B está contenido en Y 2 (d4)Desc 

(dy) 3U tlq U EB Y U c Y, (d6) 

(dIO) 3U tlq U EB Y U c Y2 (ds)Trad 
(d,¡) U¡ EB 

(d I2) U I c Y I Def de U I 

(d 13) U2 E B 
(d I4) U2 C Y2 Def de U2 

(d ls) Y I n Y2 Ef ssi Y I n Y2 c 1 y alg elm de B está contenido en 
Y, n Y2 (a)Desc 
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(d¡6) Y¡ n Y2 e 1 (ds)(d7)Alg 
(d 17) U¡ n U2 E B (d¡¡)(d¡3) Por (5) 
(d¡g) U¡ n U2 e Y¡ n Y2 (d¡2)(d¡4) Alg 
(d¡9) U¡ n U2 E B y U¡ n U2 e Y¡ n Y2 (d 17)(d¡g)Desc 
(d20)3U tlq UEB yU cY¡nY2 (d¡9)Desc 

(d2¡) Alg elm de B está contenido en Y¡ n Y2 (d20)Desc 

(d22) Y¡ n Y2 e 1 y alg elm de B está contenido en Y¡ n Y2 (d¡6) 
(d2¡) Desc 

(d23) Y¡ n Y2 Ef (d22)Por (d¡s) 

(e) Si YEf Y YcY'c 1 ent Y' Ef: 

(e¡)YEf Hpt 

(e2) Y e 1 y alg elm de B está contenido en Y (e¡)Por (a) 
(e3) Y e 1 
(e4) Alg elm de B está contenido en Y (e2)Desc 
(es) 3U tlq U EB Y U e Y (e4)Trad 
(e6) U EB 
( e7) U e Y Def de U 
(eg) Y e Y' 
(e9) Y' e [ Hpt 

(elO) Y'Ef ssi Y' e [ y alg elm de B esta contenido en Y' (a)Desc 

(e¡¡) 3U tlq U EB Y U e Y': 

(a) U EB (e6)Desc 
(13) U e Y' (e7)(eg)Alg 
(y) U EB Y U e Y' (a)(13)Desc 
(8) 3U tlq U EB Y U e Y' (y)Desc 

(e¡2) Alg elm de B está contenido en Y' (e¡¡)Trad 

(el3) Y' e 1 y alg elm B está contenido en Y' (e9)(el2)Desc 
(e¡4) Y' Ef (el3)Por (elO) 

(f)f es filtro de 1 (b)(c)(d)(e)Def de filtro 
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(g) Be f: 

'\IY, si Y EB ent Y Ef: 

(g,) y EB Hpt 

(g2) y E f ssi Y e 1 y aIg elm de B está contenido en Y (a)Desc 

(~) Si Y EB ent Y e 1 (3)Desc 
(SI) y e 1 (g,)Por (g3) 
(gs) 3U tlq U EB Y U e Y: 

(a) Y EB (g,) Desc 
(~) Y e Y AIg 
(y) Y EB Y Y e Y (a)(~)Desc 

(8) 3U tlq U EB Y U e Y (y) Desc 

(g6) AIg elm de B está contenido en Y (gs)Trad 

(g7) Y e 1 y aIg elm de B está contenido en Y (SI)(~)Desc 
(gs) Y E f (g7 )Por (g2) 
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Corolario: 

Si A es una colección no vacía de subconjuntos de 1 tal que toda 

intersección finita de elementos de A es no vacía entonces existe B tal 
que B es base de filtro de 1 y A e B: 

(\) A es no vacía 

(2) V U , si U E A ent U e 1 

(3)VU I "",Un EA ,Ul nU2 n ... nUn *' 0 Hpt 
(4) :l B tlq B es base de filtro 1 y A e B: 

(a)YEB ssi :lUI"",Un EA t1sq Y=Uln ... nUn Defde B 
(b):lY tlq Y E B : 

(blnU tlq U E A (I)Def de vacío 

(b2) U E A Def de U 
(b)) U = U n U Alg 

(b4) U , U E A y U = U n U (b2)(b2)(bJ)Dese 

(bs):l UI , U2 tlsq UI , U2 E A y U = UI n U2 (b4)Desc 
(b6) U E B (bs) Def de B 
(b7):lY tlq Y E B (b6)Dese 

(e) VY , si Y E B ent Y el: 

(CI) y E B Hpt 

(e2):l UI , ... , Un E A tlsq Y= UI n .. . n Un (el)Por (a) 
(c))UI,,,,,Un EA 

(e4)Y=Ul n ... nUn Defde UI"",Un 
(cs) U I , ... , Un e 1 (cJ)Por (2) 
(e6) UI n ... n Un e 1 (cs) Alg 
(C7) y e 1 (C6)(c4)Def de = 

(d)0 (l'B : 
(di) 0 E B Neg 

(d2):l UI , •.• , Un E A 
(d)) U 1 , ... , Un E A 

• (d4) 0 = U I n ... n Un 
-(dS)U l nU2 n ... nU" 

tIsq 0 = U 1 n ... n Un 

Def de U 1 , ... , Un 
* 0 (dJ)Por (3) 
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(e) Si Y' , Y" E B ent Y' n Y"E B: 

(el) Y' EB 

(e2) Y" E B Hpt 

(e3):1U'I, ... ,U'n EA tlsq Y'=U'I n ... nU'n (el) 

(e4):1 U" I , ... , U" m E A tlsq Y" = U" In .. . n U" m (e2)Def de B 
(e5)U'I, ... ,U'n EA 

(e6)Y'=U'1 n .. nU'n Defde U'I, ... ,U'n 
(e7) U"I , ... , U"m E A 
(es) Y" = U"I n n U"m Def de U"I, ... , U"m 

(e9) U' I .. U' n , U" I ... U" ni E A (e5)(e7)Desc 
(elO) Y' n Y" = U' In ... n U' n n U" In ... n U" m 
(ell) Y' n Y" E B (e9)(elO)Def de 8 

(f) B es base de filtro de l (b)(c)(d)(e)Def de base 
(g) VY , si Y E A ent Y E 8 : 

(gl)Y E A Hpt 
(g2) Y = Y n Y AIg 

(g3) Y , Y E A Y Y = Y n Y (gl)(gl)(g2)Desc 

(g.¡):1 Y I , Y2 tlsq Y I , Y2 E A Y Y I n Y2 (g3)Desc 
(g5) Y E B (g.¡)Def de B 

(h) A e B (g)Def de e 

(i) B es base de filtro de 1 y A e B (f)(h)Desc 

U) :1 B tlq B es base de filtro de 1 y A e B (i)Desc 
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